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Anotacija
Tiesa F-transformacija ir linears attelojums no universa X (Saja darba — intervals
[a; b]) definetam nepartrauktam funkcijam uz vektoru telpu, kur vektora vertibas apraksta
funkciju atbilstosi universa X nestriktam sadalijumam. Inversa F-transformacija attelo
tiesas F-transformacijas rezultata ieguto vektoru par funkciju, kas aproksime origina-
lo funkciju. Sis pieejas visparinajums ir augstakas kartas F-transformacijas, kad tiesas

transformacijas rezultata iegust vektoru ar polinomialam komponentem.

Tiesas un inversas transformacijas 1pasibas ir butiski atkarigas no izveleta universa
nestrikta sadalijuma. Saja darba tick apliikotas transformaciju pasibas, kad nestrikto
sadalijumu iegust ar B-splainu palidzibu; tiek paradits, ka aprakstita sadalijuma izvele
lauj butiski paaugstinat aproksimacijas kvalitati, aproksimejot funkciju ar tas inverso

F™-transformaciju.

Atslegvardi: nestrikts sadalijums, F-transformacija, B-splaini



Abstract

The direct F-transform is a linear mapping from the set of continuous functions over
the universe X (in this paper an interval [a; b]) to a vector space, where the components of
the vector characterizes the function accordingly to the chosen fuzzy partition of X. The
inverse F-transform maps the vector, obtained by the direct transform, to a function which
approximates the original function. A generalization of this approach is F-transform of

higher degree which produces a vector of polynomial components.

The properties of the direct and inverse F-transforms heavily depend on the chosen
fuzzy partition of X. In this paper we consider transformations’ properties when the fuzzy
partition is generated by B-splines; it is shown that the proposed choice of partition allows
one to significantly increase the quality of approximation of a function, approximating it

with its inverse F™-transform.
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Ievads

2001. gada Irina Perfilieva (Ostravas universitate, Cehija) ieviesa [[I] F-transformacijas
jedzienu, saistot klasiskas transformaciju metodes ar nestriktas matematikas pieeju. 2006.
gada tiek publicets plasaks raksts par F-transformacijam un to 1pasibam [2]. Izmanto-
jot F-transformacijas (tieSa F-transformacija ar konstantiem koeficientiem), iespejams
raksturot nepartrauktas funkcijas ar vektoru, kas satur informaciju par So funkciju (vek-
tora komponentes var interpretet ka funkcijas videjas vertibas par apskatama intervala
nestrikta sadalijuma kopam). Vienlaikus iespejams runat par inverso F-transformaciju,
kas, izmantojot tiesas transformacijas rezultata ieguto vektoru, dod sakotnejas funkcijas
aproksimaciju. F-transformacijam ir rasti pielietojumi attelu apstrade [3, 4, 5] , parasto

un parcialo diferencialvienadojumu risinasana [6, [7] un laikrindu analize [8, 9.

Ka tika paradits [10], parastas F-transformacijas ar konstantiem koeficientiem je-
dziens var tikt paplasinats uz augstakas kartas F-transformacijam jeb F™-transformacijam
(m € Z, m > 0) ar polinomialam komponentém. St pieeja visparina parasto F-transforma-
ciju jedzienu, jo tas var tikt uzskatitas par F-transformacijam. F"™-transformacijas lauj
aproksimet arl funkcijas atvasinajumus [11]. F™-transformaciju metodei ir vairaki vis-
parinajumi: diskretas F"-transformacijas [[12], F"-transformacijas vairakargumentu fun-

kcijam [13], F™-transformacijas attieciba pret visparinatu nestriktu sadalijumu.

F-transformaciju pamata ir t.s. bazes funkcijas, kas ir nestriktas kopas, kas veido
apskatama intervala nestrikto sadalijjumu. Parasto F-transformaciju gadijuma nestrikta
sadalifjuma visparinajumu piedavaja L. Stefanini [[14, [L5]. Saja pieeja bazes funkcijas varcja
parklat vairakus blakusesosus intervala sadalijuma intervalus; tadejadi tika ieguits blivaks
nestriktais sadalijums, kas lauj uzlabot inversas F-transformacijas gluduma Ipasibas un
aproksimacijas kvalitati. So pieeju attistija un pilnveidoja I.Perfilieva ar lidzautoriem,

petot visparinata nestrikta sadalijuma jedzienu [16, [17].

Saja darba tiek aplikotas F™-transformaciju 1pasibas, kad tiek izmantots visparina-
tais nestriktais sadalijums, kura bazes funkcijas nosaka nepara pakapes centralie B-splaini.
Nestriktie sadalijjumi, kas balstiti uz splainiem, ir apskatiti jau ieprieks; piemeram, B.
Bede un J. Rudas [18] aplukoja gadijumu, kad nestrikto sadalijumu nosaka B-splaini; I.
Kodorane un S. Asmuss [19] izstradaja jauna veida nestriktos sadalijumus, kas balstas
uz splainiem, un ieguva aproksimacijas kvalitates novertejumus, aproksimejot funkciju ar

tas inverso F-transformaciju attieciba pret siem sadalijumiem. Abos gadijumos aplukotos



parastas F-transformacijas.

Saja magistra darba tiek petitas F™-transformacijas 1pasibas, par nestrikto sadaliju-
mu izveloties vienmerigu visparinato nestrikto sadalijumu, kuru uzdod centralie B-splaini
ar pakapi 2k — 1. Tiek paradits, ka inversa F™-transformacija ir preciza visiem poli-
nomiem kuru pakape neparsniedz 2m + 1, pie m < k — 1. Balstoties uz So rezultatu,
tiek pieradit kludu novertejumi, aproksimejot funkciju ar tas inverso F"-transformaciju

(attieciba pret aprakstito nestrikto sadalijumu).

Darbs izklastits ¢etras nodalas. Pirmaja nodala aplukotas nestrikto sadalijumu (pa-
rasto un visparinato) definicijas, ka ar1 visparinata nestrikta sadalijjuma konstrukcija,
izmantojot B-splainus. 1. nodala aplukojam art B-splainu definiciju un galvenas 1pasibas.
Otraja nodala izklastits F-transformacijas un saistitie jedzieni — inversa F-transformacija,
augstakas kartas (tieSa un inversa) F-transformacija, funkciju telpas Lo(A;) un L5 (A;).
Saja nodala definets Ruspini nosacijums, kas nepiecieSsams, lai inversa F-transformacija

aproksimetu sakotnejo funkciju.

Atlikust darba dala veltita rezultatu izklastam, kad nestriktais sadalijums ir kons-
truets ar B-splainu palidzibu. Tresaja nodala izklastitas galvenas uz s1 sadalijuma balstito
F-transformaciju 1pasibas un pieradita teorema, kas raksturo polinomu pakapi, kuriem
to inversa F""-transformacija ir preciza. Balstoties uz saja nodala iegutajiem rezultatiem,
darba ceturtaja nodala tiek raksturota aproksimacijas kvalitate un ieguti aproksimaci-
jas kludas novertejumi, funkciju no telpas C"*([a;b]) aproksimejot ar tas inverso F™-
transformaciju. Saja nodala tiek ar1 paradits, ka inversa F""-transformacija aproksime art
sakotnejas funkcijas atvasinajumus.

Darbs satur tris pielikumus; tajos tiek prezenteti atteli 4. nodala aprakstitajiem
piemeriem.

Darba izklastitie rezultati prezenteti konference 20th International Conference on
Mathematical Modelling and Analysis (MMA2015), ka ar1 tiks prezenteti 2015 IEEFE
International Conference on Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE 2015) konference.



1. NESTRIKTIE SADALIJUMI

Klasiskaja matematika, aproksimejot realvertigu funkciju intervala [a; b], tiek nemts
St intervala sadalijums, t.i., intervals ar mezglu palidzibu tiek sadalits mazakos intervalos.
Nestriktaja matematika, un jo 1pasi F-transformaciju konteksta, 1 pieeja tiek visparinata,
izmantojot t.s. nestriktos sadalijjumus (fuzzy partitions). Tos veido nestrikti intervali,

uzdoti ar indikatorfunkcijam. ST iemesla del darbu saksim ar nestriktas kopas definiciju.

1.1. Nestriktas kopas jedziens

Klasiskaja teorija kopai A C X ir stingri noteiktas robezas: katrs universa X ele-
ments x vai nu pieder kopai A, vai arT nepieder. Attiecigi, kopas A indikatorfunkcija

Xa: X — {0, 1}, defineta ar

0, z€A
xalx) = x € X,

1, z¢X

var pienemt tikai divas vertibas; turklat kopu A var identificet ar funkciju x 4.
Nestrikta matematika piedava §is pieejas visparinajumu, pielaujot universa X ele-
mentu daleju piederibu kopai A. Sadas kopas iespéjams definét, pielaujot indikatorfun-

kcijas, kas pienem vertibas intervala [0; 1], nevis tikai ta galapunktos.

Nestriktas kopas Seit tiek definetas atbilstosi avotam [20].

1.1. definicija. Par nestriktu kopu A C X sauc kopu A = {(x, pa(x))| z € X}, kur
pa : X — [0;1]; vertibu pa(z) sauc par elementa x € X piederibas pakapi nestriktajai

kopai A, bet funkciju p4 — par kopas A harakteristisko funkciju.

Kopu A medz identificet tikai ar tas harakteristisko funkciju, t.i., runa par nestriktu

kopu A : X — [0;1], kur A(z) := pa(x).

1.2. piemers. Pienemsim, ka X = R. Nestrikta kopa A C X uzdota ar harakteristisko

funkciju

Az) = e @1*,



Nestrikto kopu A Saja piemera interpretejam ta, ka A satur tos skaitlus, kas ir "tuvu”

vieniniekam.

EI. attela attelots kopas A harakteristiskas funkcijas grafiks.

AfL)
0.8

0.6
0.4

0.2F

1. att.: Nestrikta kopa A

1.3. piemers. Pienemsim, ka X = [a;b] C R un izveleti skaitli b € (0;1], p € (a;b),

q € [a;p) un g, € (p;b]. Apluko nestriktu kopu, kas uzdota ar indikatorfunkeciju

(

0, € [a; ql;
Alz) h<1—§";f,>, x € (qpl;

h (1 - qfi’i,) , =€ [pig);

0, t € [gr;0].

Sadu nestriktu kopu sauc par trissturveida nestriktu kopu.
Piezime. Kopu A sauksim par trissturveida kopu ar1 degeneretajos gadijumos,
t.i., ja

s q=D%#q, ti,

(
0, x € la;p);
Ar) = h(l—ﬁ), z € [pigr);
0, t € [gr; b].
\



s qF#D=q, ti,

0, T € [a; q;
Alz) = h( %), x € (qi;p);
0, t € (p;b]
\
s q4=p=qti, )
0, z€la;p);

Ar) = 1, = =p;

0, te(p;b].
Sajos gadijumos, ja turklat p = a, vai p = b, tad A(p) := 1.

E. attela attelots trissturveida nestriktas kopas A harakteristiskas funkcijas gra-

fiks, kada=0,b=4,¢=1,p=3, ¢ =3.5un h =0.7.

0.8
AfL)
0.6 |
0.4k
0.2
D i i i i i ]
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
2. att.: Trissturveida nestrikta kopa
1.2. Nestrikta sadalijuma definicija
Pienemsim, ka [a;b] C R, a < b, un N € N. Fiksesim mezglus to,....ty ta, lai
a=ty<...<ty=b.
Seit un turpmak ar [n..m], kur n,m € Z, sapratisim kopu {n,n +1,...,m}.

1.4. definicija. Saka, ka nestriktas kopas Ay, ..., Ay : [a;b] — [0;1] veido intervala

[a; b] nestrikto sadalijumu, ja izpildas $adi nosacijumi:

1) A;:la;b] = [0;1], Ai(t;) =1, visiem ¢ € [0.. N];



2) Ai(t)=0,jat ¢ (ti—1,t;), kur t_y :=a, ty41 = b, visiem ¢ € [0.. NJ;
3) A, is nepartraukta funkcija, visiem ¢ € [0.. NJ;

4) A; ir augoSa intervala [t;_1,t;], jai € [1.. N], un A; ir dilstosa intervala [t;, t;11],

jaiel0.. N —1].

5 SN, Ai(t) > 0, visiem t € (a, b).
Funkcijas jeb nestriktas kopas A; tiek sauktas par bazes funkcijam.

1.5. definicija. Pienemsim, ka nestriktas kopas Ao,..., Ay : [a;b] — [0;1] veido
intervala [a;b] nestrikto sadalijumu. So sadalijumu sauc par vienmerigu, ja izpildas
sadi nosacijumi:

1) t;=a+ih, visiem ¢ € [0.. N], kur h := (b—a)/N;

2) Ai(ti—t)=Ai(t;+1t), visiemi € [1..N —1] un t € [0, h];

3) Al(t) = Az;l(t — h) un Al<t — h) = AZ+1(t) visiem ¢ € [1 N — 1] unt e [ti,ti+1].

1.6. piemers. Pienemsim, ka a =ty = 0, b = ¢, = 1 un vel izveleti mezgli t; = 1/6,

to = 1/3, t3 = 1/2. Atbilstosas nestriktas kopas ir definetas ka

(

, 6, tefo.d],
1-6t, te0,1],
Ao(t) = At) =q2-6t, te (53],
. te(da]: 1
0 te(31];
( (
6t—17 tE[%,%}, 6t—2’ te(%’%}’
A(t) =3 -6t, te(i1], As(t) = q2-2t, tel[d 1],
07 tE[O,%)U(%,l], 07 tE[O,%),
\ \
(
0, telo,1),
e 0.9)
[2t—1, te[31].

Tad nestriktas kopas A;, i € [0..4], veido intervala [0; 1] nestriktu sadalijumu.
Bazes funkcijas A;, i € [0..4], sauc par trissturveida bazes funkcijam, jo atbilstosas

kopas ir trissturveida nestriktas kopas.



H. attela atteloti so kopu harakteristisko funkciju grafiki.

3. att.: Intervala [0; 1] nestriktais sadalijums ar kopam A, .., Ay

1.7. piemers. Pienemsim, ka [a;b] = [0;1] un izveleti mezgli t; = i/6, i € [0..6].
Atbilstosas nestriktas kopas ir definetas ka

(

Ai(t) =q1+i—6t, te (i, 2], i€[l.5]
0 te 0,5 u(H1],
un
1—6t, telo,i], 0, telo,2),
) 0.3] ) 0.3)
0, te (1], 6t —5, te[2,1].

Tad nestriktas kopas Ay,..., Ag veido intervala [0; 1] vienmerigu nestriktu sadali-

jumu. H attela atteloti So kopu harakteristisko funkciju grafiki.



4. att.: Intervala [0; 1] vienmerigs nestriktais sadalijums ar kopam Ay, ..., Ag

1.3. Visparinatie nestriktie sadalijumi

Pienemsim, ka [a;b] C R, a < b, un N € N. Fiksesim mezglus to, ..., ty ta, lai
a§t0<...<t]\]§b.

Visiem i € [0.. N] izveleti nenegativi reali skaitli A, h! ta, ka vienlaikus izpildas sadi
nosacljumi:

o hi+hi>0,
[a; b], kur apzimets E; := (t; — h, t; + hl) un E; := [t; — b, t; + hl];

e« E, C
N =
. Uj=0 EJ = [CL, b]
1.8. definicija. Saka, ka nestriktas kopas Ay, ..., Ay : [a;b] — [0;1] veido intervala
[a; b] visparinato nestrikto sadalijumu (ar mezgliem ¢; un robezam h}, h i € [0.. N]),
ja izpildas sadi nosacijumi:
1) Ai(t) >0,jate E;,un A;i(t) =0, jat € [a,b] \ E;, visiem ¢ € [0.. NJ;

2) A; is nepartraukta funkcija kopa E;, visiem i € [0.. NJ;

3) SN, Ai(t) >0, visiem t € (a,b).

Darba tiks izmantoti Sada veida defineti vienmerigie nestriktie sadalijumi:

10



1.9. definicija. Pienemsim, ka » > 0 un A’ > h/2. Tad (visparinatais nestriktais
intervala [a; b]) sadalijums tiek saukts par (h, h')-vienmerigu, ja izpildas sekojosSas 1pa-

Sibas:
e tiyy =t +hvisiemi € [0..N — 1] un b = hf =k’ visiem ¢ € [0.. NJ;

. Az(t) = AZ+1(t+ h) visiem t € EZ un ¢ € [ON — 1]

Saja gadijuma E; = (t; — b/, t; + h').

Viegli redzet, ka tad eksiste tada para funkcija A:|[-H,H] - R, H := h'/h, ka
visiem i € [0..N] un ¢t € Ej; izpildas A;(t) = A (5%). Funkciju A sauc par sadalijuma

Ag, .., An generejoso funkciju.

1.10. piemers. Pienemsim, ka [a;b] = [0; 1] un izveleti mezgli t; = (i+1)/6, ¢ € [0..4].
Atbilstosas nestriktas kopas ir definetas ka

(

o-i, v 5],
Ai(t) =q2+i—6t, te (&L =2 iel0..4].
0, refo.s) ().

\

Tad nestriktas kopas Ag, Aj, As un Aj veido intervala [0; 1] vienmerigu visparinato

nestriktu sadalijumu. H attela atteloti So kopu harakteristisko funkciju grafiki.

Ayl
AL
A,
A,
A,

5. att.: Intervala [0; 1] visparinatais vienmerigs nestriktais sadalijjums ar kopam Ay, ...,
Ay

11



Var ieverot, ka
At) = A(6(t—t.) = A(6t—i—1),

kur
(

r+1, ze[-1,0],

Alx)=91—2, ze(0,1],

0, reR\[-1,1].
\

1.4. Uz B-splainiem balstiti visparinatie nestriktie sadalijumi
B-splaina jedziens

B-splaini Saja darba ir defineti atbilstosi avotam [21] (skat. ar1 [22]).

1.11. definicija. Pienemsim, ka n > 0 ir vesels skaitlis. Par noskeltas pakapes funkciju

17} sauc sekojosu funkciju:

Pienemsim, ka
Un(t,7) = (1) (n+1) (t = 7)}
un uzskatisim, ka doti mezgli —co <t; < t;11 < ... <tjins1 < 4o00.

Funkciju B?, definetu ka funkcijas ¢, (¢, 7) (n+1)-as kartas dalito diferenci attieciba

pret mainigo 7 un n + 2 mezgliem t;,t;11, ..., nt1, sauc par B-splainu (ar pakapi n un
mezgliem ti) ti-l—la vy ti+n+1).
Ar ¢, apzimesim centralo B-splainu [21], kuru iegust, izveloties t; = —2&+ un

tiyj=ti+j,j€[0.n+1]

12



1.12. piemers. Pienemsim, ka izveleti mezgli ¢; = ih, ¢ € N, h > 0. Tad

0, t <t
1 t—t; .

B} (t) = w (L5, e (atin]
% (1 — HT’H> , t € (tipr; tite]
0, t > tiyo.

Var ieverot, ka

kur

0.5

0.4t
0.3}
0.2 /

0.1

6. att.: 1. pakapes B-splaini B}

Specialgadijuma, kad h = 1, iegustam t; = ¢ un

0, t<i
t—i, te(iyi+1]

i+2—t, te(i+1;i+2

0, t>1+2.

\
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1.13. piemers. Pienemsim, ka izveleti mezgli t; = ih, i € N, h. Tad kvadratiskie

B-splaini B? ir uzdoti ar

B0 =g o ()

kur )
Le+3)* zel[-3-3)
3 2 1 1
I v € [-33)
¢2("L‘)_<1 1 3
3z — ) z € [3,3]
07 .’I?§é[ %’%]

A attela redzami B? grafiki, kad h = 1/3, i € [0..4].

Kubiskie B-splaini B? ir uzdoti ar

kur

=

0, v [-2,2].

\

0.4

0.35

0.3
0.25F
0.2}

0.15

0.1F

0.05

7. att.: 2. pakapes B-splaini B?
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0.35

8. att.: 3. pakapes B-splaini B}

B-splainu 1pasibas

Funkcijas B}' apmierina Sadas 1pasibas:
o intervala (¢;1;,titj11], j € [0..n], funkcija B} ir polinoms;
« Bl'e C"YR);
« Bit)>0jat € (i tivnt1);
o« BMt)=0jaté (tititnt1)-

B-splainus var konstruet ar $adas rekurentas sakaribas palidzibu [@]

t—1t; tigmyr — €,
D oprt) = —— U pri) 4 T pnaigy e, teR,
n+1 Livnt1 — b tivny1 — 1

nemot vera, ka BY(t) = 1/(tix1 — t;) visiem t € (t;;ti11).
Savukart centralie B-splaini ¢,, apmierina ar1 Sadas 1pasibas:
e ¢, ir para funkcija;

e ¢, ir nedilstosa intervala (—oo;0) un neaugosa intervala (0; 4o00);

e jamn = 2k — 1 ir naturals nepara skaitlis, tad splaina ¢o;_; mezgli ir veselie skaitli

—k, o k.

15



Pienemsim, ka ¢ 4+n < jun —oo < t; < ;31 < ... <t; < 400. Tad visiem z € R un
x € (tizn;tj+1] izpildas sada vienadiba [24]:
J tl tl l+n
n +n+l — n
(z—a)=> —— ] (-t B} @) (3)

n+1
=1 + s=Il+1

. — v v— . o= . . — 1= ] t —t .
Vienkarsas sekas no $is identitates [24] ir vienadiba Y 7_, = B (x) = 1, kas ir

speka visiem x € (titn, tj41)-

Specialgadijuma, ja t;y;.1 = t;1y + 1 visiem [ € [0..7 — ], tad izpildas vienadiba

B! (x) = B'(x — 1), Iidz ar to Saja gadijuma iegustam

J—1
Y Bz —1)=1, visiem x € (tipn, tjs1)- (4)
=0

Jan > 1, 81 vienadiba ir speka arl pie © = t;,, un o = t;41.

Izveloties n =2k — 1, ke Nunt; = —n, j=i+mn, tjy; = t; + 1 (visiem [ € [i.. j])

vienadiba (E), ieglistam

k

(e =) = 3 plz = Domos(e ), (5)

I=1—k
k-1
kas izpildas visiem z € R un z € [0;1], kur p(z) := z [] (2* — j%).
=1

Rekurenta sakariba nepara pakapes centralo B-splainu konstrukcijai

No (B) viegli redzet, ka centralie B-splaini apmierina sadu sakaribu visiem n € N:

Dn(t) = Wy 4 p_1(t +0.5) + wy , Py (t — 0.5), (6)
kur t € R,
0 n+1+2t 1 n—+1-—2t
wnt = ) wnt = )
' 2n ' 2n

un ¢o(t) =1, t € (—0.5; 0.5). Piemeram, var aprekinat, ka

L—t], te(-1,1)
P1(t) = (7)
0, tERN (=1;1).

16



Fikse k& € N. Ka tika minéts ieprieks, centrala B-splaina ¢op_; € C*72(R) mezgli
ir skaitli =k, ..., k.

No vienadibas (B) seko

Pote41(t) = Woy 1,y ok (t + 0.5) + Wy y dox(t — 0.5)

un

Gor(t +0.5) = wgk,t+0.5 Por—1(t +1) + w%k,t+0.5 Por—1(1),

Gon(t — 0.5) = wi y_o5 2n—1(t) + Wy s_o5 P21 (t — 1).

Tas nozime, ka ¢or11(t) var tikt pierakstits forma

wi Por—1(t + 1) + wo Par—1(t) + w_1 Pap_1(t — 1),
kur
0 0
W1 = Wopy1,t Wog 1405
0 1 1 0
Wo = Wap 414 Wop 1105 T Wopi1,t Wak t—0.50

1 1
W-1 = Wop 1t Wogt 0.5

Vienkarsojot Sis izteiksmes, iegustam, ka

1
Port1(t) = Z wiGok—1(t + 1), (8)
i=—1
kur
y C(k+1E1) w_k2+k—t2 ©)
T 2k2k+1) YT kQEk+1)
Vienadibas (BHQ) dod iespeju rekursivi konstruet nepara pakapes centralos B-
splainus.

Nakamaja paragrafa aprakstita visparinata nestrikta sadalijuma konstrukcija, kas
balstita uz nepara pakapes centralo B-splainu ¢9;_;1. No vienadojuma (H) seko, ka pieda-
vata konstrukcija visparina biezi lietotu vienmerigu nestrikto sadalijumu, kura generejosa

funkcija ir trissturveida funkcija [10].

17



Nestrikta sadalijjuma konstrukcija

Pienemsim, ka fikseti naturali skaitli N, k. Ar A apzimesim centralo B-splainu ar pakapi

2k — 1.

Lai konstruetu nestrikto sadalijumu, izmantosim panemienu, kas tika ieviests darba
[15], un nemsim tadas bazes funkcijas A;, kas nosedz vairak neka divus blakusesosus
intervalus (musu gadijuma, katra bazes funkcija nosegs 2k intervalus). Sis panemiens art

prasa izveleties papildus mezglus ¢; ar indeksiem ¢ < 0 un ¢ > .

Pienemsim, ka izvelets intervals [a;b]. Apzime h = (b —a)/(N + 2k).

Ar t; apzimesim vienmerigi sadalitus mezglus t; = a+ h (i + k), i € [-k..N + kJ;
tad

(I:t_k<t0<tN<tN+k:b.

Ar A;(t) apzimesim funkciju A (55), i € [0.. N].

Tad (visparinato) nestrikto intervala [a;b] sadalijumu veido funkcijas Ay, .., An.

Var ieverot, ka sis sadalijums ir (h, hk)-vienmerigs.

1.14. piemers. Pienemsim, ka [a;0] = [0;1] un N = 5, k = 2, t.i., intervalam
[0; 1] konstruesim vienmerigu nestrikto parklajumu ar kubiskajiem B-splainiem. Tad

h=1/9 un
42
=—

t; i€[-2..7].

Nestriktas kopas definetas ka
Ai(t) =3 (9t —i—2), i€l0..5],

kur ¢3 uzdots ar (EI)

Q. attela redzami kopu A;, i € [0.. 5], harakteristisko funkciju grafiki.
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9. att.: Nestrikto kopu Ay, .., A5 harakteristiskas funkcijas
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2. F-TRANSFORMACIJAS

2.1. F-transformacijas jedziens

Apluko intervalu [a;b] C R, a < b un fikse N € N un N + 1 mezglus tg,...,ty ta, lai
a=ty<...<ty=b.

Pienemsim, ka nestriktas kopas Ay, ..., Ay : [a,b] — [0, 1] veido intervala [a, b] visparinato

nestrikto sadalijumu (ar mezgliem ¢; un robezam h, h!, i € [0.. N]).

79 )

Tiesa F-transformacija

2.1. definicija. Par funkcijas f € C(]a, b]) tieso F-transformaciju (attieciba pret vis-

parinato nestrikto sadalijumu Ay, ..., Ay) sauc vektoru (Fy, ..., Fy) € RN+ kur

F— f:f(t) A;(t)dt
L At

ie[0..N].

Inversa F-transformacija

Pienemsim, ka fikseta f € C([a,b]), kuras tiesa F-transformacija ir (Fo, ..., Fx).

2.2. definicija. Par funkcijas f inverso F-transformaciju (attieciba pret visparinato
nestrikto sadalijumu Ao, ..., Ay) sauc funkciju F(f,) : [a;b] — R, kas defineta ar

vienadibu

2.2. Augstakas kartas F-transformacijas
Telpa Ly(A;)
Fiksesim patvaligu i € [0.. N].
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Ar Ly(A;) apzimesim Hilberta telpu, kas sastav no visam kvadratiski integrejamam

i)
funkcijam f : E; — R un kura skalarais reizinajums (-, -), (Iidz ar to ar1 ir induceta norma

1 £1l; = {f, f>l-'5) ir uzdots ar sakaribu

<f,9>i=/f(t)g(t)Ai(t) dt.

E;

Piezime: faktiski sada veida telpa Ly(A;) ir uzdota seminorma ||-||,. Lai butu define-
ta norma, telpu faktorize, t.i., funkcijas f un g, kuras ir gandriz visur vienadas (t.i.,
|f = gll; = 0), tiek identificetas ka vienadas. Sada veida |-, klust par normu, bet pusde-

finita bilineara forma (semidefinite bilinear form) (-,-), par skalaro reizinajumu.

Ar Ly(Ao, ..., Ax) apzime telpu, kas sastav no visam tadam funkcijam f : [a, b] — R,

ka f|g5,€ La(A;), katram ¢ € [0.. N].

Telpu L5*(A;) define ka linearo apakstelpu telpai Lo(A;), kuras elementi ir polinomu

{1,t,#2,...,t™} (ierobezoti kopa E;) linearas kombinacijas.

Analogiski ka [10], telpa L5'(A;) konstrue ortogonalu bazi {P?,..., P™} sekojosa

veida:

Pt Z)\LPIJ , lef0.m—1],

kur Ay, = (X', PY), ||Pij||72 un x'(t) = ¢+
Tiesa F™-transformacija

2.3. definicija. Pienemsim f € Ly(Ao, ..., Ay). Ar F/™ apzime funkcijas f|g, orto-
gonalo projekciju uz apakstelpu L5'(A;), i € [0.. N]. Tad vektoru (FJ",..., F¥) sauc

par funkcijas f tieSo F™-transformaciju f attieciba pret sadalijumu Ay, ..., Ay.

Var ieverot, ka funkcijas f tiesas F™-transformacijas komponentes var aprekinat ka
m

FM(t) =) cuPl(t), i€[0.N], (10)
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kur
R ol

= 5 [0..m], 1 €[0..N] (11)
1713

Cil

Vel jo vairak, ja f € P,, (kur ar P, saprotam polinomu telpu, kuru pakape nepar-
sniedz m), tad katram fiksetam ¢ € [0.. N| to var izteikt forma f(¢) = > " a;, P/(t) un

lidz ar to ¢;; = a;; visiem [ € [0..m].

Inversa F™-transformacija

2.4. definicija. Pienemsim, ka f € Ly(Ap, ..., Ay) un tas tiesa F"-transformacija ir

(Y, ..., Fy). Tad funkciju F™(f,-) : [a;b] — R, kas defineta ar vienadibu

N

Fr(fit) =Y FM) A®)

=0

sauc par funkcijas f inverso F"™-transformaciju.

Ja no konteksta bus skaidrs, par kuru funkciju f ir runa, izmantosim ari apzimejumu

Fr(t).

Var ieverot, ka f inversa F-transformacija ir pierakstama forma

F™(f,t) = Z FM(t)A(t) = Z D Pl (HA(t), € [ab].

2.3. Ruspini nosacijums
Pienemsim, ka [a, l;] C la,b], a < b,ir tads intervals, ka

~

D Ai(t) =1, visiem ¢ € [a,b].

Tad saka, ka intervala [a, b] sadalijums Ay, .., A,, apmierina Ruspini nosactjumu intervala
[@,b]. Analogiski 8. lemmai darba [10] var tikt pieradits §ads apgalvojums:
2.5. apgalvojums. Visiem p € P, polinoma p inversa F™-transformacija F™(p,-) sakrit

ar p intervala [a,b], t.i., p(t) = F™(p,t) visiem t € [a,b].
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Pieradijums.
Brivi fikse ¢ € [a,0]. Ar I C [0.. N] apzimeé tadu indeksu i kopu, ka A;(t) > 0; tad

Y ier Ai(t) =1 un
Fo,t) = 3 F () A). (12

i€l
Visiem i € I funkcija F/"(p,-) ir polinoma p|g ortogonala projekcija uz apakstelpu

L3 (A;). Tacu, ta ka p € Py, jau izpildas p|g € L5'(A;).

Lidz ar to F™(p,-) = p|g,- Ta ka visiem ¢ € I izpildas ¢ € E;, tad no ta izriet, ka

F™(p,t) = p(t), visiem i€ I. (13)

)

Sakaribas () un (@) dod vienadibu

kas pierada vajadzigo. [
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3. UZ B-SPLAINIEM BALSTITAS F-TRANSFORMACIJAS

Turpmak darba fiksesim intervalu [a,b] C R, a < b, un naturalus skaitlus k, N € N.

Mezglus o, ..., ty define ta, lai
ti=a+hi, i€[—k.N+Ek|,

kur h:= (b —a)/N.

Ar A apzime centralo B-splainu ar pakapi 2k — 1; ar A;(t) apzime funkcijas A (t_hti ),

i € [0.. N]. Turpmak darba tiks izmantots intervala [a; b] visparinatais nestriktais (h, hk)-

vienmerigais sadalijums, ko veido nestriktas kopas Ay, ..., An.

Ar Ly(A) apzimesim Hilberta telpu, ko veido kvadratiski integrejamas funkcijas

f:[=k, k] = R, ar skalaro reizinajumu (-, -), kuru uzdod vienadiba
k
(f9) = [ f@)g@)A(w) da,
Zk

un atbilstoso normu || f|| = (f, f)*°. Telpu L7*(A) definé ka telpas Lj(A) linearo apaks-

telpu, kuras bazi veido polinomi {1,¢,# ... ,¢™} (ierobezoti kopa [—k, k]).

Analogiski [10] konstrukcijai, ortogonala telpas Ly*(A) baze {P°,..., P™} tiek iz-

veidota sekojosi:
P(x) =1, (14)
l
P (z) = x'(z) = Y NPi(x), 1e[0.m-1], (15)
j=0

kur X = (!, P7) ||P7|| .

Atzimesim, ka polinomi P!, kas defineti ka ortogonalo polinomu sistema attieciba
pret svara funkciju A, var tikt aprekinati ar t.s. tris loceklu rekursijas formulu (three-term

recurrence relation) [25]:

Pl(z) = (z — )P (z) = NP7%(x), [>1, 2 €R,
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kur P_; =0 un, visiem [ > 1 (var redzet, ka \; var izveleties patvaligi),

[t a(P (@) Alz) da
(P (2)2A(x)
JE (P ()2 A()
[ (P (@))? A(w) da

C =

dx
dx

ANit+1 =

levero, ka ¢; izteiksmes skaititaja ir integralis no nepara funkcijas par simetrisku intervalu;

tatad ¢; = 0 visiem [. Lidz ar to P! iespejams konstruet sadi:

I il g

! _ -1
P (.T) - :CP (:C) ||Pl_2H2

(z), 122 z€R, (16)

kur P° =1, Pl(z) = z.

Induktivi (un izmantojot faktu, ka A ir para funkcija, bet (-, -) ir definets ka integralis
par simetrisku intervalu) var paradit, ka P! ir nepara funkcija, ja [ ir nepara, un P' ir
para funkcija, ja [ ir para. Cita acimredzama, tacu svariga Ipasiba ir, ka P! ir ortogonals
(attieciba pret skalaro reizinajumu (-,-)) visiem polinomiem, kuru pakape ir mazaka par

.

Pienemsim, ka ¢ € [0.. N] ir fiksets un apluko telpu Ly(A;). Tad skalarais reizina-

jums (-, -), var tikt iegtts no (-, -) sekojosa veida:

()= [ FO9®A@ A= [ (s (@h+ ) Aw)de = h (F.5),

kur ar f(z) un g(x) apzimetas attiecigi funkcijas f (xh +t;) un g (xh +¢;).

Lidz ar to telpas L5'(A;) bazi veido polinomi P!, [ € [0..m], kur

Pl(t) = P! <t;t") _p! (t;“—z'). (17)

turklat
1P = n 1P (18)

3.1. piemers. Apskata situaciju, kad intervala [a;b] = [0; 1] nestriktais sadalijums

uzdots ar kubiskajiem B-splainiem un N =5, k =2 (t.i., ka piemera).
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Var aprekinat, ka

1 9
Pl(z)=1, Plz)==x2 P (z)=2"—= Pz)=2"- i
3 10
un
1 2 17 2 283
PP =1, ||[PP==, [[PYP==, |P?*==2.
|| H ’ H H 37 H || 907 H || 2100
No Sejienes redzam, ka, piemeram,
P t)=P' 9t —t;)) = P9t —i—2) =9t —i— 2.
Ja f € Ly(Ay, ..., As), tad F'-transformacijas komponentes aprekinamas ka
Fll(t) = G0 + Ci1 <9t — 17— 2) > (]_9)

kur

o (fP) .
=i <|P02> =57,

n, (S .
e %PP\R ) <P1|2> =3 {fP)

un fi(z) = f(zh+t;) = f((z +i+2)/9).

Pienemsim, ka f(t) =3 +t* + ¢t + 1, tad

- 23+ (3i+15) 22 + (342 + 307 + 129) x + (i3 + 154% + 1294 + 935)

filw) = 729
un
~  + 5 3+ 1542+ 1297 4+ 935 3+ 1542 4+ 1307 + 940
<f,PO>:Z+ <:c2,1> +@+ 1+ 7+ <1’1>:z+ 1”7+ 1+ :
243 729 729
=(z,z)=1/3
~ 1 2+ 104 + 43 1042 + 100 4 433
3<f’P1> =53 o) = 812+ (2,2) = = +243(§+
——

=(x2,22)=3/10

Ievietojot atrastas vertibas vienadiba (@) pie i € [0..5], iegustam, ka tiesa F'-
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transformacija funkcijai f ir

(Fl Fl): 433 4 3401. 181+ 4 1991. G673t | 2302. 823t | 515. 331¢ _ 13. 1183t _ 3043 )
0r-r 255 270 ' 36457 90 24307 270 ' 3645 270 ' 14587 90 4057 270 7290
Ta ka
N
1\ _ 1
Flt) = FH1) A,
i=0

tad varam aprekinat, ka inversa F'-transformacija ir

't3(1169é—0t+6802)7 te[tata)
_17051t4 _ 31ét3 + 44}1§t2 _ 33?? %7 t € [t_y,to)
30%# _ 192153 _ 1012# + 319801t — %, t € [to, t1)
Fl)=q e+ 24141, teltta)

125374 419773 16858 t2 3415¢ 16939
50 T~ 30 5T 9 405 ° te[t4vt5)

57514 3 129809 t2 19189t 5081009
5 — 308317 + 5 1s T a37a0 o te[t5’t6>

- (21941 —3043) (-1)° t € [te,tq].

@. attela redzams funkcijas f(¢) un tas inversas F''-transformacijas F'(t) grafiki.

—— =ttt et 1
Funkecijas finversa transformacija

3.5

25 e

15 — \

10. att.: Funkcijas f(t) = ¢34+t + ¢t + 1 un tas inversas F'-transformacijas grafiki
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3.1. Ruspini nosacijums

Apzime

thoy = a, tN_ps1 = b, (20)

tad [a,b] C [a,b] un visiem ¢ € [a, b] izpildas

YAl =D Al —i) =1, x;:t_hto, (21)

kur pedeja nevienadiba izriet no (H) Lidz ar to no apgalvojuma izriet, ka katram

p € P, ta inversa F™-transformacija sakrit ar p intervala [a, Z;]
3.2. piemers. Apskata situaciju, kad intervala [a;b] = [0; 1] nestriktais sadalijums

uzdots ar kubiskajiem B-splainiem un N =5, k =2 (t.i., ka un piemera).

Defing s(t) = Y., A;(t). Tad s(t) = 1 visiem t € [ty t4] = [3; 2], tatad Saja

intervala izpildas Ruspini nosacijums. @ attela redzams funkcijas s(t) grafiks.

0.8}

0.6

(1)

0.4F

0.2

=

2 1 0 Ly L 3 4 5

11. att.: Funkcijas s(t) = Zfio A;(t) grafiks

leverosim, ka piemera redzejam, ka intervala [t1, 4] funkcija f(t) = 3 + % +

t + 1 sakrit ar savu inverso Fl-transformaciju, lai a1l f € Ps.

Talak paradisim, ka inversa F™-transformacija, kas balstita uz aprakstito nestrikto
sadalijumu, ir preciza polinomiem art ar augstaku kartu par m; tacu Sim merkim bus

vajadzigas vairakas B-splainu 1pasibas, par kuram runats nakamaja apaksnodala.
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3.2. B-splainu 1pasibas 1-vienmeriga rezga gadijuma
Apskata gadijumu, kad mezgli ¢; veido vienmerigu rezgi ar soli 1, t.i.,
ti—tiflzl, 1 € 7.

Tad ir speka sadas 1pasibas:
1) B, (t) = Bi'(t—1).

2) Simetrija: funkcija B'(t + ¢;,,) ir para funkcija ¢, (centralais B-splains), kur
3) Rekurence: jan > 1, tad no () seko, ka

n B (t) = (t —t:) BY 7' (t) + (tinsr — 1) BIG (). (22)

4) Atvasinajums: jan >1lunt#t;, j=4,i+1,...,i+n+1, tad
Bi(t) = AB!(1), (23)

kur apzimejam

AF(E) = f(t) — f(t—1).
Pieradijums.
Pieradijums ar indukciju pec n. Ja n = 1, tad indukcijas baze acimredzami izpildas.

Pienem, ka apgalvojums pieradits pie n > 1. Saskana ar rekurento sakaribu (@),
(n+1) BIH(t) = (t — i) B () + (tignt2 — t) By, (8) + Bl (t) — Biiy(t).
Pec induktivas hipotezes,
BI(t) = Bl (t) - BI3\(¢)
un

B\ (t) = BiG (t) — BRS (1)
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Tatad

(n+1) B (t) =
= 0=t (B0 = B0 Hisnea = ) (B0~ B0 ) +BNO - B
No otras puses, saskana ar rekurento sakartbu (@),
(t —t;) BI 7' (t) + (tinsz — 1 —t) B (1) = n B (1)
un

(t—t;—1) Bin+_11 () + (tigngz — t) B?—',-_Ql(t) =n B}y, (t).

Secinam, ka

(n+1) B (1) = (n BI(t) + B <t>) - (B;;f(w n Bz;l(t)) B - BEA()
jeb

(n+1) B (t) = (n+ 1) (BAt) — By (1))
kas pierada induktivo soli.

Visbeidzot, nemot vera 1. 1pasibu,
Bi*(t) = B(t) — Bl (t) = B (t) — B (t — 1) = AB[(1).

]
Tagad centralajiem B-splainiem ¢,,(t) = B}'(t + ¢;,,) varam pamatot Sadas 1pasibas:

Rekurence: rekursivo sakaribu (B) var parrakstit forma

) G (t+0.5) + (”T“ - t) o i(t—05).  (24)

n+1

neén(t) = <t +

Atvasinajums: ¢,(t) = A¢,_1 (t +0.5).

Pieradijums.
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[zmantojot (), iegustam

O (t) = B (t+cin) =
=B (t+cin) — BF T (t+ i — 1) =
= B (t+ i1 +0.5) — BN (t+ ¢ipq — 0.5) =

= -1 (t +0.5) — @1 (t = 0.5).

L]
3) Visparinot ieprieksejo 1pasibu,
7 () = & by <t+§), j<n—1 (25)

Definesim n-tas pakapes polinomu R,,, kura saknes ir

n—1 n—2 n—2 n—1
2 7 2 ) Tt 2 Y 2 )
precizak,
( (n—1)/2
T H (x2 — ]2> , n — nepara;
_ J=1
Rn(ﬂf) - n/2
H <x2 -(-0 5)2) , n — para.
\j=1

Piezime: uzskatam, ka Ry = 1.
Atzimesim sadas R, 1pasibas:

1) Rekurence: jan > 1, tad

Ro(x) = (x - 1) Roy(z+0.5) = <x + ”T_l> Roi(z—05).  (26)

2) Diference: AR, (z+0.5) =n-R,_1(x), jan > 1.
Pieradijums.

Japierada, ka

R.(x4+0.5) — R,(x — 0.5) =n- R, 1(x).
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Saskana ar rekursivo sakaribu (@),

Ru(z +0.5) = ((9: +0.5) + — 1) R ((x 1 0.5) - 0.5)

2
un
n—1
R,(z —0.5) = <(x —0.5) — 5 ) R, 4 ((x —0.5) + 0.5) :
Atnemot abas vienadibas, iegust vajadzigo. [

3) Visparinot ieprieksejo 1pasibu,

i Jj n! .
AR, |+ 5)= 'Rn_j(a:), Jj<n. (27)

Talak fiksesim n = 2k — 1 kadam naturalam k un apzimesim p(z) = R, ().

3.3. apgalvojums. Visiem y € R izpildas

/p(y — 2)A(z) dz = y* 1,

kur A ir centralais B-splains ar pakapi 2k — 1 un
p(z) =z (2* —1%) (2* = 2°) ... (27 — (k — 1)?).

Pieradijums.

Vajadzigo paradisim, pamatojot, ka

0, j=0,1,...,2k—2,
dJ
| [ov-oa@ar) | =Ser-nn j-2w-1,
Y & y=0
0, J =2k
levero, ka
dJ ) .
- /p(y—x)A(x) dz = (—1)"*! /p(])(x)A(x) dx
dy’ J y=0 2
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Tatad pieradamais apgalvojums ir lidzvertigs Sadam:

)
0, i=0,1,...,2k -2,
/p(j)(x)A(ﬂf)dx: (2k —1)!, j=2k—1,
R
0, j > 2k
\

Gadijuma, ja j = 2k — 1, acimredzami, ka p')(z) = (2k — 1)!. Tatad $aja gadijuma

/p(%_l)(x)A(x) dz = (2k — 1)!/A(x) dz = (2k — 1)!
R R
Gadijuma, ja j > 2k, tad p¥(z) = 0 un apgalvojums ir acimredzami patiess. Atliek

pieradit, ka pie 5 < 2k — 2 izpildas vienadiba

/p(j)(x)A(x) dz =0. (28)

Brivi fikse j € [0..2k — 2]. Parciali integrejot un nemot vera, ka supp A C [—k, k],

ieguistam, ka

/p(j)(x)A(x) dz = (-1) /p(jl)(a;)A’(x) do=...=(-1) /p(w)A(J)(gc) dzx.

R

Tatad, saskana ar (@), vienadiba (@) ir ekvivalenta vienadibai

0= /p(x) A op 1 <x + %) d. (29)
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No otras puses, apziméjot v(z) = A" g1 (I + jT)’ (@) laba puse ir forma

/p(x) Av(z 4 0.5)dz =

R

p(x)v(z+0.5)dx —

p(x —0.5)v(x)de —

|
B B~

p(x)v(z —0.5)der =

p(x +0.5)v(x) dz

=— / Ap(z + 0.5) v(z) dz.

R

Tatad

/p(l’) Aj ¢2k—l—j ([E + %) dez = — /Ap(l‘ -+ 05) Aj_l ¢2k—l—j (
R R

Analogiski turpinot, parada, ka

R

Lidz ar to (@) ir ekvivalenta sadai vienadibai:

0= /Aj P (l’ + %) ngk_l_j(l‘) dzx.

R

Nemot vera (@), to var parrakstit sadi:

n!
0="——ry [ Rok-1-j(¥) or—1-(z) du,
(n —j)! R/

kas ir ekvivalenta vienadibai

kurn=2k—1—j.
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Lai paraditu (@) pie n > 1, izmanto rekurentas sakaribas (@) un (@), no kuram
izriet

Mums bus vajadzigs ar1 sekojosais apgalvojums. Lai gan ir ticami, ka literatura sis

fakts ir labi zinams un jau pamatots, citejamu atsauci atrast neizdevas

3.4. apgalvojums. Pienemsim, ka p ir polinoms ar pakapi n un ir doti n + 1 daZadi
skaitli o, 1, T2, .., T, € R. Tad n 4 1 funkcijas
plx+x;), j€[0..n]
veido telpas P,, bazi.
Pieradijums.

Apzimesim ar T, nobides operatoru (par a)

T.f(x) = f(x+a), kur f € P,
P:=J.2,P,. Ar D apzimeésim atvasinasanas operatoru, t.i., Df(x) = f'(x). Tad ir labi
zinams fakts, ka
o > ad DI
T, =e Z 4!
=0

To var viegli pieradit, izmantojot Teilora izvirzijumu polinomam f € P: pienem, kaa € R
tad visiem x € R izpildas

oo

f(z+a) Z Zj.ijf(x)zean(x).

Jj=0
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Ja p ir n-tas pakapes polinoms, tad D"!p = 0. Lidz ar to

Top(x) = 3 2P

J=0

Tatad

p(z + ) = Ty p(a Z ), pj(w

) (
kur p;(z) == %,()

Polinomi po(z) = p(z), p1(z) = P/(2), po(x) = 059 (@), -, pV(x) = (n!) p™(z) in
lineari neatkarigi, jo deg(p,;) = n — j; tatad tie veido IP,, bazi.

Izsakot funkcijas {p(z + ;) | j = 0...n} Saja baze un izveidojot atbilstoso koeficien-
tu matricu, funkciju sistemas lineara neatkariba ir ekvivalenta sis matricas nesingularita-

tei. Ta ka ieguta matrica ir

1 1 1 1
o X1 T2 ... TIp
2 .2 .2 2
x5 T TH ... T
n n n n
xg x} xhy ... x)
Vandermonda matrica, ta ir nesingulara, jo skaitli z; ir dazadi pec dota. [

3.5. sekas. Funkciju sistema{p(x + j)|j=—k+1...k — 1} veido polinomu telpas Poy,_;

bazi.

3.3. Polinomu aproksimacija, izmantojot uz B-splainiem balstito

F™-transformaciju

3.6. apgalvojums. Pienemsim, ka p ir patvaligs polinoms, kura pakape apmierina nosa-
cijumu degp < min{l — 1,2k — 1 —1}. Tad visiem 7 € [0,1] un [ € [0..2k — 1] ir speka
vienadiba .
Z p(j) - P — §)A(r — j) = 0. (31)
j=1—k
Seit P', 1 € [0..2k — 1], ir ortogonalie polinoms, kas uzdoti ar vienadibam (@)—(@) un A

ir centralais B-splains ar pakapi 2k — 1.
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Pieradijums.

Brivi fikse [ € [0..2k — 1]. No apgalvojuma seko, ka visiem y € R izpildas

k
/p@—@A@szf“V
k

Ievietojot 2 = y — « un x = —« vienadiba (B) patvaligam a € [—1, 0], iegst

No abam vienadibam (un fakta, ka A ir para, bet p nepara funkcija) secinam, ka

E

p(j+a—y)AQJ +a),

.;M$—wA@ﬁM=

J=1

kas izpildas visiem « € [—1,0] un y € R. Turklat, ievietojot y = —i, ¢ € [~k .. k], iegustam

sakaribas

J k

/p(x+i)A(x)dx: S ol +a+ A +a). (32)

Pienemsim, ka f € Py,_1. Ta ka degp = 2k — 1, tad, atbilstosi apgalvojumam,
cksiste reali skaitli f;, i € [~k .. k], ka izpildas

f(z) = Z fip(x +1), visiem x € R. (33)

Izmantojot (@) un integrala linearitati, iegust

k k

k
/f(x)A(x) dr = Z fz/p(x + 1) A(x) dx;
et i=—k 7,
no (@) seko
k K k k
Yo b [ oot DA s = 375 DT pl+a+AG + a)
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atkal izmantojot (@), iegistam vienadibu

k k k
oY pli+a+iAG+a)= Y f+@)AG+a)
i=—k  j=1—k j=1—k
Tatad
k k
[ H@a@ e = 3 16+ )G +a) (34)

Define f(z) = p(x — «) - PY(z), kur p ir tads polinoms, kura pakape apmierina
nosacijumu degp < min{l — 1,2k — 1 —{}. Tad f € Py;_; un no (@) seko

/p(m—a)Pl( = 3" () Pl +a)AG +a).

j=1-k

Ta ka p € P,_y, tad tas ir ortogonals pret P! (attieciba pret skalaro reizinajumu (-, -)) un

vienadibas (@) kreisa puse ir 0. Lidz ar to

k
> p() P+ a)A+a)=0, ac[-1,0]. (35)
j=1-k
levieto 7 = —a € [0,1]. Nemot vera, ka P! ir vai nu para, vai nepara funkcija, bet A ir
para funkcija, ir pieradits vajadzigais. [

3.7. teorema. Pienemsim, ka f € Py_1 un m ir tads nenegativs vesels skaitlis, ka

2m+ 1> degf.

Tad f sakrit ar savu inverso F™-transformaciju F™(f,) (attieciba pret (h,hk)-
vienmerigo visparinato nestrikto sadalijumu, kas balstits uz centralajiem B-splainiem ar
pakapi 2k — 1) intervala [a, b], kas uzdots ar (@)

Pieradijums.

Fikse patvang f € Py,_1 un pienemsim, ka degf =r <2k —1. Izvelas veselu
skaitli m > 5=, Apskatisim gadijumu, kad m < r, citadi apgalvojums triviali izriet no
inverso Fm—transforméciju 1pasibam.

Ta ka polinomi {P?, ..., P’} jebkuram i € [0.. N] veido telpas P, bazi, tad polinomu

f var izteikt forma

=> Pt (36)
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kur ¢;; ir reali koeficienti, [ € [0..7], 7 € [0.. N].

Tad funkcijas f tiesas F"™-transformacijas i-to komponenti var pierakstit ka

Fzm<f’ t) = Zci,lpz‘l<t>7 te [CL; b]:

=0

katram ¢ € [0.. N]. Tatad polinoma f inversa F™-transformacija ir pierakstama ka
N m
F(fit) = ZZCi,lPil(t)Ai(t)7 t € [a;b].

Lai pieraditu teoremu, pietiekami paradit, ka visiem ¢ € [a,b] un [ € [m + 1..7] iz-
pildas vienadiba

> Pl (H)Ai(t) =0. (37)

Var paradit, ka katram [ € [0..7] eksiste tads polinoms p; € P,_; ka ¢;; = pi(i)

visiem ¢ € [0.. N]:
« Apzime Q'(t) := P}(t) = P' (%), I € [0..r]; pierakstam $o polinomu forma
l
Ql<t) = Z QS,ltS-
s=0
« No () izriet, ka P/(t) = Q'(t — i). Tatad (@) var parrakstit forma

1) =3 et — ). (38)

levietojot ¢ = 0 vienadiba (@), iegustam

r

F&)=> cioQ'(t), i€[0..N].

=0

 Secinam, ka visiem ¢ € [0.. N] ir speka

T s

Q' (t—i) = coiQ'(t). (39)

=0 =0

Visiem [ € [0..7] ir speka deg (Q') = [; tatad katram s € [0..1] polinomu ¢* var
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izteikt ka Q", u € [0.. s, linearu kombinaciju:
= Z as,uQu (t)
u=0
o Izteiksim Q'(t + i) baze Q/(t), j € [0..1),l € [0..7],i € [0.. N]:
t + Z Z zQJ (40)
 Aizvietojot vienadiba (@) argumentu t ar t — 7, iegust vienadibu

Z QI (t — i) (41)

o Izmantojot @' izvirzijumu ar koeficientiem ¢;, Niitona binoma formulu un vairak-

kart mainot summacijas kartibu, nonakam pie sadas izteiksmes:

kur /€ [0..7] uni € [0.. N].
e Apzime
l s

hua(2) =) > <j) sz €Py, ue[0.1], 1 €[0..7],

s=u j=u
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tad ir paradits, ka visiem [ € [0..r] un ¢ € [0.. N] izpildas

l
QUt+1i) =Y hu(i)Q ().

u=0

No iegutas vienadibas un (@) izriet

> (hu() = dy) Q1) =0.
Ta ka Q* ir lineari neatkarigi polinomi, tad secinam, ka

diy = hu(i), i€[0.N], uel0..0], le[0.7] (42)

[zmantojot (@), parveido vienadibas (@) labo pusi:

T

r r l
Zci’lQl(t_i>:ZZCOl lQ]t—Z ZZCOZd IQJt—Z)
=0

1=0 j=0 j=0 I=j
jeb

ZCHQ (t—1) ZZCOJ Q'(t—1i), i€[0..N]. (43)

=0 j=l
Katram [ € [0.. 7] apzime

T

p(z) = coyhuy(z) € Pro,

=l
tad, saskana ar (@), visiem ¢ € [0.. N| ir speka

r

pi(i) = codi

J=l

un no (@) izriet

T

(e =) Qe =iy =

1=0
katram fiksetam i € [0.. N]. Taka Q'(t—1), [ € [0..7], ir lineari neatkarigi polinomi,

tad secinam, ka ir pamatots vajadzigais:

cy=pi), i€]0..N], le]0..7]. (44)
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o Atzimesim, ka gadijuma, kad [ > m, polinoma p; pakape apmierina nosacijumus

degp <r—1<2k—1—1 un degpy<r—(m+1)<m<Ii-1.

Fikse patvaligus [ € [m+1..7] un t € [a,b]. Eksiste tads indekss j € [k—1.. N — k],
kat € [t;,t;11] (piezime: tadi indeksi var but vairaki, t.i., ¢ =¢; kadam i € [k.. N —k—1];

tad var izveleties jebkuru no pielaujamam j vertibam, piemeram, j = ).

Tad A;(t) =0 visiem i ¢ [j —k +1..j + k|, idz ar to

S Pl AW = 3 pOPDA).

Sis vienadibas laba puse, izmantojot A; definiciju un vienadibu (), var tikt parrakstita

ka )
t—tip t— i

. . Pl i+7 A i+ )

> nii+s) (—h ) (—h )

Apzime 7 = (t —t;)/h € [0,1], tad (t — t;4;)/h = 7 — i visiem ¢ € [1 — k.. k] un esam

k

paradijusi, ka

ZcNPi’(t)Ai(t) = > pli+j) P (r—i)A(r—1i).

i=1-k

Apzime p(z) = pi(x+7), tad p pakape ir deg p = degp;, idz ar todegp < min{l — 1,2k — 1 — [}
un no apgalvojuma izriet

Z cia P (1) Ay(t) = Z p(i) P'(r = i) A(r —i) =0,

kas pierada vienadibu (@)

Tatad visiem t € [a, l;] polinoma f inversa F"™-transformacija ir vienada ar

kur pedeja vienadiba izriet no Ruspini nosacijuma (@) O
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4. APROKSIMACIJAS IPASIBAS

4.1. Aproksimacijas kvalitate, izmantojot inverso F"'-transformaciju

Sekojosa teorema dod funkcijas f aproksimacijas kvalitates novertejumu, aproksimejot f
ar tas inverso F"™-transformaciju.
4.1. teorema. Pienemsim, ka k € N un nenegativi veseli skaitli v, m apmierinam < k—1,

r<2m -+ 1.

Ja [ € C™Y([a,b]) un F™(f,-) ir tas inversa F™-transformacija attieciba pret
(h, hk)-vienmerigo visparinato nestrikto sadalijumu (kuru uzdod centralie B-splaini ar pa-
kapi 2k — 1), tad visiem t € |[a, B] (kur intervala galapunkti ir defineti ar (@)) izpildas
novertejums

f(t) = F"™(f, )] < O™
Pieradijums.
Pieradijuma ar ¢;;(g) tiks apzimets koeficients (defineti ar (lljl)) pie P! funkcijas
g € La(Ay, ..., A,) tiesas F-transformacijas i-taja komponente.
Pielietojot funkcijai f Teilora formulu ar atlikuma locekli integralaja forma,

t

FO =plf.0)+ 5 [ 10 (- 7y,

a

kur p,.(f,.) € P, ir funkcijas f Teilora polinoms un a ir izvirzijuma punkts.

So vienadibu var parrakstit ka

f@) =pe(f, 1) + L(f, 1),

atlikuma locekli I,.(f,.) pierakstot forma

nr = [ et Las

rl

Nemot vera, ka pie dotajiem nosacijumiem visiem p € P, intervala [a, 13] izpildas
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F™(p,-) = p, secinam, ka visiem ¢ € [a, b] ir speka
f(t) - ]:m(fv t) = [r(fa t) - ‘Fm(lr(fa )7t)

leverosim, ka visiem [ € [0..m], i € [0.. N]| izpildas

1
el (f,) = =y [ L(fm) P () Ad(r)dr =
1PH]]; R/

— HP1lH2 / (/f(“rl)(s) <7—r—‘s)rd5) Pil(T)Ai<T)dT:

||Pll||2 / (/f(r+1)(8) (TT—‘S)idS) Pil(T>AZ‘(T)dT:
b

— HPtlH2 / (/ f(?”+1)<3) KT,S(T)dS) Pil(T)Ai<7'>d’r:

a

Hfﬂlﬂl|2 / foe (/ ]JZ’“T)Ai(T)Kr,s(r)dT) ds =

b
= /f(r—i_l)(s) Ci Z(Kr,s) d87
kur
K, (1) := r _T!S)Jr
Tad
FUL(F )t = D0 D el (f,)) Bi(t) Ai(t) =
b N m
= [ £000) 303 () PO Ai) ds =

un

visiem ¢ € [a, b].
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leverosim, ka (@) var parrakstit forma

b

£y - (5.0 = [ 506) (Kr,su) - mms,w) ds (46)

a

~

visiem ¢ € [a, b].

Saskana ar Holdera (Holder) nevienadibu,

F() = F L < | o Zna(B), (47)

kur

b
Zonnt) = / Ky(t) — F(Kos )] ds, ¢ € [0, ).

Apskatisim K, 4(t) — F™(K, s, t) kad s € [t;,, tiy+1] kadam fiksetam iy € [—k..N + k — 1].

Izmantosim $adu pierakstu visiem ¢ € [0..N]:

=0
Gi(t) = cia(gns) PL(8),
=0
kur ¢, 4(t) = (t _'S> € P.. Tad
T!
N
F(Kpsit) = Y Hi(t)Ai(t)
=0
un
(t—s) al
o =@ t) = D Gi(t)A(t)
’ i=0

~

pie t € [a, b].

Ja i <iy—k, tad A;(t) = 0 pie t > t;,. Tatad visiem i < ig — k izpildas

Ai()K,s(t) =0, visiem t € R,

cii(K,s) =0, visiem [ € [0..m],

lidz ar to H;(t) = 0.
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Analogiski, ja i > ig+k, tad A;(t) = 0 visiem t < t;,,1. Tatad pie i > io+k izpildas

ti+k
ullin) =y [ K)o A =
B
ti+k
= [ e A=),
BRI FAEY

visiem [ € [0..m], un idz ar to H;(t) = G;(t).
Nemot vera Sos noverojumus, iegustam, ka pie ¢t > t; o izpildas
N
DOHM AR = Y H()AM) = Y Gilt) Ailt) = q,s(t) = Ko o(D),
=0 i>i9+k i>i9+k

un pie t < t;,_ok+1 izpildas

STH () Ait) = Y Hi(t) Ai(t) = 0= K, ().

i=0 i<io—k

Esam pamatojusi, ka

K, s(t) = F™(K,s,1) (48)
kad t & [ti,—ok+1, tig+2k). Tatad starpibu

min{ip+3k—1,N}
Ky o(t) — F (K, t) = K, 4(t) — > H;(t) A (1) (49)
i=max{ig—k+1,0}
nepiecieSsams novertet tikai gadijuma, kad t € [t;,_oki1, tigt2k]-

Pierédisim, ka ple s € [tiou ti0+1] un t € [tio—2k+17tio+2k] ir spéké

K, (t) = O(h"),

Pirmais novertejums seko no ta, ka pie sadiem nosacijumiem

‘t - S’ < ti0+2k - tio = Qkha
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Iidz ar to

R 1) L
Ko (8)] < 5 [t = s < =0 = O(w).

Otraja novertejuma izmanto

=0
kur
1 titk
culKrg) = — / K () P() As(r)dr (Koo PLY,.
HPfotl_k HPZHZ

Nemot vera art () un (@), o var parrakstit ka

= g; cii(Kys) P! (%) : (50)

kur
1

h ||l

Ci,l(Kr,s> = 5 <Kr,s; Pll>z .

Saskana ar Kos1 nevienadibu,
(Ko i)y < 1Kol || FE]

e | 2], = VA [P

bion 0.5

15yl = (K, K) = / K2 () Ai(r)dr

i—k
Saskana ar videjas vertibas teoremu, eksiste tads 7y € [ti—g, titx], ka

titk
/ KzS(T)Ai(T)dT = 2kh - KE,S(TQ)AZ'(T()).

ik
Ta ka s € [tio,ti0+1] un io —k'—|—1 S 1 S Zo+3k— 1, tad

(4kh)"

r!

1 - ,
K s(0)| < ] |70 — 5" < = O(h");
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turklat A;(79) € [0,1]. Secinam, ka
1K sll, = O(R™02),

Iidz ar to
(K, P

1 | )
Cia(Krs) =+ W = O(h"). (51)

Lai paraditu, ka H;(t) = O(h"), pietickami vel paradit, ka P! (%) = O(1). Tacu, ta ka

t € [tip—ok+1, tig+or] un i —k +1 <7 <ig+ 3k — 1, tad

[t — t:] < 5kh = O(h),

tatad =% = O(1). Nemot vera, ka P' nav atkarigs no h, tas nozime, ka ar1 P! (155) = O(1).

Lidz ar to no (@) tagad izriet, ka H,;(t) = O(h") pie dotajiem nosacijumiem.

Nemot vera, ka A;(t) = O(1), no (@) tagad izriet, ka

|Kr,s(t) - ‘Fm(Kr,sa t>| - O(hT)v

K, (t) — F™"(K,s,t) =0 pie |t—s|>2kh,

visiem s € [a,b] un t € [a,b]. Lidz ar to visiem ¢ € [a, b] izpildas

b

Zmr) = [ 1K,s(t) — F(EKyq )| ds < K, o(t) — F™(EK, o t)| - 4kh
o) = [1Rsl) = PPt ds € maEe(t) = P ()
un
Zmr(t) < OB,
kas, nemot vera (@), nosledz pieradijumu. ]

4.2. Atvasinajumu aproksimacija

Lidzigi ir iespejams novertet funkcijas f atvasinajumu aproksimacijas kvalitati, aproksi-
mejot tos ar tas inversas F"-transformacijas atvasinajumiem.
4.2. teorema. Pienemsim, ka k € N un nenegativi veseli skaitli v, m apmierinam < k—1,

r<2m+ 1.

Ja f € C™Y(a,b]) un F™(f,-) ir tas inversa F™-transformacija attieciba pret
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(h, hk)-vienmerigo visparinato nestrikto sadalijumu (kuru uzdod centralie B-splaini ar pa-
kapi 2k — 1), tad visiem t € [a,b] (kur intervala galapunkti ir definéti ar (@)) un visiem

n € [0..7] izpildas novertejums

dTL
I~ S F (| < o)

Pieradijums.
Ieverosim, ka gadijums n = 0 ir pieradits ar ieprieksejo teoremu, tadel var pienemt,
kan > 1.

Lidzigi ka ieprieks, apzimesim

(t—9)%

rl

K u(t) = € C\(R),

tad, saskana ar (@%

b

10 -7 = [ oo L s [ e Frie, s

a
visiem ¢ € [a, b]. Atvasina 3o izteiksmi pec ¢:
b

. /fm i) -

. r 1
-1 fr+1 /fT+1) ds_/frJrl) (Kr,s,t)dS:

/ FU (s / Fr(s) = F™(K,,, t)ds.

Lidzigi turpinot, iegust

b
f()__fm 1) = /fr+1 —5)" nd _/f““)(s) %fm(}(m,t)ds,

dt” dtn (r—mn)!

jeb

0= T 0 = [F06) (Kot = 7 (0] a5
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~

visiem t € [a, b].

Saskana ar Holdera nevienadibu,

' AR @}"m(f, ‘ < Zimara (1),

kur

Atkal pienem, ka s € [t;,ti,+1] kadam fiksetam iy € [—k..N + k — 1].

(52)

Apskata

gadijumu, kad t & [t;)—ok+1, tig+2k). Tad t # s, tapec K, ; ir diferencejama n reizes punkta

t un
dn
di¢m

Atvasina vienadibu (@) n reizes, iegustot

Kr,s (t) = Kr—n,s(t) :

dn

Kr—n,s(t) - @fm(Kr,&t)’

visiem ¢ € [t;, _ok+1, tigr2r]. Tatad starpiba

d’n

Kr—n,s (t) - @

FM™(K, 5, t)

janoverte tikai intervala ¢t € [t;,_og11, tigrok]

Lidzigi ka ieprieks, visiem i € [0..N] izmanto pierakstu

levero, ka pie t € [t;y_opi1, Ligrok] izpildas

min{ip+3k—1,N}
F (K t) = > H;(t)Ai(t)

i=max{ig—k+1,0}

un
qn min{io+3k—1,N}

D S A O

i=max{ig—k+1,0}
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Saskana ar Leibnica reizinajuma likumu,
dqr n . W
o (Hi(t) Ai(t)> — (”) HD () A1),

Ievero, ka, saskana ar A; definiciju,

tatad

y 1 (-t
At = o AT (t ht ) .

Lidz ar to janoverte starpiba

min{ig+3k—1,N} n (

Krfn,s (t) - Z Z

t=max{ig—k+1,0} j=0

n\ 1 ; iy [t —ti
s 0 () e

kad t € [tig—2k+1, Ligt2k)-
Pierédisim, ka ple s € [tio, tl'OJrl] unt e [ti0,2k+1, ti0+2k] ir spéké

mmm=%§%f

HP) =0, ja dg—k+1<i<ig+3k—1.

)

= O<hrin)7

Pirmais apgalvojums seko no ta, ka pie sadiem nosacijumiem

D PR S
(r—mn)! = (r—mn)! =l < (r—mn)!

(2kh)"™" = O(h™™).

Lai pamatotu otru apgalvojumu, izmantosim ieprieks pieradito vienadibu (@) un nover-

tejumu (@), no ka izriet

“ t—t
mmzzwmmﬂ(Tﬂ,
=0

kur ¢; (K, ) = O(h"). Atvasinot So vienadibu péc ¢, iegust

HO 0 =S el 35 ()7 ().
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Nemot vera, ka ¢;i(K,,s) = O(h"), bet 5% = O(1) un (Pl)(j) nav atkarigs no h, iegust
H;(t) = O(h" 7).

Ta ka A™=) nav atkarigs no h, tad A=) = O(1) un ir pamatots novertejums

] n—j t—1 r—n
e HD (1) A=) (T) = O(h"™).

Tatad izteiksme (@) pec absolutas vertibas novertejama no augsas ar O(h"™").

Esam paradijusi, ka

d’rL
‘KT_n,s(t) — @F’"(Km,t)‘ < O(h ),
K, ns(t) — %W(Kr,s,t) =0 pie [t—s|> 2kh,

visiem s € [a,b] un t € [@,b]. Lidz ar to visiem ¢ € [a, b] izpildas

Krns®) — - (i, )| - akh

Zmarn(t) < max
en(®) "

T s€[t—2kh,t+2kh]N[a,b]

un
Zpra(t) < ORI,
kas, nemot vera (@), nosledz pieradijumu. O
4.3. piemers. Apskata situaciju, kad intervala [a;b] = [0;1] nestriktais sadalijums

uzdots ar kubiskajiem B-splainiem. Aplukosim funkcijas f(t) = exp(t) — 1 (un tas
atvasinajumu) aproksimaciju ar tas inverso F!'-transformaciju (un tas atvasinajumiem),

kad t € [a, 13] un parametrs N pienem vertibas N =5, N = 50 un N = 500.

Seit un turpmak ar £7(f) (vai £, ja no konteksta ir skaidrs, par kuru funkciju

dTL
f ir runa) apzimesim lieluma @]—"m ) — f™(@®)|| novertejumu.

o0

m. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie Stm /N vertibam.

1. tabula: Funkcijas f(t) aproksimacijas ar F* kludu novertejumi

N £ £l &2

5 | 1.5288-107° 7.5844-107° 6.0202-1073
50 | 1.5541-107% 4.0466-1077 2.2046- 1074
500 | 2.1521-107'2 5.0936 - 10719 2.6594 - 10~¢
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Aplukosim So pasu piemeru, kad intervala [0;1] nestriktais sadalijjums uzdots
ar piektas pakapes B-splainiem (t.i., & = 3) un f(¢) = exp(t) — 1 tiek aproksimeta
ar inverso F2-transformaciju F2. Tada gadijuma iespejams aplitkot arl f tresas un
ceturtas pakapes atvasinajumu aproksimacijas klidas S5 F2(t) — f®)(t) un & F2(t) —
F®(t), kad t € [a, b].

@. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie N = 5, N = 50 un
N = 50.

2. tabula: Funkcijas f(¢) aproksimacijas ar F? kludu novertejumi, k = 3

N &9 £l &2 &3 £

5 | 1.44452-10~% 3.43009-10%  1.6565-10"% 1.0081-10~* 1.1929.102
50 | 1.23279-10"'2 1.02873-10~'" 3.51231-10"% 1.1273-107% 6.6073-10~*
500 | 2.47132-10718 1.67574-107 5.70257-10713 1.6646-107° 8.7604 - 10~°

Pielikuma var aplukot f un F!, F? grafikus (attiecigi . un . attels 1.
pielikuma), funkcijas vertibu aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N = 5,
N = 50 un N = 500 (@«Iﬁ attels 1. pielikuma), funkcijas pirma atvasinajuma
aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N = 5, N = 50 un N = 500 (@f
@. attels 1. pielikuma), funkcijas otra atvasinajuma aproksimacijas kludu grafikus
abos gadijumos pie N = 5, N = 50 un N = 500 (@«@ attels 1. pielikuma), ka
art k = 3 un m = 2 gadijuma funkcijas tresa un ceturta atvasinajuma aproksimacijas

kludu grafikus (@ un @ attels 1. pielikuma).

4.4. piemers. Apskata situaciju, kad intervala [a;b] = [0;1] nestriktais sadalijums
uzdots ar kubiskajiem B-splainiem un f(¢) = sin(v/177t), bet parametrs N pienem

vertibas N =5, N =50 un N = 500.
Aplukosim funkcijas f un tas atvasinajumu aproksimacijas kludas f(t) — F'(t),
LFY ) — f/(1) un L7 (t) — f7(t), kad ¢ € [a, ).

a. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie sStm /N vertibam.
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3. tabula: Funkcijas f(¢) aproksimacijas ar F! kludu novertejumi

N £ £l g2

5 | 1.433-1071 2.2605 6.3453 - 10
50 | 1.6829-107% 4.6731-1073 2.3955
500 | 2.2418-107% 5.2949-107% 2.7704 - 102

Aplukosim So pasu piemeru, kad intervala [0;1] nestriktais sadalijjums uzdots
ar piektas pakapes B-splainiem (t.i., & = 3) un f(t) = sin(y/17nt) tiek aproksiméta
ar inverso F2-transformaciju F2. Tada gadijuma iespejams aplikot arl f tresas un
ceturtas pakapes atvasinajumu aproksimacijas kludas ;—;F 2(t) — fO)(t) un %]—" 2(t) —
FO(t), kad t € [a, b].

@. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie N = 5, N = 50 un

N = 50.

4. tabula: Funkcijas f(t) aproksimacijas ar F? kludu novertejumi, k = 3

N £ £l &2 & &l

5 | 1.7621-1072  3.6707-1071 2.8029 2.2656 - 10> 1.1323 - 10%
50 | 2.3249-107% 3.5643-107° 6.2639-1073 2.1344 1.2235- 103
500 | 4.3402-1072 2.9552-1071 9.9995-10"7 2.9231-10"% 1.5368 - 10

Pielikuma var aplikot f un F*!, F? grafikus (attiecigi @ un @ attels 2.
pielikuma), funkcijas vertibu aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N = 5,
N = 50 un N = 500 (@@ attels 2. pielikuma), funkcijas pirma atvasinajuma
aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N = 5, N = 50 un N = 500 (@f
@. attels 2. pielikuma), funkcijas otra atvasinajuma aproksimacijas kludu grafikus
abos gadijumos pie N = 5, N = 50 un N = 500 (@«@ attels 2. pielikuma), ka
art k = 3 un m = 2 gadijuma funkcijas tresa un ceturta atvasinajuma aproksimacijas

kludu grafikus (@ un @ attels 2. pielikuma).

4.5. piemers. Apskata situaciju, kad intervala [a;b] = [0;1] nestriktais sadalijums
uzdots ar kubiskajiem B-splainiem un f(t) = sin(exp(7¢)), bet parametrs N pienem

vertibas N =5, N =50 un N = 500.
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Aplukosim funkcijas f un tas atvasinajumu aproksimacijas kludas f(t) — F(¢),
L FLUE) — £/(t) un LFL(t) — f(t), kad t € [a, b].

H. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie Stm N vertibam.

5. tabula: Funkcijas f(t) aproksimacijas ar F! kludu novertejumi

N | &0 £l g2

5 | 1.0182 7.2571-10* 5.4293 - 10°
50 | 1.0482 5.1870-10% 2.7038 - 107
500 | 1.0426 7.3389-10% 5.4109- 107

No B tabulas redzam, ka kludu novertejumi, palielinot N un samazinot sola h
lielumu, nesamazinas, bet tiesi preteji — pieaug. To var saistit ar faktu, ka funkci-
ja lieliem t strauji oscile; palielinot N, paplasinas ar1 intervals, kur izpildas Ruspini
nosacijums, tacu paplasinataja intervala art strauji pieaug funkcijas atvasinajumi, kas
ietekme kludas lielumu. So apsverumu del korektak butu salidzinat aproksimacijas

kludu novertejumus viena un ta pasa intervala ietvaros.

E. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi, kad kludas novertetas sa-
Saurinata intervala [%, %}, t.i., mainigais ¢ pieder intervalam, kura izpildas Ruspini
nosacijums pie N = 5. Redzam, ka pie N = 50 aproksimacijas kludas ir apmeram

tikpat lielas ka pie N = 5 un tikai pie N = 500 kludu karta sak samazinaties.

To var izskaidrot ar faktu, ka tabuleta maksimala kluda, bet O(h""'~") noverte-
jumi teorema ir ieguti fiksetam punktam ¢ no intervala [a; l;], lidz ar to apskatita
intervala labaja galapunkta, kur funkcijas atvasinajumi strauji oscile un pienem lielas
vertibas, konstante pirms A" ir liela, tapec pie apskatitajam N vertibam nav no-
verojams kludas samazinajums. Verts atzimet, ka kluda straujak samazinas apskatita
intervala kreisaja galapunkta. lespejams, lietderigak butu bijis aplukot nevis £, bet

n

d—fm(t) — fm (t)H novertejumu, par ko liek domat @ un @ atteli.

lieluma T 1

6. tabula: Funkcijas f(t) aproksimacijas ar F' kludu novertejumi intervala [%, %}

N £ £l &2

5 1.0182 7.2571-10% 5.4293-10°
20 1.0482 7.2569 - 10  5.4293 - 10°
500 | 1.4959-10~1 1.2073-10* 2.0288-10°
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H. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi, kad kludas novertetas sa-

saurinata intervala [%8; %}, t.i., mainigais ¢ pieder intervalam, kura izpildas Ruspini

nosacijums pie N = 50. Redzam, ka pie N = 500 aproksimacijas kludas ir apmeram

tikpat lielas ka pie N = 50.

1,17]

7. tabula: Funkcijas f(¢) aproksimacijas ar F' kludu novertejumi intervala [18, s

N| g £l £

50 | 1.0482 5.1870-10% 2.7038 - 107
500 | 1.0402 5.1854-10% 2.6767 - 107

Aplukosim So pasu piemeru, kad intervala [0;1] nestriktais sadalijjums uzdots
ar piektas pakapes B-splainiem (t.i., ¥ = 3) un f tiek aproksimeéta ar inverso F?-
transformaciju F2. Tada gadijuma iespejams apliikot a1 f tresas un ceturtas pakapes
EF2(t) — fO(t) un LF2(t) — fD(2), kad t €

atvasinajumu aproksimacijas kludas 4z

[a, ).

tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi pie N = 5, N = 50 un

8. tabula: Funkcijas f(¢) aproksimacijas ar F2 (k = 3) kludu novertejumi

N|oe £l £2 & &l

5 | 1.0067 3.0787-10% 1.0141-10° 2.9439-10" 1.0227-10%
50 | 1.0230 4.0859-10% 1.6789-107 6.8336-10'" 2.8263- 10
500 | 1.0235 7.1335-10% 5.1189-107 3.6450 - 10'* 2.6237 - 10%

g. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi, kad kludas novertetas sa-
Saurinata intervala [%, %}, t.i., mainigais ¢ pieder intervalam, kura izpildas Ruspini
nosacijums pie N = 5. Redzam, ka pie N = 50 aproksimacijas kludas ir apmeram

tikpat lielas ka pie N = 5 un tikai pie N = 500 kludu karta sak samazinaties.
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9. tabula: Funkcijas f(¢) aproksimacijas ar F2 (k = 3) kludu novertéjumi intervala
8]
11 11

N &9 £l &2 &3 &l

5 1.0067 3.0787-10%  1.0141-10° 2.9439-10" 1.0227-10%
50 1.0230 3.0778 -10%  1.0136 - 10* 2.9470-10" 1.0230 - 10%
500 | 7.8454-107* 2.6947 - 107! 2.1469-10% 5.1178-105 2.74509 - 10°

@. tabula redzami aproksimacijas kludu novertejumi, kad kludas novertetas
sasaurinata intervala [%; %], t.i., mainigais ¢ pieder intervalam, kura izpildas Ruspini
nosacijums pie N = 50. Redzam, ka pie N = 500 aproksimacijas kludas ir apmeram

tikpat lielas ka pie N = 50.

Gler
UllU‘
D=
—_

10. tabula: Funkcijas f(t) aproksimacijas ar 2 kludu novertejumi intervala [ -

N | & &l &2 &3 &

50 | 1.0230 4.0859-10% 1.6789-107 6.8336-10'0 2.8263- 10
500 | 1.0227 4.0859-10% 1.6789-107 6.8336-10'° 2.8263- 10

Pielikuma var aplukot f un F!, F? grafikus (attiecigi @ un @ attels 3.
pielikuma), funkcijas vertibu aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N = 5,
N = 50 un N = 500 (@«@ attels 3. pielikuma), funkcijas pirma atvasinajuma
aproksimacijas kludu grafikus abos gadijumos pie N =5, N = 50 un N = 500 (@f
@. attels 3. pielikuma), funkcijas otra atvasinajuma aproksimacijas kludu grafikus
abos gadijumos pie N = 5, N = 50 un N = 500 (@«@ attels 3. pielikuma), ka
art k = 3 un m = 2 gadijuma funkcijas tresa un ceturta atvasinajuma aproksimacijas

kludu grafikus (@ un @ attels 3. pielikuma).
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Nobeigums

Saja darba esam aprakstijusi augstakas kartas F-transformacijas gadijuma, kad atbilsto-
Sais (visparinatais (h, hk)-vienmerigais) nestriktais sadalijums ir uzdots ar nepara pakapes
centralo B-splainu palidzibu. Tika demonstretas rekursivas sakaribas so splainu kons-
truesanai; tapat aprakstits, ka, izmantojot aplukojama sadalijuma vienmerigumu, iegut

ortogonalo polinomu sistemas P/, [ € [0..m], ja ir zinami polinomi P!, [ € [0..m)].

Darba paradits, ka pie izveletas konstrukcijas inversa F™-transformacija ir preciza
visiem polinomiem Py, .1 (pie nosacijuma, ka 2m + 1 neparsniedz generejosa B-splaina
pakapi) intervala, kur izpildas Ruspini nosacijums. Salidzinajumam, patvaliga nestrik-
ta sadalijjuma gadijuma lidz sim literatura bija zinams, ka inversa F"™-transformacija ir

preciza visiem polinomiem P,,.

Izmantojot So rezultatu, izdevies pamatot, ka B-splainu izmantosana par bazes fun-
kcijam vienmeriga nestrikta sadalijuma lauj uzlabot aproksimacijas kvalitati, aproksime-
jot funkciju ar tas inverso F™-transformaciju. Atbilstosi iegutajiem rezultatiem, fiksetam
m aproksimacija bus precizaka, ja tiks izveleti B-splaini ar pakapi 2m + 1 vai augstaku
un aproksimétas funkcijas no telpas C?™*2([a; b]). Saja gadijuma ir pamatots, ka aprok-

simacijas kluda novertéjama ar O(h?™*2), kur h raksturo vienmeriga rezga soli.

Analogiski izdevies ar1 pieradit, ka inversas F"™-transformacijas atvasinajumi aprok-
sime dotas funkcijas atvasinajumus intervala, kur izpildas Ruspini nosacijums. Precizak,
ja izveleti B-splaini ar pakapi 2m + 1 vai augstaku un funkcija no telpas C*™*2([a; b]), tad

n-ta atvasinajuma (n € [0..2m + 1]) aproksimacijas kluda novertejama ar O(h*"27").

lespejams aplukot ar1 vairakargumentu funkcijas aproksimacijas problemu; no teo-
rijas ir zinams, ka pastav vairakargumentu F-transformacija [13] un ar1 vairakargumentu
B-splaini [26, 27]. Var jautat, vai ir iespejams uzlabot zinamos aproksimacijas kludu
novertejumus, apvienojot $is abas pieejas. Lidzigi, literatura ir aplukotas ar1 diskretas
F-transformacijas [[12]; dabiski jautat, vai Seit ir iespejams izmantot darba aprakstitas

idejas, lai panaktu labaku aproksimacijas kvalitati.

Visparigak, var aplukot situaciju, kad citadi define telpu L5*(A;). Piemeram, aprok-
simejot periodiskas funkcijas, dabiska izvele skiet trigonometrisko polinomu telpa ar bazi
1, cos(jz), sin(jx), j € [1..m]. Nemot vera, ka literatura ir pazistami ar1 trigonometriskie
(ar1 vairakargumentu trigonometriskie) B-splaini [28, 29|, ar1 Saja virziena pastav iespeja

apvienot [-transformaciju pieeju ar jau labi zinamam metodem.
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Pielikumi

1. pielikums. Funkcijas f(x) = exp(x) — 1 un tas atvasi-

najumu aproksimacija
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12. att.: Funkciju f(t) = exp(t) — 1 un F* grafikiy N =5, k =2

15F ———f{t) = exp(x) - 1
Funkeijas finversa transformacija
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13. att.: Funkciju f(t) = exp(t) — 1 un F? grafiki, N =5, k=3
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Funkcijas vertibu aproksimacija pie dazadam N un k vertibam
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16. att.: f aproksimacijas kluda intervala [a, l;], N =500
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Funkcijas 1. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k

vertibam

02 k=2

511 6/11

17. att.: f" aproksimacijas klida intervala [a,b], N = 5

4 x20°7 k=2 x 10712 k=3
| | | |
| | 10t | I
o)1 | | I
| | I
| 5
0
|
| 0
-2
| |
| N
4l e
| | |
1118 17/18 5/56 51/56

18. att.: f’ aproksimacijas kluda intervala |a, 3], N =50
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19. att.: f’ aproksimacijas kluda intervala |a, b], N = 500
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Funkcijas 2. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k&
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Funkcijas augstakas kartas atvasinajumu aproksimacija pie £ =3
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2. pielikums. Funkcijas f(r) = sin(v/1777) un tas atva-

sinajumu aproksimacija
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25. att.: Funkciju f(t) = sin(v/177t) un F* grafikiy N =5, k=2
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26. att.: Funkciju f(t) = sin(v/177t) un F? grafiki, N =5, k =3
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Funkcijas vertibu aproksimacija pie dazadam N un k vertibam
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Funkcijas 1. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k

vertibam
k=2
1 -0.26
0.5 -0.28
0 |
0.3 |
0.5 |
-0.32 |
_l |
-0.34
1.5 |
5 -0.36 :
2.5 -0.38 4 '
5/11 G/11
30. att.: f” aproksimacijas kluda intervala [a, B], N=5
3 k=2 : k=3
5 xllD | 4 xlID |
| | | |
| | | |
| | 21 |
| | |
| | |
0 0 | |
|
|
-2
| |
| | |
_5 | | __4 | |
1/18 17118 556 51/56
31. att.: f” aproksimacijas kluda intervala [a, 13], N =50
6 k=2 0 k=3
64" 10 3% 10
4
2
0
-2
[
" | |
[ |
6 ' 3 '
1168 167/168 /506 501/506

32. att.: f’ aproksimacijas kluda intervala [a,b], N = 500
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Funkcijas 2. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k
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Funkcijas augstakas kartas atvasinajumu aproksimacija pie £ =3
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36. att.: f® aproksimacijas klida intervala [a, b]

72



2000

1000

-1000

-2000

Ut

———====-o

511

N=50

6/11

N=500

37. att.: f® aproksimacijas klida intervala [a, b]

73




sinajumu aproksimacija

f(x) = sin(exp(7*x))
Funkcijas [ inversa transformacija
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Funkcijas vertibu aproksimacija pie dazadam N un k vertibam
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Funkcijas 1. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k
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Funkcijas 2. atvasinajuma aproksimacija pie dazadam N un k&

vertibam
& k=
6 0 | 15
| |
4r I 1
|
2
: 0.5
1] | |
0
|
-2
|
al 0.5
|
-6 L -1
1/3 23 511 G/11
46. att.: f” aproksimacijas kluda intervala [a, I;], N=5
7 k=2 7 k=3
w10 w 10
311 27 [
| |
21 1N
| |
Ly |
| |
Of | O | -
Nl |
| b
ol |
| |
_3 | _2 I I
1/18 17/18 /56 51/56
47. att.: f” aproksimacijas kluda intervala [a, Z;], N =50
g 107 k=2 %107 k=3
I Gy I
|
4 49
|
2 2 1
|
0 0 |
]
-2 2
|
4 4l
|
-G -G
1/168 167/168 S506 501/506

48. att.: f” aproksimacijas kluda intervala [a, 13], N =500

7



Funkcijas augstakas kartas atvasinajumu aproksimacija pie k = 3
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