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Anotacija

Darba tiek aplukots feromagnétisks mikropeldétajs, kura dinamika mainiga magnétiska lauka
tiek pétita izmantojot modificetu Kirhofa modeli elastigam stienim. Mikropeldétaja formu
raksturojos$ie vienadojumi tiek skaitliski risinati, diskretiz&jot tos ar galigo diferencu metodes
palidzibu. Tiek izveidota programma MATLAB vidg skaitlisko simulaciju veikSanai.
Rezultati tiek salidzinati ar pieejamo literatiiru, konstanta lauka gadijuma izmantojot ar1
analitisku atrisinajumu. Tiek apliikota izmantotas risinajuma sh&mas stabilitate, precizitate,

iesp&jamas uzlabosanas iesp&jas un perspektivas turpmakiem pétijumiem.

Atslegas vardi: magnétisks filaments, feromagnétisks mikropeldétajs, Kirhofa stienis, galigo

diferen¢u metode.



Abstract

The dynamics of a ferromagnetic microswimmer in a time-varying magnetic field are
explored using a modified Kirchoff model for an elastic rod. The equations characterizing the
shape of the microswimmer are discretized using a finite difference scheme and numerical
simulations are performed using MATLAB. The results are compared with the available
literature as well as an analytic solution for the limiting case of a stationary magnetic field.
The stability and precision of the numerical scheme is discussed, as well as possible

improvements to the numerical algorithm and perspective avenues of further research.

Keywords: magnetic filament, ferromagnetic microswimmer, Kirchoff rod, finite difference
method.
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1 levads

Viena no konsistentakajam tehnologiju attistibas tendencém 20. gs. laika ir dazadu
iekartu miniaturizacija, kas pe€dgjo gadu laika sasniegusi arT nanometru merogu. Tadel,
neizb&gama ir interese par aizvien mazaka izmera iericém, kas sp&tu veikt mehanisko darbu
un kalpot par dzingjiem [1]. Viena no iesp&jam $o problému risinat ir, izmantojot elastigus,
magnétiskus filamentus, kuri sp€j noteiktos apstaklos parvietoties ar magnétiska lauka
palidzibu kontrol&jama virziena. Sadiem filamentiem eksisté visai plass pielietojumu loks un
to izpéte ir aktuals miksto materialu fizikas p&tijumu lauks. Ka piem@rus var miné&t p&tijumus,
kas apsver lidzigu mehanismu izmantojumu mezoskopisku S$kidrumu maisisana [2,3], ka

sensorus mikromehaniskas iericés [4,5], ka dzing&jus [6,7], u.c.

Lidzigi magnétiski filamenti eksisté art daba. Ta piemé&ram, daudzi mikroorganismi
izmanto lidzigus elastigus filamentus, lai parvietotos [6]. Magnetotaktiskas baktérijas,

savukart, izmanto navigacijai dazadas feromagnétiskiem filamentiem analogiskas strukttiras

[8].

1.1 Darba struktiira un merki.

Magnétiskus mikropeld&tajus iesp&jams konstruét no superparamagnétiskam vai
feromagnétiskam mikrodalinam. S1 darba saraksti$anas bridi superparamagnétiski filamenti ir
salidzino$i labak izpétiti gan teorétiski, gan eksperimentali; ar1 literattira tie sastopami biezak
[2,5,7,9]. Tas skaidrojams galvenokart ar eksperimentiem piemérotu superparamagnétisku
dalinu salidzinosi plasako komercialo pieejamibu.

Saja darba tiek apliikots literatiira apskatits, nesen izveidots teorétisks modelis
feromagnétiska mikropeldétaja dinamikas ar&ja magnétiska lauka raksturo$anai, izmantojot
modificétu Kirhofa modeli elastigam stienim [10]. Uz §1 modela bazes tika sastadita galigo
diferencu shéma tuvinatai vienadojumu risinasanai un izveidota programma MATLAB vidé
(tas pilns izejas kods atrodams 2. pielikuma) feromagnétiska mikropeldétaja dinamikas
skaitliskam simulacijam.

2. nodala tiek iegtits vienadojums konstanta ar&ja magnétiska lauka robezgadijumam,
kuram iesp€jams iegiit precizu atrisinajumu, un sastadita programma Mathematica vidé
nepiecieSamo fizikalo lielumu aprékinasanai (tas pilns izejas kods sniegts 3. pielikuma). Tas
paver iesp€jas konstanta lauka robezgadijuma parbaudit veikto simulaciju atbilstibu teorijai.

Darba 3. nodala tiek apskatiti simulaciju aprékinos iegtitie rezultati, ka arT tie tiek
iespéju robezas salidzinati ar pieejamo zinatnisko literatiiru. Mikropeldétaja dinamika atklatas
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kvalitativi jaunas Tpasibas. Ipasi jaatzimé, ka filamenta dinamika atklats jauns, lidz $im
literatiira neapskatits, oscilacijas rezims pie augstam magnetoelastiska skaitla vertibam, kura
sagaidamas vienas cilpas vieta veidojas divas un vérojams kvalitativi atskirigs atruma un
masas centra parvietojuma grafiks. Tapat izvirzita arT hipotéze par iesp&jamu periodu
dubulto$anos masas centra parvietojuma grafika. Sie rezultati paver plasas iesp&jas
turpmakiem pétjjumiem.

Papildus tiek apliukota arT skaitliskas shémas precizitate atkariba no dazadu simulacijas
parametru mainas (telpas punktu skaits, izmantotais laika solis, magnetoelastiskais skaitlis

Cm, u.c.), shémas stabilitate, tas uzlaboSanas iesp&jas un perspektivas.

1.2 Feromagnétiska filamenta formu aprakstoSie vienadojumi
Par modela pamatu tiek izvéléts Kirhofa modelis elastigam stienim [11]. Saja
gadijuma nepiecieSams tam pievienot papildus locekli, kas raksturo magnétiska lauka ietekmi

uz feromagnétisko filamentu. Tad kopgjais energijas funkcionalis izsakams $adi [9]:

1 1\2 S
E= ch(ﬁ) dl+MHcosth(h-?)dl, 1)

kur T = (cos ¥, sin V) -- pieskares vektors, n = (—sin ¥, cos9) — normales vektors, 9 --
lenkis starp pieskares vektoru un argjo lauku h= (—cos wt, 0). C ir materiala elastibas

konstante: C = % a*Y (Y —Junga modulis, a — stiena radiuss). M ir filamenta magnetizacija

uz garuma elementu, kas paraléls vektoram 7, H — argja magnétiska lauka amplitada, o —

lauka frekvence. Filamenta lokalais liekums izsakas ka:

1 dY @
R dU
Savukart pieskares un normales vektorus saista Frené vienadojums [12]:
dt 1, 3)
al- R

Lai nodroSinatu filamenta neizstiepjamibu (konstantu garumu), nepiecieSams ieviest ta
saucamo Lagranza reizinataju A. Tada gadijuma magnetoelastiga filamenta energijas

funkcionalis uzrakstams sekojosa forma:

2

EzéCf(%) dl+MHcoswtf(ﬁ-f)dl—fAdl. 4)
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No §1 funkcionala ar variaciju metodém iesp€jams iegiit normalas un tangencialas spéka

komponentes:
1 =
E,=C (E),z — MH -7, (5)
C
F==—om — A (6)

Kop¢gjais, normalais un tangencialais spéks (uz garuma vienibu), kas darbojas uz filamentu

izsakami sekojosa forma:

L, dF d . .
K = _l = a(an-i‘F[T), (7)
K, _ 95 FT—C (1) +11 +A1+MH ind (8)
" TR C\\R), T2R3) TR (sind),,
K—dFT+F"— A+1MH'19 9
T TR T T Masmy. )

Ir speka speéka momentu lidzsvara vienadojums, kas izsakams $ada forma:

—

aM N - —_—
W+TXF+TO=O. (10)

Nenemot véra hidrodinamisko mijiedarbibu (Rouza aproksimacija) starp feromagnétiskajam

dalinam, no kuram sastav filaments, var rakstit:
(% =K, (11)
kur  —berzes koeficients uz filamenta garuma vienibu.

Lai filaments parvietotos un varétu aplikot mikropeld€taju, nepiecieSama berzes
koeficienta anizotropija [13]. Saja gadijuma var rakstit $adas izteiksmes atruma normalajai

un tangencialajai komponentei:

_ 1<an 1F) (12)
= Var TrRY)

—1(dFT+1F) (13)
RTINS,

kur ¢, un ¢, ir berzes koeficienta attiecigi perpendikulara un paral€la (attieciba pret filamenta

lokalu elementu) komponente. Ja ¢, = ¢, filamenta masas centrs ir stacionars.
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Savukart lenka 9 iespgjams izteikt $adi (nemot véra, ka % = 0, jo filaments ir neizstiepjams):

ad  ov, v (14)
dt  al R’

Izmantojot vienadojumu (14) un izsakot nepieciesamas atruma komponentes péc izteiksmém

(12) un (13), varam uzrakstit vienadojumu prieks lenka 99:

U, =9y — % (19,1)’3[ — Cmcos wt - (sin9) ; — (I, A)‘l —{9;(A; —9,Cmcos wt -

(sin?9),, (15)

kur vienadojuma izmantotie lielumi uzrakstiti bezdimensionala forma, kas iegiita pareizinot

. _ - _ .. . Lt c TR
laiku ar raksturigo elastigas relaksacijas laiku 7, = ¢ o speku ar 77 un ieviesot sadus

g S L MHL?> _ _._ S 1=
apzim&jumus: magnetoelastiskais skaitlis Cm = , aréja magnétiska lauka

1

4 =
bezdimensionala frekvence @ = 2—4 (tildes simbols turpmak tiek izlaists), kur L, = (i)4 un
e 1

(= z—l -- berzes koeficienta anizotropijas faktors. Saja darba visur, analogiski ka pieejamaja
I

literattira [6,7], pienemts, ka { = 2. Lielums L, zinatniskaja literatiira pazistams ka ,,elastic

penetration length” [10].
Analogiska veida iesp&jams uzrakstit ari bezdimensionalo vienadojumu Lagranza reizinataja

A noteikSanai:

2 1 4 .
(19,[) A — {A,ll + E (19’1) + 19'1191111 + { Cm cos wt - (19'1 Sin 19)’1

+9,Cmcoswt - (sind); = 0. (16)

Robeznosactjumus vienadojumiem (15) un (16) iesp&jams uzrakstit, nemot vera ieprieks

minéto uzstadijumu par filamenta neizstiepjamibu:

dvd

ﬁ |l=i1 = OF (17)
A|l=il = O' (18)

e, _
Az + Cmcoswt -sind ||;=41 = 0. (19)



Protams, vienadojumam (15) nepiecieSams ari sakumnosacijums. No literattras (10) zinams,
ka tas jaizvélas ta, lai sakuma konfiguracija filamenta gali jau biitu nedaudz ieliekti. Saja

darba par sakuma nosacijumu tika izmantota §ada konfiguracija:

ml
9 = —0,01sin (7) (20)

Vienadojumi (15) un (16) kopa ar robeznosactijumiem (17), (18), (19) un sakumnosacijumu

(20) pilniba nosaka feromagnétiska filamenta formu mainiga magnétiska lauka.

\\\

(e»]
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~

1.1.att. Filamenta sakuma konfiguracija

Jaatzimg, ka pieejamaja literatiira [13] ar linearas stabilitates un Floka reizinataju metozu
palidzibu izpétits, ka, stacionara lauka gadijuma, eksisté divu principiali atskirigu veidu
apskatama filamenta stacionarie stavokli, literatiira pazistami ka S un U deformaciju modas.
Sis modas ka metastabili stavokli mikropeldétaja dinamika novérojamas ari mainiga lauka
gadijuma. Ta ka no literatiiras zinams, ka S modas nav derigas mikropeldétaju izveidoSanai

(nenotiek masas centra kustiba), $aja darba tiek apskatitas tikai U tipa metastabilas formas.

1.3 Feromagnétiska filamenta masas centra atruma vienadojumi
Nodala 1.2 iegiita vienadojuma (15) atrisinajumi ir lenka 9 vértibas, kas nosaka
filamenta formu. Lai raksturotu mikropeldétaja dinamiku, nepiecieSams uzrakstit ar1

vienadojumus masas centra parvietojumam. Lai to izdaritu, tiek izmantotas nodala 1.2 iegtitas




filamenta atruma un spéka, kas uz to darbojas, izteiksmes. Tad, saskana ar izteiksmém (12) un

(13), filamenta masas centra atrumu iesp&jams uzrakstit $ada forma:

ﬁ:iﬁ+<l—i><FTl+an>%. (21)
¢, G Gy " R

Turklat, ta ka speks, kas darbojas uz filamenta galiem identiski vienads ar nulli, no izteiksmes

(21) seko:

2Ly, = <§—: - 1> f_LL (FT,I + %Fn> zdl. (22)

Parciali nointegréjot vienadojumu (22) un parejot uz bezdimensionaliem lielumiem

(analogiski ka nodala 1.2), iegist:

dx. _1(¢% 2 9\ [+1
Tt —2<{" 1>( Cmcos(wt) - cos*I9) |
1
- f ((A + Cm cos(wt) - cos ¥) sindId 19,1) dl, (23)
-1
dyC _ 1 CJ_ . +1
1t —2<le 1| (—Cmcos(wt) - cos I sinY)|*;
1
+ f ((A + Cm cos(wt) - cos ) cosﬁﬁ,l) dl. (24)
-1

Vienadojumi (23) un (24) pilniba raksturo masas centra parvietojumu, mikropeldétajam
kustoties mainiga magnétiska lauka ietekmé. Vienadojuma (22) ar1 uzskatami redzams, kapéc

izotropa berzes koeficienta gadijuma masas centra kustiba nenotiek.

Kopa ar vienadojumiem (15) un (16) un to attiecigajiem robeznosacijumiem, Un
sakumnosacijumu, $aja nodala iegttas izteiksmes (23) un (24) viennozimigi raksturo
feromagnétiska mikropeldétaja dinamiku mainiga magnétiska lauka. So vienadojumu

risinasanas un ar tas palidzibu veikto simulaciju rezultatu apskats sniegts 3. nodala.



2 Analitiska atrisinajuma iegiSana stacionara magnetiska
lauka gadijuma

Nodala 1.2 iegiitos vienadojumus vispariga gadijuma atrisinat analitiski nav iesp&jams.
Tomer iespgjams iegiit dazadus analitiskus atrisinajumus vienkarSotiem problémas
formul&jumiem. Tas ir biitiski, jo nepiecieSams parliecinaties, ka skaitlisko simulaciju
rezultata iegiitie dati patieSam kalpo par atrisinajumu uzstaditajai problémai. Ta ka Saja
gadijuma neeksiste pietiekosi detalizéti eksperimentali rezultati, kas lautu kvalitativi parbaudit
iegtto rezultatu kvantitativu atbilstibu fizikalajai realitatei, tiek ieglits analitisks atrisinajums

vienkarSotam problémas robezgadijumam.

Saja gadijuma tiek pienemts, ka aréja magnétiska lauka H= (— cos wt, 0) frekvence o ir
nulle. Sada gadijuma filamenta forma tieksies uz stacionaru stavokli un masas centra atrums
bis identiski vienads ar nulli. Skaitlisko aprékinu precizitati tad iesp&jams novertet, salidzinot

filamenta formu (lenka 9 vertibas) ar $aja nodala iegiito analitisko atrisinajumu.

Identiski ka nodala 1.2, par izveduma sakumpunktu tiek pienemts modificéts Kirhofa modelis
elastigam stienim ar magnétiska lauka efektu raksturojoso locekli, kura energija izsakama ka:

1 1\?

E= Ecﬂﬁ) dl+MHcoswtf(H-f)dz. (25)

Viegli saprast, ka filamenta meklgjama stacionara forma atbilst §1 energijas funkcionala
minimumam. Pirmkart, formulu iesp&jams parrakstit ekvivalenta forma, izmantojot nodala 1.2

ieviestas definicijas, un nemot vera, ka tiek apskatits stacionars magnétiskais lauks:

2

1 dd
E = —CJ(—) dl+MHJc0519dl. (26)
2 dl
: N qer 1 (A9 Pde .
Turpmak apzimgjot: F([,9,9 ) & EC (d—l> + MH cosYund = ] » lespejams uzrakstit
energijas funkcionala variaciju [14]:
(SE—(SJFlﬁﬁ' dz—f(aF5ﬁ+aF&9’)dz 27
a 9.9y dl= | g 09’ ' @7)

d(69)
dl

Nemot véra to, ka §9 = , iesp&jams parrakstit formulu (27) §ada veida:

SE = aF519+6F d(9) dl 28
_f 99 99 dl ' (28)



Otro zemintegrala saskaitamo iesp€jams nointegrét parciali, iegiistot:

OF d(89) g < 9F 5ol flz d oF o -
09" dl T dy T ) dlag T T (29)
Ievietojot iegiito izteiksmi (29) formula (28), energijas funkcionala variaciju iesp&jams

uzrakstit $adi:

SE = flz (aF d aF)aa dl + 2 5ol (30)
~J, \o9  dloy dy’
Nemot véra, ka 9 (1;) = 9 (I;) = 0, seko:
SE = f - (aF d aF)&? dl (31)
), \o9  dloy’ '

Tacu, jau péc uzdevuma formul&juma, proti, fakta, ka tiek mekl&ts tiesi stacionars stavoklis,
skaidrs, ka E = 0. Tapgc, lai filaments atrastos stacionara stavokli, faktiski pietiek ar to, ka

izpildas vienadojums (jo variacija 69 ir patvaliga):

oF d(’)F_O 2
99 dlay (32)

Nemot veéra funkcijas F definiciju un izpildot atvasinaSanu, iegiist:

d*v .
1z + Cmsing =0, (33)

MHI? . . . .
kur Cm = < M — magnetizacija uz filamenta garuma vienibu, Ho — aréja magnétiska lauka
amplitida, 2L — filamenta garums un C — materiala elastibas konstante.
. S do . e . . -
Pareizinot vienadojumu ar - un nointegrgjot, iegtist vienadojuma (33) pirmo integrali:

1 (do\?
5 (E) —Cmcos?V = (4, (34)

kur C; — patvaliga konstante.

IevieSot maksimalo nolieces lenki 9J,,, patvaligo konstanti var uzrakstit ka:

C; = —Cmcos Y, (35)

un parrakstit vienadojumu (34) sada forma:
1(d'9)2—C( 9 — cos V) 36
AT = Cm(cos cos Y, ). (36)



. . . - cq . . 20U — 1=
Izmantojot trigonometriskos parveidojumus (cosd = 1 — 2 sin® E) un savelkot l1dzigos

loceklus, iegiist izteiksmi:

2
(%9) = 4Cm (sin2 197"1 — sin? g) (37)
Vienadojumu (37) iesp&jams parveidot ar sekojosas substitticijas palidzibu:
R
sin- = sin—-=siny, (38)
legiistot Sadu izteiksmi:
2
(i—f) = 4Cm sin? 1977" cos? y. (39)

Savukart, atvasinot vienadojumu (39) pec 1, iegust:
1 9d9 I dy

ECOSEE = 51n7cosya. (40)
Pacelot abas vienadojuma (40) puses kvadrata un parkartojot ta loceklus, var rakstit:
9 (d9\?
(dy)z _1 05’5 (1) "
) 4 (41)

sin? 197’" cos?y
Izsakot no izteiksmes (41) mekl&jama lenka atvasinajumu péc 1, ievietojot to vienadojuma

(39) un nemot véra substitiiciju (38), iegiist izteiksmi y atvasinajumam péc I:

d )
d—}l]=\/Cm\/1—sin27m siny . (42)

Izteiksmi (42) iesp&jams parveidot érti integréjama forma:

d
24 — VCm dl. (43)
Jl — sin? 197’" sin?y

Nointegréjot vienadojuma abas puses, var rakstit:

Y d 0 d
f 4 +L 24 —VCm(—1). (44)
0 Jl—sinZﬁT’" sinfy 2 Jl—sinzﬁT’" sin?y

Izteiksmi (44) iesp&jams parrakstit ekvivalenta forma izmantojot Jakobi eliptiskas funkcijas

[15], iegiistot vienadojumu:

F(y| sin? 197’") — K(sin 87‘“) =Vem (-1), (45)



. 2 9m d e i
kur F (y| sin® 7) = foy 4 ir pirma veida nepilnais eliptiskais integralis un

Il—sin 21977" sinZy
. 20 0 d Ty oo 2 Omn e e et .
K (sin? Tm =—[a 4 =F (5 | sin? 7’") ir pirma veida pilnais eliptiskais

> . 20 .
2 ,1—sm sz sin?y

integralis.

No izteiksmes (45) un eliptisko funkciju teorijas seko, ka y var izteikt ka:
9
y = am [K(sin )+ (L - 1)], (46)

kur ar am(x) apziméta Jakobi amplitidas funkcija [15].

Tapat no eliptisko funkciju teorijas zinama Jakobi eliptiska sinusa funkcija:

sn(x) ¥ sinam(x). (47)
Nemot véra izteiksmes (45), (46) un (47), tagad iesp&jams uzrakstit mekl&to izteiksmi
filamenta stacionaro formu raksturojos$ajam lenkim 9J:

9 = 2sin? [sin%nsn (K (sin 197"1) +Vem (1 - 1))]. (48)

Savukart, lai noteiktu 9,,, kas nepiecieSams mekléta lenka aprékinasanai, pietiek atrisinat

sekojosu vienadojumu un iegiito rezultatu ievietot izteiksme (48):
V)
K (sin? 7’”) =+/Cm. (49)

Ta ka vienadojuma (49) sakni analitiski atrast nav iesp&jams, vieniga iespgja ir to darit ar
kadu skaitlisko metodi. Saja darba tas darits ar Mathematica vidé pieejamas funkcijas
FindRoot palidzibu. Sai funkcijai iesp&jams noteikt pietiekami stingrus precizitates kritérijus
(AccuracyGoal — ,,Infinity”, PrecisionGoal — 250, WorkingPrecision — 500, Maxlterations —
10000), lai iegiito rezultatu, salidzinosi ar skaitlisko simulaciju cela iegtitajiem datiem (par to
precizitati skat. nodalu 3.3), varétu uzskatit par precizu. Pilns izveidotas programmas izejas
kods sniegts 3. pielikuma, savukart, $ada cela iegiitie rezultati ar skaitliskajam simulacijam

salidzinati nodala 3.3.
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3  Skaitlisko simulaciju veik§ana un iegiitie rezultati

3.1 legiuito vienadojumu risinasanas iespéjas

Lai kvantitativi pétitu feromagnétiska mikropeldétaja dinamiku, nepiecieSams atrisinat nodala
1.2 iegitos filamenta formu raksturojosos vienadojumus (15) un (16) ar to robeznosacijumiem
(17), (18), (19), un sakumnosacijumu (20), ka ari nodala 1.3 iegtitos masas centra koordinatu
vienadojumus (23) un (24). Viegli saprast, ka $adus vienadojumus praktiski iesp&jams risinat
tikai skaitliski, ar tuvinatu metozu palidzibu. Ja masas centra kustibas vienadojumus, zinot
visus nepiecieSamos parametrus, iesp&jams salidzinosi vienkarsi atrisinat ar skaitliskas
integréSanas metozu palidzibu (nodala 3.3 apliikots jautajums par konkrétas tuvinatas
integréSanas metodes izvéles nozimibu — salidzinatas aprékinu kltidas starp nosaciti
visvienkarsako — trapecu — un salidzinosi daudz precizako kubisko splainu interpolaacijas
metodi), tad formu raksturojosas diferencialvienadojumu sist€mas tuvinata risinasana ir
salidzinos8i netrivials jautajums.

Skaitlisko metozu literattira [16] iesp&jams izdalit vairakus
parcialdiferencialvienadojumu skaitliskas risinaSanas metozu pamatveidus. Nosaciti
iesp&jams izdalit dazas pazistamakas metozu grupas:

1. galigo diferenc¢u metodes,

2. galigo elementu metodes,

3. galigo tilpumu metodes.
Galigo diferencu metodes ir fundamentali vienkarSakas par par€jam, tacu ari sliktak
piemérotas noteiktu probléemu model&Sanai, 1pasi tas attiecas uz problémam, kas definétas
apgabalos ar kompleksu geometriju. Saja darba vienadojumu (15) un (16) risinasanai tiek
izmantota galigo diferencu metode, ne tikai d&] tas salidzinos8as vienkarsibas un atrdarbibas
(zemas kartas diferencu gadijuma), bet art tapec, ka dotas problémas gadijuma nevienai no
pargjam metodém nav actimredzamu priekSrocibu par galigo diferen¢u metodi.

Vienadojumi (15) un (16) tiek diskretizeti, izmantojot otras kartas centralas diferences
telpa un, vienadojuma (15) gadijuma, pirmas kartas diferenci laika atpakal. Aizstajot
atvasinajumus ar to galigo diferencu analogiem (iegttas galigo diferencu formulas
apskatamajiem vienadojumiem sniegtas 1. pielikuma), tiek iegtita lineara algebrisku
vienadojumu sisteéma vienadojumam (16), ka ar1 nelineara algebrisku vienadojumu sist€éma
vienadojumam (15), kas talak tiek risinata ar Niitona metodi [17] . Shémas precizitate formali
ir pirmas kartas péc laika un otras kartas péc telpas (iznemot uz galapunktiem), tacu janem

vera ari fakts, ka programma mekl&to rezultatu iegtiSanai papildus notiek ar1 skaitliska
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integréSana, kas ari ietekmé gala rezultatu precizitati. Sikak precizitates jautajumi apskatiti

nodala 3.3.

3.2  Skaitlisko simulaciju rezultati

Ar nodala 3.1 aprakstitas programmas palidzibu tika veiktas feromagnétiska mikropeldétaja
dinamikas simulacijas pie dazadam parametru vertibam. legutie rezultati sniegti $adu grafiku
forma:

1. masas centra atruma y koordinate (mikropeldétaja kustiba notiek y koordinates
virziena — perpendikulari aréjam magnétiskajam laukam), ka funkcija no
bezdimensionala laika,

2. masas centra parvietojuma y koordinate, ka funkcija no bezdimensionala laika,

3. Mmasas centra atruma y koordinates vidgja vertiba, ka funkcija no aréja magnétiska
lauka bezdimensionalas frekvences ceturtas saknes. Sis grafiks Jauj pie fiksétas
magnetoelastiska skaitla Cm v&rtibas noteikt maksimalajam kustibas atrumam
atbilstoSo optimalo argja lauka bezdimensionalo frekvenci.

Papildus sniegti arT simulacijas iegiito feromagnétiskajam mikropeldétajam perioda laika
raksturigo formu attéli. Ta ka mikropeldétaja dinamikai raksturigs stabilizacijas periods
kustibas sakuma (ta raksturs un ilgums atkarigs no magnetoelastiska skaitla Cm un argja
magnétiska lauka bezdimensionalas frekvences w), iepriek§ minétajos atruma grafikos attélota
kustibas periodiska dala, kas iestajas pec stabilizacijas perioda beigam, savukart, stabilizacijas
periods attelots ka atsevisks grafiks. ST darba mérki faktiski attiecas uz mikropeldétaja
kustibas periodisko dalu — stabilizacijas periods atseviski pétits netiek. Protams, vietas
ierobezojumu de€l, sniegti tikai grafiki, kas visspilgtak ataino no iegiitajiem rezultatiem
izdarTtos secinajumes.

Salidzinot attelus 2.1 un 2.2, viegli noveértét magnetoelastiska skaitla Cm vertibas
ietekmi uz dinamikas raksturu — Cm pieaugot, pieaug ari atruma absoliitas vertibas un, lidz ar
to, palielinas masas centra parvietojums. Jaatzimé, ka S$ada saisttba starp Cm un
mikropeld@taja atrumu pastav tikai noteikta Cm vertibu intervala Cmy, < Cm < Cm,,, kur
kritiska Cm vertiba (magnetoelastiska skaitla vertiba, kas japarsniedz, lai vispar izveidotos U-
tipa metastabila forma — Saja gadijuma cilpa) ar 2. nodala aprakstita analitiska risinajuma
palidzibu noteikta ka Cmy, = 2,46741 (jaatzimg, ka, lai gan literattra [13] $1 kritiska vértiba
iepriek§ noteikta ka Cmy, = 2,597, Saja darba iegnita vertiba uzskatama par precizaku, jo
literatiras avota minéta vertiba ieglita lineara tuvin@gjuma). Vertiba 72 < Cm, < 100,

savukart, ir parejas vertiba, kuru parsniedzot $aja darba pirmo reizi noverots kvalitativi jauns,
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atSkirigs mikropeldétaja dinamikas rezims, kas agrak literatlira nav aprakstits. Tas redzams
att€los 2.4 un 2.7.

Savukart, péc atteliem 2.2 un 2.3 viegli noteikt arga magnéetiska lauka
bezdimensionalas frekvences ietekmi uz mikropeldétaja kustibu. Redzams, ka lineari pieaugot
magnétiska lauka bezdimensionalajai frekvencei, lineari pieaug arm mikropeldétaja oscilacijas
frekvence. Ta ka praktiski tas saistits arl ar tadu situdciju izveidoSanos, kuras
mikropeld&tajam raksturigas metastabilas formas nepaspgj pilniba izveidoties augstas lauka
frekvences dél, viegli saprast, ka ar§ja magnétiska lauka frekvence tieSa veida ietekmés
mikropeldé€taja videjo atrumu. Tadel, tika veikti augstas precizitates (telpas punktu skaits N =
2000) vidgjo atrumu aprékini pie dazadam argja magnétiska lauka frekvenc€m un paradits

(skat. att. 2.9), ka mikropeld&taja vid€§jam atrumam eksist€ aptuveni kvadratiska atkariba no

1
. g = . N _ 1
argja magnétiska lauka bezdimensionalas frekvences ceturtas saknes ( w+ = > skat. nodalu

1.2).

Attelos 2.10, 2.11 un 2.12 attelotas filamentam raksturigas metastabilas formas. Lidz
Sim literattira aprakstits gadijums, kad izveidojas U-tipa forma ar vienu cilpu [13], savukart
forma ar divam viena virziena verstam cilpam $aja darba konstatta pirmo reizi.

Savukart aplikojot masas centra parvietojuma grafikus (atteli 2.6, 2.7, 2.8 un 1pasi
2.9), tika izvirzita hipotéze par to, ka Sajos grafikos, iesp€ams, novérojama periodu
dubultosanas paradiba [18]. Lai So hipotézi parbauditu, biitu nepiecieSams veikt aprékinus pie
vel augstakam Cm veértibam un parbaudit vai ir nov€rojama ari periodu CetrkarSosanas un
eventuala pareja uz haotisku dinamikas rezimu. Sadas parbaudes iespgjas ierobezo izmantotas
skaitliskas shémas ipasibas (skat. nodalas 3.3 un 4) un pagaidam tas paliek turpmakiem

petijumiem.
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2.3 att. Masas centra atruma y komponentes atkariba no bezdimensionala laika
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2.4 att. Masas centra atruma y komponentes atkariba no bezdimensionala laika
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Cm =100, ® =300

Masas centra y koordinate

1.8

1.7

1.6

1.5

14

13

1.2

1.1

1.0
0.1

0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

Bezdimensionalais laiks t

0.16

2.8 att. Masas centra y koordinates atkariba no bezdimensionala laika
Cm=72, =300

17




Vidéja atruma y komponente

16

14

12

10

Aréja magnétiska lauka bezdimensionalas frekvences ceturtas kartas sakne

T v——
7
y=-2.079x2+23.93x - 53.22
r"E!u 8
I
3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

2.9 att. Vidéja atruma y komponentes atkariba no w'*
Cm=72

dimensionless time t =0.146

181

16

14+

121

08

06

04

0z

2.10 att. Filamenta raksturiga forma ar vienu cilpu
Cm=72,®=300
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2.13. att. Filamenta stabilizacijas periods
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3.3  Apréekinu precizitates un stabilitates jautajumi

Darba izmantotas shémas stabilitates un precizitates 1pasibas, cik zinams péc pieejamas
literatiiras, vél nav pétitas. So Tpasibu izpéte ir Ipasi biitiska, ja nem véra faktu, ka ar $aja
darba simulaciju cela iegiitajiem rezultatiem tiesi salidzinamu eksperimentalu datu pagaidam
nav. L1dz ar to, vienigie pieejamie kontroles mehanismi ka nodroSinat skaitlisku aprékinu cela
iegtito datu lietderibu ir izmantotas shémas 1pasibu izpéte, ka arT salidzinajums, kur tas
iesp&jams, ar analitiska cela iegiitiem risindjumiem. Nemot véra to, ka analitisks atrisinajums
eksiste tikai konstanta lauka robezgadijuma (un §1 salidzinajuma visparinasanas iesp€jas ir
visai nenoteiktas), skaidrs, ka skaitliskas shémas 1pasibu izpéete ir butiska, lai iegiitu izpratni
par darba apskatama feromagnétiska mikropeldétaja dinamiku vispar.

DiemZ€l, nemot véra vienadojumu (15) un (16) visai sarezgito dabu — nakas risinat
sistemu, kas sastav no nelineara, ceturtas kartas parcialdiferencialvienadojuma (15) ar
periodiskiem robeznosacijumiem (17) un (19), ka arT lineara otras kartas parasta
diferencialvienadojuma (16), kas faktiski nosaka pirma vienadojuma koeficientus — formala,
matematiski korekta stabilitates analize ir arkartigi darbietilpigs un visai komplicéts process,

kas $aja darba arT netiek veikts. Ta vieta shémas stabilitati nakas p&tit empiriski.
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Veicot simulacijas secinats, ka izvéloties ,,sapratigus” laika solus 7 = % kur T ir laika
solu skaits, ko uzdots rékinat (,,sapratigus”, t.i. — tadus, kas lauj aplikot pietickami garu
mikropeldétaja dinamikas ciklu — vismaz Iidz 0,2 bezdimensionala laika vienibam — un
vienlaicigi Jauj paturét aprékina ilgumu dazu stundu, nevis dienu, robezas), eksisté noteikti
ierobezojumi attieciba pret telpas punktu skaita, ka art magnetoelastiska skaitla veértibu
izvélem. Sos ierobezojumus parkapjot aprekins atri divergg; turklat laiks, kura programma
pariet no normaliem rezultatiem lidz stavoklim, kura ta ir spiesta partraukt darbibu
neierobezoti augosu rezultatu del, ir tikai dazi (divi [idz pieci) laika soli.

Darba gaita secinats, ka aprékinus optimali veikt pie laika sola 107¢ < 7 < 1075,
Rekinot ar laika soli T = 10~ novérots, ka nestabilitati izraisa telpas punktu skaita N izvéle,
kas mazaka par aptuveni 200 soliem (tas atbilst telpas solim h = 0,01), ka ar1 Cm vértibu
izvele, kas lielaka par aptuveni 150 magnetoelastiska skaitla bezdimensionalajam vienibam.
Ja ierobeZojumu attieciba uz telpas sola izmériem tapat biezi naktos ieverot precizitates
apsveérumu dél, tad ierobezojumam pret parak lielu Cm vertibu izmantoSanu ir potencials
nopietni ierobezot turpmakus p&tijumus (ipasi nodala 3.2 izvirzito hipotezu parbaudi) esosas
skaitlisko aprékinu sh&émas ietvaros.

Izveidotas aprékinu shémas precizitate, savukart, parbaudita divos veidos. Pirmkart,
salidzinatas skaitliski un analitiski (konstanta lauka robezgadijuma, skat. 2. nodalu) iegiitas
lenka 9 vertibas pie dazadam telpas punktu skaita izvélém. Otrkart, aplikots konstanta lauka
robeZgadijuma iegiitais masas centra atrums pie dazadam telpas punktu skaita izvélém, jo ka
zinams (skat. nodalu 1.3), mikropeldétaja masas centra atrumam konstanta lauka jabut
identiski vienadam ar nulli. Lidz ar to, jebkads nenulles atrums, kas iegiits aprékinos, dod
papildus iesp&ju novertét aprékinu klidu. Turklat salidzinot abos veidos iegiitos kltidas
novertejumus, iesp&jams izdarit vismaz aptvenus secinajumus par to, kura programmas dala —
vienadojumu risinaSanai izmantota galigo diferencu shéma vai skaitliska integréSana atruma
noteikSanai — dod lielaku kliidu. Tas savukart lauj izvertet atsevisku programmas dalu
uzlaboSanas nepiecieSamibu.

Paradits, ka lenka O absolita kliida (t.i. starpiba starp analitisko un skaitlisko rezultatu
péc absolutas vertibas) ir atkariga no telpas punktu skaita izvéles forma, kas tuva A9~ #
Arkartigi Iidziga ir arf masas centra atruma y komponentes atkariba no telpas punktu skaita.
Sie novérojumi ir batiski divéjada zina — pirmkart, tie dod iesp&ju novertst sagaidamo kliadu
pirms aprékina sakSanas un tadéjadi lauj izveleties optimalus parametrus nepiecieSamas

precizitates sasniegSanai. Otrkart, tie parada, ka lielaku dalu neprecizitasu, kas noveérojamas
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rezultatos, sastada tieSi vienadojumu (15) un (16) risinaSana izmantota galigo diferencu

shéma.

Atseviski tika arT salidzinata atSkiriba atruma rezultatos, kas radas integréjot formulas

(23) un (24) ar trape¢u formulu [17] vai analitiski (ar paketes MATLAB iespé&ju palidzibu)

nointegréjot kubisko splainu intepolaciju integréjamai funkcijai. T.k. maksimala novérojama

atkiriba bija ar kartu 10™, var secinat, ka $o jautajumu talak apskatit un izmantot integréSanas

metodes, kas precizakas par trapecu integréSanu nav lietderigi.

Lenka 9 absolatas kliidas videja vértiba

1.00E-01
1(Lo 1000 104)00
1.00E-02 \
v Yy =1699.9x 1%
R2=0.996
1.00E-03
1.00E-04

Telpas punktu skaits N

2.14. att. Lenka 9 absolatas kliidas atkariba no izveleta telpas punktu skaita

Cm =100, » =0, v=10-°
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2.15. att. Aprékina ilguma atkariba no izvéléta telpas punktu skaita
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2.16. att. Masas centra atruma y komponentes atkariba no izveleta telpas punktu skaita

Cm =100, ®=0, =105
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2.17. att. Masas centra atruma y komponentes atkariba no izvéléta magnetoelastiska skaitla
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4 Secinajumi un perspektivas

Lai skaitliski model&tu feromagnétisku mikropeldétaju ar modificétu Kirhofa modeli
elastigam stienim, tika izstradata programma MATLAB vidg, kas rékina literatira zinamos
vienadojumus feromagnétiska mikropeldétaja dinamikas raksturoSanai un iegtiti simulaciju
dati. Atseviski tika izvests analitisks atrisinajums problémas robezgadijumam, kad
magnétiskais lauks ir stacionars un pétita simulaciju shémas precizitate un stabilitate. Pirms
apskatit paSu simulaciju rezultatus, lietderigi izdarit secinajumus par skaitlisko simulaciju
algoritma precizitati un stabilitati:

1. Apskatot konstanta lauka robezgadijumu un salidzinot simulaciju rezultatus ar

analitisko atrisindjumu redzams, ka lenka 9 vid€jas absoliitas kliidas (novirzes no

analitiska atrisinajuma) atkariba no izveléta telpas punktu skaita ir pakapes funkcija,
L . 1
kas tuva izteiksmei AY,,;; ~ 7

2. Konstanta lauka robezgadijuma, feromagnétiska mikropeldétaja masas centra atruma y
komponenti iesp&jams izmantot ka papildus precizitates novértésanas lidzekli, jo no
teorijas zinams, ka konstanta magn&tiska lauka filamenta masas centra atrumam jabut

precizi nullei. ArT Seit konstateta lidziga pakapes funkcijas forma izsakama atkariba no

e ) 1
izveleta telpas punktu skaita, kas tuva A9,,;4 ~ e

3. Secinats ari, ka pieaugot magnetoelastiska skaitla Cm vértibai, kvadratiski pieaug ari
aprekinu kludas. Tas janem véra izdarot aprékinus pie lielam Cm vertibam un attiecigi
jaizvélas lielaks telpas punktu skaits aprékinu shémai, lai sasniegtu nepiecieSamo
precizitati.

4. Empiriski secinats, ka shémas stabilitate ir visai jlitiga pret dazadu parametru mainu.
lerobezojumi uz parak mazu telpas punktu skaitu vai parak nelielu laika soli
principiali neietekmé aprékinu veiksanu (tikai palielina to izpildes laiku — kvadratiski
atkariba no telpas punktu skaita un lineari atkariba no laika solu skaita), turklat Sos
parametrus jau ta ierobezoja rezultatu vélama precizitate. Butiskaks ir fakts, ka
nestabilitates vérojamas pie Cm = 200, jo $adu aprékinu veikSanas nepiecieSamiba ir
sagaidama turpmakos pétijumos.

Aprekinu relativas kliidas ir pielaujamas robezas: =1,5% pie 250 telpas punktiem (ipasi

mazak punktus nav iesp&jams izmantot stabilitates ierobezojumu dél) un tas kvadratiski

dilst palielinot telpas punktu skaitu uz rezga. Tapéc, ieglitie simulaciju dati ir pietiekami
precizi, lai varétu izdarit pamatotus secinajumus par feromagnétiska mikropeldétaja
dinamiku ar€ja magnétiska lauka.
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Simulacijas iegutie dati lauj izdarit vairakus secinajumus par feromagnétiska
mikropeldétaja dinamiku:

1. Magnetoelastiskais skaitlis Cm intervala no kritiskas Cm vertibas (noteikta
izmantojot analitisko atrisinajumu konstantam laukam) Cm,,;; = 2,46741 lidz
kadai parejas vertibai (72 < Cm,, < 100) nosaka mikropeldétaja atrumu un Iidz ar
to masas centra parvietojumu. Saja rezima filamenta kustiba kvalitativi sakrit ar
literattira [10] aprakstito un filamenta forma oscil€ starp sakumstavoklim (kura
filamenta gali ir nedaudz ieliekti virziena, kas ortogonals ar€ja lauka virzienam)
lidzigu formu un formu, kas satur vienu cilpu (kura izjauc filamenta simetriju,
tadgjadi laujot tam kustgties).

2. legitie rezultati lauj izvirzit hipot€zi, ka masas centra parvietojuma grafikos
novérojama periodu dubulto$anas paradiba. Sis hipotézes parbaudei nepieciesams
veikt aprékinus pie lielakam Cm veértibam, meklgjot iesp&jamu periodu
cetrkarSosanos un pareju uz haotisku dinamikas rezimu.

3. Parsniedzot parejas vertibu Cm, noverojams kvalitativi atSkirigs mikropeldétaja
dinamikas rezims, kas rezultatos redzams aprékinos pie Cm = 100. Sads rezims
zinatniskaja literatiira 11dz $im nav aprakstits.

4. Magnétiska lauka bezdimensionalas frekvences ietekme uz filamenta oscilacijas
frekvenci ir lineara, savukart mikropeldétaja vidéjam atrumam vérojama

kvadratiska atkariba no aréja magnétiska lauka bezdimensionalas frekvences

L : . L : . -
ceturtas kartas saknes (kas ekvivalenta lielumam L—). Tas lauj noteikt optimalo
e

1
magnétiska lauka frekvenci maksimalam mikropeld€taja atrumam (w;*pt ~ 5,6).

5. Salidzinot iegiitos datus ar pieejamo literatiiru [10], nakas secinat, ka eksiste
kvalitativa neatbilstiba starp $aja darba iegiitajiem mikropeldétaja masas centra
parvietojuma un atruma atkaribas no frekvences datiem. Tomér privatas
komunikacijas ar darba [10] autoriem rezultata noskaidrots, ka attiecigaja darba
pielauta kliida skaitliskajos aprékinos un to izlabojot, rezultati kliidas robezas
sakrit.

Jaatzimge, ka 2. un 3. punktos izdaritie secinajumi paver plasas iespgjas turpmakiem
pétijumiem. Ir atklats kvalitativi jauns mikropeldétaja dinamikas reZims, kura paradiSanos un
hipotétisku papildus rezimu eksistenci (pie vél augstakam Cm vertibam) iesp&jams pétit ar
Furjé analizes metodém. Tapat nepiecieSams parbaudit 2. punkta izvirzito hipotézi par
periodu dubultoSanos un iesp&jamu pareju haotiska rezZima pie augstakam Cm vertibam.
Nemot véra darba izvirzitas hipotezes, empiriski atrastie shémas stabilitates ierobezojumi
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attieciba pret izmantojamam parametru (ipasi magnetoelastiska skaitla Cm) vertibam liek
rupigi apsvert shemas turpmakas uzlabosanas iesp&jas un parejas uz principiali atSkirigu

vienadojumu risinasanas algoritmu iespg&jamo lietderibu.
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1. pielikums. Galigo diferenc¢u shéma filamenta formu

raksturojoso vienadojumu tuvinatai risinasanai.

Jebkuras galigo diferencu sh€mas pamata ir diferencialvienadojuma esoso
atvasinajumu aizstasana ar tuvinatam galigo diferencu formulam, tad&jadi iegtistot algebrisku
vienadojumu sistému, kuru talak iesp&jams risinat ar tradicionalam metodém. Saja darba
vienadojuma (15) sastopamais pirmais atvasinajums péc laika aizstats ar galigo diferenci laika
atpakal, kamer visi citi vienadojumos (15) un (16) atrodamie atvasinajumi aizstati ar tiem
atbilsto$ajam otras kartas centralajam diferencém. Visas izmantotas diferencu formulas
iesp&jams viegli atrast literattira [16,17] vai izvest, izmantojot funkcijas izvirzijumu Teilora
rinda.

Vienadojumi (15) un (16) tiek risinati izmantojot vienmerigu, strukturétu rezgis ar
telpas punktiem i = 0 .. N un laika soliem n =0 .. T. Attalums starp diviem laika slaniem ir

1 _ _ .. . . 2 . _
T=o savukart attalums starp diviem blakus esoSiem telpas punktiem ir h = v (jo konturs 1

definéts intervala [-1;1]).
Galigo diferen¢u shému prieks Lagranza reizinataju raksturojosa vienadojuma (16)

iesp&jams uzrakstit $ada veida:

bA} — a; A} — ¢ A} = f;, (50)
kur A} — A vértiba laika soli n rezga punkta i, savukart koeficientiem a,b,c un f ir speka sadas
formulas:

1
by =20 +7 0% — 9%  Vie[LN-1]. (51)
al':Cl':{, VlE[l,N—l] (52)
n n 1 n n n n 1 n n 3
fi=—(W4 - ﬁi—l)m itz — 204 20,4, -9, + §(0i+1 —9/1)

1
+ Cm cos wt - cosﬁl-")Z(ﬁi"_Ir1 — 9" )? —{Cmcoswt

(@ — 9 (sinV]y; + sind]))

1
—5 @ =) (sin g} +sindy),  vie (LN -1). (53)
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Ka redzams, koeficientam f nepiecieSamas ari formulas uz apgabala robezam:

3 —
fi=-— <%<(ﬁ3 + 391 =95 —397) t 16 (192 08)3> + (mcos wt
1
- cos 9 -1(1%1 -9 2> — { Cmcos wt

1
(9% = 91)(sin ¥} + sinv})) — E(1911 — 9 (sind + sin9}), (54)

o (FN+1 — IN-1)
N 2h2

1
<(1917\}+1 + 301 — Iy —30y) + E(“%H - 1917\}—1)3>
1
+ Cm cos wt - cosIy) - 1 (N1 — 19,(}_1)2> — { Cmcos wt

(R 41— B3 (sin OF 41 +sin 8))

1
—3 (WIO§ — IN_1)(sinIg + sinIy_4). (55)

Lai tuvinati atrisinatu vienadojumu (16), tagad pietiek atrisinat linearu vienadojumu sistemu,
kas definéta ar vienadojumu (50).

Savukart vienadojumu (15) skaitliski risinat ir nedaudz sarezgitak, jo tas ir nelinears.
Aizstajot vienadojuma (15) esoSos atvasinajumus ar galigo diferencu formulam, ieglistam
nelinearu algebrisku vienadojumu sisteému, kas visparigi pierakstama $ada forma:

G (97+1) =F. (56)
Sadu sistemu &rti risinat péc Niitona metodes (17). 1zmantojot $o metodi, varam parrakstit

vienadojumu (56) $ada forma:
—_— aG —_ -
G(9°) + £(19S)A19 =F. (57)

Savukart vienadojums (57) faktiski ir ekvivalents ar §adu izteiksmi:
a;(A9);_; — bi(A9);_1 + ¢;(A9); — d;(A0) ;41 + €;(A9); 12 = fi. (58)
Analogiski ka ieprieks, nepiecieSams uzrakstit formulas vienadojuma (58) izmantotajiem

koeficientiem a, b, ¢, d, eun f, kas der Vi € (1,N — 1):

T
a; = e (59)
T
ei = FF (60)
4t T 3t N s 2 T n n
b; =F—Cmcoswt % — cosIJ;_ o W -91) _Z_hZ(Ai + A7)
(T .
~anZ O —971) — Cm coswt - (97,1 — Y1) sin¥;, (61)
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6T 27
=1+ F 73 Cm cos wt cos 9F — 2h4 ((ﬁl+1 92+ (97 —97.)%)
— 5 (Wl = 200 + L)
(T 95 s 2 S
— 4—thm coswt - (97,1 — 97 1)* cosV;, (62)
4‘[ T T
(T N S : S
+ —Cmcoswt - (97,1 —I9;_1) sin?;, (63)

2h?

fi =9 — (19" +W6mcoswt

T
- (sin 9%, — 2sin 9 + sind? ;) + 7 (9o — 4981 + 02, — 497,
T

+ 6195) 4o (00 = 00)° = (8 = 91)°)

-5 hz (W + AWy — 59 — (AT + A} = 51))
4h2 (Al+1 + A )0 —9-1)

{T N S 2 q N
+ ez Cmcoswt - (971 —9;_1)"sin?;. (64)

Savukart uz apgabalu robezam ir spéka sadas koeficientu formulas:

fo= =B +9; —497), (65)
co =3, (66)
dO == 4, (67)
€y = 1, (68)
. a; =0, (69)
b, = ¥ + Cm cos wt cos 95, (70)
2
1
d1 = ﬁ, (72)
. e = O, (73)
1 =— (95 +9§ — 297) + Cm cos wt sin I, 74
h? 0
ay =1, (75)
bN == 4, (76)
Cny = 3, (77)
fu=—-GB% + 191?/1—2 —405-1), (78)
fv-1 = Cmcos wtsinIy + nZ Oz + 9% — 295_1), (79)
2
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dy-1 =

1
by_1 = ﬁ’

1

ﬁ-i_ Cm cos wt cos Iy,
ay-1 =0,

ey—_1 = 0.
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2. pielikums. MATLAB programmas kods.

function filament (Cm,w, N, T, tau, threshold)

close all

format long

tElapsed=0;

Lmin = -1;

Lmax = 1;

time avg(l) = 0;

xc = 0;

yc = 0;

friction = 2; %anizotropijas reizinaataajs

h = 2/N; %solis telpaa

time passed(l) = 0;

dxdt = 0;

dydt = 0;

xc_trapz = 0;

yc_trapz = 0;

dxdt trapz = 0;

dydt trapz = 0;

dxdtavg trapz = 0;

dydtavg trapz = 0;

teta new = zeros (N+1,1);

teta old = zeros (N+1,1);

lambda = zeros(N+1,1);

hf = figure('visible', 'off', 'OuterPosition',[1 1 1440 900], 'Position',[1 1

1440 900]);

hax = get(gca):;

x = Lmin:h:Lmax;

delta teta = zeros(N+1);

TolIter = 107 (-5);

IterMax = 1076;

teta temp = zeros(N+1,1);

teta = zeros (N+1,2);

filename=['T',num2str(T), "' N',num2str(N),' Cm',num2str(Cm),' w',num2str (w),
' tau',num2str(tau),' thr',num2str(threshold),' Tol',num2str(TolIter)];

fidl = fopen([filename, '.txt'],'w");

fid2 = fopen([filename,' dxdt.txt']l,'w');

fid3 = fopen([filename, ' dydt.txt'],'w');

aviobj = avifile([filename,'.avi'], 'fps', 10, 'compression', 'RLE'");

10 = -1;

1 = ILmin : h Lmax;

teta new = (0.01 * sin(pi*1/2))"';

dxdtavg = 0;

dydtavg = 0;

teta temp = teta new;

xmax = 1;

xmin = -1;

ymax = 1;

ymin = -1;

teta(:,1) = teta new;

% equation solving

tic;

%apreekjinu saakums!

for n=1:T;

t = n*tau;

teta old = teta new;

$LAMBDA

L = zeros (N+1,N+1);
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a = zeros(N+1,1);

b = zeros (N+1,1);

c = zeros (N+1,1);

f = zeros (N+1,1);

for 1 = 3:N-1;

a(i) = friction;

b(i) = 2*friction+l/4*((teta old(i+l)-teta old(i-1))"2);
c(i) = friction;

f(i) = -((teta old(i+l)-teta old(i-1))*(teta old(i+2)-

2*teta old(i+l)+2*teta old(i-1)-teta old(i-2)+
(teta old(i+l)-teta old(i-1))"3/8)/4/(h"2)+
Cm*cos (w*t) *cos (teta old(i)) * (teta old(i+l)-teta old(i-
)~2/4) -
friction*Cm*cos (w*t)* ((teta old(i+1l) -
teta old(i))*(sin(teta old(i+l))+sin(teta old(i)))-...
(teta _old(i)-teta old(i-1))*(sin(teta old(i))+sin(teta old(i-

1))))/2;
end;
a(2) = friction;
b(2) = 2*friction+(teta 0ld(3)-teta old(l))"2/4;
c(2) = friction;
£f(2) = -((teta _old(3)-teta old(1l))*((teta old(4)+3*teta old(2)-teta old(1l)-
3*teta _o0ld(3))+
(teta o0ld(3)-teta old( ~3/16)/2/h"2+. ..
Cm*cos (w*t) * cos(teta_old(Z)) (teta_0ld(3)-teta old(1l))"2/4)-

friction*Cm*cos (w*t) * ((teta old(3)-
teta 0ld(2))* (sin(teta o0ld(3))+sin(teta old(2)))-...

(teta old(2) -
teta old(1l))*(sin(teta 0ld(2))+sin(teta old(1))))/2;
a(N) = friction;
c(N) = friction;
b(N) = 2*friction+(teta old(N+1l)-teta old(N-1))"2/4;
f(N) = -((teta old(N+1l)-teta old(N-1))*((teta old(N+1l)+3*teta old(N-1)-

3*teta old(N)-teta old(N-2))+
(teta old(N+1l)-teta old(N-1))"3/16)/2/h"2+...
Cm*cos (w*t) *cos (teta old(N)) * (teta old(N+1)-teta old(N-
)"~2/4) -
friction*Cm*cos (w*t)* ((teta old(N+1) -
teta o0ld(N))* (sin(teta old(N+1l))+sin(teta old(N)))-...
(teta old(N)-teta o0ld(N-1))*(sin(teta old(N))+sin(teta old(N-
1))))/2;
for i1i=2:N
L(i, i 1):
L(i (i

a(i);
);
(1 1+l c(i);

£(1) = 0;
(N+1 N+1)=1;
f(N+1) = 0;
L = sparse(L);
lambda =L\f;
STETA
$sheit saakas iteraacijas prieksh teta
for s=1:IterMax
G = zeros (N+1,N+1);

a = zeros (N+1,1);
b = zeros (N+1,1);
e = zeros (N+1,1);
c = zeros (N+1,1);
d = zeros (N+1,1);
f = zeros (N+1,1);
for 1i=3:N-1

a(i) = tau/ (h"4)
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e(i) = tau/ (h"4)

b(i) = 4*tau/h”4 - Cm*cos(w*t)*tau*cos(teta temp(i-1))/h"2-...
3*tau/h™4/2* (teta temp(') -teta temp(i-1))"2-...
tau* (lambda (i) +lambda (i-1))/2/h*2+friction*tau* (lambda (i+1)-lambda (i-
)/4/h~2-. ..
friction*Cm*cos( w*t) *tau* (teta temp(i+l)-teta temp (i-
1)) *sin(teta temp(i))/2/h"2;
c(i) = 1+6*tau/h"4- Z*Cm*cos( *t) *tau*cos (teta temp(i))/h"2-.
3*tau/2/h"4* ((teta temp (i+l)-teta temp (i ))A2+(teta_temp( ) -teta temp (i-
1))"2)-...
tau* (lambda (1+1)+2*lambda (1) +lambda (i y/2/h”2-.

friction*Cm*cos (w*t) *tau/4/h" 2*(teta_temp(1+l) teta_temp(i—
1))"2*cos(teta temp(i));

d(i) = 4*tau/h”4-Cm*cos (w*t)*tau*cos (teta temp (i+l))/h"2-...
3*tau/h"4/2* (teta temp(i+l) -teta temp(i))"2-.
tau* (lambda (i+1)+lambda (i))/2/h"2- frlctlon*tau*(lambda(i+1)—lambda(i—
Y/4/h" 2+, ..

friction*Cm*cos (w*t) *tau/2/h"2* (teta temp (i+l)-teta temp (i-
1)) *sin(teta temp(i));

f(i) = teta old(i)-
(teta_temp (i) +Cm*cos (w *t)*tau*(sin(teta _temp (i+1))+
sin(teta temp(i-1))-2*sin(teta temp(i)))/h"2+.

tau* (teta temp(i+2) 4*teta_temp(1+1)+teta_temp(1 2)-4*teta temp (i-
1)+6*teta _temp(i))/h™4+.

tau/2/h” 4*((teta_temp(1+l)—teta_temp(i))A3—(teta_temp(i)—teta_temp(i—

1))73))-...

tau* ((lambda (i+1)+lambda (i) ) * (teta temp(i+l)-teta temp(i))-
(lambda (i) +lambda (i-1)) * (teta temp (i) -

teta temp(i-1)))/2/h"2-...

friction*tau* (lambda (i+1) -lambda (i-1)) * (teta temp(i+l)-teta temp (i-
1)) /4/h"2+. ..

Cm*friction*cos (w*t)*tau/4/h"2* (teta temp(i+l)-teta temp (i-
1))"2*sin(teta _temp(i));

end
f(1) -(3*teta temp(l)+teta temp(3)-4*teta temp(2));
c(l) = 3;
d(l) = 4;
e(l) = 1;
a(2) = 0;
b(2) = 1/h"2+Cm*cos (w*t) *cos (teta temp (1)) ;
c(2) = 2/h"2;
d(2) = 1/h"2;
e(2) = 0;
f(2) = (teta temp(3)+teta temp(l)-
2*teta temp(2))/h"2+Cm*cos (w*t) *sin(teta temp(1l));
a(N+1) = 1;
(N+1) = 4;
c(N+1) = 37
f(N 1) = -(3*teta_temp (N+1)+teta temp (N-1)-4*teta temp(N));
f(N) = Cm*cos(w*t)*sin(teta temp (N+1))+
(tetaitemp(N—l)+tetaitemp(N+1)—Z*tetaitemp(N))/hAZ;
c(N) = 2/h"2;
b(N) = 1/h"2;
d(N) = 1/h"2+Cm*cos (w*t) *cos (teta temp (N+1)) ;
a(N) = 0;
e(N) = 0;
for i=3:N-1
G(i,i-2)=a(i);
G(i,i-1)=-b(1);
G(i,1)=c(1);
G(i,1i+1)=-d(1);
G(i,14+2)=e(1);
end
G(1,1) = c(1);
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delta teta = y';

if (isequal (isfinite(y),ones(size(y)))~=1)
uiwait;

end

if (max(abs(delta teta))<TollIter)
teta new = teta temp;
$aatruma noteikshana
konturs = Lmin:h:Lmax;
arg = 1:1:N+1;

% aatruma apreekijins ar splainu interpolaaciju un trapechu metodi
ppteta=csapi (konturs, teta new) ;
ppcurvature=fnder (ppteta); %liekums

X3 = fnval (ppcurvature, konturs) ;

X0 = -Cm*cos (w*t)* ((cos(teta new(N+1)))"2-(cos(teta new(l)))"2);
X1 = lambda + Cm*cos (w*t) *cos (teta new);

X2 = sin(teta new);

Xtrapz temp = X1 .* X2 .* X3';
Xtrapz pp = csapi (x,Xtrapz temp);

Xtrapz = diff (fnval (fnint (Xtrapz pp), [Lmin Lmax]));

dxdt = 1/2* ((friction-1)* (X0-Xtrapz));

Y0 = -Cm*cos (w*t) * (cos (teta new(N+1l)) *sin(teta new(N+1))-...
cos (teta new(l))*sin(teta new(l)));

Y1l = X1;

Y2 = cos(teta new);

Y3 = X3;

Ytrapz temp = Y1 .* Y2 .* Y3';

Ytrapz pp = csapi(x,Ytrapz temp);

Ytrapz = diff (fnval (fnint(Ytrapz pp), [Lmin Lmax]));

dydt = 1/2* (friction-1)* (Y0 + Ytrapz);

disp(['n = ', num2str(n), ' s = ', num2str(s), '
num2str (n/T*100), '%$ done'l);

Xtrapz trapz = h/2* (Xtrapz temp (1) +
Xtrapz_ temp (N+1))+sum(Xtrapz temp) *h;

Ytrapz trapz = h/2* (Ytrapz temp(l) +
Ytrapz temp (N+1))+sum(Ytrapz temp) *h;

dxdt trapz = 1/2 * ((friction-1)* (X0-Xtrapz trapz));
dydt trapz = 1/2 * ((friction-1)*(Y0+Ytrapz trapz));
break

else

for z=1:N+1
teta temp(z)=teta temp(z)+(delta teta(z));
end
end
end %beigas ciklam pa s
if (max(teta)==0) teta(:,1) = teta new; end
ppteta=csapi (x, teta new);
tetacos = cos(teta new);
tetasin = sin(teta new);
ppcos=csapi (x, tetacos) ;
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ppsin=csapi (x, tetasin) ;

ppcurvature=fnder (ppteta); %liekums
curvature (n) = max((fnval (ppcurvature,x)));
xcoord = fnint (ppcos);

ycoord = fnint (ppsin);

dydx = fnder (ycoord);

for i=1:N+1

xcoord trapz (i) = i*h* (tetacos(l)+tetacos(N+1))/2;
ycoord trapz (i) = i*h*(tetasin(l)+tetasin(N+1))/2;
end
%masas centra aprekins
tmp = fnval (xcoord, x) ;
tmp_s = size (min (tmp) : (max (tmp) -min (tmp) ) /N:max (tmp) ) ;
if (tmp s (2) == 300)

temg = min (tmp) : (max (tmp) -min (tmp) )/ (N+1/2) :max (tmp) ;
else
temp = min (tmp) : (max (tmp)-min (tmp) ) /N:max (tmp) ;

end
centerofmass x = 1/2 * diff (fnval (fnint (xcoord), [Lmin Lmax]));
centerofmass y = 1/2 * diff (fnval (fnint (ycoord), [Lmin Lmax]));

XCc = xCc + tau*dxdt;

yc = yc + tau*dydt;

xc _coord = fnval (xcoord, x) - centerofmass x + xcC;
yc _coord = fnval (ycoord,x) - centerofmass y + yc;
dxdtavg = dxdtavg + dxdt;

dydtavg = dydtavg + dydt;

centerofmass x trapz = (xcoord trapz(l) + xcoord trapz(N+1l)) * 2;
centerofmass_ y trapz = (ycoord trapz(l) + ycoord trapz(N+1l)) * 2;
xCc trapz = xc _trapz + tau*dxdt trapz;

yc trapz = yc _trapz + tau*dydt trapz;
dxdtavg trapz = dxdtavg trapz + dxdt trapz;
dydtavg trapz = dydtavg trapz + dydt trapz;
if (mod(n, threshold) == 0)
teta(:,2) = teta new;
dlmwrite([filename, '.txt'],teta(:,1),"'-
append', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite([filename,'.txt'],teta(:,2), '~
append’', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite ([filename, ' dxdt.txt'],dxdtavg/threshold, '-
append', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite ([filename, ' dydt.txt'],dydtavg/threshold, '-
append', 'precision', 16, 'newline', 'pc');
dlmwrite([filename,' xc.txt'],xc,'-
append’', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite ([filename,' yc.txt'],yc,'-
append', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite ([filename, ' dxdt trapz.txt'],dxdtavg trapz/threshold,'-
append', 'precision', 16, 'newline', 'pc');
dlmwrite ([filename, ' dydt trapz.txt'],dydtavg trapz/threshold,'-
append', 'precision', 16, 'newline', 'pc');
dlmwrite([filename, ' xc trapz.txt'],xc trapz,'-
append', 'precision',16, 'newline', 'pc');
dlmwrite([filename,' yc trapz.txt'],yc trapz,'-
append', 'precision', 16, 'newline', 'pc');
dxdtavg = 0;
dydtavg = 0;
dxdtavg trapz = 0;
dydtavg_ trapz 0;
teta = zeros(N+1,2);
plot (xc_coord, yc_ coord)
if (max(xc_coord)+5*tau*abs (dxdt) >xmax)
xmax=xmax+1/2;
xmin=xmin+1/2;
end
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if (min(xc_coord)-5*tau*abs (dxdt)<xmin)
xmin=xmin-1/2;
xmax=xmax-1/2;

end

if (max(yc_coord)+5*tau*abs (dydt) >ymax)
ymax=ymax+1/2;
ymin=ymin+1/2;

end

if (min(yc_coord)-5*tau*abs (dydt)<ymin)
ymin=ymin-1/2;
ymax=ymax—-1/2;

end
axis([xmin xmax ymin ymax])
title(['dimensionless time t = ',num2str(n*tau)]);
print (hf, '-dbmp256', 'temp.Jjpg');
[temp color] = imread('temp.jpg'):;
aviobj = addframe (aviobj, im2frame (temp, color));
end
end %beigas ciklam pa n
aviobj = close(aviobj);

close (hf) ;

fclose('all'");

tElapsed = toc

dlmwrite([filename,' time.txt'],tElapsed, '-
append', 'precision',16, 'newline', 'pc');
fclose('all');

clear all

close all

end
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3. pielikums. Mathematica programmas kods.

Saja pielikuma sniegts pilns izejas kods Mathematica vidé izstradatajai programmai 2. nodala
iegiita konstanta lauka robezgadijuma analitiska atrisinajuma lenka 0 vertibu skaitliskam

aprekinam pie uzdotam parametra Cm un telpas punktu skaita N intervala vertibam.

*

VX~

1 programma generé filamenta staciondras formas analitiskos atrisinajumus
lenkim 6, kad filaments atrodas konstanta lauka (w=0).

Cm = const. N mainds no nmin 1 1idz nmax ar soli nstep.

© vértibas tiek saglabdtas teksta failos. Tiek ziméti ari grafiki
funkcijai 6(1).

Visi faili tiek saglabati .m faila direktorija.

*)

ClearAll [cmstart, cmend, i, n, h]

cm = 100;

nmin = 2000;

nmax = 3000;

nstep = 250;

For[i = nmin, i <= nmax, i = i + nstep,
ClearAll[x, xtemp, vy, 6, 1, 6val, filename, outputdata];
n = 1i;
h = 2/n;
xtemp = FindRoot[EllipticK[x] == Sgrt[cm], {x, 0.9}, AccuracyGoal ->

Infinity, PrecisionGoal -> 250, MaxIterations -> 10000, WorkingPrecision ->
5007;

y = Re[x /. Part[xtemp, 11];

O[1 ] := Piecewise[{{2*ArcSin[Sqgrt[y]*JacobiSN[EllipticK[y] + Sqgrt[cm]* (1

1), v11l, 1 <= 0}, {2*ArcSin[Sqrt[y]*JacobiSN[EllipticK([y] + Sgrtlcm]* (1l -
1), yl1, 1 > 0}}1;

6val = Table[N[6[1l], 16], {1, -1, 1, h}1;

filename = StringJoin["analytic Cm", ToString[cm], " N", ToString[n]];

outputdata = Close[OpenWrite[StringJoin[NotebookDirectory[], filename,
"otxt"]11;

outputplot = Close[OpenWrite[StringJoin[NotebookDirectoryl[], filename,
".Jpg"l11;

Export [outputdata, 6val, "List"]; Export[outputplot, Plot[6[1], {1, -1,
1}, PlotRange -> All, PlotPoints -> n, ImageSize -> 1000, WorkingPrecision
-> 16, AxeslLabel -> {Style[l, Large, Bold, Italic], Style[6, Large, Bold,
Italic]l}, AxesStyle -> Arrowheads[{-0.02, 0.02}], LabelStyle ->
Directive[Bold], PlotStyle -> Thick]];

1
ClearAll[cmstart, cmend, 6, outputplot, outputdata, filename, 6val, vy,
xtemp, 1, cm, n, hl;
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