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Alexander Grothendieck, 1928-2014

1971: atvadas no matematikas?

http://www.grothendieckcircle.org/

Matematikas filozofijas
divas karojosas puses
Pasi matematiki atrodas vidu starp abam Stm pusém.

Davids Hilberts: Matematika ir tas, ko ar to saprot kompetenti
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cilveki.
Pirmaja bridt skan pat it ka drosmigi un nekaunigi. Bet isteniba ar
tadu poziciju nav ko lepoties: sakarigak pateikt neprotam, un

—)7'

tapec “nostajamies poza

Bet tie, kuri par matematiku mégina izdomat kaut ko 11dz galam
un “pateikt sakarigi”, parasti nonak viena no gal¢jam pozicijam —
platonisma vai formalisma.

29 <6

Modernie “dzildomataji” vairak simpatizé platonismam ar ta “noslépumiem”, “ideju
pasauli”, “pasaules miklam” un citu mistiku. Turpretim loti vienkarSo formalisma
filozofiju Sobrid vairakums, liekas, uzskata par “diskredit€tu poziciju”, jo ta lickas
att€lojam matematiku ka bezjedzigu spéli ar simbolu virkném. Tapéc formalisma
piekrit&ji ir pat sakusi kaunéties no pasa $1 termina, méginot piedavat citus — it ka
mazak sakompromit€tus terminus, pieméram, racionalisms.

Sava raksta esmu centies apkopot galvenos argumentus, ko
formalisti var 1zvirzit savas pozicijas aizstavibai un uz kuriem
vinu pretinieki, manuprat, pagaidam nav sp€jusi pietieckami
nopietni atbildet.

Aksiomas matematika...

Pamatproblému visvieglak ir noformulét, noskaidrojot, ka cilveki izturas pret
aksiomam.

Aptuveni Iidz 1830.gadam matematiki darbojas bez aksiomam (iznémums — geometrija, kurai jau
no Eiklida laikiem bija ne visai pilniga aksiomu sist€éma).

Bet pedgjo 200 gadu laika matematiki ir nopietni stradajusi pie visu galveno
matematikas teoriju aksiomatizacijas. Kaut kadi rezultati ir sasniegti:

naturalo (veselo nenegativo) skaitlu aritmétikas aksiomu sist€ma
(t.s. Peano aritmétika):

X=X,

XZYy—Y=X,
x=y—(y=z—x=2),
x=y—x+1=y+1,
—(0=x+1),
x+1=y+1—x=y,




x+0=x,
x+Hy+1)=(x+ty)+1,
x*0=0,
X*(y+D=(x*y)+x,
B(0)AV x(B(x)?B(x+1))>V x B(x)
(B — jebkura formula PA valoda).
aksiomatiska kopu teorija ZFC,
kategoriju teorija, toposi utt.
Nu jau daZzus gadus mums ir §ai zina vismodernaka homotopy t! pec theory
(Vladimir Voevodsky)

Bet sava prakse vairums matematiku turpina stradat neformala
limeni, bez aksiomam (bieZi tas nemaz nezinot).

Platonisms

No ta it ka varétu secinat, ka matematiskie objekti (veselie skaitli,
realie skaitli, bezgaligas kopas utt.) ir pastavejusi vel pirms
aksiomatizacijas, tatad tie eksisteé neatkarigi no aksiomam (ar
aksiomu palidzibu m&s tikai méginam aprakstit to Tpasibas). Un
matematiku Sodienas sekmiga darboSanas “bez aksiomam” Skiet
So viedokli apstiprinam...

Tas tad ar1 ir platonisms: uzskats (“filings’), ka matematiskie
objekti eksiste neatkarigi no aksiomam. Ar aksiomu palidzibu
mes varam censties aprakstit So objektu 1pasibas, bet 11dz galam
tas mums var ar1 neizdoties. Objekti ir primari, aksiomas —
sekundaras.

Gédela nepilnibas teoréma it ka liecina par labu Sim “filingam”: esot tadi patiesi

apgalvojumi par veselajiem skaitliem, ko cilvéks pieradot pavisam viegli, bet kurus
neesot iesp&jams izvest no aksiomam! [?]

Bet ko tas 1sti nozime — “objekti eksisté neatkarigi no
aksiomam”? Kur tad tie eksisté — fiziskaja pasaulé vai kada 1pasa
ideju pasaule? Un ka cilveki iegust par tiem informaciju — ar
kadu 1pasu intuiciju? Ir diezgan mokosi tadu “filingu” skaidrot skeptikiem
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Formalisms

Ta 1r preteja galejiba: formalisti uzskata, ka matematikiem tikai
liekas, ka vini strada bez aksiomam, steniba vini sava domasana
izmanto neapzinatas (implicitas) aksiomas. Ikvienas savas
teorémas pieradijuma matematikis taCu var pamanities izmantot
tikai ierobeZotu skaitu pien€mumu par savu objektu Tpasibam.
Sos pienémumus vajag uzrakstit atklati (ekspliciti) un
kolekcionét, veidojot So objektu aksiomatisko teoriju.

Vai varetu gadities, ka miisu objekti ir tik sarezgiti, ka min&ta
aksiomu kolekcionéSana nekad nebeidzas — ik pa latkam uzrodas
jaunas neapSaubamas aksiomas, kas biitu jaliek kolekcijai klat?
Un vai §1s jaunas aksiomas visiem matematikiem tiesam liksies
vienadi neapSaubamas?

Formalisti 1esaka ]oti vienkarSu §is problémas risinajumu:
beigsim mocities, centisimies visu aksiomatiz€t, un petisim tikai
to, kadas teoréemas no kadam aksiomam var izvest.

Par to taCu matematiki nekad nestridas? Var stridéties, kadas
aksiomas ir “labakas” vai “pareizakas”, bet tacu ne par to, “kas
no ka seko”!

Praktiski stradajoSie matematiki “darbojas kopu teorijas ZFC ietvaros” — tam vini
labprat piekritis (lai liek vinus miera...). Bet tiem matematikiem, kuri strada “frontes
pirmajas linijas” (lielo kardinalu kopu teorija, kategoriju teorijas liment un vél
augstak — “tur, kur Grotendiks”) prasiba atklati formulét savas aksiomas ir obligata,
to neapSauba pat visticigakie platonisti...

Pasi matematiki...

Dziili sirdi matematiki ir platonisti: viniem ir sajuta (“filings”),
ka vinu petamie objekti (piemeram, veselie skaitli) eksiste
neatkarigi ne tikai no aksiomam, bet ar1 no cilvéku domaSanas
vispar, un pat, ka tie ir eksist&jusi veél pirms Liela Spradziena...

[Raksta skaidrots, kapéc $1 platoniska pozicija nemaz nav smiekliga, un ir reali
produktiva (tas ir butiski!). Tapat ir nepiecieSama ar1 formalistiska pozicija — visu




vajag censties aksiomatiz€t, lai noverstu intuicijas defektus — un ne tikai tapéc. ]

Bet, ja matematikiem kads “no malas” paliidz So savu parliecibu
par objektu neatkarigo eksistenci i1zskaidrot sikak, tad —
nespédami to 1zskaidrot sakarigi — daudzi no viniem labprat
atzist, ka 1steniba ir ... formalisti. Jo ta ir viegli izstastama un
sakariga pozicija (kaut art sird1 liekas, ka ta ignoré dalu no
matematikas burvibas...).

Tapec Rubens HerSs 1979.gada piedavaja aforismu:

Matematiki ir platonisti darbdienas,
un formalisti — svetdienas.

14 problemas — 14 argumenti

Raksta ir aplukotas matematikas filozofijas problémas un izvirziti
14 argumenti par labu to formalistiskam risinajumam. Oponenti
tiek laipni aicinati atbildet...

Seko saraksts:

1. Aksiomatizacija likvidé jebkadas metafiziskas mocibas “ap matematiku”.

2. Kopu teorijas paradoksi (20 gs. sakuma) un to macibas — Totali nekliidiga
matematiska intuicija nav iesp&jama.

3. Matematikas produktivitatei ir vajadziga ka platoniska attieksme pret objektu

eksistenci, ta arT aksiomatizacija.

4. Formalas aksiomas un teorémas bez interpretacijas nav bezjédzigas, tas ir
interpret§jamas vairakos veidos, un tapec ir plasak lietojamas.

5. Reala matematika isteniba tiek attistita formalos ietvaros, tapéc formalas valodas
un formalas teorijas ir labs realas matematikas modelis.

6. Formalas teorijas, ja tas uzraksta “uz papira”, kliist par fiziska Visuma sastavdalu.
Tapec matematikas fantastiska lietojamiba, acim redzot, vienkarsi ir iebiiveta fiziska
Visuma struktiira.

7. Gédela pirmo nepilnibas teorému varam izmantot ka argumentu par labu
platonismas tikai tad, ja ticam miisu veselo skaitlu intuicijas absoliitam
nekludigumam. Bet kads labums no tadas ticibas?

8. Gedela otra nepilnibas teoréma: aksiomu bezpretrunibas absoliiti pieradijumi nav
iesp&jami.

9. Veselo skaitlu aritmétikas bezpretruniba ir tikai hipotéze. Vai mums vajag kaut ko
vairak par to?
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10. Iesp€ja “saturiski” (t.1. arpus jebkadam teorijam) analizét formalu teoriju ir
ilizija. Spriedumi par formalu teoriju kopuma (piem&ram, par tas bezpretrunibu)
neizb&gami ir teorétiski. Un tatad ir japasaka atklati, kuru teoriju sava analiz€ mes
1zmantojam.

11. Gerhards Gencens pieradija veselo skaitlu aritmétikas bezpretrunibu. Tas ir
spidoSs matematisks sasniegums, tacu — bez filozofiskas nozimes.

12. Gédela nepilnibas teorémas dod loti visparigus “teorétiskus” paregojumus, kuru
patiesums ir 20.gadsimta ir daudzkart “empiriski” apstiprinajies (piemeram, tika
pieradita kontinuuma problémas neatrisinamiba).

13. Matematiki var stridéties par to, kuras aksiomas ir “patiesas”, bet viniem ir
s > > s
pilniga saskana par to, “kas no ka seko”.

14. Ja veselo skaitlu aritmétikas aksiomas izradisies pretrunigas, tas nozimes, ka
pretrunigs ir pats intuitivais priekSstats par mums it ka “labi zinamo” bezgaligo
virkni 0, 1, 2, 3, ...

Aplikosim tikai 7. un 13. argumentu, vairak laika nav palicis...

Gédela nepilnibas teorémas:
ka aiziet pa maldu celu

Visnopietnaka kluda — secinat no Gédela teoremam, ka cilveks
var pavisam viegli pieradit patiesus apgalvojumus par veseliem
skaitliem, kurus nevar izvest no aritmétikas aksiomam.

Maldu cels ir apméram $ads:
Atcerésimies, ka G&dels pieradija savu pirmo nepilnibas teorému:

Nemam jebkuru formalu teoriju T, kura var pieradit naturalo
skaitlu (0, 1, 2, 3, ...) pamatipaSibas, piem€ram, pirmas pakapes
(Peano) aritmetiku PA (sk. augstak).

Uzkonstrugsim aritmétikas valoda formulu G[T], kas apgalvo, ka
“no T aksiomam nevar 1zvest G[T]”. Tas ir kaut kas lidzigs mela
paradoksam:

P: “P ir aplams™;
G[T]: “no T aksiomam nevar izvest G[T]”.

Teorijas T aksiomas ir pietickamas, lai tadu formulu varétu
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uzbuvet. [Mislaiku programmétajiem 1 iesp&ja ir acimredzama: vajag tikai visas
formulas un izvedumus nokodet ar skaitliem. ]

No otras puses, ka formula aritmétikas valoda, G[T] izsaka kadu
noteiktu apgalvojumu par naturalajiem skaitliem.

Gedels pieradija, ka ja no T aksiomam izdotos izvest G[T], tad
varétu izvest ari negaciju G| T] , t.i. tad T biitu pretruniga
teorija.

Tatad: ja teorija T nav pretruniga, tad apgalvojumu G[T] no T
aksiomam izvest nevar. Bet ko tad G[T] apgalvo? Apgalvo, ka
“no T aksiomam nevar izvest G[T]”. Tatad G[T] ir patiess
apgalvojums — un tas ir patiess ar1 ka apgalvojums par
naturalajiem skaitliem!

Izradas, pavisam viegli esam atradusi patiesu apgalvojumu par
naturalajiem skaitliem, ko nevar izvest no teorijas T aksiomam.

Tatad cilveks ir paraks
par (jebkuras!) teorijas T aksiomam!

(Atceramies, ka T ir jebkura formala teorija T, kura var pieradit naturalo skaitlu (0,
1, 2, 3, ...) pamatipaSibas.)

[Lidziga veida var parliecinat sevi par to, ka cilvéka domasana ir paraka par jebkuru
datoru. Ta to uztver arT Rodzers Penrouzs. ]

Esam nomaldijusies...

Gédela nepilnibas teoréemas:
ka ir 1steniba?
Analizésim:

Ja musu teorijas T aksiomas ir pretrunigas, tad no tam var izvest
jebko, ar1 formulu G[T]. Tatad Sai gadijuma G[T] ir aplams
apgalvojums: “no T aksiomam nevar izvest G[T]” (bet var tacu!).

Ja T aksiomas nav pretrunigas, tad no tam formulu G[T] nevar
izvest. Tatad Sai gadijuma G[T] ir patiess apgalvojums: “no T
aksiomam nevar izvest G[T]” (tieS8am, nevar!).

Secinajums: formulas G[T] apgalvojums ir ekvivalents
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apgalvojumam “teorijas T aksiomas nesatur pretrunas’.

Tatad: lai konstatétu formulas G[T] patiesumu, ir jabut
parliecinatam par to, ka teorijas T aksiomas nesatur pretrunas.

Pasas T aksiomas §ada parlieciba nav ielikta. Rezultats: Sis
aksiomas nespé€j pieradit formulas G[T] patiesumu.

Bet: mingto parliecibu nav griiti T aksiomam pielikt klat!
Apgalvojumu “teorijas T aksiomas nesatur pretrunas” var
uzrakstit ar aritmeétikas formulu, apzimé€sim to ar

Con|[T] (T is consistent).

Diezgan “kepigi” pieradams, bet Gedela konstatets fakts:
no T aksiomam var izvest formulu Con [T] >G [ T] :

Tatad, la1 no parliecibas, ka T aksiomas nesatur pretrunas,
1zvestu, ka G[T] ir patiess apgalvojums, cilvéks nemaz nav
vajadzigs, pietiek ar teorijas T aksiomam!

Tatad no Gedela teorémam neseko, ka cilveks ir paraks par
aritmetikas aksiomam!

Esam atgriezuSies uz pareiza cela...

Kontinuuma probléma

(13.arguments)

Visu realo skaitlu kopas apjoms ir 2 0,

N
1878.gada Georgs Kantors izvirzija hipotezi: 2 0= N 1 (t.1.

starp naturalo skaitlu kopas un realo skaitlu kopas apjomu nekadi
starp-apjomi neatrodas).




N
2 0— N 17 (no vienas puses, tas ir N.Luzina joks, no

otras: Pols Koens 1963.gada pieradija, ka sads (un lidzigi)
pienémumi neruna preti kopu teorijas (ZFC) aksiomam).

W. Hugh Woodin

Attels no Adam Walanus,
Portrety, 2013

V. Hjii Vudins dzimis
1955.gada 23.aprili.

Bils Geitss dzimis 1955.gada
28.oktobrT.

William Hugh Woodin

ir viens no lielo kardinalu teorijas
korifejiem. Vins nesen 1zvirzijis nopietnus,
bet diezgan sarezgitus argumentus, ka
steniba:

No_
M=,

Kaut arT Vudins sevi apzimé par conditional
platonist”, vina sarezgitie argumenti apelé
pie “labam” aksiomam...

Ari formalists varetu stradat kopa ar
Sadu platonistu — ja reiz abiem ir
iepatikusas vienadas aksiomas...
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