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Anotacija

Bakalaura darba ir aprakstita Brauna-Robinsones iterativa metode, kas paredzeta nulles summas
spélu optimalo atrisinagjumu atrasanai jauktajas strat€gijas. Darbs satur tos sp&lu teorijas jédzie-
nu aprakstus, kas nepiecieSami Brauna-Robinsones metodes izpratnei. Plasak izklastitas spéles
ar nulles summu. Visi jédzieni ilustréti ar piemériem. Brauna-Robinsones algoritms ilustréts ar

tris piemeriem, kuri realizéti MATLAB vidé. Metodiska rakstura darbs.

Atslégas vardi: sp€lu teorija, Brauna-Robinsones iterativa metode, nulles summas spéle, opti-

mala strat€gija, Neimana teoréma



Abstract

The bachelor’s thesis describes the Brown-Robinson iterative method for finding optimal solu-
tions for zero-sum games in mixed strategies. The work contains those descriptions of the terms
of game theory that are necessary for understanding the Brown-Robinson method. Zero-sum
games are considered more extensively. All terms are illustrated with examples. The Brown-
Robinson algorithm is illustrated with three examples that have been implemented in the MAT-

LAB environment. Work of a methodical nature.

Keywords: game theory, the iterative Brown-Robinson method, zero-sum game, optimal stra-

tegy, Neumann theorem
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Apziméjumi

N - spéletaju kopa,

& - tuksa kopa,

S, - i-ta spélétaja strateégiju kopa,

Si=51 xS X ... xSy X ... xS, =[], Si -n speletaju stratégiju kopa,

S_i= 81 xSy x . xS X Siyr X ... xSy =142 ;4 S -n speletaju strategiju kopa bez

i-ta spelétaja stratégiju kopas S;,
s =(81,89,...,8,) = (5_4,8;) -n spelétaju stratégiju kombinacija,

S_; = (81,892, .,8i-1,8i11,---Sn) - viena konkréta n spélétaju stratégiju kombinacija bez i-ta

spelétaja strategijas s;,
u;s S1 X ... xS, = R -i-ta spéletaja lietderibas (vinnesta, ieguvumu, deriguma) funkcija,
I'=(N;S1,...,5;u1,...,uy,) -spéle normalforma,
S; - i-ta spélétaja jaukta stratégiju kopa,

p=(p1,p2,---,Pm) -jaukta stratégija (varbitibu sadalijums par tiro strategiju kopu ar skaitam

stratégijam),

B - pieméra beigu simbols.



Ievads

Misdienas ir diezgan liels uzdevumu skaits, kuru risinajums analitiska forma principa nav
iesp&jams ar elementarajam funkcijam, vai ir saistits ar lielu darba apjomu, kas ietver ilgu apré-
kinu laiku. Tada situacija asi izcelas metozu mekl&juma jautajums, kuras izmantojot mes varam
atrast kompromisu starp atbildes sanemsSanas laiku un aprékinu precizitati. Pie tadam meto-
dém spélu teorija pieder arT Brauna-Robinsona metode-iterativs algoritms, lai atrastu optimalas
strat€gijas speletajiem A un B nulles summas spéles.

Bakalaura darba meérkis ir izpétit sp€lu teorijas pamatjédzienus, aprakstit Brauna-Robinsones
metodi un to pielietojumu. Brauna-Robinsones metodes ideja ir vairakkartgja fiktiva spéles rea-
lizacija ar doto izmaksu matricu. Ka pamatmaterials izmantots Osokina L.A. darbs «Braun-
Robinson method and economic application» ([11]).

Galvenie uzdevumi darba mérka sasniegSanai ir:

* lepazities ar dazadam situacijam, kuras var attélot ka spéles, un spé€lu klasifikaciju;

Apskatit, ka Dzulija Robinsone (Julia Robinson), balstoties uz Dzordza Brauna (George
Brown) rakstu, izveidoja $o metodi;

» Aprakstit Brauna-Robinsones metodi un ar tas palidzibu atrisinat tam piemé&rotus uzde-

vumus;

* Nosaukt Brauna-Robinsones metodes prieksrocibas un trikumus.

Darbs ir veidots, lai to biitu viegli lasit ar1 lasitajiem, kuri nav labi pazistami ar sp&lu teoriju.
Visas nodalas ka piemeéri tiek lietoti gan klasisku sp&lu modeli, gan ar1 autores izdomatas spéles.

Bakalaura darbs sastav no 3 nodalam. Darba izklasts sakas ar sp&lu teorijas aprakstu, kur
tiek apskatiti svarigakie jédzieni, tai skaita, spéles formalizacija, jauktas stratégijas, Neimana
teoréma. Savukart 2. nodala sniedz matematisko aprakstu Brauna-Robinsones metodei, izver-
t&jot tas prieksrocibas un nepilnibas. Talak ir apskatiti pieméri, ka atrast optimalo strat€giju
diviem spélétajiem, izmantojot Brauna-Robinsones metodi. Nobeiguma 1si apkopoti darba ie-
giitie rezultati. Pielikums satur programmas kodu MATLAB vidé. Darba izveid€ izmantoti 17
literatiiras avoti.

Bakalaura darbs noforméts, izmantojot ISTEX.



1. Spelu teorijas jeédzieni

Spelu teorija ([2]) ir matematikas nozare, kas péta optimalas lémumu pienemsanas meto-
des konfliktsituacijas. Konflikta matematiskais modelis apraksta divu vai vairaku ta dalibnieku
(spelétaju) savstarp&jo pretdarbibu, kas izpauzas to izraudzitajas stratégijas; spélétaji var ari
apvienoties koalicijas. Spéli uzdod ar visu spé€létaju vai koalicijas stratégiju kopam un to veido-
tajam situacijam.

Spelu klasifikacija tiek veikta pec [[12] :

* spéletaju skaita: divu un n speletaju spéles;

* stratégiju skaita: ja spelé visiem spélétajiem ir galigs skaits stratégiju, tad spéle ir galiga.

Ja kaut vienam spélétajam ir bezgaligi daudz stratégiju, tad ta ir bezgaliga spéle;

 spéletaju savstarpéja mijiedarbibas rakstura: bezkoaliciju (nekooperativas) spéles (spe-
1etajiem nav iesp&jams izveidot koalicijas, ligumus, vienoties, utt.); koaliciju (kooperati-

vas) spéles, kuras notiek vienosanas;

* vinnesta: spé€les ar nulles summu (kopgjais spélétaju kapitals nemainas, bet tiek pardalits

starp speletajiem; visu sp€letaju vinnests ir 0) un spéles ar nenulles summu;

* gajienu skaita: viensola un daudzsola. Starp daudzsolas spelém més izcelam pozicionalas
speles, kuras vairaki speletaji secigi veic darbibas; speletaju izmaksa ir atkariga no gajienu
izv€les stratégijas (pieméram, dambrete, Sahs, karSu spéles, spélu automati, dinamiskas

ekonomiskas sist€mas utt.);

* informacijas daudzuma: spéles ar perfektu un neperfektu informaciju. Spéel€ ar perfektu
informaciju katra soli sp&létaji zina (atceras), kuri gajieni tika veikti agrak (pieméram,
dambrete un $ahs). Spéle ar neperfektu informaciju speletaji var nezinat, kada pozicija

vini atrodas (dazas stohastiskas spé€les, 1pasi karSu spéeles).

Spelu teorijas sakums tiek datéts ar 1928. gadu. DZons fon Neimans (John von Neumann)

vissvarigaka figtra sp€lu teorijas agrinaja attistiba. Analizgjot galda spéles, Dzons fon Neimans



loti atri saprata savu pieeju praktisko lietderibu ekonomisko problému analiz€. Sava gramata
“Spélu teorija un ekonomiska uzvediba” (“ Theory of Games and Economic Behavior”), ko vins
sarakstija kopa ar Oskaru Morgensternu (Oskar Morgenstern) 1944. gada, vins jau izmantoja
savu matematisko teoriju ekonomika. Sis gramatas izdo$ana parasti tiek uzskatita par miisdienu
sp€lu teorijas sakumpunktu.

Sobrid spélu teorétiskie modeli tiek izmantoti dazadas ekonomikas un citu zinatnu jomas,
it ipasi: efektivu stratégiju izvele uznémejdarbiba un optimalai firmas uzvedibai, racionalai fi-
nanSu vadibai, investiciju teorija, komercdarbiba, apdrosinasanas joma, transporta pakalpojumu
marketinga un pilsétas transporta parvaldiba, majoklu tirgus joma, inovaciju teorija, ekologisko
un ekonomisko sistému analiz€ un vadiba, p&tijumu organizéSana, psihologija un medicina, mi-
litarajos jautajumos, drosibas nodrosinasanas uzdevumos, sociologija, politika. No realas kon-
fliktu situacijas dzive spéle atSkiras ar to, ka taja eksist€ stingri definéti noteikumi un konflikta

iesaistétas puses (kas tiek sauktas par spelétajiem) tiek uzskatitas par vienadi prasmigam.

1.1. Spéles formalizacija

Definicija 1. ([6]). Katra sp€létaja ikvienu darbibas variantu, kas atbilst spéles noteikumiem,

sauc par tiro strategiju.

Definicija 2. ([2]). Teiksim, ka ir dota spéle normalforma ja,
1. dota spéletaju kopa N = {1,...,n};
2. katram spélétajam ¢ € N ir zinama vina strat€giju kopa S;;

3. katram spélétajam ¢+ € N ir zinama vina ieguvumu funkcija
w;: Sy X ... xS, — R.

Saisinati spéli normalforma pieraksta I' = (NV; S1, ..., Sp; g, ..., U;).

Atzim&sim, ka spéle, kas dota ar ieguvumu matricas palidzibu, ir specialgadijums spélei

normalforma.
Ar pierakstu
n
82251XSQX...XSZ‘_,_IX...XSn:HSZ‘
i=1
sapratisim visu n spélétaju stratégiju kopu, kur ar s = (s1, Se, ..., S,) = (5_s, $;) tiek apziméta

viena konkréta visu n spélétaju stratégiju kombinacija.
Ar
S,i Z:S1 XSQX XS’L’*l XS,L'+1 X .. XSn: H SJ

j=1j#i



tiek apzim&ta n spElétaju stratégiju kopa bez i-ta spelétaja stratégijam;
attiecigi s_; = (81,82, ..., Si—1, Sit1, - - - S ) ir viena konkr&ta n spelétaju stratégiju kombinacija

bez i-ta spelétaja stratégijas s;.

Piemérs 1. (Saldumu zagSana, [15]).

Pienemsim, ka kasieris noker divus bérnus par saldumu zagSanu. Abus bérnus veikala biroja
atseviski iztauja veikala Tpasnieks. Saja gadijuma bérniem ir tikai divas iesp&jas: klusét (neviens
bérns neatzistas izdaritaja) vai teikt, ka vina draugs nozaga saldumus. Ja viens bérns atzist, ka
ir nozadzis saldumus, bet otrs to nedara, bérns, kur§ atzist, sanem bridinajumu, bet otrs bérns
tiks sodits ar Cetru ned€lu “majas arestu”. Ja abi bérni atzist, ka ir nozagusi saldumus, vini
abi sanems divu ned€lu sodu. Ja vini abi to noliedz, tad abi b&rni tiks soditi uz trim ned&lam.
Vienam bérnam ir japalaujas uz otra bérna klus€Sanu, lai izvairitos no neliela soda. Spé€lu teorija
parasti apliko, ka individi vai grupas izdara izvéli, kas ietekmé&s citas puses.

Abus b&rnus mes varam apliikot ka spéles dalibniekus jeb sp€létajus.

Katram spélétajam i(i = 1, 2) ir iesp&jamas divas tiras stratégijas s;:
1. atzities (stratégija s;1, ¢ = 1,2),
2. neatzities (stratégija s;2, ¢ = 1, 2).

Atkariba no ta, kuru no abam stratégijam izvélesies katrs no abiem spélétajiem, veidosies no-
teikta strat€giju kombinacija ka paris s = (sq, s2). Pavisam kopa ir iesp&jamas 4 tiro strat€giju
kombinacijas (2x2). Katrai kombinacijai s var piekartot atbilstosu notikumu e(s) — nedelu
skaitu, kadu bérniem vajadzges pavadit soditam. Spéli ar iesp&jamajiem notikumiem e(s) varam
attélot ar matricu ka Tabula [L.1]. Teguvumiem matrica ir jaatspogulo fakts, ka visvairak vélema-
jam notikumam ir vislielakais ieguvums. Saja pieméra ieguvumi ir sods- jo mazaks sods, jo tas

ir vairak velams.

Tabula 1.1: Pieméra 1 sp€les ieguvumu matrica

Bérns A / Bérns B | Atzities (s91) | Neatzities (S22)
Atzities (s11) (-2,-2) (0,-4)
Neatzities (s12) (-4,0) (-3,-3)

Speles aprakstu, kas dots ar matricas palidzibu, sauc par spéles normalformu vai stratégis-
ko spéles formu. Abi bérni izvélas stratégiju vienlaicigi, nezinot, ko izvélEsies otrs spelétajs.

Komunikacija starp abiem nav iesp&jama. Sadu spéli sauc par nekooperativu.



Divu bérnu pirma doma noteikti bija vinu personigas intereses, tacu tas biitu izraisijis lielako
sodu abiem. Viniem labakais variants ir abiem atzities un lidz ar to sanemt ar1 sodu. Tadgjadi
tas ir NeSa lidzsvars, saukts arT par nekooperativo lidzsvaru (precizs defingjums atrodas 1.6.

apaksnodala). W

Piemers 2. (Cietuma dilemma (Prisoner’s Dilemma), [2], [10]).

Viena no vispazistamakajam strat€giskajam spélém ir Cietuma dilemma. Tas nosaukums
c€lies no stasta, kura iesaistiti aizdomas turamie par noziegumu; tas nozimi rada milzigais daza-
du situaciju klasts, kuras dalibnieki saskaras ar tadiem stimuliem, kas ir lidzigi tiem, ar kuriem
saskaras aizdomas turétie stasta. Ieprieks apskatitais Saldumu zagS§anas piemérs ar1 ir “ Cietuma
dillemas” variacija.

Cietuma dilemma: Nokerti divi noziedznieki. Serifs ir parliecindts, ka vini abi piedalijusies
lielas bankas aplaupisand, tacu nav nekadu pieradijumu. Serifs zina, ka katram no noziedz-
niekiem ir divas iespéjas: atzities aplaupisand vai neatzities. Serifs ievieto noziedzniekus katru
sava kamerd un katram no viniem saka sekojoso.: “Ja tu neatzisies un tavs biedrs neatzisies, tad
jus abi izcietisiet 3 ménesus cietumsodu, ja tu neatzisies, bet tavs biedrs atzisies, tad tu sanemsi
10 gadus cietumsodu, bet vins staigas briviba, ja tu atzisies, bet vins ne, tad otradi — tu staigasi
brivba, bet vins cietis sodu, ja nu jiis abi atzisieties, tad abi dabiisiet 8 gadus cietumsodu.”
Abus noziedzniekus més varam apliikot ka spéles dalibniekus jeb spéletajus.

Katram spélétajam i(i = 1, 2) ir iesp&jamas divas tiras stratégijas s;:
1. atzities (stratégija s;1, 7 = 1,2),
2. neatzities (stratégija s;o, i = 1, 2).

Pavisam kopa ir iesp&jamas 4 tiro strat€giju kombinacijas (2x2). Katrai kombinacijai s var pie-
kartot atbilstoSu notikumu e(s) — gadu skaitu, kadu noziedzniekiem vajadz€s pavadit cietuma.
Spéli ar iesp&jamajiem notikumiem e(s) varam attélot ar matricu ka Tabula [1.2. Tacu Seit lie-
lakais skaitlis 10 neatspogulo faktu, ka tas ir sliktakais v€lamais notikums. Tapéc, lai nonaktu
lidz Pieméra 2 ieguvumu matricai, ir jaizveido sp€létaju prieksSrocibu sakartojums iesp&jama-
jiem notikumiem un japiekarto tiem ieguvumu vértibas. Saja Pieméra 2 vismazak vélamie ir 10
gadi cietumsoda, tiem var piekartot skaitli a, tad 8 gadi - skaitlis b > a, tad 3 méneSi-c > b > a
un ceturtais notikums 0 gadu - tam vislielaka vérttbad > ¢ > b > a.

Varam $os a, b, ¢, d aizstat ar konkrétiem skaitliema =1 <b=2<c=3 < d =4un

iegiisim Piem&ram 2 atbilsto$u ieguvumu matricu (Tabula [1.3)).



Tabula 1.2: Pieméra 2 noziedznieku sodu ilgums

1.speletajs / 2.spelétajs | Atzities (sq1) | Neatzities (Sa2)

Atzities (s11) 1) (10,0)
Neatzities (s12) (0,10) (8,8)

Tabula 1.3: Pieméra 2 ieguvumu matrica

1.speletajs / 2.speletajs | Atzities (so1) | Neatzities (sa;)
Atzities (811) (3,3) (1,4)
Neatzities (s12) 4,1) (2,2)

Speles aprakstu, kas dots ar matricas palidzibu, sauc par spéles normalformu vai stratégisko
speles formu. Abi noziedznieki izv€las stratégiju vienlaicigi, nezinot, ko izvél&sies otrs spele-

tajs. Komunikacija starp abiem nav iesp&jama. Sadu spéli sauc par nekooperativu. W

Piemérs 3. (Automasinu apdroSinasana, [7]).

Apskatisim vienu no visizplatitakajiem un pazistamakajiem apdroSinasanas veidiem - au-
tomasinas apdroSinaSanu. Latvija automasinu apdrosSinasana (OCTA) ir obligata, un katrs au-
tobraucgjs saskaras ar $So problému. Daudzi autobraucgji véletos, pirmkart, samazinat savus
izdevumus par apdroSinaSanas prémijam un, otrkart, sanemt maksimalo samaksu, iestajoties ap-
drosinasanas gadijumam. Saja gadfjuma apdroginatajs, gluZi pretéji, vélétos sanemt maksimalas
prémijas un maksat minimalas summas, iestajoties apdroSinasanas gadijumam. ApdroSinata un
apdroSinataja intereses ir pretrunigas, un attiecibas, kuras vini nonak sava starpa, var uzskatit
par antagonisku spéli.

Apskatamajai konflikta situacijai ir divas puses:

A - ir autovaditajs (apdrosinasanas néméjs), kura merkis ir samazinat apdroSinasanas iz-
maksas un celu satiksmes negadijuma gadijuma sanemt maksimalo samaksu. Noslédzot

ligumu, vin$ apdroSina automasinu par pilnu veértibu;

B - apdro$inasanas sabiedriba (apdro$inatajs), kuras mérkis ir iegiit maksimalu pelnu (t.1.,
maksimalas apdros§inaSanas prémijas un minimalos maksajumus apdroSinasanas gadiju-

mu gadijuma).

Autovaditajam ir trTs stratégijas:



A; - braukt ar vislielako piesardzibu un, noslédzot ligumu, noradit automasinas faktisku ver-
tibu (3500 eiro). Penemsim, ja vaditajs, braucot ir uzmanigs un seko celam, tad apdrosi-

nasanas gadijuma iestasanas varbiitiba ir praktiski nulle (mées izslédzam zadzibas iesp&ju);

Ay - braukt loti piesardzigi un, noslédzot ligumu, noradit mazaku automasinas vertibu (ap-

drosinasanas summu) (2500 eiro), lai samazinatu apdroSinasanas prémijas;

As - nesekot 11dzi celam un noradit paaugstinatas automasinas izmaksas (4500 eiro). Ta ka
Saja gadijuma apdroSinasanas gadijuma iesp&amiba ir liela, un automasinas 1pasnieks
noradijis paaugstinato vertibu, tad avarijas gadijuma autovaditajs sanems lielaku atlidzibu

neka tad, ja vin$ noraditu automasinas patieso vertibu.

Taja pasa laika jaatceras, ja apdros§inasanas sabiedriba konstat€, ka negadijums noticis auto-
vaditaja vainas del vai ka vin$ noradijis paaugstinato vai nepietickami novertétas automasinas
izmaksas, tad apdroSinaSanas maksajums var netikt maksats un autovaditajam var uzlikt naudas
sodu ($aja gadijuma tas ir viens no Iiguma nosacijumiem).

Apdros§inasanas sabiedribai ir Cetras stratégijas:

B; - nenovértét automasinas vertibu un noticet autovaditaja teiktajam, ka arT nelaimes gadi-

juma nemekl&t vainigo, lai ietaupitu laiku;
B,y - veikt izmekléSanu apdroSinasanas gadijuma, bet nenovertét automasinas vertibu,
B3 - parbaudit automasinas vertibu, bet neveikt izmekl€Sanu negadijuma gadijuma;

B, - veikt izmekléSanu negadijuma gadijuma un parbaudit, vai noradita automasinas veértiba

atbilst realitatei.

Pienemsim, ja tiks konstatets nepareizi noradita automasinas vértiba, apdrosinatajs no apdro-
Sinajuma némgéja iekases naudas sodu 15% no apdrosSinasanas objekta realas vertibas. Ja tiek
konstatéts, ka negadijums noticis apdro$inasanas némeéja vainas dél, vin§ nesanem apdrosina-
Sanas maksajumu. ApdroSinasanas prémija par apdrosinasanas periodu ir 10% no noraditas ap-
droSinasanas summas. Pienemsim, ka, iestajoties apdroSinaSanas gadijumam, automasina tiek
pilniba iznicinata. Par attiecigo apdroSinasSanas periodu tiek veikta tikai viena iemaksa, un ap-
drosinasanas gadijums var notikt ne vairak ka vienu reizi.

Izveidosim spéles matricu.

So situaciju var uzskatit par antagonisku spéli, jo A un B puses intereses ir pretéjas. S, =

{Ay, Ay, A3} - speletaja A (autovaditaja) tiro stratégiju kopa, S = { By, B2, Bs, By} - spélétaja

10



B (apdrosinasanas sabiedribas) tiro stratégiju kopa. Spélétajs A var izvéleties vienu no trim
stratégijam, spelétajs B - vienu no Cetram.

Ka speletaja A ieguvumu (vai spélétaja B zaud&jumu) mes uzskatisim vina izdevumus par
apdro$inasanas prémijam (ar negativu zimi), soda naudas (ar1 ar negativu zimi) un, ja tada ir,
apdro$inasanas summu (ar pozitivu zZimi). Spelétajs A censas maksimiz€t savu ieguvumu, spe-
|etajs B - samazinat zaud&jumus.

Apskatisim katru no iesp€jamam situacijam.

Situacijas (A, B1), (A1, Bs), (A1, Bs), (A1, B,) apdro§inasanas gadijums, pateicoties vadi-
taja uzmanibai, nenotika, autovaditajam izdevumi radas tikai par prémijam. Summa ir noradita
pareizi, tapéc jebkura gadijuma (neatkarigi no ta, vai tika veikts novert€jums vai n€) nav par ko

sodit autovaditaju. leguvuma funkcijas vertiba tiek definéta sadi:
UA(Al, Bl) = UA(Al, BQ) = UA<A1, Bg) = UA(Al, B4) = —(01 . 3500) = —35H0€.

Situacijas (As, By), (As, By) apdrosinasanas gadijums vaditaja uzmanibas d€] nenotika. Au-
tomasinas vertiba ir pazeminata, tapéc apdrosinasanas prémija ir mazaka. Kraps$ana nav iden-
tificéta, jo apdroSinasanas sabiedriba neveic pie stratégijas By un By novértéjumu. Soda nav.
Tad

ua(Ag, By) = ua(As, Bs) = —(0.1 - 2500) = —250€.

Situacijas (As, Bs), (A2, By) apdrosinasanas gadijums nenotika, automasinas veértiba ir pa-
zeminata. ApdroSinasanas prémija ir veikta. Ta ka novértesana tika veikta, autobraucgjam tika

uzlikts naudas sods. Tatad
ua(Ag, By) = ua(Az, By) = —(0.1-2500 + 0.15 - 3500) = —T775€.

Situacija (As, By) vaditajs bija neuzmanigs, notika avarija. Apdro§inasanas summa ir pa-
augstinata, izmaksa ir lielaka, bet arT apdroSinaSanas prémija ir lielaka. Ta ka apdroSinasanas

sabiedriba neveic pie B; stratégijas novertésanu vai izmekle$anu, ta maksa kompensaciju. Tad
ua(As, B1) = —0.1- 4500 + 4500 = 4050€.

Situacija (As, By) apdrosinasanas gadijums notika autovaditaja vainas dél, tika veikta iz-
mekl&Sana, tacu netika konstatets, ka summa butu parspiléta. Sods netiek piemérots, kompen-
sacija netiek izmaksata (turklat vaditajam rodas zaud€jumi remonta dél, taCu Seit tie netiek nemti

vera, jo tie vienlaikus nav apdrosinataja ienakumi). Tad
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Situacija (As, Bs) vaditaja neuzmanibas dél notika negadijums. Netika veikta izmekl&Sana
par vainiga identific€Sanu, bet kluva zinams, ka summa ir parspiléta. Tiks izmaksata kompen-

sacija automasinas realas veértibas apméra, atskaitot naudas sodu:
ua(As, B3) = —0.1-4500 — 0.15 - 3500 + 3500 = 2525¢€.

Situacija (As, By) ir notikusi avarija. Vainigais tika konstatéta, apdrosinasanas maksajums

netika veikts, autovaditajam tika uzlikts naudas sods par nepareizu summu:

ua(As, By) = —0.1-4500 — 0.15 - 3500 = —975€.
Esam ieguvusi ieguvumu matricu (Tabula [1.4).

Tabula 1.4: Pieméra 3 sp€les ieguvumu matrica
B;
A
Ay | -350 | -350 | -350 | -350
Ay | -250 | 250 | -775 | -775
Az | 4050 | -4500 | 2525 | -975

By By Bs By

1.2. Spéles ar nulles summu

Definicija 3. ([3]). Spéli, kas ir uzdota stratégiska forma, sauc par nulles summas spéli, ja visu

spelétaju ieguvumu summa ir vienada ar nulli neatkarigi no izv€l&tas stratégijas jeb
V81€S1,82652,...,Sn65n Zui<517527"‘78n):0-
i=1

Divu spélétaju gadijuma nulles summas spél€ viena spélétaja zaud&jums ir otra spe€létaja

ieguvums.

Nulles summas sp€lés ieguvumu matricu parasti sauc par norékinu metricu, ari par vinnestu

matricu.

Piemers 4. ([16], [17]).

Daudzas azarta spéles iederas starp nulles summas spélém. Viena no popularakajam karsu

spelém ,,uz naudu” ir Pokers. Pienemsim, ka sp&lé piedalas divi spélétaji. Katram no viniem
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tiek izdalitas kartis. Pokera noteikumi nosaka spéletajam iedalito karSu kombinaciju stiprumu.
Katras no sp€létajiem noverte savu karsu stiprumu un izsaka solfjumu naudas forma par to, cik
stipri vin$ verte sev roka esosas kartis. Speletajs solfjuma var piedalities brivpratigi, un parasti
to dara tikai uzskatot, ka vin$ var uzvarét. Kad visi spelétaji ir izteikusSi savu soltjjumu, kartis
tiek atklatas. Uzvar sp€letajs ar labako karSu sadalijumu, iegiistot visu sasolito naudas summu.

Uzvarétaja ieguvums ir vienads ar otra spélétaja zaudeéto naudas summu. W

1.3. Jauktas stratégijas

Definicija 4. ([7]). Varbiitibu sadalijumu par sp&létaja tiro stratégiju kopu, kas nosaka, ar kadu
varbiitibu tiks izvéléta kada no tirajam stratégijam, sauc par spélétaja jaukto stratégiju.

Pienemsim, ka Sy = {A1, As, ..., A, } ir spElétdja A tiro strat€giju kopa.

Katru spelétaja A jaukto strat€giju p pilniba nosaka varbiitibas pq, po, . . . , pm, ar kuram spe-
1etajs A izvelas atbilstosas tiras stratégijas A, As, ..., A,,. Tapec jaukto strateégiju p var iden-
tificét ar m-dimensiju vektoru p = (p1,p2,...,pm),pi > 0,4 = 1,2,....m; > " p; = L.
Apzimésim ar S, spéletaja A jaukto stratégiju kopu.

Katru spéletaja A tiro stratégiju A;, ¢ = 1,2, ..., m, var uzskatit par jaukto, defingjot jauk-
taja strat€gija i-to koordinati vienadu ar 1, bet visas par€jas vienadas ar 0. Tapéc spclétaja A

tiro stratégiju kopa S, ir vina jaukto stratégiju kopas apakskopa S 4, t.i.
SA CS_AaSA 7£ ®7S_A7é SAJ

kur @ ir tuksa kopa, S4 - tiro stratégiju kopa, S, - jaukts stratggiju kopa.

Visu iepriek$ min&to var parformulét B spéletajam. Proti, ja Sp = { By, Ba, ..., B, } ir spé-
18taja B tiro strat€giju kopa, tad vina jaukta stratégija ir n-dimensiju vektors ¢ = (q1, 42, - - - , Gn)»
q;>20,7=1,2,...,n; Z?Zl q; = 1, kura koordinatas atspogulo varbiitibas, ar kuram spélétajs
B izvélas savas tiras stratégijas.

Ja sp€létajs ievéro noteiktu jauktu stratégiju, tad, lai noteiktu konkrétu tiro stratégiju spele,
pirms tas sakuma tiek palaists kads varbutibu generéjoss mehanisms, kas atbilst dotajai jauktajai

stratégijai.

Piemers 5. ([7]).
Vai spele ar 4 tirajam strat€gijam par jaukto strat€giju var tikt uzskatita spelétaja A nejausa
tiras strat€gijas izvéle, ko nosaka izvéle no 52 karsu kavas, izvelkot noteikta masts karts (pie-

méram, ja tiek nejausi peka karts, tad tiek izvéleta A; strategija utt.)?
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Ta ka 52 karSu kava ir 13 kartis katram no Cetriem mastiem, tad varbiitiba no §is kavas

nejausi izvélgties noteiktu masta karti ir 22 = 1, tap&c mums ir vektors (3, 1, 1, 1), ko nosaka
Cetras pozitivas koordinatas, kuru summa ir 1. Tapé&c Sis vektors ir jaukta stratégija, kura katra
tira stratégija tiek izvel&ta ar varbiitibu p; = i, i =1,2,3,4. Sadi tiek realizéts viens noteikts
varbiitibu sadalfjums.

1

Bet, piem@ram, ja vajag realizét jauktu strategiju (2, 1, 1, 1), tad to var izdarit ar 32 kartim,

atstajot 12 pekus, 4 karavus, 8 ercus un 8 kreicus, jo (%, %, 3%, 3%) = (g, %, i, }l) [ |

1.4. Neimana teoréma

Neimana teoréma ir spélu teorijas pamatteoréma, kas nosaka, ka katrai ierobezotai, nulles
summas divu cilvéku spélei eksisté optimalas jauktas stratégijas. To pieradija DZons fon
Neimans 1928. gada.

Pienemsim, ka dota matricu spéle (ar nulles summu) ar norékinu matricu M, 1. spelétajam
ir m, bet 2. spélétajam ir n tiras strat€gijas, matricas elementus (ieguvumus 1. spélétajam)
apzimesim ar a;;.

Ja 1. spelétajs izmanto i-to tiro strat€giju, tad tam jarekinas ar 2. spéletaja atbildi, kura
minimize€ 1. spélétaja ieguvumu a;:

a; = ; :rrlunn ;.-

Redzot sadu atbildi, 1. spglétajs izvelesies tadu tiro strat€giju, kurai atbilst vislielaka a;

vertiba a:

a= max a;jeba= max min ay;. (1.4.1)
i=1,....m 1=1,...mj=1,..n

Definicija 5. ([6]). Skaitlis a, kas iegits ar vienadibu ([.4.1)) sauc par spéles apakséjo cenu jeb
1. spélétaja maxmin vinnestu, atbilstoso 1. sp€l&taja tiro strat€giju sauc par maxmin stratégiju.
Maxmin strat€giju médz saukt arT par piesardzigo stratégiju, jo neatkarigi no 2. spélétaja
darbibas, $T stratégija nodrosina 1.spélétajam a vienibu ieguvumu.
Lidzigi, ja 2. sp€létajs izmanto j-to tiro strat€giju, tad tam jarekinas ar 1. spelétaja atbildi,

kura maksimize 2. speletaja ieguvumu b;:

bj = max a;;.
i=1,....m

Redzot $adu atbildi, 2. spelétajs izvelesies tadu tiro stratégiju, kurai atbilst vismazaka b;
vertiba b:

b= min b;jebb= min max a;. (1.4.2)
Jj=1,...,n j=1,..ni=1,..m
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Definicija 6. ([(]). Skaitlis b, kas iegiits ar vienadibu ([[.4.2)) sauc par spéles augséjo cenu jeb 2.
spelétaja minmax zaud&jumu, atbilsto$o 2. sp€létaja tiro stratégiju sauc par minmax strat€giju.
Minmax stratégijas gadijuma neatkarigi no 1. spélétaja darbibam 2. spélétaja zaud&jums

neparsniedz b vienibas.

Piemérs 6. Pienemsim, ka 1. sp€létajam ir 3 tiras strat€gijas un 2.sp&létajam ir 4 tiras strategijas.

Speles norékinu matrica ir $ada

2 4 -1 0 -1
M = -3 5 6 2 -3
2 -2 3 4 -2

max 2 5 6 4

Takdaa; = min{2,4,—1,0} = —1, ay = —3, a3 = —2, tad a = max{—1;-3; -2} = —1
-ta ir speles apaksgja cena. Savukart, ta ka b; = max{2; —3;2} = 2,by = 5, b3 = 6, by = 4,
tad b = min{2,5,6,4} = 2 - ta ir sp€les augigja cena. 1. spélétdjam maxmin strat€gija ir
pirma stratégija sq1, ari 2. spelétajam minmax strat€gija ir pirma stratégija so;. leveérosim, ka
a=-1<b=2. 1

Vispariga gadijuma spéles apaksgja cena ir mazaka vai vienada ar sp€les augsgjo cenu

max min a;; =a <b= min max a;.
i=1,...m j=1,..n j=1,..ni=L,..m

Ja a = b, tad a un b sauc par speles cenu un apzime ar v.

Definicija 7. ([6]). Par norékinu matricas M seglu punktu sauc tadu matricas elementu, kas

vienlaikus ir mazakais rinda un lielakais kolonna.

Piemeérs 7. Dota norekinu matrica

6 -2 3
-3 =5 2

M=

Saja piméra a = max{—2; -5} = —2unb = min{6; —2;3} = —2,tada = b = —2 = v.
Sis -2 ir matricas M seglu punkts, jo tas ir mazakais elements 1.rinda un lielakais elements
2.kolonna. W

Ja spélei eksisté seglu punkts, tad tas strat€gijas, ar kuram tas tiek sasniegts (pédeja pieméra
tas ir strat€giju paris (s11; S22)), veido §is spéles atrisinajumu tirajas stratégijas jeb tas ir spélétaju

optimalas stratégijas.
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Pamatojoties uz iepriek§ min€to, m&s varam formulét $adu algoritmu, lai atrastu sp&les mat-
ricas seglu punktus, sp€létaju optimalas stratégijas, spéles cenu un spéles atrisinajumu tira stra-
tegija.

Seglu punktu atraSanas algoritms ([[7]):

1. Spéles matricas 1. rinda atrodam mazakos elementus.

Ja neviens no atrastajiem elementiem nav lielakais kolonna, kura tas atrodas, tad 1. rinda

nav seglu punktu.
Parejam uz 2. rindu.

2. Ja neviens no mazakajiem elementiem katra i-taja rinda, ¢ = 2, ..., m, nav lielakais ko-
lonna, kura tas atrodas, tad i-taja rinda ¢ = 2, ..., m, seglu punktu nav.
Tadgjadi sp€les matricai nav seglu punktu, un tapéc spélétajiem nav optimalo tiro straté-
giju, un tirajas stratégijas spélei nav cenas vai atrisinajuma.

3. Janemot vérarindu parindai pirmais elements ay, ir mazakais k-tarinda, k € {1,2,...,m},

un vislielalais /-ta kolonna, tad ay; ir seglu punkts.

4. Turklat katra ¢-tajarinda¢ = k, k + 1, ..., m, sakot ar k, més mekl€jam elementus, kuru
skaitliska vertiba ir vienada ar seglu punkta ay; skaitlisko vertibu. Katram atrastajam
Sadam elementam mes parbaudam, vai tas ir seglu punkts (t.i., mazakais rinda un lielakais

kolonna).
Tadgjadi tiek atrasti visi seglu punkti.
5. Strat€gijas ar seglu punktiem attiecigajas sp&les matricas rindas ir optimalas sp&létajam
A. Tadgjadi atrasta kopa (54)°.
Strat€gijas ar seglu punktiem attiecigajas spéles matricas rindas ir optimalas sp&létajam
B. Tadgjadi atrasta kopa (Sp)°.
Seglu punkta skaitliska vertiba ir spéles cena v tiras stratégijas.
Spéles vispargjs atrisinajums ir forma {(S54)°, (Sg)°, v}.

Piemeérs 8. Norekinu matricai
3 0 1

M=10 -1 0
1 0 2

ir divi seglu punkti a1 = a3y = 0, spélescenav = 0. W
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Piemérs 9. ([7]).

Tiek apskatiti divi konkurgjosi finansu uzne€mumi - A un B. Uzne@mums B veic sarunas
ar tr1s investiciju projektu By, By, B3 iniciatoriem, bet tas var noslégt ieguldijumu ligumu tikai
ar vienu no projektu iniciatoriem. Uznémumam B uzdevums ir pozitivs rezultats sarunas ar
kadu no projektu iniciatoriem. Uzne€muma A merkis ir samazinat uznémuma B sarunas lidz
negativam rezultatam, lai ienemtu uznémuma B vietu ieguldijuma.

Uzpémums A sava mérka sasniegSanai var izmantot vienu no diviem lidzekliem: A; - pie-
davat projekta iniciatoriem izdevigakus nosacijumus salidzinajuma ar uzn€mumu B; A, - no-
droSinat materialus, kas kompromité B uznémumu.

Uznémuma A darbiba A; noved pie negativa sarunu rezultata starp uzn€mumu B un By, Bs, B3
projektu ierosinatajiem attiecigi ar varbitibu 0,7; 0,5; 0,3, un darbiba A, - ar varbiitibam 0,6;
0,9; 0.4.

Atradisim atrisinagjumu tirajas stratégijas.

Ta ka A un B uznémumiem ir pret&ji mérki, aplikojama konflikta situacija ir antagonis-
ka. Speletaji ir finansu kompanijas A un B. Spélétajam A ir divas tiras strat€gijas A; un As:
Sa = {Ay, Ay}. Spelétaja B stratégiju kopa sastav no trim stratégijam: Sp = { By, By, Bs}.
Speletajam B jaizvelas vienu no trim projektiem, sp&létajam A jaizvélas vienu no divam darbi-
bam.

Ka uzvaru spélétajam A (vai zaud&jumu spélétajam B) apskatisim varbiitibu negativu sa-
runu rezultatu uznémumam B. Saskana ar saviem uzdevumiem spélétajs A censas maksimizet
vinnestu, bet spelétajs B - samazinat.

Spéles matrica ar A;, A, strategiju efektivitates raditajiem un strat€giju By, B, Bs neefek-

tivitates raditajiem ir sekojosa veida:

Tabula 1.5: Pieméra 9 sakotngjie dati
B;
A
Ay 0,7{05(03/0,3
A, 0,6 0910404
0,4
0,4

Bl BQ B3 min

max | 0,7 10,9 | 0.4

Izmantojot seglu punktu atrasanas algoritmu, més méginasim atrast seglu punktus vai noteikt

to neesamibu matrica ([l.3).
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1. rinda mazakais elements ir a;3 = 0, 3, kas nav lielakais 3. kolonna. Tadgjadi seglu punktu
1. rinda nav.

2. rinda ir viens seglu punkts a3 = 0, 4.

Lidz ar to vienigas spélétaju A un B optimalas strat€gijas ir attiecigi stratégijas A, un B,
ti., (S4)° = {As}, (Sp)? = {Bs}. Spéles cenairv = 0, 4.

Tadgjadi §Ts speles visparigais (pilnigais) atrisinajums tirajas stratégijas ir $ads: { Ay, B3, v =
0,4}.

Saja spélé spelétaja A maxmin stratégija ir stratégija A,, un spélétaja B minmax stratégija ir
stratégija Bs. Spéles apaks€ja cena tirajas strateégijas ir vienada ar augs&jo, un to kopgja vertiba
ir vienada ar spéles cenu tirajas stratégijas: a = b =v =0, 4.

Interpret€jot iegtito risinajumu, §1s problémas matematiski iegiitais rezultats nozimé, ka fi-
nansu uznémuma A optimala darbiba, konkurgjot ar uzn€mumu B, ir nodrosinat projektu iero-
sinatajiem materialus, kas kompromité uznémumu B. Un tad uznémuma B un jebkura no trim
investiciju projekta ierosinataja sarunu negativa rezultata varbiitiba biis vismaz 0,4.

No otras puses, uznémuma B optimala darbiba ir sarunas tikai ar investiciju projekta B3 iero-
sinataju, jo Saja gadijuma So sarunu negativa rezultata varbiitiba biis ne vairak ka 0,4, neatkarigi
no ta, kadas darbibas veicis uznémums A.

Nevienam uznémumam nav izdevigi atkapties no optimalas stratégijas.

Piem@ram, ja uznémums B atkapjas no savas optimalas stratégijas un sak sarunas nevis
ar Bj projekta ierosinataju, bet gan ar B; projekta ierosinataju, tad uzn€mums A biis nevis
kompromitét uznémumu B, bet piedavas projekta ierosinatajam B; izdevigakus nosacijumus
(t.i. stratégijas A, vieta izvélieties stratégiju A;), tad uzn€muma B sarunu negativa rezultata
varbutiba vairs nebus 0,4, bet daudz lielaka -0,7.

|

Ta ka vairuma gadijumu norékinu matricai var nebiit seglu punkts, tad sp&lei nav atrisinaju-
ma tirajas stratégijas. Lai panaktu, ka 1. sp€létaja vid&jais ieguvums biitu maksimalais iespé&ja-
mais un 2. spélétaja vid€jais zaudéjums biitu minimalais iesp&jamais, tiras stratégijas jalieto ar
noteiktu varbitibu jeb jamekle spéles atrisinajums jauktajas strateégijas.

Ja 1. spélétajs spelé jaukto strat€giju p, bet 2. spélétajs spele jaukto strat€giju ¢, tad 1. spé-
1etaja ieguvumu (vid€jo teorétisko vinnestu), kas vienlaikus ir 2. sp€létaja zaud&jums (videjais

teoretiskais zaudejums) var aprékinat ar formulu

ulp,q) =YY aypig; = pMq. (1.4.3)

i=1 j=1
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Piemérs 10. Dota spéle ar norékinu matricu

3 4 3
2 36

Noteikt 1.pretinieka vinnesta (2.pretinieka zaud&juma) u(p, q), ja 1.pretinieka jaukta strate-

gijair p = (2; 1) un 2.pretinicka jaukta stratégija ir ¢ = (2;0; %)T
Saskana ar formulu u(p,q) = >, 2;;1 a;;p;q; = pMgq ir 1.pretinieka vinnests (2.preti-

nicka zaud&jums), ja pretinieki lieto dotas jauktas strat€gijas p un g, ir

41\ (3 43 (AT [ e
55)\9 3 6 S\5'5 )\ 75 TTE
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u(p,q) = pMq = <

(S

Atrisinat spéli nozime atrast abu spélétaju optimalas jauktas stratégijas p* un ¢*.

Definicija 8. ([6]). Jaukto strat€giju p* sauc par 1. spélétaja optimalo jaukto stratégiju un jaukto
stratégiju ¢* sauc par 2. spélétaja jaukto stratégiju, ja p* un ¢* ir funkcijas u(p, q) seglu punkts,

t.i., visam jauktajam strategijam p € S; un ¢ € S, izpildas nevienadiba

u(p,q") < ulp®,q*) < u(p*, q).
Ir speka §ads nozimigs rezultats:

Teoréma 1. (Neimana teorema, [6]). Katrai matricveida spélei ar nulles summu eksisté atrisi-
najums jauktajas stratégijas, t.i., eksisté funkcijas u(p, q) seglu punkts.

Klasiski nulles summas spéles atrisinajuma mekléSanu reduce uz linearas programmeésanas
uzdevumu un atrisindjumu atrod ar simpleksa algoritma palidzibu. Nakamaja nodala tiks aprak-

stits cits algoritms atrisindjuma atrasanai.
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2. Brauna-Robinsones iterativa metode

2.1. Dzilijas Robinsones biografija

Viena no izcilakajam sievietém matematikém ir Dziilija Robinsone (Julia Robinson, 1919-
1985), kurai ir bijusi liela loma Hilberta desmitas problémas atrisinaSana - lai atrastu efektivu
metodi, ka noteikt, vai dotais diofanta vienadojums ir atrisinams veselos skaitlos. Divdesmit
gadu laika vina izstradaja sist€ému, uz kuras balstoties tika izveidots atrisinajums.

Atzistot vinas sasniegumus, Dziilija Robinsone kluva par pirmo matematiki, kas iev€leta
ASV Nacionalaja Zinatnu akadémija, par pirmo Amerikas Matematikas biedribas prezidenti un
par pirmo matematiki, kas sanémusi MacArthur fonda stipendiju.

Dziilija Robinsone (Bovmane, angliski Bowman) ir dzimusi 1919. gada 8. decembr Sentlui-
sa, Misiiri Statd. Vinas mate Heléna Hola Bovmane (Helen Hall Bowman) nomira divus gadus
péc Dziilijas piedzimSanas; Dzilija un vinas vecaka masa devas dzivot pie vecmaminas netalu
no Finiksas, Arizona. Nakamaja gada vinu tévs Ralfs Bovmans (Ralph Bowman) aizgaja pen-
sija un p&c tam pievienojas viniem Arizona, partraucot savu biznesu. Vin$ cergja atbalstit savus
bernus un vina jauno sievu Edeniju Kridelbaugu Bovmanu ( Edenia Kridelbaugh Bowman) ar
saviem ietaupijumiem. 1925. gada vinas gimene parcélas uz San Diego; tris gadus vélak pie-
dzima tre$a meita.

Devinu gadu vecuma Robinsone saslima ar skarlatinu, un gimene uz ménesi atradas karanti-
na. Vini svingja izolacijas beigas, skatoties savu pirmo runajoso kinofilmu. Svinibas tomér bija
priekslaicigas, jo Robinsonai driz sakas reimatiskais drudzis un vina gadu bija gulta. Kad vinai
bija pietickami labi, vina gadu stradaja ar skolotaju, lai apgiitu nepiecieSamo macibu programmu
no piektas 11dz astotajai klasei. Vinu sajiisminaja skolotaja apgalvojums, ka ir pieradits, ka kvad-
ratsakni no divi nevar aprékinat lidz punktam, kur saktu atkartoties decimaldala.Vinas interese
par matematiku turpinajas San Diego vidusskola, kuru vina absolvgja ar izcilibu matematika un
dabaszinibas.

SeSpadsmit gadu vecuma Robinsone iestajas San Diego Stata koledza. Vina ieguva matema-

20



tikas specialitati un gatavojas skolotajas karjerai, neapzinoties citas matematikas karjeras izvéles
iesp&jas. Kad Robinsone macijas otraja kursa, vinas tévs atklaja, ka ietaupijumi ir beigusies un
izdarja paSnavibu. Ar vecakas masas un tantes palidzibu Robinsone palika skola. Vina parcélas
uz Kalifornijas Universitati Berklija, kur macijas p&€dejo gadu un absolvgja 1940.gada.

Bérklija vina atrada skolotajus un kursabiedrus, kuri dalijas vinas prieka par matematiku.
1941. gada decembrT vina apprecgjas ar docentu Rafaelu Robinsonu (Raphael Robinson). Taja
laika vina bija skolotaja asistente, 1941.gada pabeidzot magistra gradu. Tomé&r nakamaja gada
skolas neotisma likums liedza vinai mactt matematikas nodala. Ta vieta vina stradaja Berklija
statistikas laboratorija pie militariem projektiem. Vina palika stavokli, bet zaud€ja bérnu; sakara
ar reimatiska drudza izraisitu sirds bojajumu, vinas arsts bridingja par turpmako griitniecibu.
Vinas ceribas kluit par mati sabruka, Robinsone parcieta depresijas periodu, kas ilga lidz bridim,
kad vinas virs atjaunoja interesi par matematiku.

1947. gada Robinsone uzsaka doktora studiju programmu Alfréda Tarska (Alfred Tarski)
vadiba. Disertacija vina nodarbojas ar racionalo skaitlu lauka teoriju. Vinai doktora grads ti-
ka pieskirts 1948. gada. Taja pasa gada Tarskis apsprieda ideju par diofanta vienadojumiem
(vairaku mainigo polinomu vienadojumiem ar veselu skaitlu koeficientiem, kuru sakném jabiit
veseliem skaitliem) ar Rafaelu Robinsonu, kur§ pastastija to sievai. Kad vina saprata, ka ta ir
Hilberta desmita probléma, vina bija jau parak iesaistita téma, lai ta vinu aizbiedétu. Naka-
majos 22 gados vina pieversas dazadiem problémas aspektiem, veidojot pamatu, uz kura Jurijs
Matijasevics (Yuri Matijasevic) 1970.gada pieradija, ka v€lama vispargja metode atrisinamibas
noteikSanai nepastav. 1949. un 1950. gada, stradajot RAND korporacija, Robinsone balstoties
uz Dzordza Brauna rakstu [|I]] izstradaja iterativu risinajumu metodi attieciba uz divu cilvéku
nulles summas spéles vertibu [13]. Vinas vienigais ieguldijums sp€lu teorija joprojam tiek uz-
skatits par fundamentalu teorému $aja joma.

Robinsonei 1961. gada tika veikta sirds operacija, tacu vinas veseliba joprojam nebija la-
ba. Vinas slava Hilbertas problémas risinajuma beidzas ar to, ka 1976. gada D.Robinsone tika
iecelta par pilntiesigu profesori Bérklija, lai gan bija paredzets, ka vinai bus tikai ceturta dala

nomira.
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2.2. Dzordza Viljama Brauna biografija

DZordzs Viljams Brauns (George William Brown, 1917 - 2005) bija amerikanu statistikis,
spelu teorétikis un datorzinatnieks, kas pazistams ar darbiem un pétijumiem par pirmajam skait-
losanas masinam, sp&lu teoriju, matematisko logiku, lémumu teoriju.

Brauns dzimis un uzaudzis Bostona, kur vina tévs bija farmaceits. Atra prata d&] vins iegu-
va apskauzamu akadémisko rekordu Bostonas Latinu skola (the Boston Latin School) un Har-
vardas universitate (Harvard University), kur divdesmit gadu vecuma sanéma bakalaura gradu
matematika. P&c trim gadiem vin$ sanéma doktora gradu matematika Prinstonas universitaté
(Princeton University). Sis prestiZzais grads vinam nedeva akadémisko stavokli, ka vins vélgjas,
jo augstakas izglitibas iestades taja laika bija stipri infic€tas ar antisemitismu.

Vina pirmais darbs bija “Macy’s” universalveikala Nujorka, kur vin$ veica statistikas pe-
tjumus par veikala darbibu. P&c Cetriem gadiem vin$ atgriezas Prinstonas universitate, kur
piedalijas militarajos pétniecibas projektos, kurus Universitate istenoja Otra pasaules kara lai-
ka. P&c kara vins§ palika Prinstona, jo vinu izvelgjas ievérojamais matematikis un fizikis DZons
fon Neimans (John von Neumann, 1903-1957), lai virzitu uz prieksu jauna datora izveidoSanu.

Beidzot 1946. gada Dz.Brauns vargja sakt savu akadémisko karjeru Aiovas Valsts univer-
sitate (Iowa State University). Vin§ kompensgja zaud&to laiku, sakot darbu ka matematikas
asociétais profesors; nakamaja gada vin$ tika paaugstinats par profesoru. Gadu v€lak jauna
bezpelnas pétniecibas organizacija “ The RAND Corporation” pienéma darba Dz.Braunu, jo
tam bija nepiecieSams visspécigakais pieejamais dators. Tur DZz.Brauns vadija Neimana datora
dublikata izgatavoSanu un nosauca to par “Johniac”. Ka RAND Matematikas nodalas loceklis
vins piedalijas RAND galvenajos matematiskajos centienos pielietot matematisko spélu teoriju
(Neimana izgudrojumu) militarajas kaujas situacijas.

Ta ka vins bija pazistams ar Neimana datoru, vinam bija ievérojams datoru konsultanta sta-
tuss IBM (International Business Machines Corporation) un pie citiem datoru razotajiem. 1952.
gada IBM korporacija piedavaja pieskirt Kalifornijas universitatei Losandzelosa (University of
California, Los Angeles) visjaudigako datoru, ja ta izmantos Dz.Braunu sava datoru laboratori-
ja. Ar So vienoSanos DzZ.Brauns atgriezas akadémiskajas aprindas ka administracijas profesors.
Vins palika Kalifornija, 1idz Kalifornijas universitate Irvina (University of California, Irvine)
vinu pienéma darba Administracijas augstskola.

So &etrpadsmit gadu laika Kalifornijas universitaté Dz.Braunam bija nozimiga loma datoru
nozar€. Tris reizes vin$ palidzgja uzn€meju grupam organizet un izveidot savu raZzosSanu, ka ar1

stradaja direktoru padomé.
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Dz.Brauna matematiskas specialitates bija varbiitibu teorija, matematiska statistika un ma-

tematiska logika. Vin$ publicgjis petijumus visas trijas minétajas jomas.

2.3. Metodes apraksts

Biezi vien praksé, risinot antagonistisko spélu problémas, mes saskaramies ar pietickami
liela izm&ra norékinu matricam, kuras lielas darbietilpibas d&] ir griiti atrisinat. Saja gadijuma ir
jéga izmantot Brauna-Robinsones metodi, ko sauc ar1 par fiktivo ievieSanas metodi vai iterativo
procesu, lai atrastu konkrétu risinajumu jauktajas stratégijas. ST metode ir aptuvena un spgj dot
speles atrisinajumu abiem spélétajiem ar precizitates pakapi - tadu, kadu més ieprieks noradam.
Tadeéjadi mes pasi varam atrast Iidzsvaru starp aprékinu atrumu un nepiecieSamo precizitati.
Apskatisim So metodi tuvak.

Pienemsim, ka viena un ta pati antagonistiska situacija tiek atkartota daudzas reizes un kat-
ram no spélétajiem ir informacija par pretinieka ieprieksgjo ricibu. Tad katrs no sp€létajiem
izv€lesies savu nakamo strat€giju, palaujoties uz informaciju par pretinieka jaukto strat€giju,
kas izriet no ieprieks€jam situaciju realizacijam. Tad€jadi més ieglistam iterativu procesu, lai
izveletos katram spélétajam strat€gijas. Lai labak saprastu, kapec ar metodi iegiitais atrisina-
jums biis optimals, vispirms apskatisim metodes algoritmu. Sai iterativai metodei pirmais solis
biitiski atSkiras no par€jiem soliem, tapec més apskatisim pirmos 2 solus un vispargjo k£ + 1 soli.
Noteiktibai pienemsim, ka sp€létajs A ir pirmais, kur§ izvélas stratégiju, bet spélétajs B vienas
situacijas ietvaros nezina, kuru stratégiju ir izvelgjies speletajs A.

1. solis:

Pirmaja soli neviens no spélétajiem nezina otra stratégiju un izvélas stratégiju, pamatojoties
uz vinu vélmém, pieméram, spélétdjam A tas var biit vina vidgjas izmaksas maksimiz€Sana,
bet speletajam B - vid€jo zaud&jumu minimiz€Sana. Tadgjadi speletajs A izvelgjas savu tiro
stratégiju i,, bet spélétajs B - strat€giju j.

2. solis:

Otraja soli spélétajs A jau zina, kuru stratégiju spélétajs B izvélgjas pirmaja soli, un bal-
stas uz pienémumu, ka vin$ izmantos to pasu stratégiju ka ieprieksgja soli. Tapéc visi soli péc
pirma neatskiras viens no otra - katrs no spélétajiem uzskata, ka vina pretinieks ievéros to pa-
Su stratégiju, kas bija ieprieksgja soli, un ka pasreizgja soli ir jaizvelas tada tira stratégija, kura

maksimizetu ieguvumu (spelétajam A) vai minimiz&tu zaud&jumus (spelétajam B) ar pretinieka
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strat€giju no ieprieksgja sola. P&c miisu terminiem to var aprakstit $adi:

max a;;, = Q;,
1<i<m 2,71 12,J17

kur i5 ir tiras stratégijas numurs, kuru spélétajs A izvElgjas otraja soli. Pierakstisim spélétaja B
tiro stratégiju pirmaja soli ka jaukto stratégiju ¢(1) = (¢1(1), ..., qn(1)):
L jaj=n
q;(1) = -
O) Ja j 7é jl
Tad:

ﬁ(q(l)) = max U(A27Q(1)) = mnax U(Aiale) = Max a;j, = iy 5 —

1<i<m 1<i<m 1<i<m
ir strat€gijas B, neefektivitates raditajs.

Seit un turpmak ar A; apziméta spélétaja A i-ta stratégija un ar B; tiek apziméta spéletaja B
j-ta stratégija.

Lidzigi spelétajam B: vina stratégija otraja soli ir minimiz&t zaud&jumu, ja spélétajam A ir
straté€gija i;:

1r§nji£n @iy j = iy jo-
Pierakstisim spélétaja A tiro stratégiju pirmaja solika jaukto strategiju p(1) = (p1(1),...,pm(1)):
1) 1, jai=1i |
0, jai+#1i
Tad:
a(p(l)) = min u(p(l), B;) = min u(A;,,B;) = min a;, ; = a;, j,—

1<j<n 1<j<n 1<j<n
tas ir stratégijas A;, efektivitates raditajs.
K+1 solis:
Visparinasim stratégijas izvéles procediiru k£ + 1 soli un sadalisim to divos posmos:
1. Spélétajam ir jaizvélas tada tira stratégija, kas maksimizétu (spélétajam A) vai minimi-
z&tu (speletajam B) ieguvumu funkcijas vertibu pie nosacijuma, zinot kada ir pretinieka jaukta

stratégija k-taja soli (¢(k) speletajam A un p(k) spelétajam B). Spelétajam A tas izskatas $adi:

max u(A;, q(k)) = u(A;,,,q(k)).

1<i<m
Tadél soli k + 1 spélétajs A izvelesies ix, 1 tiro strat€giju.
Atzimésim, ka

max u(A;, q(k)) = B(q(k))

1<i<m
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ir stratégijas ¢(k) neefektivitates raditajs.
B spéletajam:

min u(p(k), B;) = u(p(k), Bj,.,)-

1<j<n
Tadel soli k + 1 spélétajs B izvelesies jjy1 tiro strateégiju.
Atzimesim, ka

min u(p(k), B;) = a(p(k))

1<j<n

ir stratégijas p(k) efektivitates raditajs.
2. Nepieciesams noteikt pretinieka jaukto stratégiju, kas ir mainijusies, realizgjot k-to soli.
Pienemsim, ka r;(k) ir i-tas strat€gijas gadijumu skaits procesa k-taja soli un p; (k) ir i-tas strate-
gijas raSanas biezums procesa k-taja soli (tiek pienemts, ka biezums ir ekvivalents i-ta notikuma

varbitibai). Tad k£ + 1 vértibai Sie lielumi ir $adi:

7"1(]6) + 1, JaZ = ik+17

Tz’(k)a jaz' 7£ Tjt1-
Jai =144, tad
rik+1) k) +1 KB 1 Epk) 41k 1
i(k+1) = - = = = (k) + —
pilk+1) ==+ k+1 k+1 k+1 LG

Jai # i, tad

rk+1) k) kT ok

i(k+1) = = = = i(F);
e iy R s H i e LG
kL_l_lplU{;) + kL_l_lu Jal = ik+17
pi(k+1)= (2.3.1)
kLJrlpi(k:% _]aZ 7& ik+1.
Lidzigi mes parrékinam speletaja B varbutibu:
k_—’iq—qu(k) + ,1%:,_17 Ja] = jk+17
gi(k+1) = (2.3.2)

k_ilQJ(k)a jaj # Jrtr-

Ta ka Brauna-Robinsones algoritms ir darbietilpigs un laikietilpigs process, tad aprékinus
ieteicams veikt ar datoru. Alternativs veids apskatitajam formulam var biit tiesa veida saskaitit,

cik reizes ir izvEletas strat€gijas, un izdalot So skaitu ar realiz&to situaciju skaitu.
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3. k + 1 iteracija nepiecieSams aprekinat efektivitates raditaju (spélétajam A - a(k + 1)) vai
neefektivitates raditaju (spelétajam B - 5(k + 1)), kas iegits procesa k + 1 soll. Acimredzami,

jak=1:

Un vispargja formula k£ + 1 solt:
alk+ 1) = max{a(k),a(p(k + 1))}, (2.3.3)

B(k + 1) = min{B(k), B(q(k + 1))}. (23.4)

Ka tiks paradits talak, nosacijums $1 algoritma apturéSanai, lai sasniegtu vajadzigo precizitati

€, ir $adas nevienadibas izpildiSanas:
B(k) — a(k) < 2e. (2.3.5)

Ja §is nosacijums nav izpildits, jaatgriezas pie 1. posma un javeic vél viena iteracija.

Mgéginasim atbildét uz jautajumu, kapéc atrastas jauktas stratégijas bis §is spéles atrisina-
jums. Vispirms mes izmantosim spéles apaksgjas un augs€jas cenas definiciju, ka art Neimana
teorému (skatit 1.4. apakSnodalas Teorému 2), kas nozimé, ka k-taja iteracija katrai matricvei-
da spélei ar nulles summu eksisté atrisinajums jauktajas stratégijas, t.i., eksisté tadas 1. un 2.
speletaja jauktas strat€gijas p un ¢, ka izpildas nevienadiba

a(p(k)) < maxa(p) = a =v = b= min 3(q) < B(q(k)) (2.3.6)

pESA q€SB
visam jauktajam stratégijam p(k) un q(k).

Tadgjadi, ja a(p(k)) = B(q(k)) izpildisies pie kaut kada k, tad saskana ar ieprieks rakstito
dubulto nevienadibu v biis spéles cena, un stratégijas p(k) un ¢(k) bis optimalas. Tada veida
mes atradisim konkrétas spéles atrisinajumu.

Izmantojot aprakstito algoritmu, més varam iegit divas bezgaligas tiro stratégiju (A4;, )72,
un (B, )72, virknes, kuras speletaji izvelgjusies, pamatojoties uz minétam jauktajam strategijam
p(k) un g(k), kas apmierina nevienadibu (2.3.6).

Tiro strat€giju virknes, kuru atbilstosas jauktas strat€gijas apmierina nosacijumu

lim a(p(k)) = lim 5(q(k)) = v, (2.3.7)

k—o00 k—o00

sauc par pielaujamam tirajam stratégijam.
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Ja tiro strat€giju virkne ir pielaujama, tad no ta neizriet, ka attiecigas jauktas strateégijas

konvergé. Tomér, ja tas konvergg:

lim p(k) = p° lim q(k) = ¢°,
k—o0

k—o0

tad stratégijas p° un ¢° apmierina vienadibu (2.3.7), tap&c tas ir spelétaju optimalas stratégijas.
Tadgjadi aprakstitais process notiks tikai izpildoties (2.3.7). Apgalvojumu, ka tiro stratégiju
(A5, un (B, )52, virknes, kas iegiitas, izmantojot aprakstito algoritmu, ir pielaujamas, pie-
radija amerikanu matematike DZiilija Robinsone, kuras d€] tika pieradita algoritma konvergen-
ce, kuru més tagad zinam ka Brauna-Robinsones algoritmu.

Talak pieradisim apgalvojumu, ja (2.3.5) izpildas, tad ieglisim atrisinajumu ar spéles cenu,
kas no patiesas atskiras ne vairak ka e:

Taka a(k) < vunlimy_, a(p(k)) = v, tad no robezas definicijas seko, ka
Jk; 0 < v — a(k) < 2¢ - nevienadiba bas patiesa Vk > k;. (2.3.8)
Taka 5(k) > v un limy_,, 8(q(k)) = v, tad
Jky 0 < (k) — v < 2¢ - nevienadiba bis patiesa Vk > ks. (2.3.9)
No ta, kav — a(k) > O un (k) — v > 0, seko
v—a(k) <v—ak)+ (B(k) —v) = B(k) — a(k); (2.3.10)

Blk) — v < B(k) — v + (v — a(k) = B(k) — alk). (23.11)

Ak = B(k) — a(k) tiecas uz 0, kad k — oo, jo S(k) un a(k) abi tiecas uz 0, kad k — oc.
Ja me&s pieprasam nosacijumu

Ak < 2, (2.3.12)

tad no (2:3.10) sekos (2:3.8) un no (E3.11) sekos (B3.9), ja k > ko = max{ky, k).
Pareizinasim (2.3.§) ar (—1) un saskaitisim ar (2.3.9):

—2¢e < B(k) + a(k) — 2v < 2¢, k > ky;

—e < —[B(k) + a(k)] —v <€k > ko;

N | —

5180 + (k)] — vl < &k > ko

Mgs secinam, ka k-taja soli ir izpildita nevienadiba (2.3.12)), no ka izriet, ka SB(k) + (k)]

vertiba no spéles cenas v atSkirsies ne vairak ka par e.
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3. Praktiska dala

3.1. Piemeri

Saja sadala mes apskatisim trTs uzdevumu risinajumu, izmantojot Brauna-Robinsones algo-

ritmu MATLAB vide. Algoritma kods pievienots Pielikuma.

3.1.1. Klasiskais piemers

Dota norgkinu matrica C' un noradita precizitate e.

3 4 3 5
C=14 3 5 2]|,e=0.0001.

5 2 4 2

Parrakstisim matricu C' sekojosa veida:

Tabula 3.1: Pieméra 1 sakotné&jie dati

B; vidgjas izmaksas
By By B; By

A; speletajam A

Ay a1 =3 |ap=4|a3=3|au=>5 %

A2 ag1 = 4 99 = 3 a93 = 5 A9q = 2 %

A3 a31:5 0,32:2 CL33:4 a34:3 %

T - —

vid€jas izmaksas 2_y | 9_g|_y “ max = 12
spélétajam B 3 3 3 3 min — 3

Misu gadijuma n = 4 un m = 3.
L.solis (k=1):
Spelétaji A un B var patvaligi izvéléties savu tiro strat€giju. Lielaka vidéja izmaksa %

spelétaja A tiek sasniegta ar stratégiju A;, stratégijai A un Az vidéja izmaksa ir %. Tapéec
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spelétajs A izvelas stratégiju A;, kuru var uzrakstit ka jauktu stratégiju p(1) = (1,0, 0). Tadgjadi
11 = 1.

Vismazakais vid€jais zaudéjums spélétajam B bis ar By strat€giju, vienads ar 3, stratégijas
By, B3 un B, vidgji zaud&jumi ir vienadi attiecigi ar 4, 4 un 1—30. Tapéc speletajs B izvelas
strat€giju By, kuru var uzrakstit ka jauktu stratégiju ¢(1) = (0,1, 0,0). Tatad, j; = 2.

Talak mums ir:

Oé(p(l)) = Oé(Al) = Q] = 12’1}24@1]' = ai] = a13 = 3, (311)
MMD%:MBﬁ=Bw=g%ﬂﬂ=am=4 (3.1.2)

Tad (1) = a(p(1)) =3, (1) = 5(¢(1)) = 4. No Sejienes
A(l)=p(1) —a(l)=4—-3=1>2¢=0,0002,

t.i. nevienadiba (2.3.12) pie k& = 1 neizpildas. Tas nozimg, ka noradita precizitate nav sasniegta,
un tapéc ir japariet uz 2. soli.

Aizpildisim Tabula l.rindu ar ieglitiem datiem.

2.solis (k=2):

Otraja soli spélétajs A, pienemot, ka spelétajs B pieturésies pie tas pasas strat€gijas ka pir-
maja soli, t.i., stratégijas ¢(1) = By, izvélas tiro strateégiju A;,, kura vin§ sanems maksimalos
laimestus 3(g(1)). No (B.1.2)) ir skaidrs, ka i, = 1. Tadgjadi 2. soli spelétajs A izvélas stratégiju
Aj.

Speletajs B pienem, ka spélétajs A 2.soli izvel&sies stratégiju p(1) = Aj, kurai vin$ sekoja
1.soli. Tapéc spelétajam B jaizvélas stratégija B;,, kura vina zaud&jums biis mazakais o(p(1)).

Bet, ka redzams no (B.1.1)), ka tadu strategiju var izvélgties vienu no stratégijam By vai Bs,
kura spelétaja B zaud@ums bis minimals, vienads ar 3. Pienemsim, ka spélétajs B izvélas
stratégiju By, t.i., jo = 1.

Defingsim stratégiju p(2) = (p1(2), p2(2), p3(2)), kuru péc spelétaju B domam pielietos
speletajs A 3.soli. Ta ka pirmajos divos solos stratégijas A, Ao, A3 bija izvEletas speletajam A,
attiecigi 2,0,0 reizes, tad p1(2) = 2/2 = 1, p2(2) = p3(2) = 0/2 = 0.

Tadgjadi, p(2) = (1,0,0).

Varbiitibas p;(2), i = 1,2, 3, var aprekinat, izmantojot formulas (2.3.1)),jak = 1, p;(1) = 1,
p2(1) = p3(1) = 0 (o p(1) = (1,0,0)) undp = 1:

1 1 1 1
@)=+ oy =5 1+5=1
1
9) — 1) =
p2() 1+1p2() )



1
1+1

Ta ka pirmajos divos solos straté€gijas By, By, B3 un B, bija izvéletas spelétajam B, attiecigi
1,1,0 un 0 reizes, tad ¢;(2) = ¢2(2) = 1/2, ¢5(2) = qu(2) = 0.
Tadgjadi, ¢(2) = (1/2,1/2,0,0).

p3(2) = p3(1) = 0.

Varbitibas ¢;(2), j = 1,2, 3,4 var aprekinat, izmantojot formulas (2.3.2) ja k = 1, ¢1(1) =
1=q3(1) = q4(1) =0, g2(1) =1 o ¢(1) = (0,1,0,0)) un jo = 1:

(2) = ! (1) + SR
ale) =1 N 1+1 2 2 =2
1 1 1
p— 1 :—'1:—
1
2) = =0
2) = ——a(1)
44 1+1Q4 =
Tad
a(p(2)) =a(A) =o = 1@134 ayj = ap = a3 = 3,
Bla(2) = e uld,q(2 —E%Z% %wﬂ%ZW%=
o (ain+ )—1 { + }—1 {3+4,443,5 2}—7—
—512113;(3 () —§maX a11+ai2, @21 +ag2, G311+ a3z —émax +4,4+3,0+ =35~

— u(A1,0(2)) = u(A2,0(2) = (A a(2)) = &
Pé&c formulam (2.3.3)) un (2.3.4)):

a(2) = max{a(1), a(p(2))} = max{3,3} =3,
A(2) = min{{(1), 5(¢(2))} = min{4,3.5} = 3.5,
A(2) = B(2) —(2) =3,56 =3 =10,5.
Tagad varam aizpildit 2.rindu Tabula B.2.

Ta ka A(2) = 0,5 > 2¢ = 0.0002, tad noradita precizitate vél nav sasniegta. Japariet uz
nakamo soli.

Turpmakie soli tiks aprékinatas, izmantojot MATLAB programmu.
Atrisindjums pa soliem ievietots Tabula B.2.
No tabulas més varam secinat, ka spéles cena ir 3.5. Ir verts atzimét, ka 5(18) = «(18) =

3.5, un tas nozim¢, ka més atradam precizu atrisinagjumu spélei jauktajas stratégijas abiem spé-

Ietajiem. Optimalas spélétaju stratégijas A un B attiecigi ir $adas:
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211

P’ =p(18) = ( 2,=,= ) ~ (0,6667;0,1667; 0, 1667),
3766
)

Parbaudisim, vai atrastas stratégijas ir optimalas:

2 1 1 g g
$x3+gxd+ x5 3,55
2544+ L5341y 3,5;
a(p®) = min 2 ? ? = min =3,5=u,
$x3+5xd+ x4 3, 5;
2 1
24541524143 4,167
T T
0,534+ 0,5%x4+0x3+0x*b; 3,9;
B(¢°) =max [ 0,5%4+0,5%3+0%5+0x2; | =max |35 [ =35=0
0,5%¥5+0,56%x24+0%x44+0x%3 3,5

Tadgjadi misu iegiitais risinajums ir optimals. Jaatzime, lai atrisinatu So problému ar datora

palidzibu, bija nepiecieSams apméram sekundi, savukart manualie 18 iteraciju aprékini aiznem

o_ (211
p— 37676 )

¢’ = (0,5;0,5;0;0),

daudz ilgaku laiku.
Tatad atbilde:

v=3,0.
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Tabula 3.2: Atrisinajumu tabula

Spélétaja A tira stratégija Ay, k-taja soli

Jaukta stratégija p(k), kuru saskana

Jaukta stratégija ¢(k), kuru saskana

N | Spélétaja B tira stratégija B;, k-taja sol]

5 A 5
e e
S 5 =
g < 5 o _
& v & w =
N E < & S
& 2 = |
' I% é Iqé g /N —~ T\
= 19 = 10 = o .
o % iz e = 2|32 %=
N N ~— N ~ ~—
2 = -~ 3 oY 3 | ] w
1] 1 (1;0;0) (0;1;0:0) 3,00 | 4,00 | 3,00 | 4,00 | 1,00 | >2¢
2 1 1 (1;0;0) (0,5;0,5;0;0) 3,00 | 3,50 3,00 | 3,50 | 0,50 | >2¢
3011 (1;0;0) (0,6667:0,3333; 0;0) | 3,00 | 3,50 | 3,00 | 4,00 | 0,50 | >2¢
4 13 1 (0,75;0;0,25) (0,75;0,25;0;0) 325 | 3,50 3,25 | 4,25 | 0,25 | >2¢
51213 (0,6;0;0,4) (0,6;0,2;0,2;0) 3,25 | 3,501 3,20 | 4,20 | 0,25 | >2¢
(0,5;0,3333;
6 | 2|2 (0,5;0;0,5) 3,25 3,50 | 3,00 | 3,83 | 0,25 | >2¢
0,1667;0)
(10,4286; 0,1429; (0,4286;0,4286;
70122 3,25 3,50 | 3,00 | 3,71 | 0,25 | >2¢
0,4286) 0,1429;0)
(10,3750, 0,2500; (0,375;0,5;
8|1 2|2 3,25 3,50 | 3,00 | 3,62 | 0,25 | >2¢
0,3750) 0,125;0)
(0,3333;0,3333; (0,3333;0,5556;
9 2|2 3,25 | 3,50 3,00 | 3,55 0,25 | >2¢
0,3333) 0,1111;0)
10 2 | 2 (0,4;0,3;0,3) (0,3;0,6;0,1;0) 3,25 3,50 | 3,10 | 3,60 | 0,25 | >2¢
(0,4545;0,2727; (0,2727;0,6364;
1112 | 2 3,25 3,50 | 3,18 | 3,63 | 0,25 | >2¢
0,2727) 0,0909;0)
(0,25;0,6667;
1212 | 2 (0,5;0,25;0,25) 3,25 350 | 3,25 | 3,66 | 0,25 | >2¢
0,0833;0)
(0,5385;0,2308; (0,2308;0,6923;
1312 |2 3,3077 | 3,50 | 3,31 | 3,69 | 0,19 | >2¢
0,2308) 0,0769;0)
(0,5714; 0,2143; (0,2143;0,7143;
142 | 2 3,3571 | 3,50 | 3,36 | 3,71 | 0,14 | >2¢
0,2143) 0,0714;0)
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(0,6:0,2; (0,2:0,7333;

150212 34 | 35 (3,40 (3,73 ] 0,1 | >2¢
0,2) 0,0667:0)
(0,625;0,1875; | (0,1875;0,75;
16|22 3,4375 | 3,50 | 3,44 | 3,75 | 0,06 | >2¢
0,1875) 0,0625:0)
(0,6471;0,1765; | (0,1765;0,7647;
17212 3,4706 | 3,50 | 3,47 | 3,76 | 0,03 | >2¢
0,1765) 0,0588;0)
(0,6667:0,1667; | (0,1667;0,7778;
1812 3,5 | 35| 3,5 [3,78]0,00 | <2¢
0,1667) 0,0556;0)

3.1.2. Tirdzniecibas piegades uzdevums

Uznémgjam ir divu veidu preces, kuras vins var piegadat tirgum, bet konkurents var piegadat
lidzigas preces. Uznéméjs nezina, kadas preces konkurents piegadas tirgum, un konkurents
nezina, kadas uznémeéja preces paradisies $aja tirgli. Pienemsim, ka spelétajs A ir uzneméjs, bet
speletajs B - konkurents. Spélétajam A ir divas iesp&jamas stratégijas A; -i-ta veida produkta
piegade tirgum, ¢ = 1,2. Speletajs B var arl pieturéties pie vienas no divam strateégijam B; -
pardot j-ta veida produktu, 7 = 1, 2. Uzn€mgjam ir informacija par to, cik liela ir iesp&ja pardot
vienu vai otru preci, ja tirgii jau ir konkurenta prece. Uznémeéja iesp&ju varbiitibas ir ievietotas

speles norékinu matrica:

0,2 0,8
0,7 0,3
Izmantojot Brauna-Robinsones metodi ar precizitati e = 0.05, ir jaatrod uznémeja optimalais
1. un2. veida precu sadalijums, ja vispirms uzn€mgjs piegada tirgti 2. veida preci, un konkurents
piegada 1. veida preci.
Tatad m = 2, n = 2, apskatisim tikai 1.soli, talak izmantosim MATLAB palidzibu.
P&c nosacijuma spélétajs A izvelas strateégiju A,, kuru var uzrakstit ka jaukto stratégiju
p(1) = (0,1). Tadgjadi i, = 2.
Spéletajs B izvélas stratégiju By, kuru var uzrakstit ka jaukto stratégiju ¢(1) = (1,0). Tatad,
J1=1

Talak mums ir:

Oé(p(l)) = Oé(AQ) = Qg = 1I'<l’1ji£12 Q25 = Q22 = 0,3, (313)
Blq(V)) = B(B1) = fr = max an =0,7. (3.1.4)
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Tad a(1) = a(p(l)) = 0,3, B(1) = B(q(1)) = 0,7. No Sejienes A(1) = 5(1) — a(l) =
0,7—0,3=0,4> 2 = 0,1, t.i, nevienadiba (2.3.19) pie k¥ = 1 neizpildas. Tas nozimé, ka
noradita precizitate nav sasniegta, un tap&c ir japariet uz 2. soli.

Aizpildisim Tabula 3.3 1.rindu ar iegitajiem datiem, parejas rindas aizpildam ar MATLAB

palidzibu.
Tabula 3.3: Atrisinajumu tabula Piem&ram 2
A(k) =
Nek | Air | Bjg P(k) Q(k) alk) | B(k) 2¢
p(k) — a(k)
1 2 1 (0;1) (1;0) 0,30 | 0,7 0,40 >0,1
2 2 2 (0;1) (0,5;0,5) 0,30 | 0,7 0,40 >0,1
3 2 2 (0;1) (0,33;0,67) | 0,30 | 0,6 0,30 >0,1
4 1 2 |(0,25;0,75) | (0,25;0,75) | 0,425 | 0,6 0,175 >0,1
5 1 2 (0,4;0,6) (0,2; 0,8) 0,5 0,6 0,1 =0,1

Aptuvena spéles cena ir V = 1[8(k) + a(k)] = 3[B(5) + a(5)] = 5(0,5+0,6) = 0,55.
Un p(5) = (0,4;0,6), ¢(5) = (0,2;0,8)- aptuvenas optimalas jauktas stratégijas ar precizi-
tati Iidz e = 0, 05.

Lai atrisinatu $adu uzdevumu MATLAB bija nepiecieSams 0.011171 sekundes.

3.1.3. Autosalonu cina

Pienemsim, ka mums ir japienem I[@mums par automasinu salonu A, kuram draud automasi-
nu salons B un kuram tirgt ir 10 dazadi automasinu modeli (vieglais automobilis, traktors utt.).
Spelétaja A merkis ir maksimizet sava automasinu salonu veértibu, izpérkot tirgli savas automa-
Stnas, lai saglabatu to vertibu, savukart spelétajs B censas samazinat autosalona A tirgus vertibu
viena no Cetriem veidiem:

* Publiska negativa uznémuma A automasinu analize;

* Publisks nosodijums par uzngmuma A vadibas neefektivitati;

* Publiska tiesas lieta pret uzneémumu A;

* Vienosanas ar uznémuma A darbinieku, lai to diskreditétu.

Katra no STm metodém ietekmé& automasinu vértibu, tome&r katra no tam ir saistita ar risku,
ka autosalona B darbibu tiks atklata, uz ko tirgus reagés ar autosalona A automasinu vértibas
pieaugumu (salidzinajuma ar gaidamo kritumu) un autosalona B vértibas kritums. Pienemsim,

ka eksperti ir noteikusi kop&jos koeficientus, kas parada visu iepriek§ minéto faktoru ietekmi uz
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19 -14 -1 19

3 16 5 -2
-9 10 —-13 -—-18

—-14 —-13 0 11

autosalona A automasinu vértibu, un registréjusi tos 10x4 matricas forma:

14 5 9 12
—-18 13 15 3
13 ) 18 0

,€ = 0.00005.

9 6 —13 —15
—-18 4 =13 6
-3 16 18 -1

Ta ka matricas izmérs ir pietickami liels, m&s izmantosim MATLAB palidzibu.

Tad §1s problémas atrisinajums:

p° = (0.0000; 0.0002; 0; 0; 0.6963; 0.0413; 0; 0; 0; 0.2622),
¢° = (0.0133; 0.5430; 0.0000; 0.4437),
a(p®) = 8.216853171275645,
B(q°) = 8.225998205707980,
v = 8.2169.

Lai atrastu atrisinajumu ar noteikto precizitati, bija javeic 956366 iteracijas.

Salidzinot ar iepriek§&jiem piemeriem, Seit bija jagaida rezultats nedaudz ilgak. Klist skaidrs,
ka jo lielaka matrica, jo ilgak MATLAB kods darbojas, ka art jo augstaka precizitate nepiecie-
Sama, jo vajadzigs lielaks iteraciju skaits un Iidz ar to arT lielaks laiks.

Apskatisim izpildes laika un iteracijas skaita atkaribu no precizitates e (Tabula B.4), apskatot

10 x 4 matricu C.
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Tabula 3.4: Izpildes laika un iteracijas skaita atkariba no e

€ Izpildes laiks, sek. | Iteraciju skaits
0,1 0.008392 180
0,05 0.010582 632
0,01 0.012860 2584
0,005 0.047012 24630
0,001 0.101212 69580
0,0005 0.151342 99409
0,0004 0.208713 169038
0,0003 0.201941 171015
0,0002 0.342733 297404
0,0001 0.604146 541183
0,00005 1.075168 956366

Lai visu labak redzétu, mes veidojam grafikus:

Izpildes laiks atkariba no € Iteraciju skaits atkartba no €
1000000 -

750000~

500000 -

Iteraciju skaits

Izpildes laiks (sekundes)

250000 -

.

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

0-

Att. 3.1: Funkcijas grafiki. Pa kreisi izpildes laiks pret €. Pa labi iteraciju skaits pret e.

Ka redzam Attela kreisaja grafika, atkariba loti atgadina funkciju y = %m,-kas lauj
izdarit secinajumu par §is metodes arkartigi slikto konvergenci maziem e (skatit [[11]), bet vajag
piebilst, ka laiku, kura tika sasniegta nepiecieSama precizitate, var uzskatit par pienemamu misu

piemé&ram.
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Pamatojoties uz Attela 3.1| grafiku labaja pus€, mes ari secinam, ka iteraciju skaits ir atkarigs
no e tada veida, kas ir tuvu iepriekS minétajai attiecibai. TieSi otrais grafiks lauj secinat, ka ir
aprakstita pakapes funkcija, jo laika pieaugumu atkariba no e varétu attiecinat uz neefektivi
stenotu algoritmu vai nepiecieSamibu saglabat gandriz visus iepriek$&jas iteracijas datus.

Atrisinajumu elementu noveértéjumu konvergences grafiki, kas iegiiti péc Brauna-Robinsones
metodes 99409 iteracijam (ja e = 0.0005), ir paraditi Attela B.2.

1.25- -125

0 25000 50000 75000 100000
Iteraciju skaits

Att. 3.2: Matricas spéles atrisinajumu noveértgjumu konvergence (e = 0.0005)

Apskatisim ari pie 180 iteracijam un e = 0.1 (Att&ls B.3).

125~ -125

Varbtib
\>
leds

.
BN

Iteraciju skaits, k

Att. 3.3: Matricas spéles atrisinajumu novertejumu konvergence (e = 0.1)
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Nobeigums

Darba gaita tika apskatiti vairaki spélu teorijas elementi, kuri var tikt izmantoti turpmakai
priekSmeta izpétei. Tika apskatits Brauna-Robinsones algoritms - algoritms, lai iterativi atrastu
tuvinatu optimalo atrisinajumu spélétajiem jauktajas stratégijas ar noteiktu norékinu matricu
un nepiecieSamo precizitati. Més izpétijam §is metodes konvergences jautajumu un pieradijam
algoritma aptur€Sanas nosacijumu, lai sasniegtu nepiecieSamo precizitati.

Darba praktiskaja dala ar MATLAB vide realizétas programmas palidzibu atrisinajam tris
problémas - viena ir diezgan viegla, bet to nevar atrisinat grafiski, otra - ar tirdzniecibas for-
muléSanas uzdevumu un ar mazu dimensiju - 2 X 2, péd€jais uzdevums par automasinu tirgus
bija ar pietiekami lielu dimensiju - 10 x 4, kur grafiki tika veidoti ar brivpiekluves programmu
RStudio.

P&c paveikta darba par Brauna-Robinsones metodes priekSrocibam var uzskatit tas vienkar-
Sibu un parskatamibu, salidzinosi labo atrisinajuma iegliSanas atrumu. Atrisindjuma atraSanas
atrumu var kontrolét, izvéloties pienemamu aprékina precizitates Iimeni. STmetode ir pielieto-
jama jebkurai spélei ar izméru m x n. Ta neprasa nekadus nosacijumus (piemé&ram, nevajag
nosacijumu a;; > 0) un ir viegli realiz€jama ar programmatiiras metodém.

Brauna-Robinsones metodes trikumi ir tadi, ka metodes konvergences atrums strauji sama-
zinas, palielinoties spéles matricas dimensijam.

Tatad més esam ieguvusi diezgan labus rezultatus attieciba uz precizitates un darbibas laika
attiecibu, kas, nemot véra $is metodes vienkar§ibu un pietiekamo ta ievieSanas vieglumu datora,
lauj secinat, ka $1s metodes izmantoSana ir efektiva problému risinasana, ieskaitot pietickami
lielus izmerus.

Piedavato metodi var piemerot, pieméram, ekonomika, lai precizak planotu uzn€émuma pro-
duktu klastu un izstradatu ienesigaku konkurences politikas stratégiju tirga.

Izstradatais bakalaura darbs ir uzskatams par metodisku izstradni, kas var noderét spélu teori-
jas kursa, apskatot t€mas par nulles summas spélém, to atrisinajumu atraSanu tirajas un jauktajas

strat€gijas.
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Pielikums

Matlab programmas kods

tic %skaita izpildes atrumu sekundes
e=0.0001; %velema precizitate

max_iter =30; %iteraciju skaits

A=[3 4 3 5; 43 5 2; 52 4 2], %ievades
[m,n] = size(A);

M = sum(A,2)/n;

K = sum(A,1) /m;

[max_ sr profit ,xmax]=max(M) ;
[min_sr _loss ,ymin]=min(K) ;

%sakotnejas tuvinasanas uzdevums

q = zeros(l,n); %speletaja B strategija
q(ymin) = 1;

p = zeros(1,m); %speletaja A strategija

p(xmax) = 1;

V=0;

lastk = 1;

[b,nA] = beta(q,A);

[a,nB] alpha(p,A);
tabula=zeros (max_iter ,9); %kopsavilkuma
counter=1;
%cikls ir ierobezots lidz maksimalajam
for k=1:max_iter;

tabula (counter ,1)=counter;

tabula (counter ,2)=nA;

tabula (counter ,3)=nB;

tabula (counter ,6)=a;

tabula (counter ,7)=b;

tabula(1,4)=tabula(1,6);

tabula (1,5)=tabula(1,7);

PP(k,:)=p;

41
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tabula

iteraciju

skaitam
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QQ(k,:)=q;

counter=counter+1;

V=(a+b)/2; %speles cena

del

ta=abs(b—a);

if a>0 & b>0

tabula (counter —1,8)=V;

tabula (counter —1,9)=delta;

end

if (delta<=2*e); %precizitates

parbaude

lastk = k;

break

end

%ar izveletajiem nA un nB

for j=I1:n

if(j == nB);
q(l,j)=(k*q(1,j)+1)/(k+1);

else

end

for

end

q(1,j)=k*q(1,j)/(k+1);

end

i=1:m

if( i == nA);

p(l,1)=(k*p(1,1)+1)/(k+1);

else
p(l,1)=k*p(1,1)/(k+1);

end
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[cur_a,nB] = alpha(p,A);
tabula (counter ,4)=cur_a;
if( cur_a >= a );

a = cur_a;

end

[cur_b,nA] = beta(q,A);
tabula (counter ,5)=cur_b;
if( cur b <=Db );

b = cur_b;

end

end

lastk %parada, cik iteracijas bija nepieciesams
V %parada speles cenu

p %parada speletaja A optimalo strategiju

q %parada speletaja B optimalo strategiju
tabula %parada beigu tabulu

toc %parada izpildes laiku

function [a,nA]=alpha(p,A)
H=A"*p’;

a=min (H) ;

nA = find (H==a);
nA=nA(1);

end

function [b,nB]=beta(q,A)
K=A*q’;

b=max (K) ;

find (K==b);

nB(1);

nB

nB

end
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