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Anotacija

Darba tiek apskatits bezgaligas cilindru virknes aptecésanas stacionarais uzdevums mag-
nétiska lauka iedarbiba divas dimensijas. Viskoza nesaspiezama skidruma plismu ap-
raksta Psi-Zeta sistema. legutas attiecigo eliptisko robezproblemu vajas nostadnes un

uzkonstruets iteraciju process, katra soli pielietojot galigo elementu metodi.

Atslegas vardi: MHD, Navje-Stoksa vienadojumi, psi-zéta sistema, galigo elementu me-

tode



Abstract

In this thesis the two-dimensional steady viscous incompressible magnetohydrodynamical
flow past infinite rows of cylinders is considered. The flow is modeled by using the
vorticity-stream Navier-Stokes equations’ reformulation. The discrete versions of weak
formulations for individual elliptic problems are derived and the iterative method by

using linear finite elements is constructed.

Keywords: MHD, Navier-Stokes equations, stream-vorticity formulation, finite element

method
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Apziméjumi

V vektorials lielums,

Va, Vi, V. vektora komponentes,
U skalars lielums,

V; - V5 skalarais reizinajums,

V1 x V5, vektoridlais reizinajums,
V-V  vektoru lauka divergence,

Vu  skalara lauka gradients,

@
ox

, U, parcialais atvasinajums,
det A  matricas A determinants,
b vektors-rindina (b, ...,b,),
0f)  apgabala (2 robeza,

Au  Laplasa operators,

Q  kopas € slegums,

C™(§2)  n reizes nepartraukti diferencéjamo funkeiju telpa,
supf(x)  funkcijas suprems,

irxlf f(z)  funkcijas infims,

dim H  telpas H dimensija,

A~! matricas A inversa matrica,
mtf)  kopas (Q ieksiene,

Q1 Uy  kopu apvienojums,
21Ny  kopu skelums,

0  tuksa kopa,



f=0(g) vienadas kartas lielumi,

0ij Kronekera simbols.



Ievads

Magistra darba tiek apliikots cilindru virknes aptecésanas uzdevums divas dimensijas
viskozam nesaspiezamam skidrumam magnetiska lauka iedarbiba.

Darba merkis ir izanalizet gan So konkretu uzdevumu, gan galvenus teorijas aspektus,
jo, uzdevumu risinot, rodas vajadziba apskatit dazadu tipu robeznosacijumus, tadus ka:
homogénus un nehomogénus Dirihlé nosacijumus, Neimana, periodiskuma nosacijumus.

nodala tiek formulets matematiskais modelis, kas balstas uz fizikas likumiem: Navje-
Stoksa vienadojumu sistema. Saja nodala diezgan sarezgiti uzdots modelis tiek vienkar-
Sots: nezinamo lielumu skaits tiek samazinats, ievesti bezdimensiju mainigie. Definéts
galvenais petamais objekts Saja darba: Psi-Zeta sistema . Tiek uzdota ari uzdevuma
geometrija.

nodala notiek situacijas analize: izejot no geometrijas un vienadojumu tipiem Psi-
Zeta sistema (|1.7]), pamatota tuvinato metozu izvéle.

nodala ir dots ieskats klasiskaja eliptisko parcialo diferencialvienadojumu teorija.
Ir definéti jedzieni: Dirihle, Neimana un periodiska robezprobléema.

nodalas merkis ir iegt vajos formuléjumus probléemam, kas satur visparigo otras
kartas eliptisko operatoru: Dirihle, Neimana un periodiskai robezproblemam.

Gandriz visos izmantotos avotos:[I],[2],[3], tehnika ir apmeram lidziga, bet biezi vien,
formulejums iegiits tikai kadam specialgadijumam. Liela dala no gramatam: [1],[2],[3],]4],
ari visparinati formulétas probléemas korektiba ir pamatota vienada veida: pieradijumi
balstas uz operatoru ipasibam, kas ir lidzigas tam, kas piemita sakotnejam diferencialo-
peratoram. Tiesi tapéc tada tipa pieradijumus ir viegli adaptét un problemu korektiba ir
pamatota apaksnodalas [1.2.] un [£.3]

nodala ir paradits process, ka var nonakt pie linearas vienadojumu sistemas, apska-
tot visparinati formuletu problemu kada galiga telpa: Galorkina metode. Uzmaniba tiek
koncentréta uz linedaro galigo elementu ieviesanu bazes funkciju loma un to definésanu uz
vienmeérigas un nevienmeérigas triangulacijas. Vel viens nodalas meérkis: iegit formulas
vajadzigo koeficientu aprekinasanai bazes funkcijam un sastadit algoritmu, kas pielauj
precizitates palielinasanu.

Sakot ar[6.] nodalu, tiek turpinata konkrétas problemas analize. Izmantojot teoretiskus
rezultatus, no ieprieksejam nodalam , , formali tiek uzdoti robeznosacijumi Psi-
Zeta sistemai , ir ieguta problemas vaja nostadne, paradita problemas korektiba.



Problemas jaunais formulejums ir izveidots tada veida, lai varetu diezgan atri sastadit
iteraciju procesu vienadojumu sistémas risinasanai. Par to iet runa [7.| nodala.

nodala tiek analitiski uzdots viss, kas vajadzigs galigo elementu koda sastadisanai.
Uzdots nevienmerigais rezgis, definetas afinas transformacijas uz vienibas $tunu, atrastas
formulas galigo elementu matricu aizpildisanai.

nodala rezultati tiek demonstréti grafiski un tabulu veida.

Pielikuma [A] definéti darba ietvertie, neizskaidrotie termini, izmantotas teorémas un

formulas; atrodams sastadits galigo elementu kods.



1. Modela izveide

Klasiskaja varianta viskoza nesaspiezama skidruma plismu magnétiska lauka iedarbiba

apraksta Navje-Stoksa vienadojumu sistema [5]:

ov
p(E—FV-VV) =—-Vp+uAV +F. (1.1)

Turklat jabut speka nepartrauktibas likumam:
V-V =0. (1.2)

Seit V ir gkidruma atrums, p - spiediens, p - blivums un g - dinamiska viskozitate.
No ’tiras’ hidrodinamikas sistemu (1.1),(L.2) atskir saskaitamais F = j x B - elektro-
magnetiskais speks. Ka redzams, tas ir vektors, perpendikulars abiem diviem: j- stravas
blivumam, un B - magnetiska lauka indukcijai.

Magistra darba nolemts analizét bezindukcijas tuvinajumu Sai problémai, ka ari ap-
skatit stacionaro gadijumu (aa—\t[ = 0) divas dimensijas. Lidz ar to, [L.| nodalas merkis ir
sads: iegut pec iespejas vienkarsaku sistemas , formuleéjumu Dekarta koordinates
divas dimensijas.

Formuléjumu vienkarsojot, jasamazina nezinamo funkciju skaits sistema ([L.1]),(L.2)),
jaieved paligmainigie, paliglielumi.

Sakuma jauzzina, ka izskatas saskaitamais F Dekarta koordinates.

Visparinatais Oma likums kustibas gadijjumam ir uzdots sada veida [6]:
j=0c(E+V xB),

kur o - elektriska vaditspéja, E - elektriskais lauks. Tapéc spéka vektora komponentes

uzdotas forma:
F,=-oB,(V,B,-V,B,+E.), F,=0B,(V,B,—V,B,+E,),
Magnetiska lauka indukcijas komponentes izskatas sadi:
B, = cos(«), B, =sin(a),

kur « lenkis starp Oz- asi un indukcijas vektoru. Magistra darba tiek apskatiti divi tadi:

™

azOuna:2.



Tagad var uzrakstit sistemu (|1.1]),({1.2)) Dekarta koordinates:

oV, Ve, Op

aavv—l—paav‘/— g + ulV, + F,

9Vy Dy, 9P 1.3
Pa Vet PG Ve aeruAVerFy (1.3)

o) | Vi) _
oty =0

Nakamais solis ir sads:

levedam bezdimensiju mainigus (apzimejot vecos ar tildi):

\Y% % p F
Vi=— x:=—, p::—p27 F:=——
Vo Lo 2% BgaVy
kur Vy - raksturigais atrums, Ly - raksturigais izmérs. Re = VOVLO .S = Uf@fo ir Reinoldsa

un Stjuarta skaitli, v := % - kinematiska viskozitate, By - raksturiga indukcija.

leved art lielumus: ¢ := % — %Vz - virpulu funkcija,
1 (V24V} SE.A,
p=p+< Yl - . (1.4)
2 ‘/:1:2 + ‘/;/2 SEzAz
Seit A, := ycos(a) — xsin(a). Diferencgjot §o funkciju (kopa ar citiem 'modificata’

spiediena ([1.4)) saskaitamiem) péc telpas mainigajiem, iegust vajadzigo.

Tada gadijuma speka komponentes arl mazliet vienkarsSojas:

F, = —-S(V,sin*a + V, sinacos a),

T
I

, = S(Vysinacosa — V, cos® ).

legiist sistemu:
—(V, = =2 + Re'AV, + SF,,

(Vo =—% + Re 'AV, + SF,, (1.5)
o) o _
o Ty =0,

Lai samazinatu nezinamo funkeciju skaitu sistema (1.5)), var izdarit vel sekojosas lietas:

1. Pirmo vienadojumu sistema (1.5)) diference péc mainiga y. legist:

LV, ¥ 8%p (Ve | OV | OF,

Oy 8_yvy -  Ozdy - fie (8x2y oy ) oy’

2. No iegutas izteiksmes atnem otro vienadojumu, atvasinatu pec mainiga x. Nemot

vera nepartrauktibas vienadojuma (tresa vienadojuma sistema (|1.5])) izpildi, iegiist:

_Cavy_ca%_gv 82’ 83\/ 83\/ 83V 63V)+
y or oy "’ x xay yax 8x y Oy 013 Oylx




oF, OF,

dy Ox

+5

PV, PV, PV, P,

3. Izmantojot faktus, ka (6x2y + T 6y2x) = —/A( un
OF, OF, ov, . V. Ve . .
-5 9 +S 8; = 5, Simacosa — 8—;COSQO( + 9 sin? o — 8—yysmacosa,

pédeéjais solis ir potenciala jeb stravas funkcijas ieviesana:

op . Oy _

un nezinamo funkciju skaita sistema (1.5 samazinasana lidz divam:

%:

Re 'AC+ J(,¢)+ Sf =0,
_Aw = Ca

(1.7)

oY 0 oY 0 ~ ~ sin® o sin o cos «
kur J(6.0) = g = Gooe, [ =V (AVe), A=

sinacosa cos® o

Definicija 1. Sistému (|1.7)) sauc par Psi-Zéta sistému.

1.1. Cilindru virkne

Lidz $im nebija skaidrs, kada veida apgabals ir uzdots telpa R? Dekarta koordinates,

kura ir uzdota sistema (|1.7]). Magistra darba ir nolemts analizét bezgaligo cilindru virkni

divas dimensijas. Trijas dimensijas virknes fragments paradits [L.| attéla:

1. att. Cilindru virknes fragments



Uz plaknes virkne izskatitos sadi attels, apskatits skersgriezums):

2. att. Bezgaliga cilindru virkne divas dimensijas

Lai visu bezgaligo apgabalu izanalizetu, pietiek izdalit galigu apaksapgabalu €2
attels) un uzdot simetrijas un periodiskuma robeznosacijumus. Pagaidam neuzdodot
tadu apgabalu un atbilstosus robeznosacijumus koordinates, var vienkarsi, skatoties uz
attélu izsecinat, ka par simetrijas asim derétu izvéléties I'y un I'y. Periodiskumam
jaizpildas uz apgabala robezas I's. Uz lokiem I's jauzdod nosacijumi, piemeroti cietam

virsmam. Formali tas tiks izdarits [6.] nodala.

2. Psi-Zéta sistémas analize

Ta ka tagad ir skaidrs, kdada tipa geometrija ir izvélétajam uzdevumam un ka izskatas
diferencialvienadojumi, kas apraksta fizikalo problemu, ir pienacis laiks pienemt lemumu,
kadas metodes tiks izmantotas sistemas atrisinajuma atraSanai.

Sistéma ir divu linearu eliptisku vienadojumu sistema (katrs eliptisks attieciba
pret vienu no nezinamam funkcijam. Otru funkciju $saja gadijuma uzskata par fiksetu).
Eliptiskums un linearitate tiks formali paraditi nodala, bet pagaidam vajag saprast

sekojoso:

1. Merkis ir iegut skalaru lauku ), jeb stravas funkcijas vertibas apgabala (2 punktos.
Vajadzibas gadijuma no vektora potenciala sadalijjuma ir jamak dabut ari atruma
vektoru lauks V. Tas nozimé, ka So problemu skaitliski analizéjot, pilniba pietiktu
ar linearo aproksimaciju. Pirmais vienadojums sistéma satur otras kartas par-
cialos atvasinajumus (ta skaita ari jauktos). Ta ka So sistemu apskata ka eliptisko

robezproblemu virkni, visdrizak ir jakonstrue iteraciju process. Lai katra soli tadu

10



problemu risinatu, jaiegust attiecigo robezproblemu vajas nostadnes kas laus at-
vieglot prasibu par otras kartas nepartrauktu parcialo atvasinajumu eksistenci lidz

pirmas kartas visparinato atvasinajumu eksistencei.

2. Otrkart, uzdevumam ir diezgan sarezgita geometrija. Analitiska atrisinajuma at-
rasana, pat kadam vienkarsotam sistemas (1.7) variantam butu loti gruts vai pat
neiespejams uzdevums. Universala metode, kas tiek gala ar grutibam, kurus rada sa-
das geometrijas ir galigo elementu metode , kas labi saskanojas ar robezproblemu

vajam nostadném. Linearu elementu izvéle Saja gadijuma biitu pilnigi pietiekosa.

Tagad tiek piedavatas 3 nodalas, kuras ir izklastita eliptisku robezprobléemu teorija,
jo dazi operatori sistema (|1.7)) ir eliptiskie operatori, uzdoti vispariga forma, ka ar1 galigo
elementu metodes, kuru var pielietot pakapeniski katra soli vienai eliptiskai problemai,

pamataspekti.

3. Parcialo diferencialvienadojumu eliptiskais tips
Apskatisim otras kartas linearu parcidlo diferencialvienadojumu

— (a(x, Y) Uy +2b(z, Y)ugy +c(x, y)uy,) +d(z, y)uy +e(z, y)u, + f(x,y)u = g(z,y), (3.1)

kas matricu-vektoru forma parrakstams sadi:

Lu =~V - (AVu) +b"Vu + f(z,y)u = g(z,y), (3.2)
Y b Y d Y
kur (z,y) e Q CR? A= a@,y) blz,y) , b= (®.9)
b(z,y) o,y e(z,y

Ir pienemts, ka matricas A un vektora b elementi, funkcijas f un g - apgabala €2 iero-

bezotas funkcijas.

Definicija 2. [2] Vienadojums (3.2) ir eliptiska tipa vienadojums punkta (x,y), ja detA >
0 punkta (z,vy).

Definicija 3. [2] Vienadojums (3.2) ir eliptiska tipa vienadojums apgabala Q, ja detA > 0
V(z,y) € Q.

Definicija 4. [2] Linears diferencialoperators Lu ir eliptisks, ja matrica A ir simetriska

un pozitivi definita V(z,y) € Q.

11



3.1. Probléemas eliptiska tipa vienadojumiem

Definicija 5. [2] Problemu

Lu= -V - (AVu) + b"'Vu + f(x,y)u = g(z,y),Q

(3.3)
u=20, 09
sauc par Dirihlé probléemu.
Definicija 6. [2] Problemu
Lu= -V - (AVu) + b"'Vu + f(x,y)u = g(z,y),Q (3.4)

AVu-n = h(z,y), 09,

kur n - apgabala ) aréja normale, sauc par Neimana probléemu.
Dazreiz uz apgabala 2 divam paralelam malam var bt uzdoti ari periodiskuma nosaci-

JU.

Definicija 7. Par periodiskiem robeznosacijumiem attieciba uz paralelam malam I'; un

I';, x vai y ass virziena, sauc nosacijumus forma

u(z,y)|r, = u(z,y)lr,, AVu(z,y) - nlr, = AVu(z,y) - 0lr,. (3:5)

Definicija 8. Problemu

p

Lu= -V - (AVu) + b'Vu + f(z,y)u = g(z,y),Q

U(ZE,y) r; — U(x7y)‘rj7
AVulr,y) Ale, = AVu(r,y) -,

(3.6)

kur m - apgabala ) areja normale, sauc par periodisko problemu.

Piezime 1. Pienemts, ka nehomogenitate ir problemas vienadojuma un robeinosa-
cijumi doti homogeni. Vajadzibas gadijuma, Dirihle problemu ar nehomogéniem nosaci-

gumiem var reducét uz Sadu formu.

Piezime 2. Pienemts, ka OS2 - Nepartraukta péc LipsSica apgabala €2 robeZa @)

12



4. Eliptisko robezproblému atrisinamiba telpa #!

Robezproblemu visparinatas nostadnes dod iespeju apskatit atrisinajumus, kuri ir
meklejami funkciju telpas, kas neatbilst klasisko atrisinajumu teorijai (klasiska gadiju-
ma, u € C%(Q)NC°(Q) Dirihle problemas gadijuma un v € C%(Q)NC(Q) Neimana
problémas un periodiskas problémas gadijumos, [2]).

Merkis ir parrakstit problemas formulejumu operatoru vienadojuma forma a(u,v) =

f(v), precizéjot funkciju u un v telpas.
Definicija 9. Funkciju telpu H reizinajuma H x H definetu attélojumu
a(u,v): H x H — R sauc par bilinearu formu, ja ir speka sadas aksiomas:
Va € R Yu,v,u,v; € H :
1. a(au,v) = a(u, av) = aa(u,v),
2. a(u+ uy,v) = a(u,v) + aluy, v),
3. a(u,v +v1) = a(u,v) + a(u, v1).
Citiem vardiem, operatoram a(u,v) jabut linearam péc abiem argumentiem.
Definicija 10. Funkciju telpa H definetu attelojumu f(v) : H — R sauc par linedaru

funkcionali, ja ir speka aksiomas:

Va € R Vv, v, € H:
L. flav) = af(v),
2. flu+wv) = f(v)+ f(v1).

Definicija 11. Problemu, kas skan sadi:

Atrast funkciju uw € H, kas apmierina vienadojumu
a(u,v) = f(v) Yv € G,

kur a(u,v) - bilineara forma, f(v) - linears funkcionalis,

sauc par matematiskas fizikas problemas vajo jeb visparindato nostadni.

13



Tada tipa problemai literatira var atrast dazadus rezultatus, kas garante tas atri-
sinamibu un atrisindjuma unitati pie zinamiem nosacijumiem uz problémas vienadojuma
labo un kreiso pusi noteiktas funkciju telpas. Diezgan reti tas tiek pieradits eliptiskam
operatoram, uzdotam vispariga forma (ka Psi-Zetas sistemas gadijuma) - parasti tas tiek
izdarits tikai specialgadijumam - Laplasa operatoram. Tapéec nakamajas apaksnodalas

uzmaniba tiek veltita tiesi visparigam eliptiskam operatoram.

4.1. Robezproblemu vajas nostadnes
Vajs formuléjums tiks iegiits robezproblemam (3.3)), (3.4) un (3.6). So problemu vien-
adojuma
—V - (AVW) + 0" Vu + f(z,y)u = g(x,y)
abas puses reizina ar funkciju v(z,y). Funkciju v : Q — R sauksim par testa funkciju, ja
ta ir pietiekami gluda, jeb ja v € C*°(9).
leguto izteiksmi
~V - (AVu)v + b"'Vuv + f(z,y)uv = vg
integre pa apgabalu Q: ([1], [7])

— [V (AVu)vdr + [ V' Vuvdr + | f(z,y)uvdr = [vgdz. (4.1)
A

Q
Turklat, vienadojuma 1) “galvena dala”— [V - (AVu)vdz tiek integréta parciali.
0

Parcialas integresanas formula iegtita parveidojot:

v(auy + appu
VAV = 7« [ TN b ) + (00t + azy)y —

v(aguy + axuy)
= Ux(allux + Cllguy) + v(allum + alguy;,;) + Uy<aglug3 + agguy) + v(agluxy + agguyy) =
= Vvl AVu + V - (AVu)v.

Integrejot pa apgabalu €2, iegust:

/V - (AVu)vdx = /V - (vVAVu)dx — /VUTAVudx
Q Q ¢

Turklat, divergences teorema ([A] dod:

/V - (VAVu)dx = /v(AVu)nda,

Q o

14



kur n - apgabala ) areja normale. Lidz ar to, vienadojums (4.1 ir uzrakstams sadi:

- /U(AVu)ndU + /V’UTAVUCI:U + /bTVuvdx + /f(:v,y)uvdx = /gvdx. (4.2)
Q Q

o0 Q Q

Talak svarigu lomu spélé robeznosacijumu tips. Dirihlé nosacijumu gadijuma tes-
ta funkcijai ir prasiba v(z,y) € C3(Q). SI testa funkciju klases apaksklase ietver sevi
funkcijas, kas pienem nulles vertibas arpus valéja apgabala 2 . Tada gadijuma,
pirmais saskaitamais vienadojuma kreisaja pusé ir nulle. Neimana nosacijumu ((3.4)
gadijuma, $§Tm saskaitamam ir svariga loma un tapéc netiek prasits lai s1 funkcija ir nulle

uz apgabala robezas, proti v(z,y) € CH(Q) un — [v(AVu)ndo = — [ hvdo.
o9 B

legiits formuléjums (4.2)) atbilst formai a(u,v) = f(v), kur:
1. Dirihle problemai (3.3)), periodiskai problemai (3.6]):

a(u,v) = [Vl AVudz + [b'Vuvdz + [ f(z,y)uvdz,
0 0 0

(4.3)
fw) = Jvgde,
0
2. Neimana problemai ({3.4):
a(u,v) = [Vl AVudz + [b"Vuvde + [ f(z,y)uvdz,

f(v) = [gvdx + [ hvdo,
Q G)

Piezime 3. Spéka linearitates un bilinearitates aksiomas objektiem f(v) un a(u,v), kas

seko uzreiz no integrala ipasibam.
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Funkciju telpas

Matematiskas fizikas problemu, kas tika apskatitas nodala, vienadojumi tagad ir
parrakstiti vajadziga forma. Otrais solis visparinata formuléjuma iegiisanai - noradit
funkciju telpas, kuras problemas atrisinajums v un testa funkcija v ir meklejamas. Abos
gadijumos (4.3),(4.4) lielumiem a(u,v) un f(v) jabut galigiem. Tapéc tiek prasits lai
funkcijas v un v, ka ari to parcialie atvasinajumi btitu funkcijas no kvadratiski integréjamu

funkciju klases.

Definicija 12. [3] Pie 1 < p < oo, telpu LP(2) define sadi:
P(Q) ={u: /]u(x)]pdx < o0}
Q
Telpa LP(S2) definé normu

lullzo = lfullog := ( / () Pdz)b

Q

Telpa L*(Q) ir Hilberta telpa, ja taja ir definets skalars reizinajums

(u,v)r2 :== (u,v)g := /uvdm.

Q

Definicija 13. [3] Funkciju w € L*(Q2) sauc par funkcijas u € L?*(f2) visparinato atvasi-

najumu, ja
(u,0°v)o = (=) (w, v)y katrai testa funkcijai v € C°(9),
kur a = (ay, ..., a,) - multiindekss, |« := Zlozl, 0% : g: : g;;.

Tas, savukart, nozime, ka funkcijas u atvasinajumi 0%u var ari neeksistét tiesa veida,
bet tikai zem integrala un attieciba pret testa funkcijam. Funkcijas atvasinajuma 0%u

visparinajumu apzimé ar D%u.

Definicija 14. [3] Pie m > 0 un p > 1, Soboleva telpu W™?(Q) define sadi:
WmP(Q) = {u:u e LP(Q), Du € LP(Q), |a] < m}.

Telpa W™P(Q) definé normu:

1
[ullmp = (> 1D%ulf,)?

laj<m
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Telpa W™2(Q) ir Hilberta telpa, ja taja ir definets skalars reizinajums

(U, V) := Z (D%, D)o,

laj<m

un to apzimé ar H™(Q) := W™2(Q).
Definicija 15. [1] Telpu H}(Q2) define sadi:

Hy(Q) ={u:ue H(Q); u=0,00}.

Telpai H' pieder kvadratiski integrejamas funkcijas kopa ar visiem saviem visparinatiem
parcialiem atvasinajumiem, kuriem ari jabtit kvadratiski integréjamam funkcijam, un pie-
némums, ka problemu un atrisinajumi pieder $ai telpai garante lielumu a(u,v)
un f(v) eksistenci. Dirihle problemas visparinata formulejuma atrisinajumu ir verts
meklét §is telpas apakstelpa HJ, jo $aja gadijuma robeznosacijumi u = 0, 99 ir ieklauti
telpas definicija. Neimana problémas visparinata formuléjuma atrisinajumam japie-
der telpai H' un robeznosacijumi $aja gadijuma ir ieklauti funkcionala f(v) izteiksme.

Parasti pienem, ka testa funkciju telpa sakrit ar atrisinajuma telpu ([1])

Vienadojumam a(u,v) = f(v) tagad var precizét atrisindjuma un testa funkciju telpas.

Faktiski tika iegutas divas lietas:

1. Dirihle problemas (3.3) vaja nostadne:

Atrast funkciju u € HL(Q), kas apmierina vienadojumu
a(u,v) = f(v) Yo € Hy, (4.5)
kur a(u,v), f(v) ir forma (4.3).

2. Neimana problemas (3.4) vaja nostadne:

Atrast funkciju w € HY(Q), kas apmierina vienadojumu
a(u,v) = f(v) Yo € H, (4.6)
kur a(u,v), f(v) ir forma (4.4)).
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Pec Dirihle un Neimana robezproblemu parauga var izvest ari formuléjumus periodiskam
robezproblemam. Ka jau ieprieks bija definéets, (3.6]), periodiskie nosacijumi ir funkcijas
vertibu un funkcijas atvasinajuma periodiskums attieciba uz kddam divam paralélam

malam:

U(l‘,y) ry = U(ZC, y)’Fj7 AVU(SC, y) ’ sz = AVU(Q?,y) ’ /ﬁ’Fj' (47)

Nav gruti ieraudzit, ka pirmaja gadijuma situacija ir lidziga Dirihle nosacijumiem, otraja
- Neimana nosacijumiem, vieniga atskiriba: tie nav atklati uzdoti. Pienemsim tagad,
ka attalums starp malam I'; un I'; ir [ un tiek apskatits periodiskums z ass virziena.
Pienemsim ari, ka robezas atlikusaja dala ir uzdoti homogeni Dirihle nosacijumi. Tad

eliptiska tipa vienadojumam, uzdotam vispariga forma var rakstit:

— /U(AVu)nda + /VUTAVudx + /bTVuvdx + /f(x,y)uvdx = /gvdx. (4.8)
Q Q

o0N Q Q

Integrejot pa kontiiru OS2, orientacija mainas, sasniedzot malu I';, lidz ar to:
—/U(A nd0+/U(AV nda+/VvTAVud$+/bTVuvda:+/f(x,y)uvdx = /gvd:v.
o5 Q Q Q Q

(4.9)
Var uzreiz saprast, ka atvasinajuma periodiskums vienmer izpildisies, vaji formuléjot pe-

riodisku problemu. Testa funkciju un atrisinajuma telpam tad paliek uzdot ierobezojumu

uz funkciju vértibam uz attiecigaim malam. Definésim sadu telpu:
H&px(Q) ={u:uec HY(Q); u=0,00)\ DD, wxy) =ux+1y), IUly}

Lidz ar to, periodiskai robezprobléemai ar homogéniem Dirihlé nosacijumiem uz
OQ\ I'; \ Iy, vajs formulejums izskatisies sadi:

Atrast funkciju u € H&px(ﬂ), kas apmierina vienadojumu

a(u,v) = f(v) Yv € Hy (4.10)

2

kur a(u,v), f(v) nosaka (4.9).

4.2. Visparinata atrisinajuma eksistence un unitate

Definicija 16. Funkcijas, kas apmierina prasibas (4.5), (4.6) un (4.10) sauc, attiecigi,
par problemu (3.3)), (3.4) un (3.6) visparinatiem atrisinajumiem.
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Visparinata atrisinajuma eksistenci un unitati garante vairakas literatura atrodamas
lemmas. Tas, savukart, prasa lai dazas bilinearas formas a(u,v) un lineara funkcionala

f(v) 1pasibas izpilditos.

Definicija 17. [I] Hilberta telpu reizinajuma H x H definétu bilinearu formu a(u,v) :

H x H — R sauc par H-eliptisku, ja
By >0, Vu € HAllul} < a(u, ).

Definicija 18. [3] Hilberta telpu reizinajuma H x H definetu bilinearu formu a(u,v) :

H x H — R sauc par nepartrauktu, ja
I\ >0, Yu,v € H |a(u,v)| < A||ul|lg|lv] -

Definicija 19. Normeta telpa H definetu linearu funkcionali f(v) : H — R sauc par
nepartrauktu, ja

AM >0, Vv € H |f(v)] < M|v||g.

Nakamais rezultats garanté atrisinajuma eksistenci un unitati:
Laksa-Milgrama lemma. [I]
Ja Hilberta telpu H reizinajuma H x H definéta bilineara forma
a(u,v) : H x H — R ir nepartraukta un H-eliptiska, linears funkcionalis f(v) : H — R -
nepartraukts, tad uzdevumam, kurs skan sadi:

Atrast funkciju u € H, kas apmierina vienadojumu a(u,v) = f(v) Yv € H,

ir viens vienigs atrisinajums.
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Dirihle, Neimana un periodiskai problemam atbilstosiem uzdevumiem (4.5)), (4.6)),

(4.10)) nav gruti paradit, ka Laksa-Milgrama lemmas nosacijumi izpildas.
1. Bilinearas formas a(u, v) nepartrauktiba. Problemas (4.5)), (4.6) un (4.10),

a(u,v) = /VUTAVUCZ[E + /bTVuvdx + /f(m,y)uvdm.
Q Q Q

Lai paraditu, ka |a(u, v)| < M|u||g1]|v]| g1, izteiksmi a(u, v) parraksta forma:

a(u,v) = Z (aij(z,y) - O"u, &v)L,,

0<4,j<2
kur funkcijas a;;(z,y) ir:
Qoo Qo1 Qo2 f(ff; ?/) 0 0
aip an app | = | d(z,y) a(x, Y) b(% y)
Q20 G21 (22 e(r,y) blr,y) c(x,y)

- vienadojuma (3.1]) koeficienti - apgabala (2 ierobezotas funkcijas. Tad var rakstit
(izmantojot KosI nevienadibu (A} [L1])):

ja(u, o) = | S (ay(e,y) 0w, d0),| < XS 0%l 2]|0]) 12 =

0<i,j<2 0<4,j<2

= | [l o gy | f Qo o ) = Ml ol
Q Q
(4.11)

kur A = max {C: a;(z,y) < C}.

0<ij<2
2. Bilinearas formas a(u,v) H'-eliptiskums.

Seit ir japarada, ka a(u,u) > 7||ul|%,. Atkal parraksta:

a(u,u) = Y (ay(z,y) - 0'v,¥u), >0 / (Jul? + lue|* + fuy[*)dz+

0<i,j<2 Q

+ > (ai(e,y) - 0'u,Pu), > 7/(!UI2 + |ug|* + uy [*)dz = v,
0<ig<2 o
1F]

kur 1 = min {C": az(2,y) > CF.
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3. Lineara funkcionala f(v) nepartrauktiba.

(a) Problemas (4.5), (4.10), f(v) = [gvdx. Seit japarada: |f(v)| < M|v|m. To
Q
var paradit, atkal izmantojot Kosi nevienadibu , :

[f @) = (g, v)2| < N flle2llgllz2 < MJo| -

(b) Problema 1} f(v) = [gvdx + [ hvdz. Nepartrauktibu $aja gadijuma, pie-
Q o0

meram, gramata [1], pierada izmantojot rezultatu:

Ja 00) - Nepartraukta péc Lipsica apgabala Q robeza, tad
dK > 0: Y S Hl(ﬁ) ||U||L2(8Q) S KHUHHl(Q)

Tad, nemot véra ieprieksejo novertejumu (3a)) un atkal izmantojot Kosi ne-

vienadibu (A] [11)), var rakstit:
|f(0)] < 1(g,v) 2| + (A, ) L2(50)] <

< M||v||gra) + |l z2@oy [Vl z200) = MV m1) + Killvllrz0) <

< M|l + K1 - Kol ) < max{M, K; - K}|[v]| .

4.3. Visparinata atrisinajuma stabilitate

Stabilitati rada atkal izmantojot bilinearas formas a(u,v) H-eliptiskumu. Visparina-
tam atrisindjumam u jabit nepartraukti atkarigam no datiem f(v), tatad ir jabut speka:
(I31)

[l < 1F ()] (4.12)

Funkcionala f(v) normu izvelas forma sup |f(v)

. Bilinearas formas a(u, v) H-eliptiskums
veH! ||U ‘ | H?
dod:

YullFn < alu,u) = f(u),

un, savukart,

£) < A1 el = sup L]

SUP Tl el

no kurienes seko prasibas (4.12)) izpilde.
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5. Probléemu diskretizacija

Saja nodala jaiegist problemas

Atrast funkciju v € H(QY), kas apmierina vienadojumu
a(u,v) = f(v) Yv € H, (5.1)

diskrétais analogs, balstoties uz telpas diskretizacijas pieeju [I]. Saja gadijuma tiek ap-
skatita telpas H apakstelpa, kurai ir galiga dimensija. Problemai (5.1]) atbilstosa diskreta

problema izskatas Sadi:

Atrast funkciju u € Hyp(Q2), kas apmierina vienadojumu
a(up,vp) = f(un) Yo, € Hy,. (5.2)
Uzdevumam ar1 eksiste viens vienigs atrisinajums, jo ir speka telpu ieklausanas [I]:
H,CH', H,C Hy un H, C H&p.

Telpas Hj dimensija jeb bazes elementu skaits ir N ~ % un pie h — 0, dim H;, — oc.

5.1. Galorkina metode telpa #!

Definicija 20. [4] Kopu no N telpas Hj, lineari neatkarigiem elementiem

S = {1/}1,...1/1]\[} (53)

sauc par bazi telpa Hj, ja

Vie{l...N}YypeHIg eR: ¢ = gj@%

jeb ja katru telpas Hj elementu var iz%zilkt ka bazes elementu linearo kombinaciju. [§]
N-dimensiju telpa Hj, izvelas kadu bazi S un apskata N vienadojumus, katra i-ta gadi-

juma, i € {1... N}, par testa funkciju v, € Hy, izveloties bazes funkciju ¢; € Hy:

a(up, ;) = f(;) Vie {1...N}.

N
Elementu u;, mekle bazes funkciju linearas kombinacijas forma ) &;1;:
j=1

G(ij%,wi) = f(¢s) Vie {1...N}.
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Objektu a(up,v,) un f(vy) bilinearitates un linearitates ipasibu del:

a%ﬂ/& ] f('ébz)VZe{lN}

Mz

j=1
ST N vienadojumu sistéma attieciba pret nezinamiem ¢&;, j € {1... N}, parrakstama arT
matricas forma:

Ag=f, (5.4
kur ai; = a(y, ¥i), fi = f(4).
Seit ir verts atgadinat, ka bilineara forma a(u,v) ir H'-eliptiska, un I ipasiba tai piemit
ar1 telpa Hp, jo ir speka $o telpu ieklausana. No bilinearas formas a(uy, vy) Hp-eliptiskuma
seko ka matrica A ir pozitivi definita , un lidz ar to, nesingulara: T A¢ > 0 VE € RY, kur

= (a(¢;,9:)), 1 <i,j <N, jo

N
V6, & ER ETAS =D (), 06,
ij=1
un bilinearitates, H'-eliptiskuma dél:
N N N
Za(%‘, $i)&;& = G(ij¢j> Zfz‘¢z‘) = a(up, un) > ||upl[ g > 0.
ij=1 j=1 i=1

N
Vektora £ = A™! f noteiksana ir pedejais solis tuvinata atrisinajuma u, = Y &;1; izteik-

smes noteik§ana. Bazes funkciju ¢;, j € {1... N} izvele Galorkina pieeja netiek precizeta;

taisot linearu aproksimaciju, tas parasti tiek izdarits definejot galigo elementu telpu.

5.2. Galigo elementu telpa

Linearas algebras uzdevuma atvieglosanai prasa lai matrica A bitu vaji aizpil-
dita. Tas savukart ir atkarigs no bazes funkciju (5.3)) izveles. Tiesi tapec, bazes funkcijas
galigo elementu metodé ir definétas lokali, uz apgabala 2 atseviskiem apaksapgabaliem
jeb elementiem. Apgabalu ) sadala pilniba tados elementos. Elementu skaits tad ir ciesa
sakara ar bazes funkciju skaitu.

Prasa ari lai bazes funkcijas biiti gabaliem linearas vai gabaliem polinomialas funkcijas,
kas garante lielumu a;; = a(y;,¢:), fi = f(&) eksistenci, jo tada tipa funkcijam eksiste
to visparinatie atvasinajumi, nepiecieSami $o lielumu aprékinasanai.

(Galvenais metodes aspekts tomer ir apgabala sadales apaksabgabalos jeb triangulacijas

realizesana apgabalam .
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Definicija 21. [I] Ierobezota apgabala 2 C R" sadali 7j, uz elementiem 7" C R, T' € T,

sauc par apgabala () triangulaciju, ja ir speka

1. 0= U T.
TeTh

2. VT € T: T - slegta, int(T) # 0, OT - Nepartraukta pec LipSica robeza.

3. VI, T; € T, 1 # j : int(T;) Nint(T;) = 0.

Turklat gadijuma kad apgabalu sadala daudzskaldnos, pastav vel ceturta prasiba:

4. VT; € Ty : katra T; skaldne ir vai nu cita elementa 7} skaldne, vai ari ta pieder

apgabala 2 robezai 0f).

Visbiezak tiek izmantoti polinomialie elementi, tapéec definéjot galigo elementu telpu,

tiek izmantota tiesi ST pieeja.
Definicija 22. Telpu
S = {u e CUQ) : uly, €11, T} € Ty}

sauc par m-tas kartas polinomialo galigo elementu telpu attieciba uz triangulaciju 7.
nodala apskatitas problémas ir divdimensiju problemas, un vispopularakais divdi-

mensiju apgabala sadales veids ir sadale trijsturos. Tada gadijuma jebkuriem diviem

triangulacijai 7;, piederoSiem trijstiiriem jabiit vienai kopigai malai. Prasibas izpilde

un neizpilde paradita [3.] attela:

a0
a0

it a0 an a0

an (0]

3. att. Trijsturiem 1 un 2 nav speka ipasiba 4
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Par galigu elementu parasti sauc jebkuru kopas 7, elementu, bet pastav ari visparigaka

galiga elementa definicija, kas aptver uzreiz vairakus metodes aspektus.
Definicija 23. [I] Par galigu elementu telpa R™ sauc trijnieku (7, P,X), kur:
1. T - slegta, int(T) # (), OT - Nepartraukta pec Lipsica robeza.
2. P - definétu uz T funkciju T" — R telpa.

3. X - lineari neatkarigu linearu funkcionalu ; galiga kopa ar 1pasibu:

Vo e RIpe P: pi(p) = .

Tatad, galigo elementu raksturo bazes funkcijas p € P, definétas saja elementa un
brivibas pakapes ;. Kopas X ipasiba lauj viennozimigi noteikt linearas vai polinomialas
funkcijas, definetas uz elementa 7. Gadijuma kad brivibas pakapes ir veida p — p(a;), kur
a; - mezgla punkti, bazes funkciju (uzdotas pakapes polinomu) atrasana ir interpolacijas

uzdevums.

Aproksimacijas kvalitate

Skaidrs, ka aproksimacijas kvalitate ir atkariga no gabaliem polinomialo bazes funkciju
kartas izveles. Bet pasam par sevi Galorkina atrisinajumam, bazes funkcijas neprecizéjot,
literatiira ir loti biezi sastopama lemma, kas garanté, ka ar precizitati lidz konstantei,
diskrets atrisinajums wuy ir tikpat tuvs nepartrauktam atrisinajumam, cik tuva jebkura
cita funkcija no H':

Ceas lemma [3], [I] Pie nosactjumiem, ka bilineara forma a ir nepartraukta un H'-

eliptiska, problemu un atrisinajumi u un uy pie kadas C' > 0, apmierina:
lu = unller < € inf Jlu—va]m.

Tas arl nozime, ka aproksimacija uy, ir vislabaka. Pieradijums, protams, balstas uz bili-
nearas formas H!-eliptiskumu.[I, 109 lpp.]
Ceas lemmas apgalvojums ir atsléga visiem turpmakiem konvergences rezultatiem: pie

nosacijuma, ka nepartraukts atrisinajums u € H*!, var pieradit, ka
lu = upll () = O(RY)
[T, 136. Ipp]

25



5.3. Linearie Lagranza elementi
Definicija 24. Linearie Lagranza elementi ir telpas
S = {ue C%Q) : uly, € I VT; € Th}

elementi.
Saja apaksnodala tiks atrastas analitiskas izteiksmes bazes funkcijam viena un divas
dimensijas standarta tipa apgabaliem. Iegutos rezultatus var likt pamata nestandarta

apgabala () analizei Psi-Zeta sistemai (1.7)).

Viendimensijas gadijums

Viendimensijas gadijuma bazes funkcijas konstrue uz intervala (a, b). Intervalu sadala

nogrieznos I; = (z;_1,%;), a = xg < 11 < -+~ < 1, = b (4] attels:)

4. att. Nevienmerigais rezgis

Tada gadijuma, katrs i-tais elements I; ir asociets ar mezgla punktiem x; ; un x;.
Elementa brivibas pakapes — vertibas ¢;(z;) — lauj viennozimigi noteikt linearu funkciju,
definétu uz elementa I;; parasti tiek izvelets ¢;(z;) = 6;;. Katras bazes funkcijas ¢; neséjs
, tad ir elementu /; un I;;; apvienojums.

Taisnes vienadojums katra no elementiem ir ax + b un diviem elementiem [I; un [,
ar kopigo rezga punktu z;, ieverojot prasibu ¢;(x;) = 0,5, var sastadit divas linearas

vienadojumu sistémas koeficientu a un b katram elementam noteiksanai:

ar; +b=1

(5.5)
ari—1 +b=0,
un
ar; +b=1
(5.6)
ar;y1 +0=0.
a 1
Sistemas (|5.5)) atrisinajums ir = | @me ],
b o Ti—1
Ti—Ti—1
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1
Tit1—Ti

a j—
Sistemas (|5.6)) atrisinajums ir =
b Tit1
Tit1—T4
Bazes funkcijas ¢;(x) analitiska izteiksme tad ir forma:

—z__mi__l , X € IZ
Li—Tij—1

¢i(x) = ;L—l__j, x € lin (5.7)
0, citur,

kur i = 0..n. Izveloties i € {1,..n — 1}, iegust bazes funkcijas Dirihle problemas (3.3)
viendimensijas variantam. Tada gadijuma, uz elementa [, ir defineta tikai augosa funkcija,
uz elementa I, - tikai dilstosa, kas garanté homogena Dirihlé nosacijuma izpildi. (5.

attels:)

0p ]
038 ]
07 ]
06 ]

0,5

03
02

014

x
I 5 I I i

5. att. Bazes funkcijas ¢1 — ¢4, n=5

Izveloties ¢ € {0,..n}, iegiist bazes funkcijas Neimana problémas (3.4) viendimensijas
variantam. Ir pievienotas divas nepilnas bazes funkcijas, kas nepienem nulles vertibas

intervala galapunktos (6. attels:)

6. att. Bazes funkcijas ¢y — ¢5, n=5
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Periodisko robeznosacijumu gadijuma ir jaizvelas i € {0,..n — 1}, jo vienai bazes funkci-
jai obligati jabit periodiskai. Viendimensionals gadijums palidz saprast, kada veida ir

jauzdod baze divas dimensijas.
Divdimensiju gadijums
Divas dimensijas taisnsttira apgabalu {2 vienmerigi sadala trijstiros:

Definicija 25. Par taisnstirveida apgabala vienmeérigu triangulaciju sauksim apgabala
sadali ar Iinijam z = th, y = jh, y =th —x, 4,5 = 1.N + 1 attels). Par virsotnem
tad sauc ieksejos rezga punktus un katru gabaliem linearu bazes funkciju asocié ar kadu

virsotnl.

a0

a0 \ a0

a0

7. att. Vienmeériga triangulacija ar ¢etram virsotnem

Funkcijai ¢;;(x,y) ir prasiba: ta piepem vertibu 1 uz virsotnes (ih, jh) un lineari dilst
katra no sesiem blakus esosiem trijstiriem. Katras bazes funkcijas ¢;;(z,y) nesejs ir So

sesu trijstiiru apvienojums (8 attels).
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((i-1)h,(j+1)h) (ih,(j+1)h)

Ty
T i?
. ‘ ((i+1)h,jh)
O O
((-1)hjh) T
\ 1 T5
(ih,(j-1)h)

8. att. Asociétas ar virsotni (ih, jh), bazes funkcijas neséjs

attela shematiski paradits virsotnu izvietojums. Plaknes vienadojums katra no
trissturiem T, k = 1..6 ir forma ay + byx + ey, (x,y) € Tk.
Zinot 8o sesu virsotnu koordinates, var atrast koeficientu ay, by un ¢, k = 1..6 vertibas,

atrisinot sesas linearas tris vienadojumu sistémas:

ap + bpry +cpyr =1
ap + bpwa + cpyp =0 (5.8)
ap + brprs + cpys = 0,
kur (z1,11) = (ih, jh) - virsotne, kura ¢;; = 1, un (22,42), (v3,ys) - paréejas divas k-ta
trijstiira virsotnes (8.| attéels).
Lz w

Sistemas (5.8)) matricair | 1 z, v, |, kuras determinanta puse ir patvaliga trisstira

I z3 ys
ar virsotném (x;,y;), ¢ = 1..3, laukums. Tada gadijuma, formula 3 x 3 matricas inversas

29



matricas aprekinasanai dod:

Qj T2Ys — T3Y2 T2Ys — T3Y2 T2Ys — T3Y2
1 1 1
- o - _ = — 5.9
by, det(A) Y2 — Y3 55 Y2 — Y3 02 Y2 — Y3 , (5.9)
Cp T3 — X2 T3 — X2 T3 — X9
kur S - trisstara laukums, vienmeériga rezga gadijuma, S = %hQ.
Bazes funkcijas ¢;; tad ir forma:
(
ay +bir+ a1y, (v,y) €Ty
ag + box + coy, (w,y) €Ty
az + bsx +c3y, (v,y) € Ty
ay + by + gy, (z,y) €Ty (5.10)
as + bsr + csy, (v,y) € T
as + bgr + cgy, (v,y) € Ty
0, citur,
\
kur T} — T - trissturi, asociéti ar virsotni (¢h,jh). Trisstari T;, ¢ = 1..6 uzdod
ierobezojumi:
(1t—1h<z<ih (t—1)h<z<ih
T : 15 -
(i+j—1h—z<y<jh, Jgh <y < (i+j)h—
(t—1Dh<z<ih ih<z<(i+1)h
T3 : T4 :
(i+i)h—x<y<(G+1h, jh<y<(i+j+1)h-u,
ih <z <(i+1)h ih <z <(i+1)h
T5 . TG .
(i +j)h—x <y <jh, (J—Dh<yli+j)h—
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Zinot Sos ierobezojumus, bazes funkciju ¢;; izteiksmes var iegut ar datora palidzibu.

Koeficientu aprekinasanai var realizet sadu algoritmu:

0 -1 -1 0

-1 0 -1 1

-1 1 0 1
1. Definé nobides matricas: nobl := h - , nob2 :=h-

0 1 1 0

1 0 1 -1

1 -1 0 -1

2. katram i=1..N
katram j=1..N
katram k=1..6
uzdod: xy :=1h, y, := jh,
X9 := x1 + nobl(k, 1), ys := y1 + nobl(k,?2),
x3 = w1 + nob2(k, 1), ys := y1 + nob2(k, 2).
Koeficientus ag, by, cx atrod, izmantojot sakaribu (5.9) un ievieto bazes funkcijas ¢;;

izteiksme ((5.10)).

Sis algoritms lauj konstruet bazes funkcijas Dirihle problemam ar homogeniem robezno-
sacljumiem, bet pienemot: 7,7 = 0..N 4 1, virsotnes var apskatit arT uz apgabala robezas
gadijuma, kad jarisina Neimana probléma. Gadijums ¢, 7 = 0..N tad atbilst periodiskuma

nosacijumiem.

Piezime 4. Zinasanas par definétas divdimensionala taisnstarveida apgabala vienmerigas

triangulacijas konstruésanas tehnikam [aus uzkonstruet ari nevienmérigo Psi-Zeéla sisteé-

mas apgabalam 8. nodala.
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6. Korekti formuléta problema

Tagad rokas ir visi instrumenti korektai problémas formulésanai. Tas nozimeé: ro-
beznosacijumus, kas tika apskatiti [L.| nodala tagad jauzdod formali. Jaatgadina, ka visa

bezgaliga apgabala apaksapgabals (2 izskatas sadi attels):

I

rz r2

Is I

9. att. Apgabals Q)

Vispirms jauzdod kopa €2 Dekarta koordinates:

= {(m,y)|0<x<L1/\y<L2/\y>f(9€)},

Nav nozimes kura vieta ir izveleta nulle (koordinatu sakumpunkts), tapec par punktu
0

0
- platums.

Uzdosim arT apgabala robezu (6.1)):

izvelas kreisas rinka linijas centru. L, ir apvilkta ap figaru €2 taisnstira garums, Lo

[y := 1[0, L] x {La},
Ty = {0} x [R, Ly — R|U{L1} x [R, Ls — R|,
I3 :=[0,R] x f1([0, R]) U [L1 — R, L1] x fo([L1 — R, Ly]),
F4 = [R, Ll — R] X {0},

90 =T,Ul,UT5UT,. (6.1)
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Ar R tika apzimets rinka linijas radiuss, kuru var art izmantot ka raksturigo izmeru

nodala. Defingjot kopu {2 tika izmantota gabaliem nepartraukta funkcija, uzdota forma
fi(x), 0 <x < R,

f():=<¢ 0, R<z <L, —R,
f2<x),L1—R<CL’<L1,

fi(z) == VR? =22, fo(x) := \/R2 — (z — L1)?,

Piezime 5. Var izvéléties ari citas funkcijas fi un fo vieta. Piemeram, izveloties fi(x) =
1,1 =1,2, tegust cetrkantigus cilindrus.
Tagad vajag formalizet to, kas vizuali tika konstatéts [I] nodala, apaksnodala:

uzdot robeznosacijumus koordinates.

1. Simetrijas nosacijumi. Atruma komponentém tas nozimé V, = 0, % = 0, no
kurienes ¢ =0, I'y UTy.
. . . “ . . . o~ 1 . . .
2. Periodiskie robeznosacijumi. Pienemot n = , uzdod periodiskuma nosacijumus
0

(3.5) uz apgabala robezas segmenta I's.
3. Nosacijumi uz cietam virsmam V, =V, =0, I's.

4. Nosacijumi uz augseja un apakseja robezas segmentiem. Seit loti biezi tiek izman-

tota caurteces normeésana.

Definicija 26. Par caurteci sauc lielumu

Lo
Q = /dey.
0

Par normu izveélésimies lielumu 1. Tatad

Lo Lo
0
Q= [Vady= Sty = vl = vl =1 (6.2)
0 0
Lidz ar to, uzdod: v =1, I'y, ¢ =0, I'y.

Piezime 6. Izveloties sadu normu, tegast skidruma plismu no kreisas uz labo pusi.

Pretejam virzienam batu jaizvélas QQ = —1.
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Psi-Dzeta sistema, kopa ar uzdotiem robeznosacijumiem izskatas sadi:

=ACHJ(W,0)+S5f =0, Q,

—AY = ¢, Q,

w=1,Ty, =0, Iy,

(=0, T, UTy,

U(x,y) =P(x + L1,y), Ta, (6.3)

C(z,y) = C(x + L1,y), T,

Vip(z,y) - =Vi(z + L1,y) -, I,
V{(z,y)-n=V((z+ Li,y) - n, I,
| =0, Ts.

Robeznosacijumi uz segmenta I's funkcijai ¢ literatiira tiek uzdoti loti reti. Sim no-
likam parasti apliko diferencialvienadojumu uz apgabala robezas [5]. Par to tiks stkak

pastastits nakamaja apaksnodala.

6.1. Robeznosacijumi uz cietam virsmam funkcijai ¢

Izmantojot Teilora izvirzijumus, literatura loti biezi konstrue iteraciju procesus, kuri
diskreta forma konverge uz diskretam funkcijas ¢ verttbam uz cietam virsmam [9]. Saja
apaksnodala tiek uzkonstruéts sads process, kuru var pielietot jebkuram divdimensiona-
lam nevienmerigam rezgim.

Ievedisim Sadus apzimejumus:

Yo = Y|y Co = (|,
Ui(x,y) == Yoz £ h,y); Yoz, y) == Yo(r,y £ hy).

un tagad otrais vienadojums Psi-Zeta sistema (6.3)) tiek definéts uz lokiem I's:

Katram rezga punktam sada vieda tiek atrasti ari cetri kaiminpunkti.

Tagad apskata Teilora izvirzijumus abos virzienos:

2 52 3 93
%Z%iha%—i-h 0o | 1”0t

or | 2 Oz2 6 Ox3 + O, (6.5)
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o h% Py | hi o
Yo =1+ My 8y 2 By ig 3y

[teraciju procesu izveido, saskaitot h?1); ar h%yy un atmetot loceklus karta, augstaka

+O(h). (6.6)

par otru:
d
hiy + Wy, — W-W;M h2h a_y“:
B h2h? 0%y h2h? 0%y B _h%h2
2 Ox? 2 oy 2
jo ir speka |, =0, ‘?% =0, % = 0 un vienadojums 1}
Lidz ar to, vajadziga robeznosacijuma iegusanai izmanto sakaribu

Go=— (;f;-i-;f;)

kuras pamata var izveidot iteraciju procesu forma (6.8)), vajadzibas gadijuma pielietojot

Gos

(6.7)

apaksejo relaksaciju ar koeficientu f:

(0 %

) =BG k=01, 5 E(0,1] (6.8)

G = =265

6.2. Psi-Zéta sistémas vienadojumu atrisinamiba

nodala tika nolemts izveidot iteraciju procesu sistémas (6.3)) risinasanai. Tapéc ta

ir jasadala divas problémas:

;

_Aw = Cu QJ
77Z) = 07 F3 U F4

w<xuy) = w@ + L17y)7 I‘2
| Vo(z,y) -7 = V(e + Liy) -7, Ta.

[ LACHI(.0) +SF=0, .
¢=0,T,UT,,
C(z,y) = ((x + L1,y), T, (6.10)
V{(z,y) - n=V{(r+ L,y) n, Ty,

| =47, T

Problemas atrisinajums ir funkcija v un ta tika sastadita fikséjot funkciju ¢.
Otradi, problemas (6.10)atrisinajums ir funkcija ¢ un ta tika sastadita fiksejot funkciju
. (ék) ir funkcija, kuru iegist pielietojot iteracijas .
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Tagad ir laiks izmantot teoriju, izklastitu [4.] nodala.

Sakuma uzrakstisim vajo nostadni problemai . Var ieraudzit, ka ta ir periodis-
ka robezprobléma ar nehomogenitati Dirihlé robeznosacijumos. Ka jau bija teikts
piezime, tada tipa problemas ir viegli reducejamas uz . Sim noliukam ievedisim

funkciju ¢ ar ipasibu ¢, € ’H};l, kur
M, = {v e H'(Q) | =1, Ty =0, T3UTy ¢(z,y) = ¥(x+ Li,y), Ta}.

Atrisinajums tagad ir forma ¢ + ¢, € H%El un paligproblemas vaja nostadne izskatisies
sadi:

/ Vi - Vodr = / v¢ — Vi Vudz Yo € Hi,, ¥ € Hp,, (6.11)

Q Q
kur
My, ={veH'(Q) |v=0, TsUT4UTy; v(z,y) = v(z + L1,y), Ta}.

Analogiski, problemai (6.10): ta arT ir periodiska problema forma (3.6, bet nehomo-
géns Dirihle nosacijums Soreiz ir uzdots uz I's.
Apzimgjot J(¢,¢) =: V*4ip - V¢, un ievedot lielumu ¢; € Hy,, ¢+ ¢ € H,,

ieglst:
— / V(¢-Vodr+ / V+-V¢vdr = / (AVY)-Vo+VGVudr Yo € Hy,, ¢ € Hy, (6.12)
Q Q Q

HlEz = {C € Hl(Q) | C = C(()k)7 F3; C = Ov 1—‘1 U F4; g(xvy) = C(l‘ + Llay)v F?}a

kur Cék) — atkal ir funkcija, kuru iegist pielietojot iteracijas .
Paligproblemu (6.11]) un (6.12)) korektiba ir paradita [4] nodala.

Lai Laksa-Milgrama lemmas (4.2.)) nosacijumi pilniba izpilditos, vel butu japarada
linearo funkcionalu nepartrauktiba problemu (6.11]),(6.12) labajas puses, bet tas izriet
no fakta, ka labas puses apraksta eliptiskie operatori un nepartrauktiba seko uzreiz no

novertejuma (4.11)), ieguta eliptiskam operatoram vispariga forma {.| nodala.

Paligproblemu (6.11)) un (6.12) formulejumi ir saskanoti ar |4 nodalas teoriju, bet

diskrétizacijai, procesu formalizéjot, izmanto sakotnéjas problémas:

/W - Vodr = / v¢dz Yo € Hy,, ¥ € Hp,, (6.13)
Q Q

- / vg~vvdx+/vw - Vvdr = /(A’W)-de Vo € Hy,, C € Hy,  (6.14)
Q Q Q
Tagad var izveidot iteraciju procesu, diskretizéjot tiesi telpas 7-[,151, ’H}EQ. Gadijuma, ja

process konverges, varés konstatet, ka problema (6.3)) ir atrisinata.
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7. Iteraciju process

Izmantojot teoriju no |5.| nodalas, problemu (6.11)), (6.12)) atrisinajumus mekleé telpas

ar galigo dimensiju:
77Z) € S{L = Span{¢1’ ¢]\~/7 ¢N+17 "¢N7 ¢N+17 "¢N+Nal}7

C S S;L = Span{¢17 "¢N7¢N’+17 "¢N7 ¢N+17 ”¢N+N32}7
v € S = span{¢y, Ofs Pigrr PN}

kur ¢1,..¢5 — bazes funkcijas, kas atbilst ieksejiem rezga punktiem, ¢z ;.. On —
periodiskas bazes funkcijas, ¢ni1,..¢n+n, — bazes funkcijas, kas interpole nehomogenu
Dirihlé robeznosactjumu funkcijai ¢ apgabala robezas segmenta I't, ¢n+1,..OntN,, —
bazes funkcijas, kas interpolé nehomogéenu Dirihle robeznosacijumu funkcijai ( apgabala

robezas segmenta ['3. Abus divus atrisinajumus mekle forma

N+Nal

) = Zwﬂw > 4 (7.1)

j=N+1

N+N@2

(= }j@@+ > Moy (7.2)

j=N+1

Y, ¢ € R" - nezinamas vértibas.

1. Reprezentaciju (7.1) ievieto vienadojuma (6.13). Saskana ar Galorkina metodi
(5.1)), iegust linearu sistému:

A = 1(0),
kur
aln05) = [ Vo, Vonds (73)
— matricas A elementi.
Labas puses vektora elementi ir
N+Np,
a1 - ) 1 / Vo, - Vg,
j=N+1
kur matricas D elementi ir sadi:
dmwp:é@@w. (7.4)
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2. Reprezentaciju (7.2)) ievieto vienadojuma (6.14). Sastadot nedaudz sarezgitaku li-

nearo sistému, jaizmanto ari §ada reprezentacija funkcijai :

N ~
V= i,
=1

jo var redzet, ka vienadojuma (6.14]) abas puses ir atkarigas no fiksetas funkcijas 1.
Atkal, saskana ar Galorkina metodi (5.1.), iegust linearu sistemu:

B@)C = g5(, &),

kur
N
b(¢i, ¢5) = —aldi, ;) Z / Vo - Vo,pidr, (7.5)
un
N+N62 N+N32
wli) =Co+ 3 &Y [ Vo, Vode— Y S5 | Vo vods
Jj=N+1 J=N+1 =1

Matricas C' elementi ir forma
(i, b)) = /Q AV, - Vid. (7.6)

Lidz ar to, veidojas iteraciju process forma (7.7)):

AP® = g,((®),
BM)(H = g, (60, &), (7.7)
k=0,1,..,

kur:

W, (W e RV, (Y e RYe.

Piezime 7. Var redzet, ka iteraciju process robeznosacijuma uz lokiem I's
tegusanai tagad ir ieklauts galvenaja iteraciju procesa lielumu QZ un E noteuk-

Sanai. Faktiski, katra iterdaciju procesa sola ietvaros notiek ari viens procesa

solis.
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8. Galigo elementu metodes realizacija

nodala tika iegiitas matricas, kuras invertéjot, daba Galorkina atrisinajumu. Tagad
merkis ir iegtt galigo elementu atrisinajumu. Tas nozime: definet triangulaciju uz kopas
) un izejot no pienemuma, ka bazes funkcijas ir linearas, aizpildit matricas A, B, C' un
D. Literatira diezgan biezi var sastapt matricu A un D veidoSsanas procesu Lagranza
galigo elementus izmantojot, anglu valoda tam pat ir nosaukumi - stiffness matriz un
mass matriz [10].

Lai atrastu $o un ari paréjo matricu elementus, definetaja triangulacija katru trisstari
transformé uz vienibas $unu (vienibas trisstiri), un attiecigas funkcijas integre tikai pa
$o vienibas §tinu, izmantojot mainigo mainu. Saksim ar nevienmerigas triangulacijas, jeb

nevienmeriga divdimensionala rezga ievieSanu.

8.1. Nevienmeérigais rezgis

Parasti praksé pienemts izmantotas gatavas paketes (Matlab, utml). Bet saja kon-
kretaja uzdevuma var iztikt ar analitisko izteiksmju izmantoSanu un rezga uzdosanu ar
saviem spekiem. Tada pieeja nav tik universala, bet konkretaja gadijuma ta dod pat
prieksrocibu: geometrijai ar rinkveida cilindriem tads rezgis dod palielinato precizitati
stiira punktos funkcijai ¢ (kas ir svariga informacija, jo funkcijai ¢ ir lielas izmainas Sajas
vietas ([5]) ).

Uzkonstruesim sadu rezgi ((10.] attels): Apzimejot

L
Nooh

R
Ny = — =
1 h? h?

ievedam sadas funkcijas:
fi(x) == V1 — 22,
fo(x) := —vV1—22+2,
fs(z) == +/1— (z —3)?,

Rezgi var uzdot ar kopu (8.1):

Qh = {(xmy) T = Zh? Y= fl(]h)v Y= f2(]h)7
Yy 2 fl’g(l‘), 1= ON,] = ONl}

(8.1)
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0z

10. att. Nevienmerigais rezgis

Piezime 8. Ka jau bija teikts piezz‘me‘@ funkciju fi, fs (kas atbilst tam pasam funkcijam
no 6. nodalas) vieta var izveléties ari citas un pieeja reZga definésanai paliks nemainiga.
Saja gadijuma batu jamaina ari funkcija fs.

Butu diezgan griuti tada pasa veida (analitiski) uzdot ari atbilstosu rezgim trian-
gulaciju, var tikai pateikt, ka ta veidojas konstruejot taisnsturu diagonales, kas sakritis

ar trisstiru hipotentizam.

8.2. Afinas transformacijas

Dotaja triangulacija, kas atbilst rezgim (8.1)), var ieraudzit tikai triju tipu trisstiirus
(11.| attels, ar hy apzimets nevienmerigais solis):
Var viegli parliecinaties, ka attiecigo katesu garumi sakrit ar nevienmeriga rezga (8.1))

soliem. Katrs no tiem jatransforme uz vienibas Sanu (12.| attels).

Definicija 27. Par vienibas sinu sauc kopu

To ={ ¢ 1 E20,n>20n>1-¢} (8.2)

Ui

Jaatrod nesingulara matrica By € R**? un vektors by € R? bijektivam attelojumam:

T 3
= By + by, (8.3)

Y n
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1.
h h
hy -
h
11. att. Triju veidu trisstiri
(0,1)
(0,0) (1,0)
12. att. Vienibas siina
x . ‘. .
kur - koordinates, kuras uzdots rezgis (8.1J), - koordinates, kuras uzdota
Y Ui
vienibas Stna (8.2)).
. . Z . 1
Apskatisim patvaligu trisstiiru, uzdotu koordinates , ar virsotnem punktos ,
Y Y1
) T3 . . . .
un . Katra punkta transformacija uz attiecigo vienibas $tnas (8.2]) virsot-
Y2 Y3

ni noved pie linearas sistemas ar sesiem nezinamiem (matricas By, vektora by elementu
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noteiksanai (8.4))):

X1 0
= BT + bT7
U1 0
) 1
= By + by, (8.4)
Y2 0
= BT + bT-
[ \¥3 1
. . . Ty —T1 T3 — X1 I
no kurienes viennozimigi seko, ka By = , by =
Yo—Y1 Ys— W Y1
Var viegli saprast, ka pirmaja situacija [L1.| attela, By = , otraja - By =
0 hy
—h 0 ) h 0
, tresaja - By =
0 —h1 0 _hl

Transformacijas jakobians pirmaja un otraja situicijas vienads ar hhq, tresaja - —hhq,

jeb
| det Br| = hhy. (8.5)

Acimredzot, | det By| # 0, rezga konstrukcijas del.

nodala tika uzkonstruets iteraciju process un atrastas formulas taja ietilpstosu
matricu A, B, C, un D elementu atrasanai. Skaidrs, ka katram uzdevuma risinasanai
izveletajam rezgim $ie elementi bus dazadi. Izmantojot izveidotas $aja nodala afinas
transformacijas, var sarekinat Sos skaitlus konkretajam rezgim ({8.1]).

Uz vienas vienibas $tinas izveloties gabaliem linearas bazes funkcijas attiecigaja telpa

,var biit definetas tikai tris linearas funkcijas, proti:

di(&m) =1-¢—n,
&2(5777) = 57
&3(5}77) =1,

un lidz ar to,

Vi = (—1 ~1), Vés = (1 0), Vds=(0 1).
Piezime 9. Fikséjot kadu trisstar: triangulacija 7 visus vajadzigos operatorus ap-
lakojot galigajas telpas, izmantota viena un ta paSa lineara transformacija. Bet katrai

matricai no saraksta vajadziga sava pieeja.
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8.3. Matricu elementu atrasana

Aizpildot milzigas matricas, kas rodas galigo elementu metodi pielietojot, parasti iz-
manto paliginstrumentu: lokalas matricas. Triangulacijas gadijuma tas ir 3 x 3 matricas
Ar = (a(pi, ¢5))ij, 3§ = 1..3. Galigo elementu kodu sastadot, globalas matricas
A, B, C, D tika aizpilditas izmantojot lokalas Ay, Br, Cr, D7 un vizualo rezga

analizi.

1. Atmetot zinamas vertibas uz robezas (6.1) segmenta I'y, formula funkcijas ¢ noteik-
sanai k-taja iteraciju procesa (7.7)) soli ir

N
V=" e, (8.6)
j=1

kur Q//J\ € RY - vektors ar nezinamam vertibam rezga (8.1) punktos.

Matrica A bija uzdota forma ((7.3):

Tagad var uzrakstit:
/ Vo; - Voidr = Z/V(gﬁj -Voidr =: ZaT(@, b;)-
@ T T
T

Lidzigi bija uzdota arl matrica C (7.6)):

(b5, by) = /Q AV, - Véuda,

un var rakstit:

/Q AV, - Veidr =Y / AV¢; - Voidr = cr(di, d;).
T *r

T

Transformejot uz vienibas sunu Ty ,(8.2), jasarekina gradienti jaunajas koordinates.
x
Apzimeéjot gradientu koordinates ar V,, un gradientu koordinates ar

V¢, parveido:

AV,6 = A _ AP _ g (Veo - B7Y)T. (8.7)

by Pe&y + Pty
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Izvéeloties A = F, iegust vajadzigos operatorus izteiksme a(¢i, @), bet pienemot
A = A, var arl ieglit operatoru izteiksme c¢(¢;, ¢;) jaunajas koordinates. Iegust

sekojoso. Matricai Arp:

ar(i ;) = | det By / Vé, Byt - Vo By dedn, (8.8)
To
matrical Cyp:
cr(¢i, ¢;) = | det By / AV¢,;B;' - Ve By dedn, (8.9)
To

. Atmetot zinamas vertibas uz robezas (6.1)) segmenta I's, formula funkcijas ¢ noteik-
Sanai k-taja iteraciju procesa (7.7) soli ir

N
C=Y Gor (8.10)
j=1

kur ¢ € RV - vektors ar nezinamam vertibam rezga 1) punktos. Matricas B
elementu atrasana ir vissarezgitaka no programmeésanas viedokla procedira, jo for-
mula ((7.5)) var redzét, ka ta vienmeér ir atkariga no kadam ieprieks iegiitam vértibam.

Uzrakstisim §o formulu velreiz:
N
b(n, 65) = —aln, b)) + 3 O /Q Vi Ve
=1

Nezinams tagad paliek tikai otrais saskaitamais, kuru apzimeé ar J(¢;, ¢;):

N
T(bins) = lel(k) /T Vi - Vo,pide,

T =1

_ _ -1
Zinot, ka V+ = AV, kur A = , var izmantot jau ieprieks iegiito rezultatu
1 0

(8.7) un rakstit:

Jr (¢, ¢5) = | det BT|/AV<GIQ§1 + @z + azd3) Byt - Vé; Br' gidédn, (8.11)
To

kur a;, ao, un a3 - iepriekseja iteracija iegutas funkcijas ¢ vertibas trisstira T

virsotnes. To atrasana ir tehnisks darbs ar masiviem 12(’“): (pielikums .

Matricai Dy vienkarsi var rakstit

To
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9. Rezultatu grafiska attelosana

Tagad ar datora palidzibu, izmantojot lokalas matricas 8.9 8.12)), tika
aizpilditas globalas , , un realizets iteraciju process . Kods atrodams
pielikuma (Al).

Izmantojot kodu (A, var iegit stravas un virpulu funkciju sadalijumus - vértibas rezga
punktos. Grafiski mis interesés tikai stravas funkcijas sadalijumi. Katra izveidota
bilde nozime ka process ir nokonverggjis, t.i. ir speka miaxlak) — Z(k_1)| < e. Visos
gadijumos ¢ neparsniedz 1072, Palielinot parametra Re vertibu (jau sakot ar Re = 3),
ir nepieciesama apakseja relaksacija formulai (6.8). Pa visiem apskatitiem gadijumiem,
min 3 = 1072

Datorpakete MATLAB ir izveidotas attiecigas bildes. Attelojot funkcijas 1 limenli-
nijas uz plaknes tiek izmantots nevienmeérigais rezgis. Attélojot atruma vektoru laukus
uz plaknes, tiek izmantots vienmeérigais rezgis, kuru iegiist rezgi analitiski uzdodot
izmantojot linearas funkcijas. Ka jau bija teikts piezimes [pli§| tada iespeja pastav un
uzdevums Saja gadijuma tiek reducéts uz rombu aptecésanas uzdevumu divas dimensijas
(prizmu aptecésana trijas).

Sakuma attelosim uz plaknes stravas funkcijas limenlinijas. Mainot parametrus Re
un S - Reinoldsa un Stjuarta skaitlus, var iegit dazadus rezultatus. Pielietotajus parasti
interesé virpulu sadalijumi, t.i. funkcijas 1) negativas vertibas. Limenliniju pieeja (¢ =

const) dod iespéju atri ieraudzit geometriskas vietas, kuras virpuli veidojas.

13. att.: Funkcijas 1 limenlinijas. 14. att.: Funkcijas 1 limenlinijas.

Re=10,5=0. Re = 40,5 = 0.
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Psi(x.y) limenlinijas

15. att.: Funkcijas 1 limenlinijas. 16. att.: Funkcijas 1 limenlinijas.

Re =100,5 = 0. Re =100,5 =2,a=0.

17. att.: Funkcijas 1 limenlinijas. 18. att.: Funkcijas 1 limenlinijas.

Re =100,5=2,a=0. Re =100,5 = 2,a = 7.
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Psilx,y) limenlinijas Psilx,y) limenlinijas

18k pa - 18k p.s

19. att.: Funkcijas 1/ limenlinijas. 20. att.: Funkcijas 1 limenlinijas.

Re = 1000, 5 = 0. Re = 2000, 5 = 0.

Psilx,y) limenlinijas Psilx,y) limenlinijas

21. att.: Funkcijas ¢ limenlinijas. 22. att.: Funkcijas 1 limenlinijas.

Re = 100, S = 20, a = 0. Re =100,5 = 20,0 = T.

Var redzet (22 attela), ka virpuli tika pilniba ’iznicinati’ pie lielam parametra S
. T . . ..
vértibham lenkim o = 5 Izveloties a« = 0, S = 20 1 attels), var iegut funkcijas ¢

sadalijumu ar diviem virpuliem.
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Tagad attelosim art vektoru laukus:

25 T T T T T T 25 T T T T T T

NN
e T Sl K
G s ey L 1 1
RN i R
ol T | |
0 . . ‘ . . ‘ 0 . . ‘ . . ‘
n] 05 1 15 2 25 3 35 n] 05 1 15 2 25 3 35
23. att.: V vektoru lauks. Re = 24. att.: V vektoru lauks. Re =
100, S = 0. 100,58 =2,a = 0.
25 T T T T T T

TITTTTTIT

NAAAANNY

SNANRANNY

MARILNANY
NNAANNAY

05 L 1 L 1 I L
[t}

25. att.: V vektoru lauks. Re = 26. att.: V vektoru lauks. Re =
100,S:17a:§. 100,5:20,a:§.

attela atkal var redzét, ka virpuli tika pilniba ’iznicinati’ pie lielam parametra S

m
vertibam lenkim o = BL kas ir saskana ar teoriju ([6]).
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Secinajumi

Magistra darba diezgan sarezgits Navje-Stoksa formuléjums tika reducets uz vienkar-
sako, kuram ir izveidots risinasanas algoritms. Izmantojot datorpaketi MATLAB, rea-
lizets kods, sastadits no izveidota algoritma. Problemas diskretizacija veikta patstavigi,
analitiski uzdodot rezgi, lidz ar to, koda veidoSanas procesa nebija izmantotas gatavas
MATLAB paketes diferencialvienadojumu risindsanai.

Datorpakete MATLAB ir izveleta jo iegutais algoritms pielauj plasu darbosanos ar
masiviem (daudzkartigas transponésanas, matricu invertésanas, utml.)

Pétjjumu varéetu attistit véel sada virziena: mainot geometriju, (pieméram ievésot dzi-

lakas bedres) var iegut jaunus stravas, virpulu funkciju, spiediena sadalijumus.
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A Pielikums

Definicija 28. [3] Ierobezotam apgabalam Q C R™ ir nepartraukta pec LipSica robeza, ja
Ve € 00 3B(x) C O; :

kur B(x) - sfera, O;, i = 1..M - valejas kopas,
Q ={(r1,22) ER": 1y e R" ! 1y € R, w9 < (1)},

oi, © = 1..M - funkcijas, kas apmierina Lips$ica nosacijumu:
3L >0 Vr,y € 0Q |¢i(x) — ¢i(y)| < Llz —yl.

Teoréma 10. [11] Apgabalam Q C R? ar robezu 02, ir speka:

/V cudr = /(uTn)da,

Q o0N

u
kur u := Y - vektoru lauks, n - apgabala Q) aréja normale.

U2

Definicija 29. [3] Par klasi CJ sauc funkciju klasi, kas sevi ietver n reizes nepartraukti

diferencejamas funkcijas ar kompaktu nesgju, proti:

CH(QY) :={u €™ (Q), supp u — kompakta kopa},

kur supp u := {x € Q : u(zx) # 0} — funkcijas neséjs.
Apgalvojums 11. [7](Kost nevienadiba telpa L?(Q))

Vu,o € L2(Q): (u,v)p2 < |lul| - o]
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Apgalvojums 12. (Formula 3 x 3 matricas A inversas matricas aprekinasanai)

A D G
- 1
Y
det A BEHAS
C F K
a b c
kurA:=\|d e fl, A=¢ck—fh, B:= fg—dk, C:=dh—eg, D:=ch—bk, E:=
g h k

ak —cg, F:=gb—ah, G:=bf —ce, H:=cd—af, K :=ae—bd.
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A Izveidoto programmu kods

function fem_psi_dzeta2

%galvenie parametri:

#R-radiuss; N1-punktu skaits uz rinka linijas;

h=1/14; R=1; N1=R/h+1;

L=3*R; L1=2*R; N2=(L-2*R)/h+1;
N=L/h+1;

M=2xN1-1;

fun1=0(x)sqrt(R"2-x.72); fun2=0(x)-sqrt(R"2-x.72)+2*R;

%fun1=0(x)R-x; fun2=0(x)x+R;
w1l=[-0.00001,-0.0001,-0.003,-0.005,-0.05,-0.08,-0.07,-0.06,-0.1,-0.2,
-0.12,-0.15,-0.001,-0.01,-0.03,-0.02,-0.04,-0.05,0.00001, 0.0001,
0.001,0.01,0.04,0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.8,1.1,1.2];

divAj=[0 -1;1 0];

hFizikalie parametri
Re=100; S=0; alpha=0;

divA=[cos(alpha) "2 sin(alpha)*cos(alpha);sin(alpha)*cos(alpha) sin(alpha)"2];

Jnumber of interior mesh points in the 1st subarea

numl=0;
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for i=1:N1-1
numl=numl+N2+2* (i-1);
end
Jnumber of interior mesh points in the 2nd subarea

num?2=(N-2)*floor ((M-2)/2);

hdimensions
dim=numl+num2+floor ((M-2)/2);
dim2=dim+N-2;

dim3=N1-1;

dimper=floor ((M-2)/2);

totdim=dim2+2+2*dim3;

Jmeshgrid:

for i=1:M

if i<=N1 Y(i,:)= funl((N1-i)*h) *ones(N,1); end
if i>N1 Y(4i,:)= fun2((i-N1)*h) *ones(N,1); end

X(i,:)=L:-h:0;

end

hafiinas transformacijas

function [h1_1,h1_2] = soli(row,fun)
hi_1=abs(fun((N1l-row)*h)-fun((Ni-row-1)*h));

h1_2=abs(fun((N1-row-1)*h)-fun((N1-row-2)*h));

end

ligradientiem
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function bttl=bt1(hl)
btt1=(h1%h)~(-1)*[h1 0;0 hl;
end
function btt2=bt2(h1)
btt2=(h1*h)~(-1)*[-h1 0;0 -h];
end
function btt3=bt3(h1)
btt3=(-h1x*h) " (-1)*[-h1 0;0 hl;
end
% derl=sym(’derl’);
% der2=sym(’der2’);

%local stiffness matrices

function 1s = 1lsm(aa,tpe,bt,hl,ii,jj)

gradientsj=[-1 -1;1 0;0 1]; gradientsi=[-1 -1;1 0;0 1];

jacbian=hx*hl;

if tpe==
for kk=1:3
for 11=1:3
1smx(kk,11)=(jacbian/2)*(gradientsj(kk, :)*bt)
*x(gradientsi(1l,:)*bt)’;
end
end

end

if tpe==

)



for kk=1:3
for 11=1:3
1smx(kk,11)=(jacbian/2)*
(divA*bt*gradientsj(kk,:)’)’*(gradientsi(ll,:)*bt)’;
end
end

end

if tpe==

lsmx=jacbian*[1/12,1/24,1/24;1/24,1/12,1/24;1/24,1/24,1/12];

end
if tpe==5
for kk=1:3
for 11=1:3
1lsmx(kk,11)=(jacbian/6)*(divAj*bt*(aa(1l)
*gradientsj(1,:)+
aa(2)*gradientsj(2,:)+aa(3)*
gradientsj(3,:))’) *(gradientsi(kk, :)*bt)’;
end
end

end
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%heat and magnetic_field

if tpe==6
for kk=1:3
for 11=1:3
1smx(kk,11)=(jacbian/6)*
([cos(alpha),sin(alpha)]*(aa(l)*gradientsj(1,:)
+aa(2)*gradientsj(2,:)+aa(3)
*gradientsj(3,:))’)"2;
end
end
end
if tpe==7
for kk=1:3
for 11=1:3
1smx (kk,11)=(jacbian/2)*(divA*bt*(aa(1)
xgradientsj(1,:)
+aa(2)*gradientsj(2,:)+aa(3)x*
gradientsj(3,:))’) ’*(gradientsi(kk, :)*bt)’;
end
end
end

1s=1smx(ii, jj);

end

ss=zeros (numl+num2+floor((M-2)/2),1);

mas=zeros(3,6,dim-dimper+2*dim3) ;

function A=stiffness(tpe)
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hgalvenais cikls; global stiffness matrix and a load vector;
row=1; rowdim=N2; barrier=rowdim; k=0; tom=[1;

rowdim;abs (funl ((N1-3)*h)-funl ((N1-2)*h)) ;

funl ((N1-2)*h)];k1=1;

A(1,dim2+2+k1)=1sm(mas(:,4,1) ,tpe,bt2(tom(4,1)),tom(4,1),1,2)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(tom(3,1)),tom(3,1),2,1);
A(dim2+2+k1,1)=1sm(mas(:,4,1) ,tpe,bt2(tom(4,1)),tom(4,1),2,1)
+lsm(mas(:,3,1) ,tpe,bt1(tom(3,1)),tom(3,1),1,2);

for i=1:numl

if i>barrier

row=row+1; rowdim=N2+2*(row-1); barrier=barrier+rowdim;
[h1_1,h1_2] = soli(row,funl);
A(i,dim2+1+k1)=1sm(mas(:,4,1),tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,3)
+lsm(mas(:,5,1),tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,1);
A(dim2+1+k1,i)=1sm(mas(:,4,1) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,3,1)
+lsm(mas(:,5,1i) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,1,3);

k1=k1+1; A(i,dim2+2+k1)=1sm(mas(:,4,i),tpe,bt2(h1_1),h1 1,1,2)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,1);
A(dim2+2+k1,i)=1sm(mas(:,4,1),tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,1)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,2);

tom=[tom, [i;rowdim;h1_2;h1_1]17;

end
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[h1_1,h1_2] = soli(row,funl);

if i<barrier A(i,i)=1lsm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,i) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,1),tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,6,1i),tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,1i) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
if tpe==5 hsc(i)=lsm(mas(:,1,i),6,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,i),6,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1),6,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,1),6,bt2¢h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,6,i),6,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,1i),6,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
cc(i)=1lsm(mas(:,1,1i),7,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,1),7,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1i),7,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,1),7,bt2¢h1_1),h1_1,1,1)
+1lsm(mas(:,6,1),7,bt2¢h1_1),h1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,1),7,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
end
A(i,i+1)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(hl_2),h1_2,1,2)
+lsm(mas(:,6,1i) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,1);
A(i+1,i)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(hl1_2),h1_2,2,1)
+lsm(mas(:,6,1i),tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,2);

end

if i==barrier
if row>1 A(i,dim2+1+k1)=1sm(mas(:,5,1),
tpe,bt3(h1_1),h1_1,1,3)
+lsm(mas(:,4,i) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,3);
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A(dim2+1+k1,i)=1sm(mas(:,5,1) ,tpe,bt3(h1_1),h1_1,3,1)
+lsm(mas(:,4,1),tpe,bt2(h1_1),h1_1,3,1);
A(i-1,dim2+1+k1)=1sm(mas(:,5,i-1) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,2)
+lsm(mas(:,6,i-1) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,3);

A(dim2+1+k1,i-1)=1sm(mas(:,5,i-1) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,2,3)

+lsm(mas(:,6,i-1) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,3,2);

end
k1=k1+1; A(i,dim2+2+k1)=1sm(mas(:,5,i),tpe,bt3(h1_1),h1 1,1,2)
+lsm(mas(:,1,i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,2);
A(dim2+2+k1,i)=1sm(mas(:,5,1) ,tpe,bt3(h1_1),h1_1,2,1)
+lsm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,1);

A(i,i)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1i) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,1i) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,5,1),tpe,bt3(h1_1),h1_1,1,1);

if tpe==5 hsc(i)=lsm(mas(:,1,i),6,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+1lsm(mas(:,3,1),6,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+1lsm(mas(:,2,1),6,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,i),6,bt2(h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,5,1),6,bt3(h1_1),h1_1,1,1);
cc(i)=1lsm(mas(:,1,i),7,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,i),7,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1i),7,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,1),7,bt2¢h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,5,1),7,bt3(h1_1),h1_1,1,1);

end
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if i==numl tom=[tom, [i;rowdim;hl_2;h1_1]1]; else
tom=[tom, [i;rowdim+2;h1_2;h1_1]]; end

end

if (rowdim+i+1)<=numl
A(i,rowdim+i+1)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(hl_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,2,1i) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,1);
A(rowdim+i+1,i)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,1);
A(i,rowdim+i)=1sm(mas(:,2,1i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,2)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);
A(rowdim+i,i)=1sm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,3)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);

end

if row==round((M-2)/2)
A(i,rowdim+i)=1sm(mas(:,1,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,1);
A(rowdim+i,i)=1sm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,1,i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,1);
A(i,rowdim+i-1)=1sm(mas(:,2,i) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,2)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);
A(rowdim+i-1,i)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,3)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);

end

ff(:,i)=[row;hl1_1;hl1_2;rowdim;barrier];

end
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for i=numl+1:numl+num?2
if i>barrier row=row+l; barrier=barrier+rowdim; end

[h1_1,h1_2] = soli(row,fun?2);

Whhhhdirichlet on top
if row==M-2
A(i,i+rowdim+dimper)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,1);
A(i+rowdim+dimper,i)=1sm(mas(:,1,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,1)
+lsm(mas(:,2,1i) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,3);
if mod(i-numil,N-2)>1|mod(i-numi,N-2)<1
A(i,i+rowdim+dimper-1)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,2)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);
A(i+rowdim+dimper-1,i)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,3)
+lsm(mas(:,3,1),tpe,bt1(hl1_2),h1_2,3,2);
end
if mod(i-numil,N-2)==
A(i,dim2+1)=1sm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);A(dim2+1,i)=
lsm(mas(:,3,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);
end
end

Yol toto

A(i,i)=1lsm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,i),tpe,btl(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
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+lsm(mas(:,4,i) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,6,1i),tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,1i),tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
if tpe==5 hsc(i)=1lsm(mas(:,1,i),6,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+1sm(mas(:,3,1),6,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,2,1),6,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,4,i),6,bt2(h1_1),h1_1,1,1)+1sm(mas(:,6,1i),6,bt2(h1_1),hl1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,1),6,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
cc(i)=1lsm(mas(:,1,1),7,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,3,1),7,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+1lsm(mas(:,2,1i),7,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+1sm(mas(:,4,i),7,bt2(h1_1),h1_1,1,1)
+lsm(mas(:,6,1),7,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+lsm(mas(:,5,i),7,bt1(h1_1),h1_1,3,3);
end
if i<barrier
A(i,i+1)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,2)
+lsm(mas(:,6,1i),tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,1);
A(i+1,i)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,1)
+lsm(mas(:,6,1),tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,2);

end

if (rowdim+i)<=numl+num?

A(i,rowdim+i)=1sm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1 _2,1,3)

+lsm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,1);
A(rowdim+i,i)=1sm(mas(:,2,1),tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,3)
+lsm(mas(:,1,i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,1);
A(i,rowdim+i-1)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,2)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);
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A(rowdim+i-1,i)=1sm(mas(:,2,i),tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,3)
+lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);

end

ff(:,i)=[row;hl1_1;hl1_2;rowdim;barrier];

hperiodiskas bazes funkcijas:

if mod(i-numil,N-2)==

k=k+1;

if k==

A(numl+num2+k,dim2+2+k1)=1sm(mas(:,6,i+N-3),tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,3);
A(numl+num2+k,dim2+1+k1)=1sm(mas(:,3,i-(N-2)) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,1);
A(dim2+2+k1,numl+num2+k)=1sm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,3,1);
A(dim2+1+k1,numl+num2+k)=1sm(mas(:,3,i-(N-2)) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,1,3);

end

A (numl+num2+k ,numl+num2+k)=
lsm(mas(:,3,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,4,i),tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,2)

+lsm(mas(:,3,i-N+2) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,3)+1sm([1;mas(3,1,i+N-3);
mas(2,1,i+N-3)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,3)

+lsm(mas(:,1,i+N-3) ,tpe,btl1(h1_2),h1_2,2,2)

+lsm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,1);

if tpe==5 hsc(numil+num2+k)=1sm(mas(:,3,1i),6,bt1(h1_2),h1 _2,1,1)
+1sm(mas(:,4,1i),6,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+1sm(mas(:,3,1i-N+2),6,bt1(h1_1),h1_1,3,3)+1sm([1;mas(3,1,i+N-3);
mas(2,1,i+N-3)1,6,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+1lsm(mas(:,1,i+N-3),6,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
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+1sm(mas(:,6,i+N-3),6,bt2¢h1_1),h1_1,1,1);
cc(numl+num2+k)=1sm(mas(:,3,1),7,bt1(hl1_2) ,h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,4,1),7,bt2(h1_1),h1_1,2,2)
+1lsm(mas(:,3,1i-N+2),7,bt1(h1_1),h1_1,3,3)+1sm([1;mas(3,1,i+N-3);
mas(2,1,i+N-3)]1,7,bt2(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,1,i+N-3),7,bt1(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,6,i+N-3),7,bt2(h1_1),h1_1,1,1);

end

A(i,numl+num2+k)=1sm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,1)
+lsm(mas(:,4,1),tpe,bt2(h1_1),h1 _1,1,2);
A(numl+num2+k,i)=1sm(mas(:,3,i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,2)
+lsm(mas(:,4,i) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,1);
A(i+N-3,numl+num2+k)=1sm(mas(:,1,i+N-3) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,2)
+lsm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,1);
A(numl+num2+k,i+N-3)= lsm(mas(:,1,i+N-3),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,1)
+1lsm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,2);

if row==round((M-2)/2)+1
A(i+N-3,totdim)=1sm(mas(:,5,i+N-3) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,2)
+1sm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,2,3);
A(totdim,i+N-3)= lsm(mas(:,5,i+N-3),tpe,bt1(h1_1),h1_1,2,3)
+lsm(mas(:,6,i+N-3) ,tpe,bt2(h1_1),h1_1,3,2); end

if k>1&k<=floor ((M-2)/2)
A(numl+num2+k,numl+num2+k-1)=1sm(mas(:,3,i),tpe,bt1(hl_1) ,h1_1,3,1)
+1sm([1;mas(3,1,1i+N-3) ;mas(2,1,i+N-3)],tpe,bt2(h1_1),h1_1,1,3);
A (numl+num2+k-1,numl+num2+k)=1sm([1;mas(3,1,i+N-3);
mas(2,1,i+N-3)],tpe,bt2(h1_1),
h1_1,3,1)+1lsm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_1),h1_1,1,3);

end

if k==floor((M-2)/2) A(numl+num2+k,dim2+1)

=lsm(mas(:,3,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,1,3);

65



A(numl+num2+k,dim2+2)=1sm([1;mas(3,1,i+N-3);

mas(2,1,i+N-3)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,3,1);

A(dim2+1,numl+num2+k)=1sm(mas(:,3,1i) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,1);

A(dim2+2,numl+num2+k)=1sm([1;mas(3,1,i+N-3);
mas (2,1,i+N-3)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,3);

A(numl+num2+k,dim2)=1sm(mas(:,1,i+N-3),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);

A(dim2,numl+num2+k)=1sm(mas(:,1,i+N-3),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);

end

if k<floor((M-2)/2)
A(i,numl+num2+k+1)=1sm(mas(:,3,1),tpe,bt1(h1_2),h1_2,2,3);
A(numl+num2+k+1,i)=1sm(mas(:,3,1i),tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,2);

end
if k>1
A(i+N-3,numl+num2+k-1)=1sm(mas(:,5,i+N-3),tpe,bt1(h1_1),h1_1,3,2);
A(numl+num2+k-1,i+N-3)= lsm(mas(:,5,i+N-3),tpe,bti(hl_1),h1_1,2,3);
end

ff(:,numl+num2+k)=[row;h1_1;h1_2;rowdim;barrier];

end

end
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hvisas pareejaas mijedarbiibas:
A(dim+1,dim2+1)=1sm(mas(:,2,dim-dimper-N+3) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,2);
A(dim2+1,dim+1)

=lsm(mas(:,2,dim-dimper-N+3) ,tpe,bt2(h1_2) ,h1_2,2,1);
A(dim2+1,dim2+1)=1sm(mas(:,3,dim-dimper-N+3),
tpe,bt1(hl_2),h1_2,3,3)

+lsm(mas(:,2,dim-dimper-N+3) ,tpe,bt2(h1_2) ,h1_2,2,2);
if tpe==5 hsc(dim2+1)=1sm(mas(:,3,dim-dimper-N+3),
6,bt1(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,2,dim-dimper-N+3),6,bt2(h1_2),h1_2,2,2);
cc(dim2+1)=1sm(mas(:,3,dim-dimper-N+3),7,
bt1(h1_2),h1_2,3,3)
+lsm(mas(:,2,dim-dimper-N+3),7,bt2(h1_2),h1_2,2,2);
end

A(dim2,dim2+2)=1sm([1;mas(3,1,dim-dimper-N+3)

;mas (2,1,dim-dimper-N+3)],tpe,bt2(h1_2) ,h1_2,2,1);
A(dim2+2,dim2)

=1sm([1;mas(3,1,dim-dimper-N+3);
mas(2,1,dim-dimper-N+3)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,2);
A(dim2+2,dim2+2)

=1sm([1;mas(3,1,dim-dimper-N+3);
mas(2,1,dim-dimper-N+3)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,1);

if tpe==5 hsc(dim2+2)=

1sm([1;mas(3,1,dim-dimper-N+3) ;mas(2,1,dim-dimper-N+3)],6,
bt2(h1_2),h1_2,1,1);
cc(dim2+2)=1sm([1;mas(3,1,dim-dimper-N+3) ;
mas(2,1,dim-dimper-N+3)]1,7,bt2(h1_2),h1_2,1,1);

end
for i=dim+1:dim2

if i==dim2
A(i,i)=1sm(mas(:,2,i-dimper-N+2),tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,1)
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+1sm([1;1;mas(2,1,i-dimper-N+2)],tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,1,i-dimper-N+2) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,3);

if tpe==5 hsc(i)=lsm(mas(:,2,i-dimper-N+2),6,
bt2(h1_2),h1_2,1,1)
+1sm([1;1;mas(2,1,i-dimper-N+2)]1,6,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,1,i-dimper-N+2),6,bt1(h1_2),h1_2,3,3);
cc(i)=lsm(mas(:,2,i-dimper-N+2),7,bt2(h1_2),h1_2,1,1)
+1sm([1;1;mas(2,1,i-dimper-N+2)]1,7,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+1sm(mas(:,1,i-dimper-N+2),7,bt1(h1_2),h1_2,3,3);

end

else
A(i,i)=1lsm(mas(:,2,i-dimper-N+2),tpe,bt2(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,2,i-dimper-N+3) ,tpe,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,1,i-dimper-N+2) ,tpe,bt1(h1_2),h1_2,3,3);

if tpe==5 hsc(i)=1lsm(mas(:,2,i-dimper-N+2),6,
bt2(h1_2),h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,2,i-dimper-N+3),6,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,1,i-dimper-N+2),6,bt1(h1_2),h1_2,3,3);
cc(i)=1sm(mas(:,2,i-dimper-N+2),7,bt2(h1_2) ,h1_2,1,1)
+lsm(mas(:,2,i-dimper-N+3),7,bt2(h1_2),h1_2,2,2)
+lsm(mas(:,1,i-dimper-N+2),7,bt1(h1_2),h1_2,3,3);

end

end

if i<dim2 A(i,i+1)=1lsm(mas(:,2,i-dimper-N+3),tpe,
bt2(h1_2),h1_2,2,1); A(i+1,i)=1sm(mas(:,2,i-dimper-N+3),tpe,
bt2(h1_2),h1_2,1,2); end

end

for i=dim2+3:dim2+2+2*dim3
if mod((i-dim2-2),2)==
if i==dim2+1+2%dim3 A(i,i)=1sm(mas(:,1,i-N-dimper),tpe,
bt2(tom(4,i-dim2-2)) ,tom(4,i-dim2-2),2,2)
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+1sm(mas(:,2,i-N-dimper) ,tpe,btl1(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),1,1);

if tpe==5 hsc(i)=

lsm(mas(:,1,i-N-dimper),6,bt2(tom(4,i-dim2-2)),

tom(4,i-dim2-2),2,2)+1lsm(mas(:,2,i-N-dimper),6,bt1(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),1,1);

cc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),7,

bt2(tom(4,i-dim2-2)) ,tom(4,i-dim2-2),2,2)

+1sm(mas(:,2,i-N-dimper),7,bt1(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),1,1);

end

else
A(i,i+2)=1sm(mas(:,3,i-N-dimper) ,tpe,
bt2(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),3,2);
A(i+2,i)=1sm(mas(:,3,i-N-dimper),tpe,
bt2(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),2,3);
A(i,i)=1sm(mas(:,1,i-N-dimper),tpe,
bt2(tom(4,i-dim2-2)),tom(4,i-dim2-2),2,2)
+lsm(mas(:,2,i-N-dimper) ,tpe,btl(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),1,1)+1sm(mas(:,3,i-N-dimper),
tpe,bt2(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),3,3);

if tpe==5 hsc(i)=lsm(mas(:,1,i-N-dimper),

6,bt2(tom(4,i-dim2-2)) ,tom(4,i-dim2-2),2,2)

+1sm(mas(:,2,i-N-dimper),6,bt1(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),1,1)+1lsm(mas(:,3,i-N-dimper),6,

bt2(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),3,3);

cc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),7,bt2(tom(4,i-dim2-2)),

tom(4,i-dim2-2),2,2)+1lsm(mas(:,2,i-N-dimper),7,

btl(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),1,1)

+1sm(mas(:,3,i-N-dimper),7,bt2(tom(3,i-dim2-2)),
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tom(3,i-dim2-2),3,3);
end
end
end
if mod((i-dim2-2),2)==0
if i==dim2+2+2*%dim3 A(i,i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),
tpe,bt3(tom(4,i-dim2-2)),
tom(4,i-dim2-2),2,2)+1lsm(mas (:,2,i-N-dimper),
tpe,btl(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),1,1);
if tpe==5 hsc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),6,
bt3(tom(4,i-dim2-2)) ,tom(4,i-dim2-2),2,2)+
lsm(mas(:,2,i-N-dimper),6,btl(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),1,1);
cc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),7,bt3(tom(4,i-dim2-2)),
tom(4,i-dim2-2),2,2)+1lsm(mas (:,2,i-N-dimper),7,
bti1(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),1,1);
end
else
A(i,i+2)=1sm(mas(:,4,i-N-dimper) ,tpe,
bt3(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),3,2);
A(i+2,i)=1sm(mas(:,4,i-N-dimper) ,tpe,
bt3(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),2,3);

A(i,i)=1sm(mas(:,1,i-N-dimper),tpe,bt3(tom(4,i-dim2-2)),
tom(4,i-dim2-2),2,2)+1sm(mas(:,2,i-N-dimper) ,tpe,btl1(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),2,2)+1sm(mas(:,3,i-N-dimper) ,tpe,bt2(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),3,3)+1sm(mas(:,4,i-N-dimper) ,tpe,bt3(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),3,3);

if tpe==5 hsc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),6,bt3(tom(4,i-dim2-2)),
tom(4,i-dim2-2),2,2)+1sm(mas(:,2,i-N-dimper),6,bt1(tom(3,i-dim2-2)),
tom(3,i-dim2-2),2,2)

+lsm(mas(:,3,i-N-dimper),6,bt2(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),3,3)
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+lsm(mas(:,4,i-N-dimper),6,bt3(tom(3,i-dim2-2)) ,tom(3,i-dim2-2),3,3);
cc(i)=1lsm(mas(:,1,i-N-dimper),7,bt3(tom(4,i-dim2-2)),
tom(4,i-dim2-2),2,2)+1sm(mas(:,2,i-N-dimper),7,
bt1l(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),2,2)
+lsm(mas(:,3,i-N-dimper),7,bt2(tom(3,i-dim2-2))
,tom(3,i-dim2-2),3,3)+1sm(mas(:,4,i-N-dimper),7,
bt3(tom(3,i-dim2-2)),

tom(3,i-dim2-2),3,3);

end

end

end

end
%for pekle
for i=totdim+1:totdim+N1
if i==totdim+l
A(i,i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),tpe,bt2(tom(4,1)) ,tom(4,1),3,3)
+lsm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt1(tom(4,1)) ,tom(4,1),1,1);
if tpe==5 hsc(i)=lsm(mas(:,4,i-totdim),6,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,3)
+lsm(mas(:,5,i-totdim) ,6,bt1(tom(4,1)),tom(4,1),1,1);
cc(i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),7,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,3)
+1sm(mas(:,5,i-totdim),7,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),1,1);end
else A(i,i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),tpe,
bt2(tom(4,1)),tom(4,1),3,3)
+lsm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),1,1)
+lsm(mas(:,5,i-totdim-1) ,tpe,bt1(tom(4,1)),

tom(4,1),2,2);
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if tpe==5 hsc(i)=1lsm(mas(:,4,i-totdim),6,
bt2(tom(4,1)),tom(4,1),3,3)
+1sm(mas(:,5,i-totdim) ,6,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),1,1)
+1sm(mas(:,5,i-totdim-1),6,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),2,2);
cc(i)=1lsm(mas(:,4,i-totdim),7,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,3)
+1sm(mas(:,5,i-totdim),7,bt1(tom(4,1)) ,tom(4,1),1,1)
+1sm(mas(:,5,i-totdim-1),7,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),2,2);end

end

if i==totdim+N1
A(i,i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),tpe,bt2(tom(4,1)) ,tom(4,1),3,3)
+1lsm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt3(tom(4,1)) ,tom(4,1),3,3);

if tpe==5 hsc(i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),6,bt2(tom(4,1)),

tom(4,1),3,3)+1lsm(mas(:,5,i-totdim),6,bt3(tom(4,1)),

tom(4,1),3,3);
cc(i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),7,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,3)
+1sm(mas(:,5,i-totdim),7,bt3(tom(4,1)),
tom(4,1),3,3) ;end

end

if i<totdim+N1

A(i,i+1)=1sm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,btl(tom(4,1)),tom(4,1),1,2)
A(i+1,1)=
lsm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt1(tom(4,1)),tom(4,1),2,1);
end
A(i,i-totdim)=1sm(mas(:,4,i-totdim) ,tpe,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,1)+1sm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt1(tom(4,1)),
tom(4,1),1,3);
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A(i-totdim,i)=1sm(mas(:,4,i-totdim) ,tpe,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),1,3)+1lsm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,btl(tom(4,1)),
tom(4,1),3,1);
if 1>totdim+l
A(i,i-totdim-1)=1sm(mas(:,6,i-totdim-1),
tpe,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,2);
A(i-totdim-1,i)=1sm(mas(:,6,i-totdim-1) ,tpe,
bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),2,3);

end

if i==totdim+N1
A(i,i-totdim)=1sm(mas(:,4,i-totdim),tpe,bt2(tom(4,1))
,tom(4,1),3,1)+1sm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt3(tom(4,1)),
tom(4,1),3,1);
A(i-totdim,i)=1sm(mas(:,4,i-totdim),tpe,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),1,3)+1sm(mas(:,5,i-totdim) ,tpe,bt3(tom(4,1)),
tom(4,1),1,3);
end
end
A(totdim+1,dim2+3)=1sm(mas(:,4,1),tpe,bt2(tom(4,1)),
tom(4,1),3,2);A(dim2+3,totdim+1)
=1sm(mas(:,4,1),tpe,bt2(tom(4,1)),tom(4,1),2,3);
A(totdim+N1,dim2+4)=1sm(mas(:,5,N1) ,tpe,bt3(tom(4,1)),
tom(4,1),3,2);A(dim2+4,totdim+N1)
=1sm(mas(:,5,N1),tpe,bt3(tom(4,1)),tom(4,1),2,3);
YA

end
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A=zeros (dim2+2+2*xdim3,dim2+2+2*dim3) ; J=A;C=A;D=A;

hgalvenas iteracijas:

B=(stiffness(3))’;

C=(stiffness(3))’;

D=(stiffness(4))’;

A=(stiffness(1))’;

f=zeros (numl+num2+floor ((M-2)/2),1);

dor=zeros (2*dim3,1) ;

counter=0;
bmain=0.01;

sigma=1;

sol=zeros (numl+num2+floor ((M-2)/2),1) ;s0l2=zeros(dim+2*dim3,1) ;so0l2=s0l;

tom2=[[zeros(4,1),tom] ;zeros(1l,size(tom,2)+1)]; ab=[];or=[];nol=1;
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%sol2=ones (dim+2*dim3,1) ;

%GALVENO ITERAACIJU SAAKUMS

while counter<40&no1>0.00001

ssol=[sol,s012(1:dim)];

sol=linsolve(A(1:dim,1:dim) ,f-A(1:dim,dim+1:dim2+2)*ones(N,1));

h

val=ff(1,dim-dimper);

for i=dim-dimper+1:dim
ff(1,i)=val;

end

mas=masv(dim,dim2,dimper,N1,M,ff,s0l,numl,N);

mas;

J=(stiffness(5))’;

I6)



Jitoma nosciijumi
no2=norm(dor-dorl(tom2,sigma,sol,N1,h,Y,numl,num2,L))
dor=dor1(tom2,sigma,sol,N1,h,Y,numl,num2,L);

b

As2=A;
Js2=7J;Cs2=C;Cmin=C;

As2(dim+1:dim2+2,:)=[];
As2(:,dim+1:dim2+2)=[];
Js2(dim+1:dim2+2,:)=[1;Js2(:,dim+1:dim2+2)=[];
Cs2(dim+1:dim2+2,:)=[];Cs2(:,dim+1:dim2+2)=[];
Cmin(dim+1:dim2+2,:)=[];Cmin(:,1:dim)=[];

Cmin(:,size(Cmin,2)-2*dim3+1:size(Cmin,2))=[];

sol2=bmain*linsolve(A(1:dim,1:dim)/Re-J(1:dim,1:dim),-
S*(C(1:dim,1:dim)*sol

+C(1:dim,dim+1:dim2+2) *ones(N,1))-A(1:dim,dim2+3:dim2+2+
2xdim3) *dor/Re
+J(1:dim,dim2+3:dim2+2+2*%dim3) *dor) +(1-bmain) *s0l2;

f=D(1:dim,1:dim)*s012(1:dim)+D(1:dim,dim2+3:dim2+2+2*xdim3) *dor;
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counter=counter+1;
ssol;
ssol=[sso0l,s0l,8012(1:dim)];
%ssol=[ssol,sol,so0l2];
if mod(counter,10)==0
norm(ssol(:,size(sso0l,2)-1)-ss0l(:,size(s8s01,2)-3))
nol=norm(ssol(:,size(ssol,2))-sso0l(:,size(ss0l,2)-2))

end

ab=[ab,0.01*counter] ;or=[or,nol];

end

%GALVENO ITERAACIJU BEIGAS

norm(ssol(:,size(ss0l,2)-1)-sso0l(:,size(ss01,2)-3))

norm(ssol(:,size(sso0l,2))-ssol(:,size(ss0l,2)-2))

»Z konstrukcija:

function [Z,Z2]=mgrid(sol,so0l2)

Z=zeros(M,N); Z2=zeros(M,N);Z3=Z2;

r=round ((M-2)/2);

k=0; barrier=N2; tomk=2;
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for i=2:r

Z(i,:)=[zeros(1,N1+1-i),fliplr(sol(k+1l:barrier)’),
zeros(1,N1+1-1)];

Z2(i,:)=[zeros(1,N1-1i) ,dor(tomk),
fliplr(sol2(k+1:barrier)’) ,dor(tomk-1),zeros(1,N1-i)];

k=barrier;
barrier=barrier+2*(i-1)+N2;

tomk=tomk+2;

end

Z(r+1:M-1,:)=[zeros(M-1-r,1),
fliplr(vec2mat (sol(numl1+3-N:numl+num2) ,N-2)) ,zeros(M-1-r,1)];
Z2(r+1:M-1,:)=[zeros(M-1-r,1),

fliplr(vec2mat (s0l2(numi1+3-N:numl+num?2) ,N-2)) ,zeros (M-1-r,1)];

Z2(N1,1)=dor(tomk); Z2(N1,N)=dor (tomk-1);

%for periodic:

Z(round((M-2)/2)+2:M-1,1)=s0l (numl+num2+1:numl+num?2
+floor((M-2)/2));

Z(round((M-2)/2)+2:M-1,N)=Z(round ((M-2)/2)+2:M-1,1);

Z2(round ((M-2)/2)+2:M-1,1)=
5012 (num1+num2+1 :numi+num2+floor ((M-2)/2));
z2(round ((M-2) /2)+2:M-1,N)=
Z2(round ((M-2)/2)+2:M-1,1);
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%for non-hom Dirichlet:

Z(M, :)=ones(1,N);

end

[Z,Z2]=mgrid(sol,s0l2);

%aatrums

[px,py] = gradient(Z,10,10);

sz = sqrt(px.”2 + py."2);

px = px./sz;

py = py./sz;

Z2

figure

quiver(X,Y,py,px,.5)

figure
Q=contour(X,Y,Z,wl,’LineWidth’,1);
clabel (Q)

title(’Psi(x,y) limenlinijas’)
xlabel(’x’),ylabel(’y’)

sfigure, contour(X,Y,Z)

htitle(’Psi(x,y) limenlinijas’)

79



hxlabel(’x’) ,ylabel(’y’)

%»figure, contour(X,Y,Z2)
htitle(’Dzeta(x,y) limenlinijas’)
hxlabel(’x’) ,ylabel(’y’)

figure, surf(X,Y,Z)

figure

QQ=contour(X,Y,Z2,[0 -0.3 -0.5 -0.7 -1],’LineWidth’,1);
clabel(QQ)

title(’Dzeta(x,y) limenlinijas’)
xlabel(’x’),ylabel(’y’)

hperiodiskums un simetrija
XXX=[X,X(:,2:8ize(X,2))+3*ones(size(X,1),size(X,2)-1)1;
YYY=[Y,Y(:,2:size(X,2))];

227=1Z,7(:,2:size(X,2))];

sfigure, contour (XXX,YYY,ZZZ)
htitle(’Psi(x,y) limenlinijas’)
hxlabel(’x’),ylabel(’y’)

XXX;

YYY;

for i=0:size(XXX,1)-2
YY2(i+1,:)=-YYY(size(XXX,1)-1i,:);
ZZ2(i+1,:)=27ZZ(size(XXX,1)-1,:);
end

YYY2=[YY2;YYY];
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1272=[772;7277] ;
XXX2=[XXX;XXX(1:size(XXX)-1,:)1;

hfigure, contour (XXX2,YYY2,ZZZ2)
htitle(’Psi(x,y) limenlinijas’)
hxlabel(’x’),ylabel(’y’)

end

Tolototo oo to o oot to o ToToToTo o oo o o o o o o
paliigfunkcijas
TototoTootolototo oo to oo o o o oo o oo oo

function dor=doril(tom2,sigma,sol,N1,h,Y,numl,num2,L)

beta=sigma;

Jkoordinates (Dorodnicina iteracijaam)
kk=2;cord=[0;0] ; bbb=N1;
while kk<=(2*xN1-2)/2+1
cord=[cord, [(N1-kk)*h, (N1-kk)x*h+(bbb+1)+*h;Y(kk,1), Y(kk,1)]1];
kk=kk+1;bbb=bbb+2;

end

for i=2:2%(N1-1)+1

%toma
b
tom2(5,1i)=(1-beta) *tom2(5,1) -2*betax(h”~ (-2)*sol(tom2(1,1))
+tom2(3,1) " (-2)*sol(tom2(1,1i)+tom2(2,1)));
if i==size(tom2,2) |i==size(tom2,2)-1

%tom2(5,1i)=(1-beta)*tom2(5,1)-2*beta*(h~ (-2)*
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sol(tom2(1,i))
+tom2(3,1i) " (-2) *sol (numl+num2+1)) ;
tom2(5,i)=(1-beta)*tom2(5,i)-2xbeta*x(tom2(3,1) "~ (-2) *sol (numl+num2+1));

end

dor=tom2(size(tom2,1),2:size(tom2,2))’;

end

Tototo To o To To o To o foTo o Foto To To o To Fo fo Fo o fa Fo o Fo o o Vo o o o o Fo To o to o o

function mas=masv(dim,dim2,dimper,N1,M,ff,sol,numl,N);
k=0;

for i=1:dim-dimper

if ££(1,i)==1

if i==
k=k+1;
mas(:,:,dim-dimper+k)=[[s01(i);0;0],
[0;s01(1);s0l(i+ff(4,1))],
[sol(i+ff(4,i));0;0],
(0;0;0],[0;0;0],[0;0;0]1];
mas(:,:,i)=[[s01(i);s0l(i+1);
sol(i+ff(4,i)+1)], [sol(i+ff(4,i)+1);
s0l(i+ff(4,i));s01(i)],[0;801(i);
sol(i+ff(4,1))],[s01(i);0;0],[0;0;s01(i)],
[sol(i+1);s01(i);0]1];end
if i==ff(5,1)
k=k+1;
mas(:,:,dim-dimper+k)=[[s01(i);0;0],
[s0l1(i);0;s0l(i+ff(4,i)+1)],
[sol(i+ff(4,1)+2);s0l(i+ff(4,i)+1);0],
[sol(i+ff(4,i)+2);0;0],[0;0;01,[0;0;01];
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mas(:,:,i)=[[s01(i);0;801(i+ff(4,1)+1)],
[sol(i+ff(4,1i)+1);s01l(i+ff(4,1));s01(i)],
[s01(i-1);s01(i);so0l(i+ff(4,i))], [s0l(i);sol(i-1);0],
[s01(i);0;0],[0;0;0]1];end

if i>1&i<ff(5,1)
mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(i+1);
sol(i+ff(4,i)+1)], [sol(i+ff(4,i)+1);
sol(i+ff(4,1));s0l(1)],
[s0l(i-1);s0l(i);sol(i+ff(4,i))],
[s01(i);s01(i-1);0],[0;0;801(i)],
[s0l(i+1);s01(i);0]1]; end

end
if ££f(1,1)>1&ff(1,1)<N1-1

if (££(1,1)-f£(1,i-1))>0
k=k+1;
mas(:,:,dim-dimper+k)=
[[s01(i);0;01,[0;s01(i);s0l(i+ff(4,1))],
[sol(i+ff(4,1));0;0],[0;0;0],[0;0;0],[0;0;0]];

mas(:,:,i)=[[s01(i);s0l(i+1);
sol(i+ff(4,1)+1)], [sol(i+ff(4,i)+1);s0l(i+ff(4,1));s01(i)],
[0;801(i);s01(i+ff(4,1))], [s01(i);0;0],
[0;s01l(i-ff(4,1i)+2);s01(i)],
[sol(i+1);s0l(i);sol(i-ff(4,1i)+2)1]; end
if (££(1,i+1)-££(1,1))>0
k=k+1;
mas(:,:,dim-dimper+k)=
[[s0l(i);0;0],
[s01(i);0;s01(i+ff(4,1)+1)],[sol(i+ff(4,i)+2);
sol(i+ff(4,1)+1);0],
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[sol(i+ff(4,i)+2);0;0],[0;0;01,[0;0;01];
mas(:,:,1)=[[s01(i);0;s01(i+ff(4,1)+1)],
[sol (i+ff(4,i)+1);s01(i+ff(4,1));s01(i)],
[s0l(i-1);s01(i);sol(i+ff(4,i))],
[sol(i);so0l(i-1);0],[s01(i);0;0]1,[0;0;0]1]1;end
if (££(1,1)-ff(1,i-1))==0&
(££f(1,i+1)-f£(1,1))==0
mas(:,:,i)=[[s01(i);s01l(i+1);
sol(i+ff(4,1)+1)],
[sol(i+ff(4,i)+1);
sol(i+ff(4,1));s0l(i)],
[sol(i-1);s0l(i);
sol(i+ff(4,1))],
[s0l(i);so0l(i-1);
sol(i-ff(4,1)+1)],
[sol(i-ff(4,i)+1);
sol(i-ff(4,1)+2);s0l(i)],
[sol(i+1);s0l(i);
sol(i-ff(4,1)+2)1];
if (££(1,i+2)-f£(1,1))>0
mas(:,:,i)=[[s01(i);s0l(i+1);s0l(i+ff(4,i)+1)],
[sol (i+ff(4,i)+1);s01(i+ff(4,1));s01(i)],
[s0l(i-1);s01(i);sol(i+ff(4,i))],
s[s01(i);s0l1(i-1);s0l(i-ff(4,1)+1)],
[sol(i-ff(4,i)+1);0;s01(i)],
[sol(i+1);s01(i);0]1];end
end

end
if f£(1,1)==N1-1

if (F£(1,1)-ff(1,i-1))==0&(£ff(1,i+1)-ff(1,i))==

mas(:,:,1i)=[[s0l(i);s0l(i+1);
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sol(i+£f£(4,1))], [sol(i+ff(4,1));
sol(i+ff(4,1)-1);s801(i)],

[s0l(i-1);s0l1(i);sol(i+ff(4,1i)-1)],

[so0l(i);sol(i-1);so0l(i-ff(4,i)+1)],

[sol(i-ff(4,i)+1);s0l(i-ff(4,1)+2);s01(i)],

[s0l(i+1);s0l(i);s0l(i-ff(4,1i)+2)]1];

end

if (££(1,1)-f£(1,i-1))>0

k=k+1;

mas(:,:,dim-dimper+k)=[[s01(i);0;0],

[0;s01(i);so0l(dim-dimper+1)],[0;0;0],[0;0;0]1,[0;0;0],[0;0;01];
mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(i+1);sol(i+ff(4,i))],
[sol(i+ff(4,1));sol(dim-dimper+1);sol(i)],
[0;s01(i);so0l(dim-dimper+1)],[s0l(i);0;0],
[0;s0l(i-ff(4,i)+2);s01(i)], [sol(i+1);s01(i);sol(i-ff(4,1)+2)]1]1; end

if (£F£(1,i+1)-f£(1,1))>0

k=k+1;

mas(:,:,dim-dimper+k)=[[s01(i);0;0],

[s0l(i);0;sol(i+ff(4,i))],

[sol(dim-dimper+1) ;sol(i+ff(4,1));0],[0;0;0],[0;0;0],[0;0;011;
mas(:,:,i)=[[s01(i);0;s0l(i+ff(4,1))],
[sol(i+ff(4,i));sol(i+ff(4,i)-1);s01(i)],
[s01(i-1);s01(i);sol(i+ff(4,i)-1)],[s0l(i);so0l(i-1);0],
[sol(i);0;0]1,[0;0;011;
mas (:,:,i-1)=[[s0l1(i-1);s01(i);
sol(i-1+££(4,i-1))]1, [sol(i-1+££(4,i-1));
sol (i-1+ff(4,i-1)-1);s01(i-1)1],

[s01(i-2);s01(i-1);s0l1(i-1+ff(4,i-1)-1)],
[sol(i-1);s0l1(i-2);s0l(i-1-ff(4,i-1)+1)]1,
[sol(i-1-ff(4,i-1)+1);0;s01(i-1)],
[s0l(i);s0l(i-1);0]1]1;

end
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end

if ££(1,1)>N1&ff(1,1)<M-2
mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(i+1);
sol(i+ff(4,1))],[sol(i+ff(4,1));
sol(i+f£(4,1)-1);s01(i)],
[sol(i-1);s0l(i);sol(i+ff(4,i)-1)],
[s01(i);s0l(i-1);s0l1(i-ff(4,i))],
[sol(i-ff(4,i));sol(i-ff(4,i)+1);s01(i)],
[sol(i+1);so0l(i);sol(i-ff(4,i)+1)1];
if (££(1,1)-f£(1,i-1))>0
mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(i+1);
sol(i+ff(4,i))],
[sol(i+ff(4,1i));sol(dim-dimper-N1+2+ff(1,1));
$01(i)], [sol(dim-dimper-N1+1+£ff(1,i));
s01(i);sol(dim-dimper-N1+2+ff(1,i))],
[s0l(i);sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));
sol(i-ff(4,i))], [sol(i-ff(4,i));
sol(i-ff(4,i)+1);s0l(i)],
[sol(i+1);s0l(i);sol(i-ff(4,i)+1)1];
end
if (F£(1,i+1)-f£(1,1))>0
mas(:,:,1)=[[s0l(i);sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));
sol(i+ff(4,1))], [sol(i+ff(4,1));
sol(i+ff(4,i)-1);s01(i)], [sol(i-1);s01(i);
sol(i+ff(4,i)-1)],
[sol(i);sol(i-1);so0l(i-ff(4,1i))],
[sol(i-ff(4,1i));
sol(dim-dimper-N1+ff(1,1));s01(i)],

[sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));s0l(i);
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sol(dim-dimper-N1+ff(1,i))]1];

end

end

if ff(1,1)==M-2
mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(i+1);1]1,[1;1;s01(i)],
[sol(i-1);s01(i);1],[s01(i);s01(i-1);s0l(i-ff(4,1))],
[sol(i-ff(4,1));s0l(i-ff(4,i)+1);s01(i)],
[sol(i+1);so0l(i);sol(i-ff(4,i)+1)1];
if (££(1,i)-ff(1,i-1))>0

mas(:,:,i)=[[s0l(i);s0l(i+1);1],[1;1;s01(i)],
[sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));s0l1(i);1],
[s01(i);sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));s0l(i-ff(4,i))],
[sol(i-ff(4,i));sol(i-ff(4,i)+1);s0l(i)],
[s0l(i+1);s01(i);s0l(i-ff(4,i)+1)]]; end

if i==dim-dimper

mas(:,:,i)=[[s0l(i);sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,1));1],
[1;1;801(i)], [s0l(i-1);s01(i);1],
[sol(i);sol(i-1);so0l(i-ff(4,i))],

[sol(i-ff(4,1));

sol(dim-dimper-N1+ff(1,i));so0l(i)],
[sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));
s01(i);sol(dim-dimper-N1+£ff(1,i))1]1;

end

end
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if ££f(1,1)==N1&N1<M-2
mas(:,:,i)=[[s01(i);s0l(i+1);
sol (i+ff(4,1))], [sol(i+ff(4,1));
sol(i+ff(4,1)-1);s0l(1)],
[sol(i-1);s0l1(i);sol(i+ff(4,i)-1)]1,[s0l(i);s0l(i-1);
sol(i-ff(4,i))], [sol(i-ff(4,i));
sol(i-ff(4,i)+1);s01(i)], [sol(i+1);s01(i);
sol(i-ff(4,i)+1)1];
if (££(1,i)-ff(1,i-1))>0
mas(:,:,i)=[[s0l(i);s0l(i+1);s0l(i+ff(4,1i))],
[sol(i+ff(4,i)) ;sol(dim-dimper-N1+2+ff(1,i));s0l1(i)],
[sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,1));
$01(i) ;so0l(dim-dimper-N1+2+ff(1,1))], [s0l1(i);
50l (dim-dimper-N1+1+ff(1,1));
sol(i-ff(4,i)],
[sol(i-ff(4,i)) ;sol(i-ff(4,i)+1);s01(i)], [sol(i+1);s0l(i);
sol(i-ff(4,i)+1)]1];end
if i==numl+N-2
mas(:,:,1)=[[s0l(i);sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,i));
sol(i+ff(4,i))], [sol(i+ff(4,1));s0l(i+ff(4,i)-1);s0l(i)],
[s0l(i-1);s01(i);
sol(i+ff(4,i)-1)]1,[s0l(i);s0l(i-1);s01(i-ff(4,1))],
[sol(i-ff(4,1));0;s01(i)],
[sol(dim-dimper-N1+1+ff(1,1));s01(i);0]];end

end

end

end
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Magistra darbs “Cilindru virknes aptecesanas matematiskais modelis” izstradats LU

Fizikas un Matematikas fakultate.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie

informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Maksims Marinaki
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Rekomendeju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: prof. Dr.math. Harijs Kalis

(paraksts) (datums)

Recenzents: asoc.prof. Dr.math. Janis Cepitis

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu pienema)

Darbs aizstavéts magistra gala parbaudijuma komisijas sédé
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