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В самом конце прошлого столетия знаменитой доктор­

ской диссертацией А»м. Ляпунова " Общая задача об устой­

чивости движения11 / I / во всей общности была поставлена за­

дача об устойчивости движения и были предложены методы 

ее решения», Эта работа явилась отправным пунктом дальней­

ших исследований по теории устойчивости движения» Вопро ­

сам устойчивости решений обыкновенных дифференциальных 

уравнений посвящены многие книги и статьи. 

Наряду с обыкновенными дифференциальными уравнениями 

в 40­х годах начались исследования уравнений в полных диф­

ференциалах» Их называют также уравнениями Пфаффа, много­

мерными уравнениями или уравнениями с многомерным време­

нем» Начало теории уравнений в полных дифференциалах обыч­

но связывают с именами А» Кичэла и в» Элконина /2/, хотя 

условия полной интегрируемости были известны до их работ» 

С некоторым упрощением результаты мичзда и Элкони на даются 

в статье и «К» Равурина /V* Изложение линейной теории урав­

нений в полных дифференциалах дано в монографии Р.и Ф. Не­

ва клин на А/» Изучению вопросов уравнений в полных диффе­

ренциалах посвящены работы А.И. Перова С /5/, /б/ и дру­

гие)» Этим вопросам занимались также Б» Пини, в . я . неглад­

кий, Е.А» Барбашин, И»С» Куклес, П.Л. Хаимова, А.И» Рей­

зннь, И.П» Карклинь. 

Естественно был поставлен вопрос о распространении 

теория устойчивости решения на системы в полных дифферен­

циалах» 
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В 60­х годах появились работы в.Г. Егорова /7/, /8/, 

а которых рассматривались вопросы устойчивости решений 

систем дифференциальных уравнений в полных дифференциалах 

в виде 

где X ­ неизвестная /^­мерная век торфу нкция аргумен­

тов {(к 4Л; Р{ и, х> ) и (§{^1 ) ­ ^­мерные вектор­

функции» определены и непрерывны вместе с их производными 

по х в области И : & £ 0. ^ О щ /хЫ А и удовлет­

воряют в этой области условиям интегрируемости 

ЛГ ^ ^ ^ (0 .2 ) 

Было дано определение устойчивости и асимптотической 

устойчивости решения системы и рассмотрен вопрос об устой­

чивости нулевого решения системы ( 0 .1 ) в зависимости от 

устойчивости решений систем 

Система ( 0 ,1 ) является специальным видом общей системы в 

полных дифференциалах 

С/У - Г, С?'&,х)еИ\ (0-3) 

где £ @+'х в области 

Изучению вопросов устойчивости такой системы посвящена на­

стоящая работа* 



Ряд утверждений об асимптотической поведении (в том 

числе об устойчивости) решений линейных систем в полных 

дифференциалах с постоянными или периодическими коэффициен­

тами доказан в работах д. петровану /9/ и /10/. 

В первом параграфе первой главы даются определения 

разного вида устойчивости (асимптотической, равномерной, 

экспоненциальной и т.п. ) для систем уравнений в полных 

дифференциалах (опр.1 ­ 5 ) . доказываются прямые и обрат­

ные теоремы второго метода Ляпунова для систем вида (0 .3 ) 

(теоремы I ­ Ю ) . Дается также определение устойчивости 

относительно части координат искомого вектора (устойчи ­

вость по отношению к компоненте) и прямая и обратная те­

оремы. Приводится пример, показывающий, что свойство ус­

тойчивости для уравнений в полных дифференциалах сущест­

венно зависит от области, в которой решение рассматривает­

ся, т . е . незначительным изменением области неустойчивое 

решение может стать устойчивым, даже асимптотически устой­

чивым. Здесь даются также определения и теоремы устойчивости 

и асимптотической устойчивости в целом. 

В параграфе 2 вместе с системой (0 ,3 ) рассматривает­

ся "возмущенная" система 

^ У - х / + &</¥,я/с&* ( 0 . 0 

дается определение устойчивости при постоянно действующих 

возмущениях и доказываются некоторые теоремы устойчивости. 

в параграфах 3 и 4 обобщаются определения свойства 

конвергенции системы и дисоипативность на системы вида 

(0 .3 ) н приводятся теоремы с условиями, обеспечивающими 
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эти свойства. Результаты первой главы не содержат сущест­

венных изменений по сравнению с обыкновенными уравнениями, 

кроме примера о зависимости понятия устойчивости от об­

ласти. Основные результаты опубликованы в статьях /22/, 

/33/ и /34/. 

Во второй главе рассмотрены некоторые вопросы, харак­

терные именно многомерным системам, в параграфе I для про­

странства аргументов г 5 £ * 0 введете я понятие зо­

ны змиссии из точки £ . Параграф 2 содержит определения 

и теоремы различных видов устойчивости в зоне эмиссии .Здесь 

понятие устойчивости существенно связано с видом удаления 

точки ( ^ 6 ® ) на бесконечность (взамен процесса 

4 * <̂  ­> ^ Д'я обыкновенных уравнений и процесса 4?* С, 

1 * ~ ; 221 <*> . использованного в первой главе). 

В параграфе 3 рассматривается обратная задача ­ нахождение 

зоны, в которой решение системы устойчиво, по заданной си­

стеме. Вопрос решается для случая линейной системы 

При к * 2; п » I и п = 2 получены конечные формулы опре­

деления зоны монотонной устойчивости и обычной устойчиво ­

сти в случае постоянных матриц А 1 , А 2 н дифференциальные 

уравнения линий плоскости Д ^ ,ограничивающих зону 

устойчивости (монотонной устойчивости). Результаты пара­

графов I и 2 опубликованы в статье /23/* 

В главе Ш понятие устойчивости рассмотрено примени­

тельно к линейным системам, имеющим ряд специфических осо­
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бенностей. в параграфе I показано, что поведение решений 

линейной неоднородной системы в смысле устойчивости такое 

же, как поведение решений соответствующей однородной си­

стемы. В параграфе 2 рассмотрены вопросы устойчивости ли­

нейных однородных систем. Получены результаты, аналогич­

ные случаю обыкновенных уравнений, как равносильность 

устойчивости нулевого решения и ограниченности всех ре­

шений и другие. В параграфе 3 рассмотрен частный случай 

линейных систем ­ системы с постоянными коэффициентами. 

Получены некоторые условия устойчивости систем с "малыми" 

яелинейностями. Параграф 4 посвящен линейным уравнениям 

с к­периодическими решениями. Приводятся результаты.ана­

логичные результатам Д. Петровану ( /9/. /10/) о структу­

ре решения и приводимости системы с к­периодическими коэф­

фициентами к системе с постоянными коэффициентами.что дает 

возможность применить к системам о периодическими коэффи­

циентами результаты параграфа 3« Получено также условие 

существования к­периодического решения. Привлечением к 

рассмотрению уравнений в вариациях доказана теорема об 

асимптотической устойчивости к­периодического решения. 



ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 

I , ВТОРОЙ метод, Ляпунова 

Рассмотрим систему в полных дифференциалах 

*6г­ Г.Я%х/М\ ( 1 Л ) 
где х ­ п­мерная векторфункция скалярных аргументов 

/ / , . . . , , совокупность которых обозначается через 

х ) ­ п­мерные векторфункции, непрерывно дифферен­

цируемые по всем аргументам в области 

шН^Ощ с'т1, к; /х/ < и выполняются условия 

полной интегрируемости 

I 

Под производной векторфункции х ) по вектору х 

понимается матрица / -р^/$ в которой д­Д является эле­

ментом 1­го столбца и в - ной строки, б, £ * I , . . . . *ъ; 

£ • I , . . . , к. Тогда в области /6 при данных начальных 

условиях имеет место теорема существования и единственно­

сти ренения /25/« Решение, удовлетворяющее начальным усло­

виям Д ¿0 ) шХ0 9 будем обозначать . ^ ( ^ ^ , У, ) , 

допустим, что о ) • 0 ( б'и 1, . . . .к ) , т .е . си­

стема (2*1) имеет нулевое решение. 

О п р е д е л е н и е I . Нулевое решение систем 

(1 .1 ) называется устойчивым, если для всякого £?0 и любо­

го £е е 3. можно найти такое $т %( 8 , г£ ) ;> о. что из 
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условия / Уо $ следует 
€ f 

IХ{t; L, /JJ'< £ при t с ' т 
Т е о р е м а I • Если существует функция 4>$fx) , 

определенная в области Я=Уь*^*^ Я J , 

непрерывная по х в каждой точке ( t9 о ) , равная нулю при 

х = 0 й такая, что 

где oOffl определена и непрерывна при X & fix , оС(х)? о 

при Х£ 0 и <#(0} - 0» и для любых фо ( ^ ­ 1, . . . ,к ) , 

//,/<• /7 Функция 

не возрастает в точке Й по t , то нулевое решение си ­

стемы ( i . I ) устойчиво* 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Пусть имеем 0< ¿'¿4 = 
mm ( t 

^Qff/kiM » Н ) . Обозначим (Cm /JfJtff об fx) . Из условий теоре­

мй следует, что &&>0 . рассмотрим точку и выберем 

/ » <ffe,fy?0 так. чтобы было mtc,X*J < *г при /Л/* <гГ, 
Выбор такого / возможен в силу непрерывности бщх/ по vb 

и условия fttfOjж 0. Рассмотрим решение Д ^ ; 4^ ) при 

fX0lн допустим, что найдееся такое 4­ №*%,*'ш4,-ч*} $ 
при котором to,X0)l * <f . Тогда имеем #*ftjm 

Но это противоречит не возрастанию функции ff^^Juo ^, 

Следовательно, при всех t1* t(
c ( ^ ' « 2 , к) имеем 

Д # 4 /.V < <5 " теорема доказана. 
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П р и м е ч а н и е . Если функция дифферен­

цируема по всем аргументам, то условие ее не возрастания 

равносильно системе неравенств 

О п р е д е л е н и е 2. Устойчивое нулевое решение 

называется асимптотически устойчивым, если для каждой точ­

ки 4 существует такое д0 • $0{{в)?0 . что при условии 

/У./* £ будет # _ ^ , 

Т е о р е м а 2 » боли существует функция 1^х) , 

удовлетворяющая условиям теоремы I и такая, что для любого 

решения Ха) при 1x1 функция ^1 непрерывна и 

где / г ­ ( 0 , . . . , 0 , •••<>), 1,..«.к * и оО*(х) ,0ж19 

определены и непрерывны при //' . оС1'М >0 при 

X / о и й/У(?У ш о. то нулевое решение системы (1.1) асимп­

тотически устойчиво. 

д о к а з а т е л ь с т в о .Так как функция 

удовлетворяет условиям теоремы I , то нулевое решение систе­

мы ( 1 .1 ) устойчиво и достаточно доказать, что 

7/1 & (& Л/ у') • 0 при / Л 1^£о. 

Пусть это не так и существует такое ^>с? . ч т о 1У>(Ъ&,Хь)/г 
о» £ .Обозначим Л* ~ ля/Ъ сС*'б<} 

и положим 7 1 Г ^ * 1 ^ ­

с 
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тогда при Jl.í1 > Т {f* ¿i *о*я бы один раз 

будет íl> t!+ #Ш • Но тогда Ht% X/tiJ ­ Щ.фо 
в К1 

при J . Г > , что противоречит положительности функ­

ции wc¿,x] * Теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е 3« Нулевое решение системы 

( I . I ) называется равномерно устойчивым, если для любого чис­

ла бхд существует такое ¿>= SózJrO. что из условия /XMÍ 

следует 

/Xfr;é.,Xj/<¿ nf>v ¿ i ¿ í , /=/,..., к джялюбого 

Т е о р е м а 3. Коли существует Функция /^^/ .опре­

деленная в области Л и удовлетворяющая условиям: 

•) oCiM^HéfX)¿ oC^CxJ . г д е оС/íx/ опре­

делены н непрерывны при lxh-H% оо(-М > О при х^о и 

oC(-foJ-= О • 
б ) для любого и функция не 

возрастает по ^ в точке Й , то нулевое решение системы 

( I . l ) равномерно устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Пусть 0< £< & • Обозна­

чим через <5¿ поверхность п­мерного шара ///=<? и ^ " ^ ¿ j f 0 ^ 

Из определения функции оо/х/ следует, что <X¿>0 • Выберем 

¿T= SfejrO такое, чтобы при //М ¿ выполнилось неравенство 

oCjfr) < °i при -ее 4. . Выбор такого / воэмокен в силу 

непрерывности О^/х/ и условия o^faj = О . П о условию б ) 

вдоль каждого решения X/¿/ функция vffl не возрастает 

по t . ЕСЛИ при £ е ^ * начальную точку Л выбрать вну­

три шара ^ , то при построении интегральной поверхности она 
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остается внутри шара $ е . действительно, если бы эта по ­

верхность при некотором 4 (%>,%,1Ч,*.-»к) достигла 4» 
то мы имели бы 

что противоречит условию б ) теоремы. Теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е ч. равномерно устойчивое нуле­

вое решение системы ( 1 .1 ) называется равномерно асимптоти­

чески устойчивым, если существует такое /с >о 9 что при 

/КМ ¿0 Л& А,г./ О при Л / ­ > *'* *о 
равномерно по ¿1 {е'~ /»•••/ *1 ' и У о -

Т е о р е м а 4 . Бели существует Функция, /^д/ , 

удовлетворяющая условиям теорем 2 и 3, то нулевое решение 

системы (1 .1 ) равномерно асимптотически устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задано £хО% Надо 

доказать, что существует такое Т ^ Т ^ У , что при ^ ¿0 , 

</;...,< ж €'./' ? будет /XК; А,У.)/<а . Пусть 

/ = /уп/н (^%) . я сС*~ /9Т7/П об,М . в силу свойств функции 

№,х! при М*&> ̂  # имеем , в силу 

определения найдется такое 4 ^ » что с^Д/<о£ при 

/Х0/ ±¿0 • Выберем /г<? такое, чтобы 

Обозначим , #^= о*'?*/, е'=/, ...,*) и полошим 

7 = 

Тогда хотя бы для одного I б у д е т ^ ­</> 

Если бы на интегральной поверхности от точки £ до , 

для которой бЫЛО бы / # ^ ' ^ Л / / > то 
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Здесь 0'#,х/*@%.-4х 1 СЭГ^х/'-Х. 

Условие (1 .2 ) принимает вид 
I 

Проверка дает 

т . е . выполняется для ^ = /^¿2 6% о} , А/ ­ ^ 

где У ­ любое . 

Пусть /#>>гЛ Л** 

Тогда 

л * -к*+Я'" ' **• 
3то означает, что выполнены условия теоремы 2 с а/х4 лг*« 

ЫЫ^-^Х^ и Ы*/х/=Я,Х* и потому решение урав­

нения асимптотически устойчиво. 

теоремы устойчивости допускают также обращения. 

Теорема 5 . Если нулевое решение системы (1 .1 ) устой­

чиво, то существует функция //^*/, удовлетворяющая уело­

мы имела бы 

< - ?^оС€ $ - ч ' ^ 0 . что противоречит условие 

положительмости (т^,х) • Значит» хоть раз станет 1х^°С9 

но после этого всегда будет ///^ £ «что н требовалось дока­

зать» 

П р я и е р : 



­ 14 ­

виям теоремы I » 

Д о к а з а т е л ь с т в о * Следуя методу А* Хала» 

ная /13/, 

Щ гА ЩЛ/йР +Ъ /; X)/, где <Г= Л*/..., ГУ 

Учитывая, что 

получаем /У^/У^ /// • 
В точках интегральной поверхности Х&;&,Х9/ имеем ^Т^/т 

Пусть 4 ^ С * = б'*/,...кш Тогда 

­ ^ %У • Функция №,х/ не возрастает по 

Т е о р е м а б . Если нулевое решение системы (1*1) 

равномерно устойчиво, то существует функция /Щх/, удовлет­

воряющая условиям теоремы 3» 

д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично теореме 5 по­

Л 0 1 т в <тл/х('/+г; /7 ж.// 

Из равномерной устойчивости имеем, что /&с£*Р; £,х,1 -

й£{/х/) ф где еГДУ ­ функция, обратная ¿7^ (при этом функ­

цию Л£/ без ограничения общности можно считать непре ­

равной и возрастающей)» Это означает, что 4№,х/< 
Остальные свойства функции (№,х1 проверяются так же, как в 

теореме 5« 
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Т е о р е м а 7 . Если нулевое решение системы 

(1*1) равномерно асимптотически устойчиво, то существует 

функция, удовлетворяющая условиям теоремы ч. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

При <Г = ¿¡1 имеем 

Пусть ё(#) ­ функция, обратная £(е) (как в теореме б) .Так 

как из равномерной устойчивости /Л(г+<Г; б/х)/ ± г Ох/) 

ф,х/* <*-г10хО-

При 7~%У выполняется неравенство 

/о//* ^ < УУ/ * £ и если ^5 ̂  7%7г/У , то 

Следовательно, для 4?<Г^ 7 % г ^ выполняется неравенство 

Вместе с неравенством (1.5) это означает, что 

н существует такое ^ , при котором достигается наибольшее 

значение. В атом случае имеем 
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/Л' 
с 

с*­

На основании определения Функции Cf6txl шеей 

(*,+<* ^auj/ci+náw) 

me ¿Mü* I*-') > 0 m/Wo. 

Но тогда 

t¿~+fú J *t¿ 
что означает выполнение условий ( i . О . Теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е 5 . Нулевое решение системы 

( Ы ) называется равномерно экспоненциально устойчивым, если 

существуют такие , ^ s i M M | f и для каждого ¿xO та­

кое &âJxO , что из условий $ ф 4 е ^ следует 

/М 1,*Л*г ^f¿X7f('C)J при é% С , г ­ i к. 

Пусть X - Xfc; ¿CfxJ a X Xfé+ 4¿j é-, x) , где 

l'= ( 0.....0, A¿, 0.....0). Тогда 
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Т е о р е м а 3. Если существует непрерывная функция 

щ*Х/ , определенная в области Л и удовлетворяющая уело ­

вияы: 

а ) 4№,х/< оСГх/, 

где -бухо (<'~ О,/,..., ¿7/ г?о, о и/к//*/-*ол 

то нулевое решение системы (1*1) равномерно экспоненциально 

устойчиво. 

д о к а з а т е л ь с т в о .Из условии теоремы при 

Х¥-0 имеем * 

Отсюда при £€я> б0 (с ж 1 э . . . .к ) вдоль решения х/Н 
имеем ^ 

Учитывая условия а) получаем 

ев/т 4.,/.*/** . что 

н доказывает теорему. Эту теорему применим к доказатель­

ству следующей основной теоремы об устойчивости по первому 

приближению. 

Т е о р е м а 9 • Пусть система ( 1 .1 ) имеет вид 

с/х = £/Гхх^сК\ ( 1 . 6 ) 

где ^ ­ перестановочные постоянные матрицы, все соб­

ственные значения которых имеют отрицательные действитель­

ные части­ ^с?г>. 
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Тогда существует такая постоянная 2 V . зависящая 

от матриц , что если при всех достаточно малых /у/ 

ьудет 

то нулевое решение системы ( 1 .б ) равномерно экспоненциально 

устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Рассмотрим систему пер­

вого приближения 

= 2^^усСб\ (1 .8 ) 

и определим для нее функцию по теореме 7 в виде 

Легко проверить, что этот максимум достигается на отрезке 

0£ 1-* г?1 фиксированной длины, не зависящей от Ь и 

потому из доказательства теоремы 7 вытекает, что для реше­

ний системы, (1 .8 ) 

Ж / 

Кроме того легко выводится оценка 

Воспользуемся той же Функцией для системы ( 1 . 6 ) . 

Так как 

/хЛ*/#/« /АЛ {£*е+*Ы.,*о} 
то условие а) теоремы 8 выполнено. 

Далее, 

-тр -1 Сет шп ^ 
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в точках X 

где (Х,(-/х! (с ш 1.2) непрерывные при /х/<~н ^вххт,оСух/^(р 

Второе слагаемое в первой части не превосходят ­ # /'г>/# 

тогда как первое слагаемое в силу (1*9) ее превосходит 

Если в неравенствах (1 .7 ) полонить 2 < # * ° будет 

выполнено условие О) теоремы Я* Итак* теорема 9 доказана* 

З а м е ч а н и е * Взамен условия (1*7) можно поста­

вить более сильнее условие 

£ 1 ¥ % х 1 / р а в н о м е р н о по ^ . 
Отметим, кроме того, что аналогичная теорема о неустойчиво­

сти по первому приближению ( в случае, когда хотя бы одна 

из матриц / г'*^«'уу имеет по крайней мере одно собственное 

значение с положительной вещественной частью) не требует 

отдельного доказательства, а непосредственно вытекает из 

соответствующей теоремы для обыкновенных дифференциальных 

уравнений* 

Т е о р е м а ю* Если существует функция №,х) , 

определенная в области Я и непрерывная линия ^ о уравне­

ниями 4'* {% , ¿4*1 £'М* О , та ­

кие, что ¿4^*) < оС^М и для любого решения х/Н 0*1*1*1 
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при у-Фс и осМ'О и множество точек ¿€¿6 9 в кото­

рых имеет при х » о предельные точки, то нуле­

вое решение системы (ы ) неустойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем начальную 

точку (6о,Х*) <в Л , так, чтобы £се с£ и 4№9,Хц/?>0ш так 

как вдоль линии функция возрастает и 4/Л,хН 
£ ос^х! , то вдоль £ будет ся^/х/^о . но тогда 

вдоль поверхности по направлению £ имеем 

ШП ШЛ -р • 24хг?о 

Поэтому в силу ограниченности при ///¿7/ поверх ­

ность Х{Ь&,/е) неминуемо достигнет поверхность //А// .что 

и означает неустойчивость» 

О п р е д е л е н и е б» Нулевое решение системы 

(1 .1 ) называется асимптотически устойчивым в целом если оно 

асимптотически устойчиво по Ляпунову и для каждого решения 

Х$;Ж,Хе/ V* выполнено условие 

О п р е д е л е н и е 7 » Будем говорить, ъ.то 

Ш ^ допускает бесконечно больной низший предел при 

/у/­̂ > о « , если (¥^,х/-^* при А/­? равномерно по 

всем ^ ( £ » 1 . » » . , к ) , т .е » для любого существует <#»#^У 
такое, что /1Ч%,х)1?М при ^ ¿0, с и Д / * # . 

О п р е д е л е н и е 8 * Будем говорить, что 0~,х/ 

допускает в сильный бесконечно малый высший предел при 

1х/О , если существует функция МхМ (?/%'/шил, что 

/0,1)1* Шх/ при &х/е X и 4Мй/~ О, (1.10) 
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Т е о р е м а I I . Боли для системы ( i . i ) существует 

положительно определенная функция ¿¥¿/x/£ б/^ f£J , допу­

скающая в Д*" сильный бесконечно малый высший предел при 

¡X/-? о ш бесконечно большой низший предел при /*/~* °^ .при­

чем jp¿e' ( с ш 1,**.,к) отрицательно определены в то 

нулевое решение системы ( I . i ) асимптотически устойчиво в 

целом* 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Так как условия теоремы 

включают условия теоремы 3. то нулевое решение системы ( I . i ) 

асимптотически устойчиво* Пусть Х(е, А,Ус/ ­ нетривиальное 

решение системы ( 1Л>* где (ес,хй}&£ произвольны. Обозна­

чим через К х некоторое ограниченнее замкнутое множество про­

странства ¡Qf содержащее точку х • так что Хс£^%с^х и 

пусть /У» 4Шь ¿YfyJ на Jfx $¿Xo , в сижу неравенства 

( I . I O ) M<f<>° • Так как бЩх/ обладает в *Х?х̂ бесконечно 

большим низшим пределом при /х/ , то существует шар 

S* {/х1*%1 О £Хо , такой, что 4№, х/>// при ¡xl*% * 
По условию теоремы вдоль траектории X{6;/e,xJ выполнены 

неравенства ­ — — - — — < 0 , поэтому при с*сс {1=1...,*, ) 

имеем drfé, x/é; t9fXJ) ^ 4%, XJ < М, 
и следовательно /Х/é; Л, X*)l<% , т.е* все решения системы 

(1*1) ограничены* 

Покажем, что xft; á/XJj—?0 при Á i ° * , 

óe^écj ¿'~Пусть l?0 произвольно и Э т а к о г о , что 

Функция €Ш) , определенная условием ( i . i o ) , удовлетворяет 

неравенству 
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Покажем, что решение Xtf)&,**<>/ при JZ t войдет 

внутрь замкнутого шара Ы1< ъ . допустим, что это не так и 

0<^<1ХН}{,М<^ «Фи ¿^¿¿¿«¿ . . ./1 • Тогда , бу­

дучи отрицательно определеные. имеют в области ф < й } 

отрицательные верхние грани ­ гс' (у1'го) и при €1<>£1о 

справедливы неравенства 

Интегрируя это неравенство по произвольному пути от 4 до 

4\) получим 

если хотя бы для одного t • 1,...,к t >£с + •—^ что про­

тиворечит положительноетн 4tf£,x) . Следовательно, существу­

ет 1#•*••*! такие, что /Х{*<}&,Х,}/б Ъ • 

UCxßi&itJj^t • Отсюда ввиду монотонного убывания , 

Wi,Xft;i/Jj W tt ( ! • • • • # * ) оудеп *ие*ь 

и таким образом 

{фьМ.х^х.^о. 

Но тогда j£/?v ^ /./ ­ б1 и теорема доказана. 

для систем обыкновенных дифференциальных уравнений с 

непрерывной правой частью и свойством единственности имеет 

место интегральная непрерывность решений /26/, т . е . если 

Х/̂ У у есть решение системы 
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те для любых £ >о и с г ( <я ­ , 0 существует Л ? та­

кое, что решение % определяемое начальными условиями 

ус • гае УЕ&,рз и А^/­ л^/л/будет иметь 

смысл щи , причем е для 

Из этого сразу следует, что поведение решения в смысле 

устойчивости в интервале 4^-6^^= будет такое же, как а ин­

тервале , если 4&£Ъ , 

Для систем (1*1) понятие устойчивости зависит от обла­

сти, в которой оно рассматривается, т . е . решение монет быть 

неустойчивым в 3£*{о* 6 стать устойчивым,да­

же асимптотически устойчивым в области ^*~{& ^ ' ^ . . д / 

В подтверждение этого приведем пример. 

Легко проверить, что решение имеет вид 

Х-т+<1е*М; произвольная 

постоянная* 

Рассмотрим $ьШ{0* 4, 4 < , °^ ­ Решение, удовлетворяю­

щее начальным условиям ОС(¥,С0 = Х0 , имеет вид 

Выберем 4 * £ • 0 , тогда 

Если 4°­ 0, § £ 4 0 0 » то т,е* ре­

шение неустойчиво* 

Рассмотрим теперь {о*6,< о* • <?< ^< 

Для заданного ^выберем £< е % { % + 4 • 
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1Ьгда при 4^ ¿^4*% 6 УД от 

/Х(£;£0,хл/<£ $ что означает устойчивость нуле­

вого решения* Более того. /ХМ; 6б,Хс)/-*> с? при 4*4^"^ • 
6 > 4^ • а э * ° означает, что нулевое решение данного 

уравнения асимптотически устойчиво. 

%ссмотрим теперь систему уравнений 

где векторы X и 61е одной размерности, а у и / 

вообще говоря, ­ другой. Предположим, что эта система при 

¿^0 ( с / х / ^ Н я любом и обладает непрерывно 

дифференцируемыми коэффициентами и удовлетворяет условиям 

интегрируемости 

ТР 7х ® Р? & м> •+ & а + ц ** 

Будем предполагать, что ¿1(^0,0/ « ¿№,0,0) шО 

( С ж I , . . . , к ) , т . е . система (1*11) обладает нулевым реше ­

нием. 

О п р е д е л е н и е 9 . Нулевое решение системы 

(1.11) называется устойчивым по отношению к компоненте X , 

если для каждого его и любого &е%*{0* б'*0** 
существует такое а - 9 что из условия /х/+/у/^Г 
следует 
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Бели число / можно выбрать независимо от & , то нулевое 

решение системы ( 1 . и ) называется равномерно уотойчивым по 

отношение к компоненте X • 

Т е о р е м а 12. Если существует функция Щх,£) , 

определенная при £1*0% с ш 1.....К, /х / £ I и любому 

и удовлетворяющая условиям: 

а) 4№,Х,у) непрерывна по совокупности и и у при 

ж « у .о . 
б ) №,Х,р 2- . где гхА/ при /х/*н нерерыв­

ная, положительная, неубывающая при х /к о функция и * О, 

в) для каждого решения Х&/9 ур) . ждя которого 

/Х0/< ¿11 функция Х&1,у&М не возрастает по ^ в 

точке й , 

то нулевое решение системы (1.11) устойчиво по отношению к 

компоненте х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Пусть имеем Выбе­

рем в точке То настолько малое $=£&£>/?09 чтобы при ДА­

//40/<£ было 1$с1Хо,у»}<о6(е) , выбор такого / возможен в 

силу условия а ) . Рассмотрим компоненту решения 4, Л 4/ 

я функцию ^ 1 ^ ­ 4 4 ' . 

которая в силу условия в) не возрастает. Тогда имеем 

По вижу Функции <#$/(условие б) ) следует, что 

что требовалось доказать. 
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Т е о р е м а 13« Боли существует Функция ^и,*,^1 , 
определенная при ^г?-0( с'ш 1, . , . ,к ) , / х / п и любом у 

и удовлетворяющая условиям: 

а ) сООхг) < Иё,**у)± [ЪОхи/уО (м+/1/< н1 
где Х4\) н /3,4/­ непрерывные возрастающие функции при 

б ) для каждого решения £(4)% у СИ • для которого 

/Х/Н/< // 9 функция Ф%№)щу&) не возрастает по ^ , 

то нулевое решение системы (1.и) равномерно устойчиво по 

отношению к компоненте к . 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть имеем ё?0* Выбе­

рем настолько малое &@?0Ш чтобы при /Хо/<о было 

(зОХс1+1у*1)< оС(г) щ рассмотрим компоненту х(<г\ Ъ*У*% %) 
к Функцию 1; /г/, тогда имеем 

об(1Х(1) х0/у,)/) * * = Л,/*/ ^ 

< ^3 //Л/­/ /у01) < оС/с) 

откуда следует, что /Х{£;£,Хс, #<>//< £ Ь/ш с<*£с, с=/,.,.,^ 

что требовалось доказать» 

Теоремы 12 н 13 допускают также обращение. 

Т е ерр о м а I * . Если нулевое решение системы 

(1.11) равномерно устойчиво по отношению к компоненте X, то 

существует Функция 1^x1 , удовлетворяющая условиям теоре­

мы 13. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть 

4НА/&/*+Ъ х, 
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Пусть ^ н 4* ­ 4' ­ ¿¿1 

Тогда имеем 

что означает, что функция ^ " $ 7 невоэрастающая и теорема 

доказана. 

Рассмотрим теперь систему ( 1 .1 ) и скалярное уравнение 

где Сд1&$1 непрерывно дифференцируемые функции и удовлет­

воряют условиям интегрируемости 

вобласти ¿-1..-,,$^ 0*$*^ /0<ь<+~) 

Т е о р е м а 15. Если существует дифференцируемая 

при {*0{1 т 1 , . . . , « ) , / Х/£ Н функция ^б/гУ такая,что 

^/=<? * <?«#£гА/„ : ^ * а>'^фН'' I « ) 

Из равномерной устойчивости по отношению к компоненте X имеем 

В точках поверхности Ж -6 ; €сщ хв $ Уо ).^( & • X* ) 
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и функция ос(У н fi/У i непрерывные и возрастающие при 

0аЪ<Х/ч причем ofrfoj*fs/bj-О, 
то 

I o ) если нулевое решение уравнения ( I . 12 ) устойчиво 

и ¿fé, к! • то нулевое решение системы ( I . i ) так­

же устойчиво; 

2° ) если нулевое решение уравнения ( I . I 2 ) равномерно 

устойчиво и oóOx/M {X(¿,xk'filixi)\ то нулевое решение систе­

мы ( i . i ) также равномерно устойчиво. 

3°) если нулевое решение уравнения СI•12) асимптотичес­

ки устойчиво и то нулевое решение системы 

( I . i ) также асимптотически устойчиво. 

ч°0 если нулевое решение уравнения ( I . I 2 ) равномерно 

асимптотически устойчиво в oC{Wj< MfyMflftxf) $ го нуле­

вое решение системы ( i . i ) также равномерно асимптотически 

устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I o ) Пуоть ¿>c?, ¿¿
c»0 

( ¿ « I , . . . , к ) и Ф(е,ес/>0 такие, что из условия сле­

дует O] » t'* ¿O {¿m I , . . . , K ) . 

Из непрерывности функции tffé/I следует, что существует та­

кое ffe^JrO , что при /Xcf¿$ будет tWo,Xj¿ym 

Тогда имеем 

Но т о г и 

0, X#; t., JfjJ ¿ f/é, á, №. 'J) < «¡*/ 
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Так как оСС/Л&;4е,Хо)/)^ 4№,х) <оС/е) , то М^М/а 
при ( ' « . I . . . • . к) если До / * Щ &и 

2° ) Пусть £?0* Из равяоыервой устойчивости нулевого 

решения уравнения (1.12) можно выдрать ^ в такое,что 

из условия /^о/</у следует < £ при 

^ 6о С ̂ " I » •••#*) «ля всех 4* Тогда существует такое 

с^Л^­.что при //сА/ будет а(/Хо1]<^ и 0£о,Хо1< 

< /3/?Х./Мрщ Так как ¿ 3 ^ * X СО*'&л 4УсС6с' , то 

^ х(е-> 4 4 *У4л/> < 
Но тогда 

4 ЛУЛ £ ¿1',*'* А*..,* для 
любых &е ь если только Д*/< Й̂'У # 

Л Л * как ^ ¿7?; 4 Л// * / Л 4 Л £ /.// 

и * (6; 4 ^ /У •= б? , »в 

/о// - О с/ такте 

откуда следует, что шм/х/Р; 4, Л// = . 

ч° ) Из равномерной асимптотической устойчивости реше­

ния уравнения (1,12) следует, что существует ^ и для каждо­

го £76? такое 7%; . что при lfj<<fi будет ///4*0 4/.У< 
при 7Yo> . с? , i к . 

Выберем $с>0 такое, чтобы было < ft . Тогда при 

fXcl с So получаем 
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к следовательно ^ 

f(¿c ^ №,**))< £ Г* ТО). 

Так как 4 * / # * ^ то 

/лг/4 * # 4 < ос/с] «л* г: г<!> го) 

если только Ыг • 

2» Устойчивость пои постоянно действующ* 

возмущениях 

Рассмотрим систему 

и допустим, что она вместе с системой (1 ,1 ) удовлетворяет 

условиям интегрируемости в той ко области Л • Непрерывно 

дифференцируемые Функции <Я/%л/» о* 1% . . . . к будем рас­

сматривать как величины, характеризующие постоянно действую­

щие возмущения и они, вообще говоря, не обращаются в нуль 

при X ш 0» 

О п р е д е л е н и е Ю, Нулевое решение системы 

( 1 .1 ) называется равномерно устойчивым при постоянно дейст­

вующих возмущениях, если для всякого £>0 можно найти такие 

у*& ( о. 0. I . • . . . ж ) . « всякое реяекие систеш (1.13) 

при условии /Уе/<%%)• 4 ^ П Р И произвольных сисО]х/ 
(<• ­ • I , . • • .ж ) , удовлетворяющих в области мА/, ^ , 

1,,..,к неравенствам 

1'0\%Х)/<' 4?С0) 9 б ' » I* . . м к, 

удовлетворяет неравенству 
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О п р е д е л е н и е I I . Нулевое решение системы 

(1*1) называется равномерно устойчивым при постоянно дейст­

вующих возмущениях, ограниченных в среднем, есди для любых 

чисел г > # С т 1 в,,„к)можно указать такие числа 

ус?0 ( £ • 1, « . « ,к ) , что при выполнении условий 

/СО% Х//< <р№ /*/<К **Ъ^>-МиУд 

где ^ ' ^ ( ^ 1,...,к) ­ непрерывные функции и 

­ / ' ¿ « 1 к, ( Ы 5 ) 

каждое решение системы (1.13) удовлетворяет неравенству 

/Х& *о,Х*)/<6 при & 4 ( с ш I ж) если /Х„/<£ щ 

Очевидно, из равномерной устойчивости при постоянно действую­

щих возмущениях, ограниченных в среднем, вытекает равномер­

ная устойчивость при постоянно действующих возмущениях. 

Т е о р е м а 16. Бели в области ^ существу­

ет непрерывная функция 4>/6,х) • удовлетворяющая условиям 

а ) Ш,х1*<*Сх), №,е/~С, 
б ) для любого решения системы ( 1 .1 ) при 1х1<Н выпол­

нены неравенства 

$ < -оС'Гх/, г 1 ­ 4..., *>> 

где о($ я оО (х){ Ст 1,...,к ) определены и непрерывны при 

/ X / 4 н , положительные при X / 0 и равные нулю при X • О, 

в) для любого достаточно малого £?0 функция ^^/удов­

летворяет условию Липшица по X при / Х / ^ ; • 
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. « О д а » т £ % £ ш е . . 

Пусть теперь заданы ^?о {ст 1, . . , ,к ) , причем без 

ограничения общности можно считать, что Выберем 

так. чтобы 

1/' 4иА 4№, х) с сЪ/Щх/. 

Затем выберем 01е так, чтобы 

0< Щъй 7}о»/*сСр) , с'ш I к. (1.Г7) 
, ' Х*/Г/± Л> 

и №/£4у£< . 
Тогда при выполнении неравенств (1.14) и (1.15) и при 

/ХоМ 5 будет Ш) 4 6 при ¿5 . (с'ш I к ) . 

В самом деле, предполагая противное легко найти <^и /* 

( %>о, 6^0, с'*/,».,к ) , для которых 

то нулевое решение системы (1*1) равномерно устойчиво 

при постоянно действующих возмущениях, ограниченных в сред­

нем. 

д о к а з а т е л ь с т в о * Пусть и(£1 ­ какое­либо 

решение системы ( 1 . 1 3 ) . причем /у&/<Н • Тогда, обозначая 

К(б) ( б ? о ) непрерывную функцию, для которой '^х/-

< Х(*)1Х'у1 • (Ы1* получим 
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Из (1.16) следует, что. 

Пусть целые числа #?с такие, что 

Из (1.17) получаем, что 

и потому из (1.18) вытекает, что 

но этому противоречит (1*17) и теорема доказана» 

Т е о р е м а 17. Если нулевое решение системы (1*1) 

равномерно асимптотически устойчиво, то оно устойчиво при 

постоянно действующих возмущениях, ограниченных в среднем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Согласно теореме 7 су­

ществует функция // , удовлетворяющая оценкам 

а ) О^/У/^ < об^М «где оСс'{х1>0 при 
Ш оО*/0/=0 • сш 1,2, 

б ) ^й-Мх/ . где ^0#/>0 при х / о и ^ ю , 
£ • I , . • . » к . 
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Если предполагать, что производные ^ У г ^ / ( ¿' «1, . . . , к ) 

по X равномерно ограничены при //Л У , /б ^ , то по по­

строению функции имеем, что ее производные по х 

также равномерно ограничены, т . е . 

/Ш< / ( / •  С т 1 С1.19) 
Пусть дано бго щ вследствие определенной положительности 

имеем 

а вследствие (1*19) можно написать неравенство 

4и/1(^&х) при ^ ' (1.21) 

Обозначим 4­ 4с ш *'л/{А$/т 
с ш • Тогда в области З^/х/^г будут выполнены не­

равенства 

* / ^ ( 1 # 2 2 ) 

а функции СОс{^Х] (б « 1 , . . . , к ) удовлетворяют неравен­

ствам с/У^У 

/а/Щх//* . / . I к. бг .2з) 
Построим теперь функцию и поста ­

рвемся подобрать функцию уЗ^У так, чтобы функция ь 

могла служить для доказательства устойчивости при постоянно 

действующих возмущениях, удовлетворяющих оценке ( 1 .15 ) . Вы­

числим изменение функции ^ л / п о -6е вдоль поверхности си ­

стемы ( 1 .13 ) . Имеем 
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- ?<с, лт/( & р ж/СО 

Пусть ^ , с т 1.....К , числа из интервала ( 0 , 1 ) . 

Определим Функции й/*(б£) так» чтобы выполнились равенст­

Бели выбрать числа о?1 в условиях ( и з равенств 

/ ~ ¿2* ' С-4 
то интегралы в левых частях равенств (1.25) будут неотрица­

тельными, и, следовательно, существуют неотрицательные функ­

ции у-с}г/ $ удовлетворяющие условиям (1.29/). 

Определим теперь функцию /30 равенством 

*ЦК Ч^М- с м * 

Из неравенств (1.23) н ( 1 . 2 0 по определению функции / ^ ' п о ­

лучаем / 

С другой стороны из условий (1.25) и (1.26) имеем 

и, следовательно. 

Бели половить теперь яс'{ с'ш I , . . . . к ) , удовлетворяющих 

(1.27) 
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то функция » области / у д о в л е т в о р я е т не­

равенствам 

Же~'* /Ах/* &е. (1.28) 

Таким образом построена Функция, удовлетворяет условиям 

(1.27) я в силу неравенств (1 .20 ) , (1,21) и (1.28) ­ н е ­

равенству 

Ж г Л (1.29) 

Если теперь рассматривать поверхность ^/6 ПРЙ условии 

1Уо1<$ • * ° вследствие неравенств (1*27) и (1.29) будет 

/М) £о,Х*)к £ Щк Ст I » ч т о требовалось 

доказать. 

Рассмотрим систему уравнений (1.11) 

Мх - / 7 а х.рои* 
с 

• 2^, ь {£х,у) о№с 

и систему 

он-г, £'к °, ,твА 

1'-4 ( ЬЗО) 

удовлетворяющие условиям полной интегрируемости. 

Т е о р е м а 18. Если нулевое решение системы (1.11) 

равномерно устойчиво по отношению к компоненте X .функции 

1%*,$, С-1 , равномерно непрерывны по X при 

X « 0, а нулевое решение системы (1.30) равномерно устойчи­

во, то нулевое решение системы (1.11) равномерно устойчиво. 

условиям 
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д о к а з а т е л ь с т в о .Из устойчивости нулево­

го решения системы ( 1 . П ) по отношению к компоненте к сле­

дует, что для каждого ^существует / » £С£)?о такае, что 

из условия / / < > / / с л е д у е т 

/Х&;£е,Х„у0)/<г при €**6ъ Ст 1,....к, 

Систему к 

Ыу- £-'4%х,у)ои* 
перепишем в виде 

-£{1 'к *Х+£* 'к /.у-

Вследствие равномерной асимптотической устойчивости нулево­

го решения системы (1*30) . оно является устойчивым при по­

стоянно действующих возмущениях, т . е . существуют С=С1С-Х 

такие, что при 

{с'т 1,.. . .к) будет /у& /С/ У01у».^г при 4€'*£ /<г'«1,...,к> 

В силу непрерывности функций 47^x^1 по ж существует та­

кое , что из условия /х/*(Г следует 

14%х,у)+ (>с'{*(о,р1<У т е*'*° с < ­х • ) . 

По определению устойчивости по отношению к компоненте х из 

/Хе/ • М/< следует 

/Х(Ъ*.1Х.,уЖЮ при ? » ё'о , с. I к. 
Пусть у&)т 4?7/*//уо/е)} ус(<ГСе)1}_ . Тогда из /х01+/у»!<у(е) 
следует 

и если 

Ц1Н Х^^х^у/ ­ 4% О,у//< ^ сш 1 „ . . , к при 

/хМг$ *• 
Х.,/*;/* £ при ^ , сш I , . . . , * , что 

доказывает теорему* 
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з . Свойство конвергенции 

Рассмотрим систему ( I . I ) в области ^ % ^ Л , где 

ъ/^т /-оо<£'..., t*-<+<*>J- и допустим, что в этой области 

выполнены условия интегрируемости ( 1 , 2 ) . 

О п р е д е л е н и е 12» Будем говорить, что систе­

ма ( i , i ) обладает свойством конвергенции, если: 

1) все решения J>ft;<f<,,/</ определены при 

¿0 ^ £С< с*3 , СШ 1 , . . . , К , 

2) существует единственное решение С6с- j*!, опре­

деленное и ограниченное во всем пространстве т . е . 

3) решение ^асимптотически устойчиво в целом при 

У/с'~? , tc'z €с
с , т . е . оно устойчиво и для любого 

решения шее» &Щ> М А А, г.)- J/i// = Ä 
* =/ 

З а м е ч а н и е • Воли правая часть конвергентной 

системы ( I . I ) периодична по ^ о периодом то 

ограниченное решение .yft) также периодично с тем же перио­

дом и . 

д о к а з а т е л ь с т в е . Пусть aSft+td> » 
*&(6} X) • tm Xt••••«• Ассмотрим векторфуикцию #у . 

Имеем ^ 

ш yff-ttö) является решением оиотемн ( i . l ) я притом орра­
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Т е о р е м а 19. Если 

I ) все собственные значения Ж /Л Ч имеет отрицатель­

ные действительные части» т . е . 

• т . е . 

2) векторфункции </ 0( с'т 1,.. .»к) ограничены на 

* ' С 1.34) 

то система (1.31) обладает свойством конвергенции» причем 

представляет собой единственное» ограниченное на <7& реше­

ние системы ( 1 .31 ) . 

Следуем методу доказательства Б «П. Демидовича /15/* 

Д окаэательство. Из условия (1.33) имеем /10/, что 
е 

ничейши на Так как система с конвергенцией обладает 

единственным ограниченным на ^ решением, то <у&+^ = 
г 1?{6) 9 т . е . у/?/- периодическое решение с 

периодом 

Рассмотрим систему 

Ж ­ + /€/^^ с ьз1) 

где ^ с ­ постоянные ^^перестановочные матрицы% ̂ РМ^'Ф/. 
и выполнены условия водной интегрируемости. 
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где Л/с>0; о < <хс- < ­ от?ах £кК&с/-
у 

Отсюда полу чаем е1 

Следовательно, интеграл (1.3$) сходится и функция я^'огра­

ничена по всей £ , с ­ 1,...,к, причем 

/V* /з?ах А// о^= л?//? ос/ . 

Проверим» что формулой (1*35) определяется только одна 

Функция т . е . интеграл в правой части один и тот хе 

при Сш I . . . . , к. 

Для этого рассмотрим интервал 

^ ' ^ у с
 п 0 замкнутому контуру 

у у # г .... с С */-*н/с •.. Ж ^ & 

гХ»Г 

+ / е * * ' ' * / Л с . . , х'-\ г у . * у а с < + 

• С 
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Переходя к пределу при ~ ^ я 6%'-. 

яо пользуя условие I ) имеем 

©о £ С ^ 7 

теперь проверим, что функция уМщ определяемое Форму­

лой (1*35) является решением системы ( 1 .31 ) . Дифференцируя 

47$ во £ с получаем 

— ОО ' 

Но тогда Л , 

в ^/является решением системы (1«31)« Покажем, что у$ явля­

ется единственным решением, ограниченным на ^ • Пусть 

^ / / ^ ­ Другое решение системы (1 ,31 ) . ограниченное на • 

Тогда при любом 4 ^ ^ имеем 

Отсюда 

Так как , то фиксируя ^ перехо­

дя к пределу при 4? (яо тогда хотя бы для одно­

го £ вмеем 4 ­> и в неравенстве (1.36) можем вы­

брать жменно этого () в неравенстве ( 1 .36 ) , получим 

/ф#/-у/&/±о л/ЛУ^^М ш 
является единственным ограниченным на ^ решением* 
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Бела &(-6/ т любое решенле системы (1 .31 ) , «"то 

ум * а/с ег***-а//а/- у/т/ при ё ь 

1 , . . « ,к , . Воли выбрать <̂ ~< ^ , то при /х/^- уш/<ог 

будет ^/^/< е , т . е . решение устойчиво по 

Ляпунову. Более того , &Хгь/Х/{/~ &#//^ о и реше­
4Гг?''^ ее 

ние ^/устойчиво в целдй, значит, система (1.31) конвергент­

яа. 

Л е м м а I . Пусть система (1.1) задана во всем 

пространстве Щ?т / ­ х < + °^ с'= / , . , = <,,,, 

я выполнены условия существования и единственности решения, 

причем при /X/* К и любом ^£<<? ( ^ - 1 , . . . , к ) , 

где производная взята в силу системы (1 .1 ) . 

Тогда соответствует по меньшей мере одно решение <пШ 

системы ( I . I ) , определенное и ограниченное для всех £е , 

т . е . /ф#//<# при 

д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последова ­

толь весть трубок 1^ решений <%Д,£>,л/. определяемых началь­

ными условиями ^ « ( ' ­ р , • • ­ , ­ ? ] , р ­ 0*1,2, . . . , Хее 3 • где 

$ ж //х/* Я} . так как решения Х/6) хй)& 7^ При 

т-/1(ст I , . . . , к ) входят в область£ш/-<^< €'< /х/^#] 

я остаются в май , то они бесконечно продолжаемы вправо, 

т . е . имеют смысл при ~/б4 £с'<+ ̂  , / • 1 , . . . ,к . 

Пусть {Х(0} ^,Хо/} ( Р ­ 0,1,2, . . . ) ­ сечение 

трубки Тр начальной гепирплоскостью й о ( ^ * 1 , . . . , к ) , 8 

силу интегральной непрерывности у> замкнуты. Так как реяения 

Л ( £ , Ко ) при ^ ­р ( с « 1 , . . . , к ) содержатся внутри 

области ^ , то 
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и,следовательно, на основании свойства единственности, зна­

чения , £, /о/ составляет часть начальных значений 

{сш ­ ( р ­ I ) , с ж 1,...,к, /Хо1$% трубки Т­ г , Поэтому 

для каждого р > I трубка Т р целиком содержится в трубке 

Т р ­ 1 я поэтому для системы замкнутых множеств {<^} имеем 

Следовательно, на основании принципа вложенных сфер для 

системы /ч^ь/ существует общая точка ^с^У^/о, притом 

Вас смотрим решение « Х(6, ^ ^/ • так как 

^6^7 ( р • 0 , 1 , . . . ) , те существует решение Х^^ь,^/ 

( ^ ­Р» 1»«**»к, /^«/< # ) такое, что Х(4; ф^/ т 

??/с . В силу свойства единственности имеем X /с-с ^<?/ = 

= Х{^;^ь}^) следовательно, Х&&,??о1 определено при 

­/Ь <. £'< ъ& , 1*1 , . . . , к . Отсюда ввиду произвольности 

натурального числа р получаем, что решение ^ 4 Л'/г ,̂ 
имеет смысл при ­<^</< + ¿0 у 1 в , . , ,к, причем 

4и/ъ/у/&/< и димма доказана. 

В /15/ приведена следующая 

Л е м м а 2 . Пусть @4(4$т действительная 

векторфункция, 

­ еемметризо ванная матрица Якоби, а Мх] % /1/х/- ее наи­

меньшее и наибольшее собственные значения. 

Тогда для скалярного произведения 

4) спрвввдли» оцепа 
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гае \ = iU \(x+U) , л я 4илА(*+ Ш 

Т е о р е м а 20« Боля для системы ( I . l ) во всем про­

странстве Л т £lXJ<+ оо, б ' * / , - * u j 

2) наибольшие собственные значения Ktf,*! симмитри­

зовакных матриц Якоб и У/Н,х) векторфункций Ctl'tf,x/ для 

всех t и х удовлетворяют неравенствам 

то система ( i . l ) обладает свойством конвергенции» 

д о х а з а т е л ь с т в о • Половим lfaJ'5,(x,*J-

В силу системы ( I . l ) имеем 

Тогда (а tyx/, а о), xj + fei oJ^Jy и 

применяя лемму 2 я используя неравенство (1.38), получим 

^</?Ух*х1Ф№1^* -о41{х,х/+{сг'Ы */> 1 
8 силу неравенства Кони и условия I ) имеем 

KUH о/ Xjl $ /Щ о// 1x1 < 1С < /х/. 

Таким образом 
А** , • /яахХ( _ 

^l<-cCVs,x/+/ct/x/±oj мех /х/ъ^т^г-Я. 

Следовательно, выполнены условия леммы I и существует реше­

ние такое, что 

Пусть Х/И ­ любое решение системы ( I . r ) , определяемое 
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начальный условием оо/?с/= У0 • Положим ùfr/, 

Так как i £ = * • «а основании леммы 2 

имеем 

Отсюда при t1'* tc
Dj i~ 

т . е . 

fXttj- У0)1 fXfti- при é Ce ­ I к 
(1.39) 

Следовательно. Ф$ асимптотически устойчиво в целом, причем 

устойчивость экспоненциальная. Из неравенства (1.39) следует 

также единственность ограниченного на •£* решения yft) .та­

ким образом система ( I . l ) конвергентна. 

С л е д с т в и е . Пусть дана система 

d**£{ffa+f%jdti (1 .ЧО) 

где JtyéêVty tftyefi'tejrV я выполнены условия 

полной интегрируемости 

причем <УС m (û ùtfj ­ матрицы Якоби. 

ЕСЛИ 

1) Mlfb/ffij/* 

2) наибольшее из собственных значений /\.(х/ сям­

метризованной матрицы Якоби 
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уцовлетворяет неравенству 

где ос1" положительные постоянные. 

то система (1*39) обладает свойством конвергенции. 

4. Диесипагивные системы 

Рассмотрим систему ( 1 .1 ) с выполненными условиями ин­

тегрируемости и обеспеченной единственностью решений 

области Л'т Х/х 

О п р е д е л е н и е 13. Система ( 1 .1 ) называется 

диссипативной, если все ее решения ьь(?; 4./•) бесконечно 

продолжаемы вправо (при £1
С , с'т . . . . . к ) и сущест­

вует такое число &?о% что 

т . е . для каждого решения х#; /*,х*) существует число 

К 4 , У, ) такое, что при ^ р1'-С/>Т оно навсегда 

погружается в фиксированную сферу /х/< Я « т . е . 

/ХН, К *.)/ при Т*£ К''- (1.41) 

Если число Т можно выбрать независимо от 4 , то система 

(1.1) называется равномерно диссипативной относительно г£. 

Т е о р е м е 21. Если во внешности некоторого ци ­

линдра Гж/Уе Хе
к) ж {Хе Я^} . где />} * * * 

системы ( ы ) существует Функция Ляпунова 4%£, */е &/'х {X У 

такая» что 

а ) (/#,х/ * 0,{/х/} # где а/*/- непрерывная положи­

тельная возрастающая функция. 
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6) 4tf6,xl^. éûxfj , где SM m непрерывная не­

убывающая Функция и SM-> при ­г о« , 

положительные непрерывные функции, 

то система (1*1) равномерно диссипативва относительно t0 • 

д о к а зато л ь с т в о . Из условия б ) следует, что 

при /х/ ̂  р т , где Pj > р достаточно велико, функция 

06fxl?O . Так как по смыслу теоремы вместо числа р мож­

но взять р 1 # то будем предполагать, что 4fä,xJ>0 в ­%с • 

Рассмотрим решение xf{, t*e/J при /х,/^ р и покажем, что 

они равномерно ограничены в совокупности. Действительно, об­

ласть существования У m {ël

c * tc< Тс'} , im 1,...,к можно 

разбить на два множества; J где 4 • совокуп­

ность всех точек t9 для которых /Xfijà/j/^P и совокуп­

ность точек ^ , для которых /х{{, &,Х»)/?р. Если множество 

пусто, то наше утверждение доказано. Пусть ^ не пусто. 

Берем в пространстве t произвольную прямую I , пересекаю­

щую и пусть te и • течки пересечения / о гра­

ницей а£ . Тогда /Jtf{«)l=f> и /Xfty)/=p% учитывая моно­

тоннее убывание Функции ifyxftl/1 по / (условие в ) и так­

же свойства а ) и б ) , имеем для ^£ //7^ 

Так как i(i)—> <*> при ^­>о* , то существует Я^Р^О та­

кое, что //V> при ^ « в таком случае на основании 

( I . 4 I ) получаем /£$у/< при te ê û£ . и ввиду произ­

вольности £, Ixfc)1* <& при ее Jz . это означает, что 

при êe ¿7 . отсюда следует, что решение 

M/f) t$, бесконечно продолжаемо вправо, т . е . 7^« ^ , 
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причем идя всех te я /х0/<р имеем /x&it9,xj/< 'Я . 
где $ зависит только от о» 

Рассмотрим теперь произвольное решение xfö t„,x0J при 

[Xol>P • Покажем, что и теперь при tl*tifä*ee^ *'*/л...л*.} 
будет fxXOl < XI , прежде всего отметим, что если для 

некоторого tf ( tc,> tc
o 9 im i , . . . . к ) будет выполнена не­

равенство jo föj &t у0/>/$ о | то в силу единственности имеем 

d, Хс) < Я при ^ 

Поэтому достаточно предположить, что WtJ/?p при 

^ . Но тогда в силу условий а ) , б ) и в) имеем 

£{№)lh t&jX&d* M,rJ* а,Ш *fw &£*Ч~..ъ, 
l SfaJ> Cb(/x*i) wfg fyz Я f где & f % доста­

точно велико. Отсюда получаем, что 

/X (€} t*,XJ/ < .Я, при ^ ^ с'-Х;..., 

где ^ зависит только от л , , т . е . любое решение 

ограничено при tc ф с'т I , . . . , к равномерно относи­

тельно начального момента £> и следовательно бесконечно 

продолжаемо вправо. 

Покажем, что для некоторого 4 ¿1, с^^.../7^) 
будет выполнено равенство 

Действительно, пусть 

Положим tftf 0'М*О . Тогда, учитывая неравен­
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сгво (1.4$) в сяду свойства а) будем иметь 

следовательно. 

и при достаточно большой /7 функция 4$,х№) стано­

вится отрицательной, причем (^хМе 6^', что противоречит 

предположению. Таким образом решение М) &,х») не монет 

для веек ¿ ^ 4 ' ( с ' »1 , . . . , к ) удовлетворять неравенству (1.44) 

я следовательно при некотором , ¿ ' »1* . . . ,к ) вы ­

полнено равенство ( 1 .43 ) . Но тогда 4 х,)1<% при 

г^4' ( £«Х»*««»ж) и система (1 .1 ) диссипативна. 

Оценим значение 4 • Полагая р £ /Х#; &,Хш)/<®,9 

Из неравенства (1.45) получаем 
к. к 

Щ 

В силу свойства а ) имеем * съ(/х>/] < а/Ъ/. 
Кроме того, на основании свойства б ) получаем 

4Ма №/* 4Ох0)± 4(рХ: 
Потому . . , , 

где 7 ? 0 ~ » 

т . е . не зависит от начального момента 4 и диссипа­

тивность равномерна по 4 • 



г л а в а а 
УСТОЙТООСТЬ В ЗОНЕ ЭМИССИИ РЕШЕНИЙ СЖСЩ 

| цодедх Ш Ш Д И У Ц 

I , Определение зоны эмиссци, 

Понятие устойчивости решения системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений рассматривается в процессе 

¿a ± é =о. для функций от нескольких переменных возмож­

ны различные способы удаления точки в пространстве аргумен­

тов на бесконечность, В главе I мы рассматривали процесс 

¿ L ' ^ ^ , ¿ ¿ ¿£ . Но эта не единственная возможность. 

Рассмотрим понятие устойчивости, связанное с заданным спо­

собом удаления точки t на бесконечность и тем самым харак­

терное именно для уравнений в полных дифференциалах. 

Пусть в к­ыерном пространстве é~ft',..., é*! задано не­

прерывное поле И(е) выпуклых конусов, причем .зижевя конус 

Vi (t) ямеет положительный к­мерный объем и не содержит проти 

вополокных векторов. Под конусом будем понимать замкнутое 

связное в естественной топологии множество единичных век­

торов с общей верейной, X а р~а я т э р и н ц е | 

ля VL(t) будем называть любую непрерывную кусочно непрерыв­

но дифференцируемую линию <£ с уравнением 4r*fá)j.0*s*.oo 
где s ­ длина диги «j¿ , если для любого se &, °°J вектор 

¿fe/e rtfftti) . з о н о й о м и с о я я из ^(обозна­

чим ) для любой точки t будем называть множество всех 

точек всех характеристик пола П/# с началом в течке é . 

Обозначим ff(¿) с П ( ¿ ) множество векторов, вдоль вы ­

пуклой оболочки которого расположено П ( ^ ) . Наиболее ин­
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тересен случай, когда поле П ( £ ) таково, что все характе­

ристики при 5^>^о уходят на бесконечность, однако это пред­

полагать, вообще говоря, не обязательно» 

2. Общие теоремы устойчивости в зоне эмиссии 

№ссмотриы систему ( 1 . 1 ) , т . е . систему 

где векторфункции &(6,х1 непрерывны и удовлетворяют усло­

виям интегрируемости в & » //^/* Н , ?- любое} » 

О п р е д е л е н и е 1ч» Нулевое решение системы 

(1 .1 ) называется устойчивым (относительно поля П ( # ) в зо­

не эмиссии из £ ° 9 если для любых г>о и 4^ сущест­

вует такое число б « б ( г , 4) > О , что из условия /*«/<: б 

следует 

4 Г0У/<£ при ^ , 

В противном случае нулевое решение будеш называть 

неустойчивым» 

Т е о р е м а 22» Если при /х/4, &, (о< 4< Н), 

существует дифференцируемая Функция 0ё,*) , равная нулю 

при х а о и удовлетворяющая условиям: 

а ) 4тс, х)> оС(х) # где оС(х/ ­ непрерывная функция 

при /Х/$ А , схХх)> О при X ¥• о щ <Х/о/* о , 
б ) для любого решения при А, 

срсхЛ^ Х/Н/- Мв±о для всех № Ш , (2» I ) 

то нулевое решение системы (1*1) устойчиво в зоне эмиссии 

яз Л . 
Д о к а з а т е л ь с т в о » Пусть дано ¿/0 к 4 ^ ^ . 

Обозначим СЬш /V//? оах) и выберем такое ,чтобы 
с /х/=г 
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было 4$,х1< при /х!*-^ £е ?4о • Выбор такого б 
возможен вследствие непрерывности по к функции 6{{6,х) • 
Рассмотрим интегральную поверхность при 1х01*6 , 
60 е $ вдоль характеристики £ поля П ( О . проходя • 

цой через точку £ при ^ » г в • В точках этой поверхности 

имеем . Если с уравне ­

нием -6к) т произвольная характеристика поля П ( & ) , 

то вследствие условия б ) имеем по направлению 

что означает, что функция (/*$(*)) не возрастает» Если бн 

при некотором 4,*4о было бы • * ° "и "ме­

ли бы < &£< 4г , что противоречит невозра­

стание и таким образом должно быть 

/Х/£; ¿0, <£ при ^ /*•/* &е 
П р и м е ч а н и е . Эта и последующие теоремы могут 

быть доказаны при более слабых условиях, наложенных на Фун­

кцию г/ц*/* можно потребовать только, чтобы эта функция 

была определена при в некоторой окрестности явеер­

плоскости х « о и была непрерывна по х при х • 0. Тог­

да условие б ) надо заменить следующим: для любого решения 

Х(0 при 1М1 < & я любой точки ¿0 е ш в которой это 

решение определено, и любой характеристики Ш . для кото­

рой 4 # 

При таких предположениях легко доказать обратную тео­

рему о существовании функции (Щх) с указанными свойствами 

в случае устойчивости половив 
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О п р е д е л е н и е 15« Устойчивое в нулевое 

решение системы ( i . i ) называется асимптотически устойчивые 

в Л£* , если для каждой точки z£ е 36« существует такое 

О , что из условия /Л/k ^ следует 

Д/г^Л' £&),Xj/-?0 при х ­ > ^ по направлению любой ха­

рактеристики ^ * 

Т е о р е м а 23. Если при /х/* Л, 6 s ^ суще­

ствует непрерывно дифференцируемая функция CYA'*h обращаю­

щаяся а нуль при х « о и удовлетворяющая условиям: 

а ) 4tö>xJ* ос fx) , 
б ) для каждого реиения х/&щ для которого fxfc)f< А 

н 

хШ iW W H B C W е /9щ 
где oUx) я t'^l при //Л>С непрерывные положительные фун­

кции, обращающиеся в нуль при х • о , 

то нулевое решение системы ( I . i ) асимптотически 

устойчиво в • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как условия теоремы 

22 выполнены, то нулевое решение системы ( I . i ) устойчиво в 

fyo я надо только показать, что jußtojj №ojfx*J}-?й при 

</—> оо . в силу свойств функции tftfa)) достаточно про­

верить, что vTfo)-?0 при <?^>«~. пусть это не так н 

^*fffs)J по направлению некоторой характеристики ^ п р е ­

восходит некоторую положительную постоянную. Тогда 

/М/>47?о при £е 9 гдо у достаточно мало, но 

тогда /.L 
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откуда имеем» что 4гУ&У » X &(**)) при <? ~* + <^ , 

что противоречит положительности <#У4х)щ теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е 16« Нулевое решение системы 

( Ы ) называется равномерно устойчивым в , если для 

любого £?о можно найти #*$6)?о такое, что из /х*/< б , 

£е ¿¿¿0 следует 

/Х&> &е, Хо)/± I т • 

Т е о р е м а 2ч» Если при /х/& А, » 6& Ц** су­

ществует дифференцируемая функция г/Х/, х/ , удовлетворяю ­

щая условиям: 

а ) Ц Л / * №,ж/ € оЬък) ,где сс,М ( с'тиг) ­ не­

прерывные функции при /х/±&9 00сХх/^О Иф* Хфо и 

о ^ ( е * ­ 0 . 
б ) для каждого решения х/Н 

ф/схс^ 4№,хХ£/}< £ о для всех 

то нулевое решение системы (1*1) равномерно устойчиво в . 

д о к а з а т е л ь с т в о . Подобно теореме 22 обо­

значим 4:= ^ * виберем б И ( О > о такое, что­

бы при 1x1 3 было о& М * досматривая решение ; 

\Х(£щ£ш/°) при /Хс/< Ь 0 , убеждаемся, что по направ­

ление любой характеристики, проходящей через , будея 

/•Х$№/ 6, Х°)/<£ , что и доказывает теорему. 

О п р е д е л е н и е 17. Равномерно устойчивое в 

оЯ̂ " нулевое решение системы (1 .1 ) называется равномерно 

асимптотически устойчивым в воля существует £*о та­

кое, что из /Хо/^^с следует х/Фр+г/> х»М О при 
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мерно по Л;, £с^О; и всем характеристикам* 

Т е о р е м а 25* Если при ///< *£, г5£­ сущест­

вует дифференцируемая функция 'oY6,k/ % удовлетворяющая усло­

виям: 

а) ос, (х/ ± щх] ± ос^ cxj? 

б ) для любого решения x/YJ и t е ^tv 

cfbtbc/t Щх(М- М± -ft (х) для всех 

где осг{х/( с'ш i # 2 ) ър(х) непрерывные при /х/±& Функции, 

положительные при ¿+0 и равные нулю при х « О, 

то нулевое решение системы (1*1) равномерно асимптоти­

чески устойчиво в 

д о к а з а т е л ь с т в о • Обозначим ¿2,* 

Пусть дано г^<?* Надо доказать, что существует /У^л/&)т\т 
кое, что при будет /x/{-{s0r<r/; >V/ * £ Рвяно ­

мерно по и • Выберем о: >о , для которого 

47?ах о4> М ^ 477 Хи о/, fx) я обозначим /3 = М'И (ЗМ. 

Тогда можно положить А/- При изменении 5 от sQ до 
г5 

хоть раз станет /х/<оо 9 после чего всегда бу­

дет fxfti t, xJ/< l $ что и требовалось доказать • 

П р и м е ч а н и е • В отличие от случая одной не­

зависимой переменной, в теории уравнений в полных дифферен­

циалах возможны естественные определения равномерной в ос­

лабленном смысле асимптотической устойчивости* Так стремле­

ние xfeh+pj i £(s<,),Хь)--тд может быть для каждой ха­

рактеристики равномерным по J0*o и х0 ; оно может быть 
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равномерным по Х0 н воем характеристикам я т .п. 

О п р е д е л е н и е 18« Нулевое решение системы 

( I . I ) называется равномерно экспоненциально устойчивым в 

Jfa • если существует такое л г о и для каждого t?o такое 

£^д~(г]?о » что вдоль любой характеристики fts) (Xfo/^fy 

из условия fxJ*S следует 

Т е о р е м а 26. Если при /х/<£, сущест­

вует дифференцируемая функция х/ , удовлетворяющая ус­

ловиям: 

а ) <9, tW,*/* oofxj, 

б ) для каждого решения xfe) я бе 

g*OLo/t WA XfoJ- Ш* % для всех Ш* Л?*), 

где Cj , С 2 , к ­ положительные постоянные, otix/—?c при 

ix/->C » то нулевое решение системы (1*1) равномерно экспо­

ненциально устойчиво В Л^ш 

Доказательство. Из условия б ) по направлению любой ха­

рактеристики имеем 

< - /9 9 откуда получаем 

хШ; * Wtto, х#ы> £ ~Y"SJ 

откуда, учитывая условие в) имеем 

что я доказывает теорему» 

Т е о р е м а 27» Если при /х/± £ * бс J^o су­

ществует дифференцируемая функция 4- % к) , равная нуле л 
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при ^­/•<«* будет 

где непрерывная функция оШ/ определена при /хЛ/ И равна 

нулю линь при х ­ о , и существуют сколь угодно малые зна­

чения/х/, при которых 4/(£{о/ш л$Л> О , 
то нулевое решение системы (1 .1 ) неустойчиво в . 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть имеет некоторое 

£хО и произвольное д?0. Выберем начальные значения так, 

чтобы было £е щ/х*/< £ « 4№ь,х»1>0щ По условию теоре­

мы х/Х/ по направлению характеристики возрастает и 

так как 1'% в/~0 , то решение х$) не мохет приближаться к 

х * О • Но тогда вдоль интегральной поверхности х$ по на ­

правлению характеристики имеем ^ оохов откуда имеем 

Но тогда поверхность неминуемо достигнет границу /х/*г , 

что и доказывает теорему. 

О п р е д е л е н и е 19. Нулевое решение системы 

(1*1) называется устойчивым (асимптотически устойчивым 

и т .п . ) в поле , если оно устойчиво (асимптотически 

устойчиво и т .п . ) в зоне эмиссии этого поля из каждой точ­

ки ^ . 

П р и м е ч а н и е . Для устойчивости нулевого реше­

ния системы (1 .1 ) в поде П ( О имеют место теоремы, полу­

чаемые из теорем 22 • 27, если условия, наложенные на Функ­

цию /у^// при заменить такими же условиями при 

любом ? • 
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$* существование зоны устойчивости 

В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений 

для уравнений в полных дифференциалах можно искать зону 

Л€о , в которой нулевое решение заданной системы (1 .1 ) 

устойчиво. Будем решать эту задачу для случая линейной си­

стемы 

с/х - Г^ШМ' (2#2) 
где матрицы непрерывно дифференцируемы при любых ^ и 

выполнены условиях интегрируемости 

Т& * • Н< 4 * • (2 .3 ) 

Сначала рассмотрим случай монотонной асимптотической 

устойчивости, т . е . случай, когда вдоль любой характеристи­

ки решение х({ЛС1&) монотонно приближается к нулю. Очевид­

но, ато будет тогда, когда 

^¡^^0 по направлению любой ха­

ршяериетш» зовы звачит для ШЯомп зовы иовотов­

ной устойчивости надо искать те направления t , по которым 
оС6с,х) „ 

Если найдем производную 

те получаем условие монотонной устойчивости 

(КС /'-/ ('*•/ 

Таким образом зона монотонной устойчивости определяется ре­

шением неравенства 



(2.3) 2~7 (#С'$Х> Х/б^/сС С о, 

где # 7 ^ ­

Пусть к » 2. Тогда (2.3) принимает вид 

&ах, + * / (2.5) 

При п а I получаем неравенство 

+ 4л$4иьЫ,* О. ( 2 # б ) 

Если А| и А 2 постоянные, то реиение неравенства (2.6) име­

ет вид 

ж . л £ ­ У * ** 

т . е . зоной монотонной устойчивости является полуплоскость. 

Если то для нахождения зоны устой­

чивости но точки ( ^ 4Г ) получаем дифференциальное нера ­

вене тв о 

П р и м е р . Найти зону монотонной устойчивости 

к ( о о) д л я Ре^ния уравнения 

Р е ш е н и е , Составляем дифференциальное уравне­

яге веление является / « >/£^* . откуда получаем 

зону монотонной устойчивости (черт.1) 
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4 fr iß! 

и неравенство (2*3) принимает вид 

Квадратичная форма может быть определенной, если 

точки, в которых а}#/+4?«1*0 ели о, 
назовем особыми точками зоны устойчивости я из раосмотре ­

ния исключим» 

Условие отрицательности квадратичной формы дает систе­

му неравенств 

Рассмотрим второе неравенство системы (2*7) , если А т 

и А 2 постоянные. После вынесения (№оС получаем 

Соответствующее уравнение имеет корни 
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использование условий полной интегрируемости, кото­

рые в случае постоянных матриц дает 

Это означает, что всегда существует два действительных 

различных корня я ¿4;^ • 

Корни могут совпадать только при условии 

что означает 

$Х< V* 

Но в таком случае система (2.2) имеет вид 

и заменой /­­/^/:/ г ' она сводится к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Естественно, в атом случае " зо ­

ной монотонной устойчивости" является полупрямая. 

Из двух вертикальных углов, в которых выполняется второе 

неравенство из (2*7) первым неравенством той ае системы 
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оставляется один, полученные результаты сформулируем теоре­

мой» 

Т е о р е м а 28» Линейная система ( 2 » 2 ) о постоян­

ными коэффициентами при к » п * 2 для любой точки 4 имеет 

зону монотонной устойчивости в виде угла с вершиной в г£ . 

причем этот угол не зависит от 4« 

П р и м е р » Найти зону монотонной устойчивости ну­

левого решения системы 

'/-л,х'+х*№+ х2ыхг 

Имеем ­2 I 

I - I 

О 

I 

отдука А 1 1 4 2 
2 ­2 

Система (2 »7 ) дает 

откуда получаем 

&НХ, ?о 

черт»2 

В случае переменных матриц А ^ ) . а 2 ( £ ) при {т^ 

система (2*1) дает угол устойчивости в зависимости от его 

вершины ­ точки 4 • 
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Дифференциальное уравнение 

о 

вместе с неравенством 

определяет границы зоны К, монотонной устойчивости* 

П р и м е р * Найти зону монотонной устойчивости 

к ( 1 . - 1 ) и у л е в о г о решения системы 

Р е ш е н и е * Имеем 

4 ° о 

I О I 

Система (2*7) принимает вид 

Для определения границ зоны монотонной устойчивости 

*Ч I - I ) Р в " а е м дифференциальные уравнения: 

Решение этих уравнений определяет зону монотонной 

устойчивости (черт. 3 ) . 

черт* 3* 
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Вопрос о нахождении зоны монотонной устойчивости в 

случае переменных коэффициентов конечно на много сдохнее 

случая постоянных матриц» 

Для зоны простой (немонотонной) устойчивости из 

очевидно следует, что матрица 

долина быть гурвицевой. условия Гураица дают систему нера­

венств для определения направлений о£с ( ст I , . . . . к ) . 

При п я I условие Гураица принимает вид 

которое как видно совпадает с условием монотонной устой­

чивости» 

При п » 2 условие Гурвица дает 

¿ ' - 1 г 1 

элементы главной диагонали матрицы <#(У9 <>I,....к. 
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Г Л А В А Ш 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕШ 

В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 

I « Кстойчизость неоднородной системы линейных 

уравнений 

Рассмотрим линейную неоднородную систему 

p;fffty+ ffHJ<&\ ( з л ) 

nie непрерывно дифференцируемые п х п матрицы и 

f'ftJ ­ непрерывно дифференцируемые вехторфунхции при 

любых t # удовлетворяющие условиям интегрируемости 

L f f i с:у*/,...,*> (з .2) 

при выполненных условиях интегрируемости 

соответствующей однородной системы 

О п р е д е д е н и е 20. Линейная система (3 ,1 ) на­

зывается устойчивой (вполне неустойчивой), если все ее ре­

шения j/fy устойчивы (неустойчивы) по Ляпунову. 

З а м е ч а н и е . Как мы увидим дальше, решения 

линейных дифференциальных систем либо все одновременно устой­

чивы, либо неустойчивы. Иначе с нелинейными системами, неко­

торые решения которых могут бы ь устойчивыми, а другие не ­

устойчивыми. 

( 3 . 0 
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Т е о р е м а 29« Для устойчивости в -д^ линейной 

системы (3*1) при любых свободных членах //64 Сш 1,...,к) 

необходимо и достаточно, чтобы было устойчивым тривиальное 

реяеяяе х ­ 0 соответствующей однородной системы (3*4) в 

зоне К / i 4 е К / е » 

д о к а з а т е л ь с т в о , п . Пусть Я7= yfrj íés^j 

есть некоторое устойчивое решение неоднородной системы (3*1 ) « 

Это означает, что для каждого ¿/o существует такое ¿>o9 что 

для любого решения ̂ системы ( 3 « Ú при ¿*c-̂  справедливо не­

равенство 

//А - 4 $ь>Л ¿ (3 .5 ) 
если только 

Но • ­ является решением однородной системы 

( 3 *4 ) , причем любое решение сможет быть представлено в та­

ком виде, Таким образом неравенства (3*5) и (9 .6 ) зквива ­

лентны следующим: 

/j6fi}A,y0j/¿¿ при ¿ety , если только /XJ¿ £ ь 

что означает устойчивость в нулевого решения системы 

( 3 . 4 ) , 

З а м е ч а н и е I , Из доказательства следует, что 

устойчивость нулевого решения системы (3*4) вытекает из 

устойчивости хотя бы одного решения линейной системы (3 ,1 ) 

при каком нибудь свободном члене fftJ (может быть /(/&=о) 
( С ш I » • • » ,к)• 

2 ° . Пусть нулевое решение системы (3*4) устойчиво по 

Ляпунову. Тогда, если X/éJ /refy) произвольное решение од­

нородной системы навое, я то /Xfc SetX*)/¿ ¿ при ее к, , 



если //ок ¿6, Следовательно, если у&/ ­ некоторое ре­

шение системы (3*1) и </&) ­ произвольное решение этой си­

стемы, то из /%-у0/*£ будет следовать 

/у/У- уЮ/<е & е *ъ, 
что означает устойчивость решения 

С л е д с т в и е I . Линейная дифференциальная си­

стема устойчива (вполне неустойчива), когда устойчиво (не­

устойчиво) котя бы одно ее решение* 

С л е д с т в и е 2. Линейная неоднородная система 

устойчива тогда и только тогда, когда устойчива соответст­

вующая однородная система. 

З а м е ч а н и е 2. Таким образом поведение решений 

линейной неоднородной системы (3 .1 ) с любыми свободными чле­

нами {с т 1,.*.,к) в смысле устойчивости такое же,как 

поведение решений соответствующей однородной системы ( З . О . 

Аналогично определению 20 дается определение асимптотической 

устойчивости системы ( 3 .1 ) и т.п. и доказываются теоремы, 

аналогичные теореме 29. Поэтому в дальнейшем мы ограничимся 

изучением устойчивости лишь однородных линейных дифферен ­

циальных систем. 

2« Устойчивость линейных ОДНОРОДНЫХ систем 

Рассмотрим линейную однородную систему ( з . О . 

Т е о р е м а 30. Линейная однородная система ( 3 . 0 

устойчива в зоне тогда и только тогда, когаа каждое 

решение Х/'{; Ъ,у0) /¿6 этой системы ограничено при 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть любое решение си­

стемы ( 3 . 0 ограничено при бе /с, е Мг . Рассмотрим нор­



дарованную фундаментальную матрицу ХМ СХ#е/-£/ * Так как 

матрица Х$ состоит из ограниченных при ?<=х£ функций, то 

она ограничена при £е ^ • т . е . /ХМ* */ , где V ­ по­

ложительная постоянная, зависящая, вообще говоря, от С • 

Каждое решение системы ( 3 . 0 может быть представлено в виде 

Л # < г»/-- Х/У- *о • Отсюда получаем 

Ш)/±/ХМ'Ш * М*/Хо/ * г если только Ш<^ш 

Следовательно, нулевое решение, и значит в силу теоремы 29 

и любое решение системы ( 3 . 0 устойчиво, т . е . система устой­

чива. 

докажем теперь, что ограниченность всех решений системы 

( 3 . 0 является необходимым условием устойчивости. Пусть си­

стема ( 3 . 0 допускает неограниченное при ^ е ^ 0 решение £ # / , 

где очевидно $/£/¿0 • Фиксируя числа е>о и £?о рассмотрим 

решение л , , _ 

м г у /3№/ * 

Очевидно /Х//с//-= § * 3 , причем в силу неограничен­

ности £#/ для некоторого ^ € ^ имеем 

и нулевое решение системы ( 3 . 0 неустойчиво, следовательно 

система ( 3 . 0 вполне неустойчива. 

С л е д с т в и е • Если линейная неоднородная система 

устойчива, то все ее решения иди ограничены, или неограничены 

вдоль любой характеристики при 4 , 

Т е о р е м а 31. Линейная однородная система асимпто­

тически устойчива в >%£с тогда и только тогда, когда все ее 

решения /с> / л/ //0€ ^ / стремятся к нулю вдоль любой ха ­

рактеристики ^ / ^ ­ ­ < / п р е 4~+ <** . 
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Ю х 8 9 8 т е л ь с т в о • Пусть система ( 3 * 0 

асимптотически устойчиво в Ж,, тогда в асимптотически 

также ее нулевое решение. Это означает, что для любого реше­

ния системы (3 .4 ) имеем &Ъ? о ВДОЛЬ любой 

характеристики бгу /„/ , если только ///ой £а • где 

£е ¿¿¿0 произвольно. 

Рассмотрим произвольное решение Х#-;?0,у./ при х0^о 

и положим 

Тогда - ~-Л такие является решением и очевидно 

удовлетворяет условию ^ . Но тогда 

Л'т *4М=о • следовательно 

&'/?7 х/&)1 =о вдоль любой характеристики ¿4/ , для кото­

рой 

Пусть теперь к/&;7=о по направлению любой ха ­
¡7—? «в 

Рвктеристики /#У­4/. Тогда для каждого решения х/+/ я 

каждой характеристики М будет такое ^ , что при Л </< о* 

будет ШШ)/<4 • Так как в конечной частя характеристики 

4 непрерывная век торфу нкция ограничена, те любое 

решение М ограничено в и следовательно система устой­

чива, причем ее нулевое решение асимптотически устойчиво. 

Тогда в силу теоремы, аналогичной теореме 29 (следствию I ) 

имеем, что система ( 3 . 0 асимптотически устойчива. 

С л е д с т в и е . Асимптотически устойчивая линей­

ная система асимптотически устойчива в целом ( в зове х^с ) . 
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Аналогично доказываются две последующие теоремы. 

Т е о р е м а 32. Линейная однородная система рав­

номерно устойчива в ^ тогда и только тогда, когда все ее 

решения Х&;{с,х,) равномерно ограничены при , . 

Т е о р е м а 33* Линейная однородная система равно­

мерно асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда 

асе ее решения # ы о при равномерно по 

•Со 6 $¿¿0 » Х'о и всем характеристикам. 

О п р е д е л е н и е 21« Нулевое решение системы 

( 3 . 0 называется эквиасимптотически устойчиво в если 

существует такое &о я для каждого г?о и каждой характе­

ристики такое $?о , что из условия /ХМ с оледуев 

цря * * . Г 

Т е о р е м а 34. Беля нулевое решение системы (3 .4 ) 

асимптотически устойчиво в Л^0* то оно аквиасимптотически 

устойчиво. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ё?х^ ­ про­

извольное решение системы ( 3 . 4 ) . Представим его в виде 

По условию асимптотической устойчивости в ^ для каждого 

¿70 и каждой характеристики можно найти такое о , что 

} Х £ при 1> £9 Выберем & */А №/ 9 тогда при 

/У0/*с>0 я 4?$ будет /л/?;?? Ус)/ * £ . что требоваловь до­

казать. 

Т е о р е м а 35» Воля нулевое реяение системы (3 .4 ) 

в равномерно асимптотически устойчиво, то оно равномер­

но экспоненциально асимптотитически устойсиво в ^ ( опреде ­

ление 18)» 
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д о к а з а т е л ь с т в о , по условии равномерной асимп­

тотической устойчивости следует, что /£¿¿(0; Л$г,/ С 

ври равномерно по 6а% х0 и воем характеристикам. 

Выражение решения Х(£; 4,к) в виде х//,--А,к/= Х/г/Х~Юу° 

и теорема 32 дает, что //ХШ /"'/&/< А/ в , 

причем /У ве зависит от 4 • В силу равномерной асимпто­

тическое! устойчивости найдется такое 3?0 , иго при <?> 5"^ с 

будет /Х#С*0 X ' 1 < £ . Следовательно, при х/гх^+окЗ 
где & ­ целое положительное число, будет /Х(£(ц)' Х'^^М^Я 
а это означает, что 

{ХШЛШ^^^'р', где > . . 
но тогда, если выбрать 4 , * ^ • * ° * 3 условия /х»/<&0 

будет следовать 
­а А­/.; 

Л, л.у/< £ ^ при л> х0 , что требо­

валось доказать. 

Т е о р е м а 3 6 . Боли нулевое решение системы / 3 . 4 / 

в зоне устойчиво и 
Iff 

где под ср^ понимается совокупность всех характеристик с 

началом в £° , 

то это решение раввомерно устойчиво в Л^» , 

д о к а з а т е л ь с т в о.Рассмотрим решение 

4 X/ » представим его в виде Х#; t*(Xoj- Aft £УXl%tf< Хс 

Из условия устойчивости нулевого решения в Jtt* следует, 

что матрица X&jtj ограничена в Лу« /раввомерво по отноше­

ния к /0 , от которого Xft/Уве зависит/, по формуле для 

оредедитедя Фундаментального решения 

и условия теоремы, Xtt9tt*J также ограничено в Л£* равно­
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мерно по 4» • Но топя* /0/ Г о / равномерно ограничено 

в , н следовательно (теорема 32) нулевое решение систе­

мы ( 3 *0 равномерно устойчиво в Л^ • 

Рассмотрим теперь линейную неоднородную систему (3*1) 

^х- Г.. (Г/их + хШ- л. 

Исходя из того, что решение задачи (3*1) существует, пред­

ставим его в виде х/?/* X№/&/{/* , где X//;//фундамен­

тальная матрица решений системы ( 3 , 0 . Тогда легко прозе ­

рить, что ^ 

/ '•'=* (3 .7 ) 

причем интеграл не зависит от пути интегрирования, С по ­

мощью формулы (3 .7 ) ­южно найти некоторые признаки устойчи­

вости* 

Пусть имеется система 

(3 .8 ) 

удовлетворяющая условиям (3*3) и условиям 

Ы*+ ра/+ а/^+а'ах''* ]0+№'+&Г+ (з*9) 
в которой матрицы (I $ непрерывно дифференцируемы в Л^ и 

в некотором смысле малы* 

Т е о р е м а 37* Если нулевое решение системы ( 3 *0 

устройчиво в Л., и 

то нулевое решение системы (3*9) также равномерно устойчиво* 

Д о к а з а т е л ь с т в о , запишем систему (3 .8 ) 

в виде 



I,принимая &-Ух за неоднородные члены, из формулы (3 .7 ) 

получаем 

х&ба)* хШ+/Х#л ¿0 аУ&<г//х г1'??*;<х<г. 
4 

пусть е ­ т&х{4ш>/1(н»)/ щи,/л'Ш/). 
Тогда имеем 

откуда, применяя лемму Гронуолда, получаем 

/хКсо)/ * в еж /в /£/Шгг;;//Лг} < 

и условия теоремы дают равномерную ограниченность решений 

ХШ*)) I • Из теоремы 32 тогда следует, что нулевое 

решение системы (3*8) равномерно устойчиво* 

Т е о р е м а 38. Волн нулевое решение системы ( 3 , 0 

равномерно асимптотически устойчиво в Ж*, то существует 

такая постоянная С?о9 что если 22/& {Н/ < С всюду в 

то нулевое решение системы (3 .8 ) также равномерно асимптоти­

чески устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в теореме 37 имеем 

Из равномерной асимптотической устойчивости в Л^, и теоре­

мы 35 следует, что существует такая постоянная ¿70, что 

Отсюда 
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Se 
Применяя леммы Гронуолла дает 

ш ш / е ^ и е, е * е с " Г т ) . 

Если &в<& 9 то следует, что при с « g 

рулевое решение системы (3.8) равномерно асимптотически 

устойчиво. 

Рассмотрим теперь нелинейную систему вида 

Ж- È{?№+ /'k*;J<&\ ( з .ю) 

где fjixJé ; fefc0/^0 t'-t—j* « удовлетворяются 

условия, интегрируемости системы (З.ю) и соответствующей ли­

нейной системы (3*4). 
Т е о р е м а 39. Если нулевое решение системы (3.4) 

равномерно асимптотически устойчиво и 

13L-~jff * О пря равномерно по е&Ц» • 
то нулевое решение системы (3.10) равномерно устойчиво 

и притом асимптотически устойчиво. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к уравнению 

(З .Ю) формулу (3.7), имеем вдоль характеристики éù)e 

По условию асимптотической устойчивости имеем 

где А * JU/i-iX/fyvj/sj * Покажем, что для любого решения 

-t 
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Х{6Ь)1 можно указать равномерную оценку /Х{Ш;/< Хаг/хс/ 9 

чем я будет доказана равномерная устойчивость. Предположим 

противное, н пусть ­ первая точка при /^4 по направ­

лению ¿6), для которой /Х/б^;/ ш я а., /л/ • в точке 

$~$, имеем 

Если /К/ достаточно мало, то из предположений теоремы сле­

где £ можно сделать произвольно малым за счет выбора /М 

Тогда имеем *< 

если /Хо1 я о ним £ достаточно малы. Следовательно точка 

4 не может существовать, что я доказывает равномерную 

устойчивость. 

Для доказательства второй частя теоремы достаточно за­

менять, что вдоль любой характеристики системы (3.10) я 

( 3 * 0 превращаются в системы с одной независимой перемен ­

ной. что дает возможность применить известные результаты 

Т е о р е м а чО. Волн система ( з . ч ) устойчива в ^ 

то нулевое ренение системы (ЗЛО) устойчиво в зоне Л^,. 

Д о ж а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

/13/ л 
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• на основе леммы 
¿0 1 —' 

Гронуолла имеем , 

6 с еуф££2Ч#г»оиз . и э т м р в ш до тегда 

следует устойчивость. 

3. Ливвваые оиотемы с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим систему 

^ ^ 2^Рх о(Х\ ( з . и ) 

а которой перестановочные п я п матрицы* Перестано­

вочность матриц обеспечивает выполнение условий интегриру­

емости ( 3 . 3 ) . В этом случае легко проверить, что 

Явное вырахение решения позволяет установить некоторые его 

свойства. 

Если постоянны не только коэффициенты системы, во и 

то легко записать необходимое и достаточное 

условие устойчивости. Пусть при каждом / к/мерный конус на­

тянут на Г//У ш 4,... л 4­/ , где единичный вектор 

4' • • . ./хм^] ( ^ ' » I . * . . . к ) не зависит от 

в . ах С<И*Л /Х(Ш/, ^и/э / / X ) . тогда 

аз (3 .7 ) имеем 



точки £ , причеи 

Так как Ж'­ перестановочные матрицы» то п­мерное ком­

плексное векторное пространство можно, и притом единствен­

ным образом, представить в виде прямой суммы подпространств 

$1} я) • так что ..,*>у'=ъ... 
причем матрица ^ имеет линь одно собственное значе ­

ние Д ' ¿ 1 * - Л . . . , , причем 

Для устойчивости нулевого (а с ним и любого) решения си­

стемы (3*10) необходимо и достаточно, чтобы 

У.ен</£±о "а-'*<,-~М (з.1з) 

Вели же для каких либо это неравенство обращается в 

равенство, то должно быть № » Х<X (х& М^) . ( г « 1 . , , , к ) , 

т . е . матрицам Л ' ' = 1 , . . . , к ) в ^­должны отвечать элемен­

тарные делители только первой степени. При выполнении ука­

занного условия устойчивость равномерная, для асимптотичес­

кой устойчивости нулевого решения необходимо и достаточно, 

чтобы все неравенства (3.12) были строгими ­ тогда устой­

чивость является равномерно экспоненциальной. 

Из этого общего условия легко найти достаточные при­

знаки устойчивости относительно переменного поля Фш ос­

нове следующего очевидного принципа "сужения": если устой­

чивость (равномерная устойчивость и т .п . ) проявляется от­

носительно пола Г[/Н 9 то она имеет место и относительно 

любого поля /%$ для которого ^Мс ¡7$ при всех б . Од­
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нако такое "сужение* необязательно: например, устойчивость 

для системы / 3 , 1 1 / может иметь место , еоли неравенства / 3 . 1 3 / 

выполняется лишь асимптотически при ///­» ^ , а асимптотичес­

кая устойчивость может иметь место , если строгие неравенства 

/ 3 . 1 3 / при IIпереходят в равенства. 

Аналогично § з главы П возможно поставить обратную 

задачу ­ отыскание для заданной системы /3.11/ постоянного 

поля 17 , относительно которого эта система была бы устой­

чивой, сто поле получается при параллельном переносе к­мерно­

г о конуса, подученного пересечениями полупространств X о 

уравнениями 

г, У,- ± о, / ­ / , . . . , * / 3 . 1 4 / 

причем те у9 для которых все &е А< =0 / с=19...,к/ 
не принимаются во внимание, при этом, если на какой­нибудь 

образующей этого конуса не выполняется условие, указанное 

после /3 .13/ , то эту образующую надо повернуть внутрь кону­

са как угодно мало, ЕСЛИ ¿^0 для всех ¿1/ я матрицы 

Лс имеют все элементарные делители первой степени, то в 

качестве // можно взять любой конус /тогда решения системы 

/ 3 . 1 1 / будут ограничены во всем пространстве /• для сущест­

вования решения поставленной задачи необходимо и достаточно, 

чтобы система полупространств /3 .14/ имела невырожденное 

пересечение, при к=2 это означает, что 

{ПО* / 
<: хм/я ( 

или 
/¡111 я ( 

$Уг>о 

у/щах) 
Яг Уг< о 

&2< \ 



если же некоторое ЛсМ -О ж соответствующее %е>$?с(£ 
то первое (второе) неравенство считается невыполненный* 

П р и м е р * Найти зону асимптотической устойчиво­

сти решений системы 

сСх. (х.-х^Ж'+СХг+х.}^ 

Имеем ­ 2 I 
I ­ I 

О 
2 

2 
2 

собственные значения которых 
/,2 

1 & > '** 
х 

4±Хб-

н система (3.13) принимает вид 

Общая часть полуплоскостей определяет угол 

-ОМ^ + №'< алс^ {-х, + 

(см* прим* на стр. 62/ ) . 

Неудобство практического применения системы (3*14) 

для определения зоны устойчивости составляет определение 

"соответствующих" собственных значений матриц • дело в 

том. что выбор порядка собственных значений для одной из 

матриц Л1 определяет матрицу преобразования Т , при по­

мощи которой # приводится к диагональному виду; во тогда 

порядок собственных значений других матриц уже определяет­

оя и его нельзя брать произвольным. Так в рассмотренном 

примере дкачению Л, • ­ 3 + /Т соответствует 

\ш I • #Т ( « а* Л • I • /Ж ) « 



К системам, получающийся из (3.11) при добавлении в 

правую часть слагаемых более сложного вида, но малых в том 

или ином смысле, можно применить все теоремы, приведенные 

для общей системы ( 3 , 0 « 

4, Линейные системы с периодическими 

коэффициентами 

Рассмотрим линейную систему 

с/х^ г,Рс'тхса\ ( з л 5 ) 

где матрицы Р(# непрерывно дифференцируемы при любом •& , 

удовлетворяют условиям интегрируемости и к­периодические, 

т . е . 

рс&+ ц-/*рщ, соу = ^ : . . . , < • • 

аричом С<£ линейно независимые. 

Т е о р е м а 41. Для линейной периодической системы 

(3.15) нормированная при £=й фундаментальная матрица реше­

ний имеет вид А 

где ЯЙ) ­ ж­периодическая непрерывно дифференцируемая мат­

рица с периодами ^ ( / ­ 1 . . . . ,ж) , причем = £ я 

У1£ (£ • 1 , . . . ,к ) ­ постоянные перестановочные матрицы. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть XX- нормирован­

ная при ¿'0 (йгндаментальная матрица решений системы (3 .15). 

Тогда матрица Х№+ также является фундаментальной, дей­

отвятельяо, на основании тождества = я/Н-ХР/ имеем 
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а это означает, что Х/^'^У есть фундаментальная система 

решений для системы ( 3 .15 ) . Отсюда получаем Х&+и£/ » 
* Х(Н • где £У ­ постоянная неособенная матрица. 

Полагая ^ 0 , I , . . . . к , получаем С * Л Т а к и м 
обраэом 

«ап*ш. к) « . . ш » 
р н ц м о н о д р о м и и . Очевидно бХХХ X (<%/¥-С , 

Кроме того, поскольку 

то матрицы Х(с*к) и Х(Щ) (с'9</1,...,к) пе­

рестановочны. 

Однако к невырожденные перестановочные матрицы являют­

ся экспонентами от к перестановочных матриц, т . е . 

ХМ/ - Щд Я С I • , ) ( З Л 8 ) 

где ЯФт№ш 
В самом деле, в силу свойств перестановочных матриц, 

указанного при рассмотрении систем с постоянными коэффициен­

тами, после расцепления п­мерного пространства мы переходим 

к случаю, когда каждая иэ матриц ~Х(Щ1 имеет единственное 

собственное значение X , но тогда Х(Ы/~ \;(В*^/) ,где 

Щ^-О , а потому главное значение ^(логарифма Х/<$) ) 
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№/*Х#/еу>{-£< &1 

Согласно (З .Г7 ) . (3.18) н (3.19) имеет периоды 

00^ (/' » 1 , . . . , я ) . Указанный опособ определения 

Х\С (^ "1 . . .# .к ) н доказывает теорему. 

О п р е д е л е н и е 22. Характеристическими по­

казателями системы (3.15) называются собственные значения 

>у матриц Л ( с • 1 # . . . , к ; ^ ' ­ 1 , , . . , в ) . 

О п р е д е л е н и е 23. Мультипликаторами систе­

мы (3.15) называются собственные значения $ матриц Х(сО-) 

( С ш 1,...,к; у * 1,...,п ) , т . е . корни уравнения 

оШг <0(М/-М ¿1 ­ О. (3.20) 

можно представить в виде полинома от матрицы • Иэ пере­

становочности матриц ХМ) вытекает перестановочность матриц М , 

а значит и матриц , что и требовалось доказать» 

Допуская, что ХН1 имеет вид (3 .15 ) , покажем как опре­

делить матрицы /Iе ( с * 1, . . . ,к ) , При у ' « 1... . .Я имеем 

учитывая (З.Г7) я (3.18) получаем 

ХЛХ^' У-*.-,*), ( З Л 9 ) 
откуда в силу линейной независимости периодов оО.- можно вай­

тн матрицы XI (с т 1 , . , . , к ) , которые также оказываются 

перес та ковочными • 

После определения матриц Л определяем из соотно­
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Из (3.20) следует, что Г, /э/ш ^ХМ/ " 
/ « ' / / 

Так как Ых^ХМ^О . м /<ч*6»-**уЧ...,*/. 

О б о б щ е н и е . Нетрудно получить белее общие 

Формулы для матричного решения линейной периодической систе­

мы ( 3 .15 ) . Пусть Х(Н ^УГ/€А £] ­ нормальная фундаыен ­

тельная матрица системы ( З Л 5 ) и ­ произвольная фун­

даментальная матрица той ае системы. Очевидно имеем 

Х,М* ХМ'ХД Так как Х4(++ &<) {с • 1,....к) снова яв­

ляется решениями системы (3 .14 ) , то справедливо тождестве 

где в6 ­ постоянная матрица. Полагая £*б0 , получим 

матрицы подобные матрицам мояодромин с'«I в ) 

называются о с н о в н ы м и для матрицы Х^У • 

ПОЛОЖИМ /Г ИЗ СИСТеМЫ И/\СОО-0'- I/И X ) 

и Л* из системы ¿7 Ми)/ ~ 1**гв* 

Конкретизируя выбор А % нетрудно убедиться, что можно 

У « Х/ЮА'Х,® 
(3.21) 

Действительно, используя известное свойство экспонен­

циала матрицы, ш е е й . „ . 

Применяя основную формулу (злб) получаем 



%#/* XV-ХЛ] - М1 еф/£л 'Г/ХЛ/ -

Таким образом к 

где ­ периодическая матрица с перио­

дами (X. ( С ш 1 . . . . # к ) . 

Т е о р е м а 42. Система (3*15) а указанных предпо­

ложениях может быть приведена к вполне интегрируемой системе 

с постоянными коэффициентами при замене X - у , где мат­

рица 04 к ­ периодична с периодами сл)с\с ­ 1 , . . , , к ) и дважды 

непрерывно дифференцируема при всех ? . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы непосредственно 

следует из следующей леммы. 

Л е м м а 3. Для того» чтобы вполне интегрируемая 

при всех £ система (3.15) могла быть приведена к системе 

^~-£/У<ЯС (4у~№',Ч-<--',*) (3.22) 

с постоянными коэффициентами при замене Х*Ш/у с непрерывно 

дифференцируемой невырожденной матрицей 9 необходимо и 

достаточно, чтобы ее фундаментальное решение имело вид 

Х^т/е^^те^^'Г 0 .33) 
1°. Пусть выполнено условие ( 3 .23 ) . Сделаем замену 

Х"М1у т ум#1фх^#'№ХХУ* 

Тогда 



откуда 

2°« Пуоть (3.15) заменой Х-М/у приводится к системе 

( 3 .22 ) . Югда У#/* еу> я из Х#/ 

дует, что < < . 

что и требовалось. 

На основании теоремы 42 можно сделать вывод, что все 

свойства устойчивости для системы (3*15) те яе, что для си­

стемы с постоянными коэффициентами ( 5 * I I ) . Это дает возмож­

ность, в частности, получить в случае постоянного поля ПЮ 

окончательные признаки устойчивости, выраженные в терминах 

для матриц монодромии. 

Т е о р е м а 43. Для всякого мультипликатора р. су­

ществует нетривиальное решение периодической системы 

(3 .15 ) . удовлетворяющее условию 

# ^ / ­ Д / ^ ­ ( э . г 0 

Обратно, если для некоторого нетривиального решения 

выполнено условие (3 .2# ) . то число рс является мультипли­

катором данной системы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т°. в качестве начально­

го вектора ^{£1 выберем собственный вектор матрицы монодро­

миии ХМ% отвечающая собственному значению рс • Имеем 

Х М / • §У*ХУ!&> 
Отсела £со,/• ХР+Ъ)- ШХМ)?#/= 
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следовательно» условие (3*24) выполнено» 

2°­Пусть для некоторого нетривиального решения £{+)т 

ш Х№)?А1 выполнено условие ( 3 .24 ) . Тогда, полошив б*£ 
из (3*24) получаем 

т . е . 

Таким образом является собственным вектором матрицы 

монодромни ХМ'1 $ а число /2 есть корень уравнения 

(ХМ-рс£] ~о, 
т . е . мультипликатор. 

С л е д с т в и е • Линейная периодическая сиотема 

(3.15) имеет нетривиальное к­периодическое решение о пе­

риодами &К ¿'«1,­...,/*), тогда и только тогда, когда для 

каждого с'п 1....,к по крайней мере один из мультиплика­

торов рь равен единице и существует общий собственный век­

тор матриц монодромни, отвечающий единичному мультипликатору. 

Действительно, если рс « I , то для некоторого вектора 

Ш будет 

* * » ' (3.25) 

I следовательно, имеет период со, . из доказательства 

теоремы следует, что этот же вектор имеет период 

(у « 1,...,к;уИ^')•» т . е . соотношение (3.25) выполняется 
I 

яря ^ * I , . . . , к . 

Обратно, из (3.25) при £«1,...,к следует, что для 

каждого с существует мультипликатор • I . 
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5. Уравнения в вариациях 

Вернемся к системе (1 ,1 ) 

Сч 

Пусть о^ш //еМ^и решение системы ( 1 . 1 ) , удовлет­

воряющее условию /<УМ/ * А < V • 

Положим Х - Х- ^{¿1. 

Тогда будем иметь 

(3.2Й) 
С =1 

откуда имеем 

О п р е д е л е н и е 24« Линейная система 

(3.27) 

£ % ^ У / ЙЙ? ' (3.28) 

представляющая линеаризированную систему (3.2Ъ) называется 

уравнениями в вариациях для системы ( 1 .1 ) относительно ее 

решения у/Х (система первого приближения). 

Отметим, что если данная система линейная неоднород­

ная, то ее уравнения в вариациях совпадает с соответствую­

щей однородной системой. 

Т е о р е м а чч. Если система вполне интегрируема 

ее уравнения в вариациях также вполне интегрируемы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , запишем условия полной 

интегрируемости данной системы 

9а/. й<?у. М аС-л/ 
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Условия интегрируемости системы (3.30) имеют вид 

Тогда имеем 

т .е . ^ * является решением уравнений в полных диф­

ференциалах. 

Предположим теперь, что {Щх/ ( ¿ ' « 1 , • • • , « ) ж­перхо­

дичны по £ с периодами ф я исследуемое ранение у У так­

же к­периодично с периодами ¿4 • Тогда уравнения в вариа­

и дифференцируем их по х. тогда получаем 

| £ Л " ' (3.29) 

Но условия полной интегрируемости системы (3*28) имеет вид 

Выполняя т^^рШх^е^'^УЧ^еи 03*29) и теорема доказана. 

Т е о р е м а 42. Боли система (1 .1 ) автономная 

Ж - ( 3 . 3 0 ) 
я у$ есть ее решение, то 

(з.зх) 
является решением ее уравнений в вариациях. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Так как решение 

( 3 .30 ) . то 
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или 

(3.33) 

циях представляют собой лилейную систему с периодическими 

коэффициентами 

^ = £а,*х'#л ум/у ж* (з.з2) 

Т е о р е м а 41. Боли все характеристические показа­

тели Хс уравнений в вариациях для данного периодического 

решения у/# имеют отрицательные вещественные части, то это 

периодическое решение асимптотически устойчиво при 27*­»«> 
( в смысле определения главы I ) . 

Д о х а э а т о л ь с т в о . Представим нормирован­

ное решение системы (3.32) в виде 

Х(*1 - Ш- еф^ЛЪ* (,вврема 40, 
и сделаем в нелинейной системе (3,27) замену х*х-ур/*ЯМ% 

Тогда, учитывая, что 

Ж = ТХ
 екг{77,~1 ^ 

будем иметь 



- 9 0 -

ГУ/, ми;/ 
где & — — ?о ПР" ^ / - ^ о равномерно 

по £ т Отсюда на основе теоремы 39 решение ~ = о системы 

(3*33) асимптотически устойчиво, что эквивалентно асиыпто-

тической устойчивости периодического решения 'системы ( 1 л ) . 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Вопросы, относящиеся к исследованию устойчивости еще 

ие исчерпаны. Работа может быть продолжена по следующий 

направлениям: 

1. Установление требований, налагаемых на функцию 

Ляпунова, для обеспечивания ослабленной равномер­

ной устойчивости, 

2. изучение зоны монотонной и обычной устойчивости 

при п ? 2 (для постоянных я переменных матриц), 

3. нахождение поля (зоны), относительно которого за­

данная система обладает свойстом конвергенция, 

дисоипативности, 

4 . изучение устойчивости в заданных переменных полях, 

например, при [Цё+со^т 

Выражаю благодарность своему научному руководителю 

профессору А.Д. мывшие у за ценные советы н постояннее 

внимание к работе. 
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