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Anotacija

Saja darba aplikota parametriskas un empiriskas ticamibas funkcijas metozu kombinacija, kas
atrod kompromisu starp parametrisko un neparametrisko ticamibas metodi. Abu metozu kom-
binacija rezultata dod metodi, kas aiznemas parametriska modela sp&jas kopa ar empiriskas
ticamibas metodes robustibu. Darba gaita tiek izp€titas metodes noveértéjuma ipasibas gan tas
parametriskajai, gan neparametriskajai dalai. STdarba mérkis ir izpétit, ka darbojas §1 metode, un
salidzinat ar parametriskas un empiriskas ticamibas metodi. Tika izveidots apvienotais modelis
un realiz&ts programma R, kur tas tika izmantots realiem un generétiem datu piemé&riem.
Atslégas vardi: parametriska ticamiba, empiriska ticamiba, kombinacija, robustiba, fokusa

parametrs.



Abstract

This thesis views combination of parametric and empirical likelihood function methods, which
compromise between parametric and nonparametric likelihoods. Combination of both methods
gives a model which borrows strenght from parametric model with robustness from empirical
likelihood method. Both properties of parametric and nonparametric part of the model are explo-
red in this thesis. The aim of this thesis is to explore how this method works and compare it with
parametric and empirical likelihood. The combined model was made and developed in program
R, where it was used on real and generated datasets.

Keywords: parametric likelihood, empirical likelihood, combination, robustness, focus pa-

rameter.
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IEVADS

Datu modeléSana ietver sevi daudzas dazadas metodes, sakot ar pilnigi parametriskam un
11dz pat pilnigi neparametriskam. Piem&ram, vislielaka ticamibas metode ir viena no visbiezak
izmantotajam metodém, ko izmanto parametru noveértéSanai parametriskos modelos, kamér em-
piriskas ticamibas metode ir loti noderiga gadijumos, kad sadalfjuma likumu ir griiti noteikt,
attiecigi ta pieder pie neparametriskajam metodém. Eksist€ arT neskaitami veidi, ka kombinét
parametriskas metodes ar neparametriskajam, pieméram, nemot vid€jo sveérto starp parametris-
kiem un neparametriskiem noveért€¢jumiem. 2017. gada publikacija [5] interes€jas par paramet-
riskas un empiriskas ticamibas funkcijas metozu kombinacijam, piedavajot izveidot “tiltu” starp
parametrisku modeli un neparametrisko empirisko ticamibas attiecibas metodi. Abu metozu
kombinéta ticamibas (hybrid likelihood, turpmak teksta HL) funkcija tiek konstruéta par pama-
tu izmantojot parasto ticamibas funkciju un empiriskas ticamibas funkciju. Publikacija piedava
ar1 dazadus piemeérus §1s metodes praktiskam izmantojumam, kas ietver kvartilu noveértéSanu
normali sadalitai datu kopai, gan ar variantu, kas lauj jebkadam zinamam sadalijumam atbil-
stoSu datu kopu sadalit vairakos datu intervalos, un veikt atsevisku analizi katram no tiem. Tiek
ar1 paradits, ka HL novertejums biezi vien parspgj vislielakas ticamibas metodi, ja parametris-
kais modelis nespgj iegiit pareizus noveérte§jumus. HL metode piedava parametrisku robustibu,
taja pasa laika aiznemoties empiriskas ticamibas funkcijas spgjas caur izvéletajiem kontroles
parametriem.

S1 darba mérkis ir izpétit, ka darbojas HL metode un iesp&ju robezas salidzinat to ar parasto
vislielakas ticamibas metodi un neparametrisko empiriskas ticamibas metodi. Lai sasniegtu

darba merki, tika izvirziti vairaki darba uzdevumi:
1. Iepazities ar empiriskas attiecibas funkcijas metodi,
2. lepazities ar HL funkcijas metodi un tas piemé&riem,
3. Pielietot HL metodi generétiem un realiem datiem.

Darbs sastav no ievada, 8 nodalam, secinajumiem, literatiiras avotu saraksta un pielikuma. 1.
nodala aprakstita vislielakas ticamibas funkcijas metode, kas ir pamata dalai no HL funkcijas
metodes, 2. nodala aprakstita empiriskas ticamibas funkcijas metodes visparigais gadijums un
ticamibas intervalu konstruéSana kvantilu gadijuma, kas veido otru pamatu dalai no HL funkcijas
metodes, 3. nodala aprakstita HL metodes ideja un tiek doti vairaki tas izmantoSanas piemeéri, 4.

nodala apliko HL noveért€§juma asimptotiskas ipaSibas, t.i., ta apraksta HL parametriskas dalas



uzvedibu, 5. nodala attiecigi apliko HL metodi arpus parametriska modela, t.i., tas empiriskas
ticamibas dalas 1pasibas, 6. nodala apraksta balansa parametra reguléSanas metodes, p&tot tas
robustibu, efektivitati un vid€jo kvadratisko kliidu, 7. nodala sniedz Tsu askatu HL regresijas
modelu idejai un 8. nodala aprakstiti praktiskas dalas rezultati. Pielikuma atrodamas visas

programma R veidotas programmas, kuru iegiitie rezultati redzami 8. nodala.



1. VISLIELAKAS TICAMIBAS FUNKCIJAS METODE

Vislielakas ticamibas metodes ievieSana bija viens no vissvarigakajiem rezultatiem 20. gad-
simta matematiskaja statistika, ko 1922. gada ieviesa Britu statiastikis un genétikis R.A. FiSers.

[2] Ta ir visbiezak lietota metode parametru noveértésanai parametriska modeli.[15]

1.1. Vislielakas ticamibas funkcija un tas novertejumi

Pienemsim, ka X;,...X,, ir vienadi sadaliti un neatkarigi gadijuma lielumi ar varbutibas

blivuma vai varbutibas masas funkciju f(z|0).

Definicija 1. Ticamibas funkcija ir definéta sadi:[|15]

n

Ln(0) = [ £(Xi16). (1.1)

i=1

Log-ticamibas funkcija ir definéta Sadi:
(,(8) =log L(0).

Ticamibas funkcija ir datu kopigais blivums, vienigi més to uztveram ka funkciju parametram 6.
Tadgjadi L,, : © — [0, 00). Ticamibas funkcija nav tas pats, kas blivuma funkcija, t.i., integr&jot

L, (0) neiegtist vertibu 1.

Definicija 2. Maksimalas ticamibas novertejums 0, ir tada 0 vértiba, kas maksimize funkciju
L,(6).

,,(0) maksimums atrodas taja pasa vieta, kur L,,(f) maksimums, 1idz ar to log-ticamibas mak-
simizéSana dod to pasu rezultatu, ko parastas ticamibas maksimizé$ana. Biezi vien stradat ar

log-ticamibas funkciju ir vienkarsak.

Piemérs 1. Pienemsim, ka X1, ..., X, ~ Bernoulli(p). Varbatibas funkcija ir f(z|p) = p*(1 —
p)'~%, kur z = 0, 1. Nezinamais parametrs ir p. Tad

n n

Lo(p) = Hf(Xi,p) = HpXi(l —p) N =p*(1—p) T,



kur S =), X;. Lidz ar to

ln(p) = Slogp+ (n — S)log(l — p).

Nemot /,,(p) atvasinajumu un pielidzinot to 0, lai atrastu vislielakas ticamibas noveért&jumu
p=.S/n.

Regularitates nosacijumi

1. Gadijuma lielumi X7, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar f(x|0);

2. Parametru telpa O ir kompakta;

3. Ista bet nezinama parametra ) vértiba ir 6y = arg maxgco Ey, log f(X;|0);
4. Logaritmiska ticamibas funkcija £,,(6) ir nepartraukta péc 6;

5. Eksiste Ey, log f(X;]0);

6. SUpyeq |1 Ly, (0) — Ep, log f(X;]0)] < ¢ gandriz drosi kadai 6 > 0. [110]

Pie regularitates nosacijumiem, vislielakas ticamibas noveérte¢jumam 6,, piemit vairakas ipa-

Sibas, kas to padara par labu novértéjuma izvéli. Galvenas ta 1pasibas ir:
1. Tas ir butisks: én L 0., kur ar 0, apzZim€ parametra 6 sto vertibu;

2. Ja 0, ir vislielakas ticamibas novértgjums parametram 6, tad g(én) ir vislielakas ticamibas

noveértéjums g(0);
3. Vislielakas ticamibas novertjums ir asimptotiski normali: v/n(6 — 6,)/se — N (0,1);

4. Tas ir asimptotiski optimals jeb efektivs: tas nozime to, ka no visiem labajiem parametra 6
novertéjumiem, vislielakas ticamibas noveértéjumam ir vismazaka dispersija pie liela datu

apjoma. []15]

Ta ka talakajas nodalas tiks pievérsta uzmaniba asmoptotiskajai normalitatei, tad So te€mu

aplikosim nedaudz tuvak.

1.2. Asimptotiska normalitate

Definicija 3. Krosvalidacijas (score) funkcija tiek definéta sadi:

s(X1]0) = mcga—J;(xm (1.2)



Definicija 4. Par FiSera informaciju sauc
1.(0) = Vo Y s(Xil6)) = D" Va(s(X:/6). (1.3)
=1 i=1

Var pieradit, ka Ey(s(X10)) = 0. No ta seko Vy(s(X|0)) = Eg(s*(X]0)).

Teoréma 1. [,,(0) = nI(6) un
0*log f(X10) 9* log f(x[0)
1(0) = —]Eg( o ) - —/ (W>f(x\6)dx. (1.4)
Teoreéma 2. (Vislielakas ticamibas funkcijas noveért€jumu asimptotiska normalitate.) Pie regu-

laritates nosacijumiem ir speké sekojosais:
1. Jase = /1/1,(0), tad
9"_9—>N(0 1) (1.5)
se e '
2. Jase =1/1/1,(0,), tad
0, — 0
— — N(0,1). (1.6)

se
Teorémas pirma dala apgalvo, ka 0,, ~ N (0, se), kur 6,, standartnovirze ir se = /1/1,,(0).

Otra teorémas dala apgalvo, ka tas joprojam ir speka, ja standartnovirzi aizstaj ar tas novertgjumu

se = 1/1/I,(6,). Butiba maksimalas ticamibas novért&jumu aptuveni atbilst N (6, se?). To var
izmantot, lai konstruétu asimptotisku ticamibas intervalu.

Teoréma 3. Pienemsim, ka
C, = (9n — Zq/25€, 0, + Z0/25€).

TadPy(0 € C,,) - 1 — avjan — oo.
Pieradijums. Pienemsim, ka Z apzimé parasto normalo gadijuma lielumu. Tad

~

Py(0 € C,,) = ]P’g(én — Za28¢ <0 < Pg(én + Zq/25€
0, —0
< Za/2)

~

= IEDG( — Ra/2 <
S€

= P(—2a2 < Z < 2420) =1 — a0,

Jaa=0.05un z,/, = 1.96 =~ 2, tad én =+ 2se ir aptuvenais 95% ticamibas intervals.



Piemérs 2. Pienemsim, ka X, ..., X;, ~ Bernoulli(p). Vislielakas ticamibas novértéjums ir
Pn = >_; Xi/nun f(z|p) = p"(1 —p)'=*, log f(z[p) = xlogp + (1 — ) log(1 — p), s(X|p) =
(z/p) = (1 —2)/(1 = p),un —s'(X|p) = (z/p?) + (1 — 2)/(1 — p)*. Tadgjadi

A-p) 1
(1-p)? p(l—p)

I(p) = Ey(—s'(X|p)) = pﬁ +

Lidz ar to

1.3. Delta metode

Pienemsim, ka 7 = ¢(#), kur g ir gluda funkcija. Vislielakas ticamibas novértéjums 7 ir

~

7 =g(0).
Teoréma 4. Ja 7 = ¢(f), kur g ir atvasinama funkcija un ¢’(9) # 0, tad

M — N(0,1),

~

se(7)

~

kur 7, = ¢g(#)) un

Lidz ar to, ja
Cr = (Tn — Za/25e(71), Tn + 2aj28e(7n))
tad P(1 € N,,) - 1 — o, kad n — oc.

Piemérs 3. Pienemsim, ka X1, ..., X,, ~ Bernoulli(p) un ¢ = g(p) = log(p/(1 — p)). FiSera
informacijas funkcijair I (p) = 1/(p(1—p)), tadgjadi vislielakas ticamibas metodes noveértéjuma
p standartnovirze ir se = {pn(1 — pn)/n}/2 4 vislielakas ticamibas novértgjums ir ¢) =
logp/(1—p). Taka ¢’ (p) =1/(p/(1 — p)), atbilstosi Deltas metodei

1
(1 = pn).

Sé(én) = |¢'(Pn)[se(pn) =

Aptuvenais 95% ticamibas intervals ir



2. EMPIRISKAS TICAMIBAS FUNKCIJAS METODE

Empiriskas ticamibas funkcijas metode ir neparametriska statistikas metode, kas lauj izman-

tot ticamibas metodes nepienemot, ka dati atbilst kddam zinamam sadaltjumam. [|11]

2.1. Neparametriska vislielakas ticamibas funkcija

Gadijuma lielumam X € R kumulativa sadalijuma funkcija ir funkcija F'(z) = P(X < x),

kur —oo < = < 00. Apzimésim P(X = z) = F(x) — F(z—) ar F(—x). [L1]

Definicija 5. X, ..., X,,. Tad empiriska kumulativa sadalijuma funkcija jeb empiriska sadali-

juma funkecija ir
1 n
kur —oo < & < oo un [ ir indikatorfunkcija.

Definicija 6. Doti neatkarigi un vienadi gadijuma lielumi X, ..., X,, ar sadalijuma funkciju Fy.

Funkcijas F' neparametriska ticamibas funkcija tiek definéta ka
L(F) = [[(F(X)) — F(X;-)). (22)

Piezime 1. Ja F' ir nepartraukts sadalfjums, L(F') = 0. Lai neparametriskas ticamibas funkcija
biitu pozitiva, sadalijuma funkcijai F' jauzliek pozitiva varbitiba visiem pétamas datu kopas

punktiem.

Teorema 5. X1, ..., X,, ir neatkarigi gadijjuma lielumi ar sadalijuma funkciju Fy. F;, ir to empi-

riska sadalifjuma funkcija un F' ir kada sadalijuma funkcija. Ja F' # F,, tad L(F) < L(F},).

Pieradijums. Pienemsim, ka 21 < 2o < ... < z,, Ir atSkirigas X1, ..., X,, vértibas, n; > 11ir
X; skaits, kas sakrit ar z;, p; = F(z;) — F(z;—)unp; = nj/n. Jap; = 0Vj =1,....m,
tad L(F) = 0 < L(F,), lidz ar to, pienemot, ka Vp; > 0 un ka vismaz vienam j p; # pj,
log(z) < —1Vx >0, kad x = 1. Tapéc

log (%) :énjlog (g—j) :néﬁjlog <g—j> <nzm:ﬁj<z—j— ) <0,

Jj=1

kas dod nepieciesamo rezultatu: L(F) < L(F},). O
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S1 teoréma pierada to, ka empiriska sadalijuma funkcija maksimiz€ neparametrisko ticami-

bas funkciju. [|14]

2.2. Neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibas tests

Neparametriskas ticamibas funkcijas gadijuma var izmantot tas attiecibu hipoteézu parbaudes
testos un ticamibas intervalu iegiSana. Sadalijjumam F' neparametriskas ticamibas funkcijas

attieciba izskatas $adi:
(F) = L(F)
- L(F,)’

kur L(F) definéts (2.2). Pienemsim, ka miis interesé parametrs # = T'(F) kadai sadaltjuma

funkcijai 7'. F pieder kopai F, dazos gadijumos var bt visu R sadalijumu kopa.
Definicija 7. Par profila ticamibas attiecibas funkciju sauc
R(0) = sup{R(F)|T(F)=0,F € F}.

Empiriskas ticamibas hipotézu parbaude noraida Hy : T'(Fy) = 6y, ja R(6y) < ro, kur 7 ir

konstante. Empiriskas ticamibas regioni ir forma
{0|R(60) = ro}-

BieZi vien 7 var noteikt ar Vilksa teorémas [] neparametrisko versiju.

2.3. Empiriskas ticamibas metodes visparigais gadijums

Pienemsim, ka Xi, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar nezinamu
sadaltjuma funkciju F', kurai ir p-dimensionals parametrs 6, un informacija par 6 un F' ir dota
r > p funkcionali nenatkarigu nenovirzitu funkciju forma. [9] [[14]] M&s maksimiz€sim funkciju

L(F) =[]}, pi pie sekojosiem ierobezojumiem

pi >0, Zpl—l Zp, (X;,0) = (2.3)

kur p; = P(X = x;).
Dotam 6 eksistg unikals maksimums, ja 0 ir iezliektaja ¢aula, kura sastav no g( X1, 0), ..., g(X,, 0).

Maksimumu var atrast ar Lagranza reizinataju palidzibu.

H = Zlogpljt)\o 1—2}9@ —n)\TZpZ (X;,0), (2.4)



kur Ao un A = (\q, Ag, ..., \,,)” ir Lagranza reizinataji. Atvasinot izteiksmi (2.4) p&c p;, iegist

H 1 i
gp-:;‘AO‘"Ag(Xzﬁ sza —n—-A=0=\=n

un

1 1
bi= (E) 1+ A g(X,.0) 2:5)

Nemot véra 3. ierobezojumu no (2.3), iegiist

Z 1 Z 1
0 pZ ’L?e 1 )\7_ <X276)g( 170)7

no ka var secinat, ka A var noteikt ka funkciju no 6.

Piezime 2. NepiecieSams, lai 0 < p; < 1, kas nozimé to, ka A un 6 jaizpildas 1 + \"g(z;,0) >
1/n Vi.
Fiksétam 6 pienem, ka Dy = {\ : 1 + \"g(X;,0) > 1/n}. Dy ir slégts un izliekts, ka ari

ierobezots, ja 0 ir izliektaja ¢aula, ko veido g(X;, #). Turklat

a1 1 9(Xi,0)g7(X;,0)
G_A{ﬁ;lJr)\fg(Xi,@) (X“e} Z{1+>\T (X, 0)}2

ir negativi definita argumentam \, nodrosinot to, ka > """ | g(X;, 0)g” (X, 6) ir pozitivi definita.

A = A(0) ir nepartraukti diferenc&jam funkcija péc 6. Profila empiriskas ticamibas funkcija

parametram 6 tagad tiek definéta Sadi:

- 1 1
bl = H { (E) L+ A (0)9(X;,0) }

Attiecigi logaritmiska empiriskas ticamibas funkcija tiek definéta ka

= Z log[1 + A\ (0)g(X;,0)]. (2.6)

Lai ieglitu parametra ¢ novert§jumu 6, varam minimizgt ¢ £(0), un ar 0 palidzibu iesp&jams

novertet p; no (2.9), ka ar iegiit sadalijuma funkcijas F novértgjumu

= pl(X; < ). 2.7)
Jar = p, tad § = § minimizé (), kur § ir novért&josa vienadojuma 37, g(X;,6) = 0
atrisinajums. Turklat §; = n~' un (R.7) ir empiriska kumulativa sadalijuma funkcija.

Lemma 1. ([9] [[14])Pienemsim, ka E[g(X, 0y)g™ (X, 6y)] ir pozitivi definita, atvasinajums dg (X, ) /06
ir nepartraukts Tstas vértibas 6, apkartng, ||0g(X, 0)/00| un | g(X,0)|]® ierobezo kada integre-
jama funkcija G(z) $aja apkartng, un E[0g(X, 6y)/00] rangs ir p. Tad, ja n — oo, ar varbitibu

10



(5(0) sasniedz savu minimalo vértibu kada punkta”lodes || — 6|| < n~'/? ieksieng, un 6 un

1
A = \(A) apmierina
Qu(0,0) =0, Q2(0.1) =0,

kur

1 1

WON =32 g, g
1 1 09(X,,0) -

Q.0 =12 1~|—)\Tg(Xi,9)( T

%

Teoréma 6. Pie lemmas [l nosacTjumiem, pienemsim, ka 9?¢(X, ) /9000™ ir nepartraukts pec 6
Tstas vertibas 6, apkartné. Tad, ja ||0?g(X, 0) /00007 || $aja apkartn€ var ierobezot ar integrejamu
funkciju G(X), tad

V(= 6y) = N(0,V), /n(A=0)— N(0,U),

Vi(F(z) = F(z)) = N(0,W(z)),
kur

~ " ~ o 1 1
F(x) = Zpi[(Xi <), pi= (ﬁ)W(Xz,é),

= [p(G) e ()]
(1 - F(z)) — B(x)UB"(z),
B(z) = E{g(Xi,00)Ix,<s},

U - [E(ggm—l{f -£(%) VE(%)T[E(QQT)]_I}

un 0 un X ir asimptotiski nekorolati.

Teoréma 7. [14] Empiriskas ticamibas attiecibas statistika hipoteézei Hy : 6 = 0, ir

Wg(0o) = 20g(0y) — 205(0),

kur £5(6) ir dota (2.6). Izpildoties lemmas [[| un teorémas [ nosactjumiem, Wy (6,) — X]%, kad
n — oo un Hy ir speka.
Lemmas [I] un teorému [§ un [7 rezultati lauj noveértét parametrus un konstrugt ticamibas in-

tervalus.

11



2.4. Ticamibas intervalu konstruéSana kvantiléem

X, ..., X, ir gadfjuma izlase, kur X; ir vienadi sadaliti un neatkarigi, ar nezinamu sadalijumu
F(x) un blivuma funkciju f(z). [7] [12] Dotam 0 < ¢ < 1 defingsim ¢-to kvantili ka F~!(q) =
inf{z : F(x) > ¢}. Ticamibas intervalus konstruésim izlases kvantilei 6, = F~(q).

Kvantile ir loti svarigs populacijas raksturlielums. Dazos gadijumos pieeja ar kvantilu pa-
lidzibu ir iesp&jama un noderiga, kad citas metodes nav derigas. Pieméram, lai noveértétu Kosi
sadalfjuma parametru ar blivuma funkciju f(x) = 1/7[1 + (z — p)?], —c0 < x < oo, izlases
vidgja vértiba X nav labs novértgjums lokacijas parametram 4. Saja gadfjuma izlases medidna
¢ /2 bitu daudz labaks novertejums.

Pienemsim, ka Xy, ..., X(,,) ir sakartota izlase un kvantiles ¢, novertg&jums ir éo = X{([nqg))»
kur [ng] ir vesela dala no skaitla ng.

6, sakrit ar M-vienadojumu [[7] [8] [[12]

/_ " g(a— 0)dF(x) = 0.

kur

-1, jaz <0,
6(2) = (2.8)
q/(1—q), jaz=0.

Empiriskas ticamibas attieciba parametram 6 ir

R(6o) = sup { H np;
=1

Logaritmiska attieciba attiecigi izskatas $adi:

pi 2> O,Zpi =1, ZP@QQ —th) = 0}- (2.9)
i=1 i—1

log R(6y) = sup Z logp; + nlogn, (2.10)

i=1
kur p;, i = 1,...,n apmierina tie pasi nosactjumi, kas (2.9). Arf Soreiz var izmantot Lagranza
reizinataju metodi, lai maksimizétu ) ., log p;,. Maksimums tiek sasniegts, ja

1

Di ,t=1,...,n, (2.11)

kur A\(6) var iegiit no vienadojuma

1 (X — o) B
0 T, ) 212

Ja by € [ X(1), s X(n)), tad (2.13) atrisinajums A(6p) ir

AMbo) = (¢ — Fu(60))/q; (2.13)
kur F,, ir empiriska sadalfjuma funkcija (2.1]).
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Pieradijums. Lai pieraditu, ka \(6,) var aprekinat p&c (2.13)), sakuma (2.12) sadala divas dalas:
pirmaja ¢(z) = 1 un otraja ¢(z) = q(1 — ¢q). [1]

1 < o(X; — )

- ~0
Zl+)\¢ )+nizmz+11+)\¢()(¢—9)
I~ -1 1 ¢ gl—q)
ngl—)\—i_ni;lqu/\q(l—q)—l_o
m =1 n-m q(l1-q)"
nl—A n 1+ A(1—¢)!

AN I
Fn(9)<1__1A T qq) + Aq) N _m
Fn(9)<_—1) g A= 1200

=0

1—A q
O
No ta izriet, ka logaritmisko empirisko ticamibas attiecibu var uzrakstit $adi:
F, (0 1—F,(6
0(0) =2log R(A) = 2n (Fn(ﬁ) log (6) + (1 — F,(0))log 1—(]()> (2.14)
q p—

Pieradijums. Tapat ka ieprieks$eja pieradijuma, art $aja sadalisim vienadojumu divas dalas péc

ta paSa principa. [[1]
23 jog (14 L= L2(0) Xi—e)
; 0g< L )
:2210g(1—|——¢(—1))+2 Z log(l—i— . 1—q)

i=14+m

F,
—2m10g( q9)+2 log(1+q—n(9)>

1—g¢q

) (g (P0) g (1150 ) g (14 1550
(

() 51
)

- 2n<Fn(0) og an9> L (1= Fy(6)) log %)

]

log R(6) no (R.14) ir pakapienveida funkcija ar Iecieniem datu punkts. log R(6) var pienemt
tikai galiga skaita vertibas, tapec x? aproksimacija nav parak preciza. Lai novérstu $o problemu,

var aizstat F,,(-) ar kadu tas nogludinatu versiju.
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Lai nogludinatu F,,(+) ar kodolu metodes palidzibu, pienemsim, ka joslas platums h = h,, >
0, kuar h — 0, jan — oo [[7]. Izv&loties kadu Boreila mé&rojamu funkciju K (z) ka kodolu
un defingjot G(t) = fjoo K (x)dz, empirisko sadalijuma funkciju F,, var aizstat ar nogludinato

empiriska sadalijuma funkciju

R X,
Fn(x):%ZG(C - ) (2.15)

=1

Attiecigi, aizstajot F,(0) ar F),(6) (2.14), ieglisim pielagoto empiriskas ticamibas attiecibu

i) = 2n(ﬁn(e) log@ + (1= F(0)) log #) (2.16)

Pirms nakamas teorémas, nepiecieSams atzimét dazus regularitates nosacijumus:

1. f(z) = F'(z). Kadam veselam skaitlim r > 2 6, apkartng eksiste f un £V, turklat tie

ir nepartraukti punkta 6,. f(6y) > 0,

2. Kodola funkcija K (-) ir ierobezota un tai ir kompakts definicijas apgabals [a, b]. Kadai
dekompozicijai a = ug < u; < ... < u,, = b, K(-) ir vai nu stingri pozitiva, vai stingri

negativa katra intervala (u;_1, u;), kur j = 1, ..., m. Pienemsim, ka

/ uK (u)G(u)du = 0,

/qu(u)du: 0, 1<j<m-1,

kur C' ir kada galiga konstante un r; > r,
3. nh/logn — oo,nh? ir ierobezots, ja n — oo.

Teorema 8. Ja / (6,) ir definéts péc (R.16) un speka ir visi ieprieks minétie regularitates nosaci-
jumi. Tad, jan — oo,

P(l(6p) <) — P(xi < z) = O(n™") (2.17)

katram fiksétam x. [[14]
No $is teorémas seko

lim P{0y € I.} = P3¢ < ¢),
n—oo

kur I, = {0 : £(0) < c}. Ja cir izvéléts ta, lai P(x? < ¢) = o, tad I, parklajuma varbatiba

aproksimés « ar kladu O(n™1), jan — oo.
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3. PARAMETRISKAS UN EMPIRISKAS TICAMIBAS FUNKCIJU
METOZU KOMBINACIJAS

3.1. Ideja

Datu modelésana ir dazadas metodes no pilniba parametriskam, semiparametriskam lidz pat
pilniba neparametriskam. Eksisté arT neskaitami veidi, ka kombinét parametriskas metodes ar
neparametriskajam, piemeéram, nemot vid€jo sveérto starp parametriskiem un neparametriskiem
kvantilu novert§jumiem. Publikacija [5] interes€jas par tiltu starp parametrisku modeli un ne-
parametrisko ticamibas attiecibas metodi. Abu metozu kombinéta ticamibas funkcija tiek kons-
truéta balstoties uz 1) parasto ticamibas funkciju parametriskam modelim, t.i., L, (), kur n ir
datu kopas izmérs; 2) empiriskas ticamibas funkciju dotai kontroles parametru kopai, t.i., R, (),
kur interes€josie ;. parametri tiek “griisti cauri” parametriskajam modelim, veidojot R, (1(9)).
HL funkcija H,,(6) definéta (B.2) izmantota stradajosa modela parametru vektora novértésanai;
ar Oy tiek apziméts interes€josais maksimalas HL noveért€§jums. Tas savukart lieck domat par citu
interes€joso lielumu noveértejumiem. Ja v ir tads fokusa parametrs, kas izteikts caur stradajosu
modeli ka 1) = (0)), tad tas tiks novértéts izmantojot ¢y = 1(6y)).

Ja stradajoss parametrisks modelis ir pareizs, Sie HL novertéjumi zaudg€ noteiktu daudzumu
savas efektivitates, salidzinot ar parasto vislielakas ticamibas novért§jumu. Tomer var pama-
tot, ka idealos modela apstaklos efektivitates zudums ir mazs, un HL novertéjumi biezi vien
parspgj vislielakas ticamibas metodi gadijumos, kad stradajoss modelis nav pareizs. Lidz ar to
HL metode driz vargs piedavat parametrisku robustumu, aizsardzibu pret modela neprecizitati,
aiznemoties empiriskas ticamibas funkcijas speku caur izvéletajiem kontroles parametriem.

Lai gan So konstrukciju un metodi var pacelt 1idz regresjas modeliem, daudz praktiskak ir
sakt ar vienkarSaku neatkarigu, vienadi sadalitu struktiiru, lai paraditu galveno ideju un attistitu
teoriju. Tapéc pienemsim, ka Y7, ..., Y, ir neatkarigi un vienadi sadaliti novérojumi ar nezinamu
blivuma funkciju. M&s vélamies piemérot datus kadai parametriskai saimei, kur fp(y) = f(y,0)
arf = (6, ...,0,)" € ©,kur O ir valgja R? apakskopa. Datu pielagosanas (fitting) mérkis paras-
ti ir noverteét konkretus lielumus ¢ = ¢ (f), kas saukti par fokusa parametriem, bet ne obligati

pilniba uzticoties modelim. Publikacijas [5] metode robustu noveértg§jumu konstruésanai Siem
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fokusa parametriem ietver sevi noteiktus papildus parametrus, kurus sauksim par kontroles pa-
rametriem: p; = p;(f), 7 =1,...,¢. Sie parametri izveleti, lai nodroginatos pret neprecizitatem,
un var gan ietvert, gan neietvert fokusa parametrus. Pienem, ka po = (f41, ..., ) tiek identificeti
caur novertésanas vienadojumiem (estimating equations) Eym;(Y, ) = 0, kur j = 1,...,q).

Tagad aplukosim

n n

R,(un) = max{ (nw;) : Zwi =1, Zwim(Yi,u) =0, Vw; > O}. (3.1)

i=1 i=1 i=1
St ir empiriska ticamibas funkcija parametram s [[11]. Atbilstosam g = (g1, ..., g,) var izvéleties
m(Y, ) = g(Y') — p, un empiriskas ticamibas metode ieglist ticamibas intervalus parametriem

= Erg;(Y). HL funkcija attiecigi izskatas $adi:
H(0) = La(0)' " Ru(1(9))", (3.2)

kur L,,(0) = [\, f(Yi, ) ir parasta ticamibas funkcija, R, (41) ir empiriska ticamibas funkcija
parametram p, kas Seit aprékinata pie vertibas (6), kas ir p novertéts pie fp, un a € [0,1)
ir balansa parametrs. AtbilstoSais vislielakais HL noveért&jums ir 6w, H,, (0) maksimizetajs. Ja
1 = 1(f) ir interes€josais parametrs, tas tiek novertéts ka U = w(f(, éhl)). Tas nozimé to,
ka vispirms jaizsaka v attieciba uz modela parametriem, t.i., v» = ¥(f(+,0n)) = ¥(0), un tad
jaievieto vislielakaja HL novertéjuma.

Piezime 3. Visparigais panémiens B.2 strada daudzdimensiju gadijuma ar vektoriem Y;, lidz ar
to funkcija g; var veidot ta, lai ta atspogulo kovariacijas. Viendimensionala gadijuma iespgjas
ietver variantu m; (Y, ;) = I{Y < p;} — j/¢, kur j = 1,..., ¢, kad modelis tiek veidots ar

kvantilu palidzibu.

3.2. Piemeri

Piemers 4. Pienem, ka fj ir normala blivuma funkcija ar parametriem (&, 02) un m;(y, p;) =
H{y < p;} —j/4,5 = 1,2,3. Tad B.1 ar sekojosu p;(¢,02) = € + o F~1(j/4),j = 1,2,3, var
uztvert ka normala sadalfjuma parametru novertésanu, modificgjot parasto vislielakas ticamibas
metodi nemot véra vélmi labi pielagot modeli trim kvartilém. Alternativi uz to var skatities ka
darboSanos ar kvartilem, aiznemoties speku no normalas sadalijjumu saimes, lai iegtitu labaku
rezultatu, neka izmantojot tikai tris empiriskas kvartiles [5]. Normala sadalijuma (¢, 0%) gadi-
juma, me&s varétu gribet, lai izveleétajam modelim ne tikai videja vertiba un standartnovirze bitu
labi novertéta, bet ar to, lai £ —0.6756, £ +0.6756 sapratigas robeZas atbilstu kavrtilem F! (}‘),

- 1(%). Ka arT m@s varétu gribét, lai modelis dod labu novértéjumu tiesi fokusa parametram
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¢ = (f) caur Y = P(f(-,0u)). Tad, nemot m(y, ) = I{y < pu} — 3/4 un izmantojot
Eur + 0.67501, var novértet F~1(2). [6]

Piemérs 5. Pienem, ka fj pieder pie beta sadalijumu saimes ar parametriem (b, ¢), kur visliela-
kas ticamibas metode noverte log Y un log(1—Y') momentus. Pievieno tam funkcijas m;(y, p;) =
y'm, j = 1,2. Soreiz ta ir betas pielago$ana ar modifikacijam, lai iegiitu pareizu vedgjo vértibu

un dispersiju. Momentu novérté$ana aiznemoties speku no betas sadalijumu saimes. [5]

Piemérs 6. Izvélas jebkadu parametrisko sadalijumu saimi f(y,6) un atbilsto$ai datu kopai
preciz€ nozimigu intervalu vai regionu A. Tad izmanto m(y,p) = I{y € A} — p ka kontroles
vienadojumu, kur p = P{Y € A} = [, f(y,0)dy. Efektes bis tads, ka parametriskas mak-
simalas ticamibas novertéjumi tiks “’pagriisti”, Vlegli vai ne tik viegli, atkariba no parametra a
lieluma, lai partip&tos par to, ka empiriskais binomialais novértgjums p =n~' """ | I{Y; € A}
nebitu talu no novertéta p(A, (9 = [, f 4 dy So ideju var paplaginat izmantojot sadalitu

Ay, ..., Ay ar kontroles vienadojumu mj(y,p) =l{yeAj}—p;,j=1,..,k—11[5]
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4. HL NOVERTEJUMA ASIMPTOTISKAS IPASIBAS

4.1. HL metodes pamatipasibas

Sis nodalas mérkis ir iepazities ar HL noverté§juma asimptotiskajam 1pasibam pie paramet-

riska modela f(-) = f(-,6,) atbilstosam un patiesam 6,. HL novért&jums 6y maksimize
ha(0) = log Hy(0) = (1 — a)ln(0) + alog Ry (1(0)) (4.1)

pie 0 (pienemot, ka tas ir unikals), kur ¢,,(0) = log L,,(#). Aplikosim h,(-) abu dalu lokalo
uzvedibu.

Ievéro lokalo empirisko ticamibas attiecibu R, (u(6o+s/+/n)), kur s pieder kadai patvaligai
kompakatai kopai S C RP. Pieraksta vienkarSosanai nemsim m; ,(s) = m(Y;, u(0 + s//n)).

Janem veéra ar1 funkcijas
Gu(A5) = ) 2log{l + N'm(s)/v/n},
i=1

GE (N, 5) = 20V, (5) — NW,,(s)

g-dimensionalam A, kur
Va(s) = n~1/? Z min(s) un W,(s)=n"" Zmi,n(s)mi,n(s)t.
i=1 i=1

Piezime 4. G ir GG, izvirzijums Teilora rinda.

Tagad izteiksim empiriskas ticamibas statistiku ar Lagranza reizinataju palidzibu An:

~2log Ry (10 + 5/v/n)) = max G (A, s) = Gr(An(s), 5)

~

ar \,,(s) atrisinajumu vienadojumam

n

Min () B

Sekojosa lemma ir oti svariga, lai saprastu HL metodes pamatipasibas. Ar A = (a;), [|[A| =
(32, @3 4)"/? apzim@sim Eiklida normu.

Lemma 2. S C R? ir kompakta. Pienem, ka
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() supes [[Vals)ll = Op(1);
(ii) sup,cg|[|[Wa(s) — W] —=p 0, kur W = Var m(Y, u(6y)) ir pilna ranga;
(iii) n~Y%sup, g max;<, [|m;n(s)|| —p 0.

Tad maksimiz&taji A,(s) = argmax,G,(\,s) un \*(s) = argmax,G*(\, s) = W1 (s)V,(s)

abi ir 0,,.(1) Vs € S, un sup,_g | maxy G, (), s) — maxy G%(\, s)| = sup,cg |Gn(An(s),s) —
G5 (N (5), )] e .

Pieradijums. G,(-,s) maksimizetaju pieraksta ka A, (s) =|| An(s) || u(s), kur u(s) ir vienibas

garuma vektors.
1A () [{u(s) Wa(s)uls) = En(s)u(s) Va(s)} < u(s) Va(s),

kur E,(s) = n~Y2max;< ||m;n(s)||, kas pec varbiitibas vienadi visiem s tiecas uz nulli péc

pienémuma (iii). No pien@muma (i) seko, ka sup ¢ ||u(s) V,,(s)|| = Oy, (1). Turklat
u(8) Wo(s)u(s) > enmin(s)

ir mazaka W, (s), ipaSvertiba, kas péc varbitibas konvergé uz mazako W ipasvertibu, tas ir
norobezots no nulles caur (ii) piengmumu.. No ta seko ||\, (s)|| = Op(1) Vs . ArT X\ (s) =
W, (s) ™'V, (s) ir ierobeZots pec varbiitibas Vs. Caur log(1 + ) =  — 2% + $2°h(z), kur

\h(z)| < 2, |z < § var uzrakstit
1
G, 8) = 2\, (s) — EAth(s))\ +1rn(As) = Gr(A, ) +ra(A, 8).

Tad patvaligam ¢ > 0 apliko jebkuru A, kam || A|| < ¢ un varam noteikt

a0 )] < 5 37 N (VAP I i)V

4

4
< gEn(s)H/\H)\th(s))\ < gEn(s)cgen,max(s)

no lielakas W, (s) Tpasvertibas, kamer cE,(s) < 1. Izvelas pietickami lielu c, lai gan A(s), gan
A% (s) atrastos $aja lodg, ko veido visi s ar varbutibu 1 — &’ ieprieks izvélétam mazam &’. Tad
P(sup|max G, (), s) — max G} (), s)| > €)
sesS A A

< P(sup sup |Gn(\,s) — GL(A,s)| > €)

s€5 [Al<c

< ((4/3)03 sup(En(s)enmax(s)) > 6) + P(sup Hj\n(s)H > c)

seS seSs

+ P(sgg IXn(s)|| > ¢) + P(csup En(s) > 1/2).

seS
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Augsgjarobeza secigajam varbiitibam no kreisas puses ir ierobezota ar 4¢’. Lidz ar to ir pieradits,

ka sup, ¢ | maxy G, (A, s) — maxy G (A, s)| = 0. N

Piezime 5. Mums ir preciza izteiksme G5 maksimizétajiem, [1dz ar to ta maksimums ir izsakams
Sadi:
n

max GE(N, 8) = Vi (8) W, (s)Vi(s).

No ieprieks iegiita seko, ka situacijas, kad speka lemma (),
—2log R (1(b + s/v/n)) = Vals) W, (5)Va(s) + ope(1),
vienadi visiem s € S.

Piezime 6. Péc lielo skaitlu likuma lemmas (B]) nosacijums (ii) ir speka Vs, ja sup,||W,(s) —
Wo(0)|| =5 O.
Nakamajai teorémai nepieciesams pienémums par funkciju m(y, i) no izteiksmes B.1, un
par to, ka = u(fy) = (0) uzvedas 6, tuvuma. Lai Em(Y, u(6y)) = 0, pienemam, ka
SuIS) ||VTL(S) - Vn(o) - fnSH = Opr(1)7 (4.2)
sE

kur &, ar dimensiju ¢ X p p&c varbiitibas tiecas uz &.

Parrakstisim logaritmisko HL funkciju ka lokalu 1/4/(n) mérojamu perturbaciju ap 6y:

An(s) = hn(00 + 3/\/@1)) — hn(o)
= (1= a){l(fo + s/v/n) — £,(00)} + a{log Ry, (11(00 + s/+/n)) — log Ry, (11(60))}

(4.3)
Péc daudzddimensiju centralas robezteorémas
U, n=23" (Y, 6 U J C
- iz w(Yis6o) e[ 7] ~N(0,%), kurs =
Vi n~2 3T m(Yi, pu(fo)) Vo ctw
(4.4)

Seit u(y, ) = Olog f(y,0)/00 ir krosvalidacijas (score) funkcija, J = Var u(Y, ) ir Fisera
informacijas matrica ar dimensiju p x p, C' = Fu(Y,8)m(Y, u(6,))" ar dimensiju p X ¢, un
W = Var m(Y, (o)) tapat ka ieprieks. (p + q) x (p + ¢) dispersiju matrica X ir pozitivi
definéta péc pienémuma. Tas nodroSina to, ka parametriksa un empiriska ticamibas funkcija

neparklajas sava starpa.

Teoréma 9. Pienem, ka f(y, 0) gluduma nosacijumi ir speka (precizak aprakstits pieradijuma);

arT lemmas P nosacijumi ir speka kopa ar (#.2) nosacijumu pie atbilstosa &, jebkurai kompaktai
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S C RP; ¥ ir pilna ranga matrica. Tad katrai kompaktai S, A,(s) vaji konvergé uz A(s) =
s'U* — 3s'J*s funkciju telpa (>(s), kur

U =(1-a)Uy—allW Vo un J* = (1—a)J +a&iW'&.
Seit U* ~ N, (0, K*) ar dispersiju matricu

K*=(1-a)"J +a*gW ™6 — a(l — a)(CW ™ & + EW1CY).

Pierddijums. Mgs stradasim ar divam komponentém no (§.3) atseviski. Vispirms ar U, =
n~Y2S (Y, 0p), kas tiecas uz Uy ~ N,(0, J) (@.4):

Co(0g + s/v/n) — £,(00) = s'U,, — %sth +en(s), kur sug len(s)| = O, (4.5)

sE

pie dazadiem mérenas regularitates nosacijumiem. Ja log f(y, 0) ir ieliekts, citi nosacijumi nav
nepiecieSami, ja neskaita galigumu un FiSera informacija matricu J. Bez ieliektibas, pienemot,
ka eksiste tre3as kartas atvasinajumi D; ; x(y, 0) = 9°log f(y, 0)/00,00;00}, ar Teilora rindas
palidzibu iespgjams parbaudit (4.3) pie nosacijuma, ka sup,. - max; ; 1 | D; ; (Y, 0)| ir galiga vi-
dgja vertiba ar A apkartni ap 6. Sis nosacTjums parasti ir sastopams pie visam parametriskajam
saimém. Jaatzimg, ka (4.3) var tikt izveidots bez tre§as pakapes atvasinajumiem, ar mérenu
nepartrauktibas nosacijumu pie otras pakapes atvasinajumiem.

Talak redzams, ka var izmantot lemmu [, ietverot
lOg RH(M(QO + S/ﬁ)) = —%Vn(8>th(S)_1Vn(S) + Opr(l)a (46)

Vs € S. Lai tas biitu speka, japarbauda lemmas 2 nosactjums (i) (m&s pien€mam (ii) un (iii) par

speka esosiem). Seit (i) seko izmantojot (4.2), jo
sup [[Viu(s)[| = sup |V, (0) + &nsl| + 0pr(1) —a sup [[Vo + &os|l.

Lidz ar to sup, ||V,,(s)|| = Opx(1)
No ieprieks iegiita
log Ra(4(f + 5/v/m)) — log Ro(u(60)) —a — (Vo + &0s)' W (Vo + &s) + 3V§ WV}
= —VygW 1¢s — %st&t)W’l&)s.

Si konvergence notiek arf ar (#.3), nemot véra (4.4), ar ko més ari nonakam pie nepieciesama

rezultata. [
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Pienemot, ka p ir atvasinams punkta § = 6y, C' var parrakstit izmantojot parcialo atvasina-

Jjumu vektoru %% ar atvasinajumiem punkta 6.

0
C= —8—'ZEem*(Y, 1(6o)),

kur m*(y, ) = Om(y, 1)/Ou, ja m ir atvasinama péc u. Ja, piemeram, m(y, u) = g(y) — i,
atsaucoties uz p = Eg(Y), ieglist C = 2. Izmantojot (4.2), & = —(%%)t ar dimensiju ¢ x p.
Teoréma [ dod U* = (1 — a)Up 4+ a2Z4W 'V, kopa ar

00
* _ O 1 (OB * _ 2 2y Oy (O
J* = (1=a)J+as W <ae> K= (1= +H{1-(1=a)’} 5 W (ae) 4.7)

4.2. Parametru ticamibas intervali

Nakama teoréma ir teorémas [ sekas, kam nepieciesama funkcija I',(0) = n='{h,(0) —

hn(00)} kopa ar tas versiju populacijai

[(0) = —(1 — a)KL(fy,, fo) — aElog (1 + £(0)'m(Y, u(9))): (4.8)
Piezime 7. 0y, ir argmaxD',,(-). Seit KL(f, f5) = [ flog(f/fe) ir Kulbaka-Leiblera starpiba,
$aja gadijuma no fy, uz fp, ar Em(Y, 1u(9))/{1 + £(0)'m(Y, u(0))} = 0 atrisinajumu £(6).
Teoréma 10. Pie teorémas P nosacijumiem

(1) éhl ir konsistents tiecoties uz 6;
(i) v/n(On — o) —q (J*)2U* ~ N,(0, (J*)TE*(J*) )
(i) 2{7n(On) — hn(60)} —a (U*)L(J*) LU

Sie rezultati lauj konstrugt @ ticamibas regionus un ta komponensu ticamibas intervalus. Ta
ka més interes€jamies par fokusa parametriem, pienemsim, ka ¢ = ¢ (6) = (64, ..., 6,) ir tads
parametrs, kuram 1) ir diferenc€jams punkta 6y, un apzimésim ¢ = 9¢(6y) /00. HL novertejums
parametram 1 ir plug-in novért&jums ¢y = ¢(f). Ar vy = 1h(0,)) ka Tsto parametra vértibu,

ar delta metodi iegiist
Vi(n — o) —a A(J)TIUT ~N(0,5%),  kur 52 = (J) LK (JF) e (4.9)

Fokusa parametrs 1) varétu bt viena no x4 = p(f) komponenteém izmantota HL modela em-
piriskas ticamibas dala, piem&ram, 1, kurai \/n(fi;m — fio;) ir normala robeza ar dispersiju
(%)t(J*)*lK*(J*)*l%, kur % = 0p;(6p)/00. Izmantojot teoréma [LQ ieglitos rezultatus,
iesp&jams iegiit Valda (Wald) un ticamibas attiecibas tipa ticamibas intervalus un testus paramet-

ram 6 un ticamibas intervalus parametram . Tad biitu nepiecieSami konsekventi novertgjumi

J*un K*, kurus iesp&jams iegit ar plug-in palidzibu.
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4.3. Efektivitates zudums

Lai noskaidrotu, cik daudz tiek zaudéts efektivitates zina, izmantojot HL noveért€§jumu, ja-
apliko gadijums, kad a ir mazs. Mums ir J* = J + aA; un K* = J + ady + O(a?) ar
Ay =W — Jun Ay = =27 — CW ¢y — EEWLCY. Funkciju klasei forma m(y, p) =
g(y) — T(u) atbilstosi p = T-H(Eg(Y)), mums ir Ay = 2A,. Pienemsim, ka T'(-) eksiste

nepartraukta inversitate pie j(f) parametram 6 6, apkartné. Uzrakstot (J*) "' K*(J*)~! ka
(J ' —ad AT (T +ady) (T —ad T AT + O(a?),

var secinat, ka tas ir J~! + O(a?), kas nozimé to, ka efektivitates zudums ir loti mazs, ja a ir

mazs.
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5. HL METODE ARPUS PARAMETRISKA MODELA
NOSACIJUMIEM

Ieprieks€ja nodala més apliikojam HL novért&juma stratégiju pie parametriska modela no-
sacTjumiem, kad pie atbilstoSiem nosacijumiem, HL metode ir konsekventa un asimptotiski nor-
mala ar noteiktu nelielu efektivitates zudumu, salidzinot ar parasto ticamibas metodi, t.i., gadi-
jumu, kad @ = 0. Saja nodala noskaidrosim HL metodes uzvedibu arpus parametriska modela
nosacfjumiem, kuru tagad sauksim par stradajosSu modeli. Izradas, ka HL metode biezi vien
parspgj vislielakas ticamibas metodi, samazinot model novirzi, kas vid€jas kvadratiskas kludas
izteiksmé kompens€ vairak neka neliela mainiguma (variability) pieaugums.

Lai izpétitu iepriek$ minétas ipasibas, nepiecie$ams paplasinat f(y, #) modeli uz f(y,6,~),
kur v = (71, ...7,) ir papildu parametru vektors. Eksisté tada nulles vértiba v = -, kas papla-
Sinato modeli parvers par ieprieks apliikoto stradajoso modeli. Aplukosim vislielakas ticamibas

un HL shémas, kad v atrodas v, apkartné. Pienemsim, ka

ftrue(y) = f(yaeoyry()—i_é/\/ﬁ)? (51)

kur 6 = (61, ...,9,) nosaka relativo attalumu no nulles modela. Pienemsim arf to, ka 0 piemit
Sada 1pasiba

~

\/5(9 - 90) —d NP<B(57 Q)v (5-2)

ar atbilstoSu p x r matricu B, kas parada, cik daudz modela novirze itekm& novertgjumu 6,
un dispersijas robezas matricu ). Tad interes€joSais parametrs ) = v (f) var tikt izteikts ka
Y =1(0,~) ar ta sto vertibu ¥y, = ¥(6o, 70 + d/+4/n). Sekojosais 1) parametra novertgjums
lidz ar to ir ¢ = (6, o). Tad delta metode noved pie

V(0 = Yirue) —a N(b'6,72), (5.3)
kur
_ g _ov 2 _ (00N 00
b=Bgg =5, W 7 _<69)Qae’

un kur parcialaie atvasinajumi iegti pie stradajosa modela, t.i., punktos 6y, vy. lerobezojosa

(limiting) videja kvadratiska kliida novértejumam i bitu mse(d) = (b'0)*+ 72. Starp ierobezoti
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stradajosa modela izmantoSanas sekam, kad tas ir méreni nepareizs pie v = vo+9/+/n, ir novirze

bté.

Piezime 8. Sis novirzes apméri atkarigi no fokusa parametra, un ta varétu biit 0 pat tad, ja
modelis ir nepareizs.

Tagad aplikosim gan vislielakas ticamibas, gan HL metodes ieprieks izveidotaja ietvara,
ekspongjot ar to saistitas matricas B un (, tadgjadi ar vidgjo kvadratisko klidu caur (5.3).
Vispirms apliikosim parametriskas vislielakas ticamibas metodes novertéjumu Opm. Lai paraditu

nepiecieSamos rezultatus, apliko (p 4+ r) x (p + r) FiSera informacijas matricu

Joo  Ji
Juiae =77 (54)
Jio Ju
modelim f(y, 0, ), kas aprekinata pie sakuma vértibam (6y, vo). It ipasi p x p dalu Jyo, kas

atbilst tiesi modelim tikai ar 6, bez ~, un ir ekvivalenta iepriek§ dotajai matricai J no (%.4).

Tiesi tapat ka (5.2) un (5.3), ¢m = ¢(fm) gadijuma ir speka

Vi (Umi — Yirue) —a N(w'6, 72), (5.5)
kur
L 0Y Oy oY\t Oy
o 1_ 7 2 — b 1_
w=Jolo Gg =5, wm T (ae) Joo g

Saja gadijuma ar interesgjo§o parametru ¢, izmantosim HL metodi, lai iegiitu ¢, = 1 (éhl, Y0)-
Noskaidrosim, kas notiek ar 6y, visparinot to, kas tika iegiits iepriek$¢ja nodala. Talak esoSie

vienadojumi nepeicieSami nakamajai teorémai.

S(y) = dlog f(y,60,%)/0v,

ir krosvalidacijas funkcija,

Koy = / £y 80)m(y, 1(60))S () dy

ar dimensiju g X 7,

9,
L01 = (1 - CL)J(H - CL<0—1§>W_1K01

ar dimensiju p x 7 un transponéto matricu L1y = L.

Teoréma 11. Pienemsim, ka dati originali nak no papladinata p + r dimensiju modela (5.1) un
teorémas [L( nosacijumi ir speéka. HL metodei ar fokusa parametru ¢» = v(f) ar vienadojuma

(B.2) konstrukciju, rezultati (5.2) un (5.3) ir speka ar B = (J*) 'Ly un Q = (J*) L K*(J*)" L
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Pieradijums. Lai pieraditu $o teorému, atkartoti jaapliko A, (-) —4 A(-) no teorémas P, tikai

tagad nepiecieSqams tos paplasinat gadijumam ar parametru d. Pirmkart,
Ca(0 + sv/n) — L (60) = Ups — 25" s 4 0pr (1) =4 (U + Jo10)'s — 58" Joos.

Tas bitiba ir speka kop$ noskaidrots, ka U, = n=/23"" (Y}, 0,) videja vertiba ir Jy, d, bet

dispersija saglabajusies ta pati. Mums nepiecie$ams paraléls rezultats V,, o = n =237 m(Y;, u(6p))

—

gadijuma pie fi .. Seit

Eyruem(Y, p(6o)) = /m(y7 1(60)).f (y, 00){1 + S(y)'d/v/n + o(1/+/n) }dy
=0+ Kod/vn +o(1/v/n),

dodot V,, o0 —4 Vo + Ko10. Tas noved pie nepiecieSamas A,, —, A dalas no teorémas g un tas

pieradijuma, un péc tam talak pie tagadeja lokalas apkarnet modela stavokla:
An(8) = ha(bo + s/v/n) — hn(0o) —a A(s) = s' Uy — 35",

kur
=(1—a)(U+ Jnd) — a&lW (Vo + Kp16) = U* + Loid.

*
plus

Ar teor€mas [1( palidzibu, nonakam pie
V(O — 00) =4 (J) U™ + Lord) ~ N,p((J7) K™ (7)),
kas ar bija prasits. O

Tagad ierobezojosais sadaltjums @Ehl = ¢(éh1) var tikt secinats gluzi ka (@), kas seko no

E.2):

\/ﬁ(lﬁhl - wtrue) —d N(wﬁlé, Tg,hl)a (5.6)
kur
0y Oy OPNt, 1 0Y
— «N\—1-+7 7 2 _ (Y% *\—1 gk ey =12
an=LolJ) 55 = 5w T (55) I E ) o

Piezime 9. Apliikotie lielumi, kas apraksta HL novértéjuma ipasibas, ir atkarigi no parametra a
no HL metodes pamata konstrukcijas (8.2). Gadijuma, kad @ = 0, runa ir par parasto vislielakas
ticamibas metodi ar (5.6)) sasaurinoties uz (5.9). Ja a aizvirzas talak no nulles, lielaks uzsvars tiek
dots empiriskas ticamibas funkcijas dalai, lai “pagriistu” 6 ta, lai iegiitu n=' >°1"  m(Y;, u(6))
tuvak nullei. Rezultats parasti ir ar mazaku novirzi |wy(a)'d| neka |w'd|, un nedaudz lielaku
standartnovirzi 7y salidzinot ar 7. Lidz ar to labas a vértibas atraSana klust par novirzes un

dispersijas balanséSanas spéli, kas tiks aprakstita nakamaja nodala.
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6. BALANSA PARAMETRA REGULESANA

Pamata HL metodes konstrukcija (B.2) pirmkart lick izvéleties situacijai atbilstodus kontroles
parametrus p, un péc tam fokusa parametru ). Var biit ar1 specialgadijums, kura fokuss ¢ ir
vienigais kontroles parametrs. Abos gadijumos V&l ir arT balansa parametrs a, kas jaizvélas.

Talak piedavati vairaki veidi, ka to izdarft.

6.1. Robustibas un efektivitates balanséSana

Atlaujot empiriskas ticamibas un parametriskas ticamibas metozu kombinaciju, robustibu
var iegadaties caur kontroles parametriem ;. no HL metodes konstrukcijas par noteikta mérena
efektivitates zuduma cenu. Viens veids ka regulét balansu péc kontroles parametru izvéles, ir
izraudzities a ta lai efektivitates zudums pie stradajoSa parametriska modela biitu ierobezots ar
fiks€tu, nelielu lielumu, pieméram, 5%. To var sasniegt izmantojot @] nodalas sekas, salidzi-
not inverso FiSera informacijas matricu J~! (asoci€tu ar vislielakas ticamibas novertgjumu) ar
matricu (J*) 'K *(J¥)~! (HL novértejumam). Seit més atsaucamies uz @. nodalas sekam, pie-
méram, (#.7), pievienojot a apakiindeksu uzsvaram. Ja ir kada specifiska interese atieciba uz

kadu fokusa parametru ¢, a var izraudzities §adi:
Ko = {(J)TKE(ID) e} 2 < (L +e)ko = (1 + &) (' T )2, (6.1)

kur ¢ ir pieprasttais slieksnis. Ja ¢ = 0.05, piem&ram, tas nodro$ina to, ka ticamibas intervali ir
tikai 5% plataki neka vislielakas ticamibas funkcijas gadijuma, bet tas dod ar1 papildus drosibu,
ka p parametri tiek labi kontroléti procesa laika, pieméram, robustibas iemeslu dél. Izteiksmé
(1.9) patiesiba ari 6y, c, = 0(6y,)/00 ir atkarigs no a, bet runajot par parametriska modela
efektivitati, 6, , ir tads pats ka 6, 11dz ar to c,ir tads pats ka ¢ = 0y (6,)/06.

6.2. Videjas kvadratiskas kladas 1paSibas

V==

Ieprieks@ja metode ar (b.1)) ir balstita uz teoriju no §. nodalas pie stradajosa parametriska
modela nosacijumiem. Sekojo$ajam nepiecie$ama teorija no . nodalas, kas izpétija HL no-

vertejuma uzvedibu stradajosa modela apkartné. Rezultatus vispirms var izmantot, lai aplukotu
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ierobezojosas vidgjas kvadratiskas kliidas Tpasibas vislielakas ticamibas un HL noveértgjumiem,
kur biis redzams, ka HL metode parasti uzvedas labak - nedaudz lielaka dispersija tiek kompen-
s€ta ar mazaku model€Sanas novirzi. Aridzan vidgjas kvadratiskas kliidas likne ka funkcija no
balansa parametra a var tikt novertéta no datiem. Tas noved pie idejas izveleties tadu a, lai tas
minimiz&tu So riska likni.

Dotam fokusa parametram 1) ierobeZojosa vidgja kvadratiska kltida izmantojot HL. metodi

ar parametru « ir iegiistama no (5.6):
mse(a) = {w(a)'6}? + Tom(a)’. (6.2)

Vispirms nepiecieSams novertet So likni ka funkciju no balansa parametra a situacijas, kad dots
modela paplasindjuma parametrs J. Ja a = 0, mse(a) atbilst vislielakas ticamibas noveértéjuma
vid&jai kvadratiskajai kludai. Ja mse(a) ir mazaka neka mse(0) kadam a, tad HL metode strada

labak neka maksimalas ticamibas metode.

(a) (b)

027 0280

0290 0295 0300

fic(a) kvadratsakne
azro

0270 0z
0 0.2

Vidéjas kvadratiskas klidas kvadratsakne
5 0200 0285

Att. 6.1: (a) Punktota horizontala linija ir videjas kvadratiskas kludas sakne vislielakas ticamibas
novertéjumam, pilna Iinija - HL novertejumam ka funkcija no balansa parametra a, (b) fic(a)

kvadratsakne ka funkcija no a, kad n=100 un v = 1 + 6+/n [5]

Attgla b.1)(a) redzama mse(a) kvadratsaknes likne loti vienkarsa izpildijuma, kur paramet-
riskais sakuma modelis ir Beta(#, 1) ar blivumu 3! un fokusa parametru 1) = EY? HL kons-
trukcija, kas ir /(0 + 2) pie modela nosacijumiem. Paplasinatais modelis, pie kura mé&s apla-
kojam vidgjas kvadratiskas kltidas Tpasibas vislielakas ticamibas un HL metodem, ir Beta(d, )
ary = 1+ 6/y/nno (B.1)). Izvéleta 0 $aja gadijuma ir Q'/2 = (J'1)/2 no (6.3), ko var interpre-
tet ka vienu standartnovirzi talak no nulles modela. mse(a) kvadratsaknes likne parada, ka HL
novertéjums O / (éhl + 2) ir labaks neka O, / (éml + 2), iznemot, ja a ir tuvu 1. Ja neatbilstibas
parametrs ¢ ir loti mazs, t.i., kad stradajoSs modelis ir gandriz pareizs, Sie rezultati reiz€m var

noradit, ka vislielakas ticamibas metode ir labaka neka HL metode.
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Jaatzimé, ka wy(a) no (5.6) sakas pie a = 0 ar Jo; Jy" g—’g - ‘Z—f no (5.9), kas ir saistits ar vis-
lielakas ticamibas metodi, bet tas samazinas un tuvojas nullei, pieaugot a vertibai. Lidz ar to, ja
HL metode izmanto tikai mazu dalu no parastas logaritmiskas ticamibas tas konstrukcijas zina,
no ta sekojosajam zﬂhha ir maza novirze, bet potenciali lielaka dispersija neka vislielakas ticami-
bas gadijuma. Lidz ar to HL metodi var uztvert ka novirzes samazinasanas procesu kontrolses

un fokusa parametriem gadijumos, kad parametriskais modelis f(-, #) nav pietickami uzticams.

6.3. Videjas kvadratiskas kliidas noveértejums

Ideja, lai atrastu labu a vertibu, ir novértét mse(a) un tad izvél&ties ta minimizetaju. mse(a)
ietver sevl wy un 7o p NO (5.6), un tos var novértst ar plug-in pieeju. Gritibas sagada paramet-
ra § dala, precizak, 06' no wy(a)dd'wy(a). Sim parametram, kas ir O(1/y/n) mérojams caur
v = 7 + §/4/n, svarigdka informacija atrodamas D,, = +/n(9m — 7o) caur parametriskas
vislielakas ticamibas novértéjumu paplasinataja f(y, 0, y) modeli. P&c [4] saistibas ar fokus&to

informacijas kritériju (FIC), mums ir
Dn —d D ~ Nr(é, Q), kur Q = JH = (JH — Jl()JOiolJol)il. (63)

Faktors 0/y/n no O(1/4/n) nevar tikt novértéts vienmér. Ta ka DD vidgja vertiba ir 06" +
(Q robezas, més novertésim kvadratisko novirzes parametrus (b'5)? = b§6'b veida izmantojot
{b/(D, D!, — Q)b},, kur ar Q novérte Q = Ji;, un z, = max(z,0). Mas konstrugjam r x r
matricu Q no noverteéta un invertgjam pilno (p + ) x (p + r) FiSera informacijas matricu Jy;qe

no (5.4). Tas noved pie mse(a) novértesanas izmantojot

fic(a) = {&m(a)'(Dn D}, — Q)dn(a)}4 + fom(a)* = 64)
[nom(a) {(5 = 70) (5 = 70)" — Q}om(a)]4 + Fom(a)®.
Piezime 10. Fokusetas informacijas kriterijs FIC tiek izmantots, lai atrastu konkr&tu labako mo-
deli dotajam interes€joSajam fokusa parametram, kamér, pieméram, AIC izvélas vienu labako
modeli neatkarigi no ta, kam modelis paredzéts. Tas ir atkarigs no fokusa parametra, Iidz ar to
dod dazadas vertibas pie dazadiem fokusa parametriem. Claeskens un Hjort sava publikacija
[3] parada, ka biezi vien FIC dod labakus rezultatus neka AIC.

Attéls [b.1)(b) parada $adu fic-kvadratsaksnes Iikni, novérteto mse(a) kvadratsakni. Kamér
mse(a) kvadratsaknes Iikne attéla [6.1)(a) nak tikai un vienigi no no pienémumiem un skaitlis-
kiem pétijumiem no paplasinata f(y, 0, v modela, tikmér fic(a) kvadratsaknes Iikne ir iegiita no
dotiem datiem. Sakuma modelis un ta paplasinajums no attéla p.1/(a) ir Beta(#, 1) no Beta(6, )

ar n = 100 simulétiem datu punktiem, izmantojot v = 1+ 0/+/n, kur § izvéléts atbilstosi attela
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b.1(a) redzamajam. HL metode tika izmantota ar otro momentu ) = EY? gan kontroles, gan

fokusa gadijuma. Novertetais risks ir vismmazakais gadijuma, kad a = 0.41.
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7. HL REGRESIJAS MODELI

HL ideju var pacelt no neatkarigu un vienadi sadaligu izlasu ietvara uz regresijas modeli.
Aplikosim normalo linearo regresijas modeli datiem (z;, ;) ar d-dimensionalu neatkarigo mai-
nigo vektoru x; un y;, kam videja vertiba ir 2 3. Vislielakas ticamibas metodes risinajums buitu
saistits ar vienadojumu Em(Y, X, 8) = 0, kurm(y, x, 8) = (y—a'()x. Pamata esoSo regresijas
parametru var izteikt ka § = (EX X')"! EXY, iesaistot arT neatkarigo mainigo sadalijumu. Ta-
gad aplikosim apakSvektoru z ar dimensiju dy < d un ar to asoci€to novértésanas vienadojumu
mo(y, z,7v) = (y — xby)x + 0. Ta tiek ieviesta HL konstrukcija (1 — a)l,(8) + alog R, (v(5)).
Seit £,,(3) ir parasta logaritmiska ticamiba, R, () ir empiriska ticamiba saistita ar mq un v(3)
ir (EXoX!)"'EXyY redzams caur mazakas regresijas 1ecu, kur FX,Y = X X'3. Tas noved
pie secinajuma par (3, kur tiek nemts vera, ka regresija, nemotveéra xy komponentes, var biit gana

svariga.
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8. PRAKTISKIE PIEMERI

8.1. [EgiptieSu dzives ilgums Romas imperijas valdisanas laika

Pirsons (1902) apliikojis interesantu datu kopu n = 141 un tas sadalijumus, kura redzams
EgiptieSu dzives ilgums sievietém un virieSiem Romas impgrijas valdisana laika (pirms apm.
2000 gadu). [[13] So pasu pieméru HL konteksta apliiko arf pamata izmantotaja publikacija [5],
lidz ar to $aja nodala biis redzams ta paSa pieméra iegutie praktiskie rezultati, ka arT nedaudz
smalkak aplukots pats process, ka HL modelis nonak pie Siem rezultatiem. Salidzinasim ari
dazadus HL modelus grafiski. Jaatzimé, ka praktiskie iegiitie rezultati pilniba sakrita ar [5]

iegiito, tapec var pienemt, ka uzprogrammeétais modelis ir pareizs.

Tabula 8.1: Seno egiptieSu dzives ilgums

Dzives ilgums Dzives ilgums Dzives ilgums
VIS VIS VIS
gados gados gados
1.5 1|1 21 1]6 50 511
1.83 1] - 22 2|2 52 311
2 2| - 23 1|2 54 -1
3 312 24 2| - 55 2|1
4 413 25 514 59 1] -
5 3 - 26 4 1 60 4 11
6 -2 27 1|1 62 1| -
7 1| - 28 -1 63 1| -
8 - - 29 1|1 65 2| -
9 -1 30 1]2 68 2| -
10 1|1 32 1] - 70 -1
11 1|1 33 2 |1 70.5 1| -
14 2|1 35 - 13 72 3 -
16 1|1 36 2|2 84 1| -
17 213 37 1| - 90 1] -
18 -2 40 313 96 -1
19 1|2 46 1] -
20 213 48 2| -
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Tabula B.1) redzami $aja pieméra izmantotie dati, kur V apzimé viriesu skaitu (kopa 82) un
S - sieviesu skaitu (kopa 59). Apliukosim dzives ilguma visus datus kopa bez to grup&Sanas, kur

n = 141.
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|
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L

I T T T T 1
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Dati, n=141

(a) Egiptiesu dzives ilguma kastu grafiks (b) Egiptiesu dzives ilguma histogramma
Att. 8.1: EgiptieSu dzives ilgums
Publikacija [5] piedava izmantot Gamma(b, ¢) sadalfjumu péc [f. pieméra parauga fJ. noda-

12, kur b ir formas parametrs (shape) un c ir attiecibas parametrs (rate). Novertgjot ar parasto

vislielakas ticamibas metodi iegiist b = 1.6077 un ¢ = 0.0524, kas grafiski izskatas sadi:

80
0025
]

60
0015 0020
I 1

Biezums

Egiptiesu dzives ilgums
40

0.010
I

20
0.005
1

0.000
L

T T T T f T T T T 1
0 50 100 150 0 20 40 60 80 100

Gamma(1.6077,0.0524) Dati, n=141

(a) Kvantilu-kvantilu grafiks, kura salidzinati &gip- (b) Egiptiesu dzives ilguma histogramma ar vislie-
tieSu dzives ilgumi ar Gamma(b, c), kur b, ¢ iegiti ar lakas ticamibas novertgjuma blivuma funkciju.

vislielakas ticamibas noveértéjuma palidzibu.

Att. 8.2: EgiptieSu dzives ilgums - vislielakas ticamibas novértéjums

Esam uzzinajusi, ka Gamma(b, c) sadalijums diezgan labi atbilst datiem, bet ne to lielaka-

jam veértibam. Tapéc HL modeli $aja gadijuma iesp&jams izvéleties biitisku intervalu, tadejadi
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padarot to robustaku un dodot vairak kontroles par modeli. Saja pieméra miis interesg varbiitiba

p=pbe) = P{Y € (L Loy = [ fy.b.c)dy.

Ly

kur [Ly, Lo ir mGsu interes€josas vecuma grupas. Attiecigi logaritmiska HL izskatas $adi:
(b, ¢) = (1 = a)ln(b, ) + alog Ry (p(b, ), (8.1)

kur R, (p) ir empiriska ticamibas attieciba, kas saistita ar m(y,p) = I{y € [L1,Ls]} — p,
kas principa atbilst empiriskas ticamibas metodes kvantilu gadijumam, aizstajo kvantili ¢ ar
varbiitibu p, ka art $§aja gadijuma janem véra, ka y pieder intervalam, kas ierobezots no abam
pusém, tapec sadalfjuma funkciju jaaprékina intervalam.

Tagad maksimizésim funkciju (8.1]) katram a un nolasisim abus HL noveértgjumus (b, é,)
un attiecigi ar1 p, = p(lAja, ¢q). IzvEletais vecuma intervals ir [9.5, 20.5]. Tabula redzami

rezultati dazam a vertibam, kas aptuveni parada atSkiribu starp dazadam balansa parametra a

izvélem.
Tabula 8.2: HL novértéjumi égiptieSu dzives ilguma datiem
a b c P
0 1.61342 | 0.05257 | 0.25034
0.25 | 1.59775 | 0.05114 | 0.24626
0.5 | 1.57275 | 0.04875 | 0.0.2391
0.75 | 1.53009 | 0.04399 | 0.2234
1 1.64179 | 0.03597 | 0.17021
S | g § |
2 a
CI’ 2‘0 4‘0 GIO SIO “‘30 0.‘0 0.‘2 o.‘4 0.‘5 ofa 1!0
Dati, n=141 a
(a) Histogramma un blivuma funkcijas dazadiem no- (b) p novertgjuma atkariba no balansa parametra a

vertgjumiem, jaa = 0,a = 0.5una =1

Att. 8.3 legiitie HL modelu rezultati
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Attela 8.3|(a) redzams, ka HL gadijums, kad a = 0.5 Tpasi neatikiras no vislielakas ticamibas
modela iegiita rezultata a = 0, kamér empiriskas ticamibas modelis @ = 1 dod manami atskirigu
rezultatu. Tikmér attéla 8.3(b) dala parada p, atkaribu no balansa parametra a. Parbaudisim $os
rezultatus vienam no a grafiski. Piem@ram, ja a = 0.5, izvéleésimies b = 1.57275 un virknei
dazadu c atradisim vislielako vertibu. Tad aplikosim ¢ = 0.04875 un atkartosim to pasu tikai
ar dazadam b veértibam. Rezultata iegiistam Sadus grafikus (vertikala sarkana Iinija norada uz

vislielako vértibu).
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-800
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c b

(a) b = 1.57275 ir fikséts, vislielaka funkcijas vertiba (b) ¢ = 0.04875 ir fikséts, vislielaka funkcijas vertiba
tiek sasniegta, ja ¢ = 0.0487. tiek sasniegta, ja b = 1.572.

Att. 8.4: b un c maksimizé$ana

Redzams, ka grafikiem nav nepiecieSama gludinasSana atskiriba no parastas empiriskas ti-
camibas metodes kvantilu gadijuma, grafiki ir gludi, 1idz ar to vislielakas vértibas noteik$ana
nesagada nekadas griitibas.

Publikacija [5] norada, ka Saja gadijuma efektivitates zudums ir pie mazakam a vertibam.
To pasu varétu atkartot dazadam vecuma grupam tiem pasiem datiem, lai p&c tam apkopotu
rezultatus, un iegiitu labakus secinajumus par fokusa parametru, neka izmantojot rezultatus tikai

par vienu vecuma intervalu.

8.2. Normala sadalijjuma noveértéSana ar kvartilu palidzibu

Soreiz apliikosim praktiski pec §. pieméru no B. nodalas, méginot novértst normalo sada-
Ijjumu ar izlec&jiem un ta kvartiles. Nemsim N (0, 1) generétus datus, kur n = 100 un 5% no
datiem ir izlecgji ar standartnovirzi 5. Saja pieméra HL empiriskas ticamibas dala ari apréki-
nata izmantojot kvantilém paredz€to metodi, tacu Soreiz bija nepiecieSama gludinasana, tapéc

sadalfjuma funkcija aizstata ar sadalfjuma funkcijas novertgjumu, kas iegits atbilstosi (2.15).
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Teorétiskas kvantiles N(@©,7)
(a) Kvantilu-kvantilu grafiks (b) Histogramma generétajiem N (0, 1) datiem

Att. 8.5: Generéetie dati N(0,1) ar izleécéjiem, kur n=100

Attela B.5(a) redzams kvantilu-kvantilu grafiks generétajiem datiem pret teorétisko sadali-
jumu. Vidu tas loti precizi atbilst teorétiskajam sadalijumam, kamer galos manamas nelielas

izlec€ju veidotas atskirtbas. Novertéjumi atkariba no balansa parametra a mainas $adi:

Tabula 8.3: HL novértéjumi generétajiem N (0, 1) datiem

~

a ¢ & | E+0.6756

0 | 0020 |1.103] 0773
0.25] 0.023 | 1.101 | 0.766
0.5 | 0.016 | 1.099 | 0.757
0.75 | 0.008 | 1.096 |  0.747

1 |-0773 12237 0.736

Tabula no B.3 kreisaja pusé apkopo rezultatus par F), ' (%) kvartiles novértéjumu. Redzams,
ka, ja a = 1, tad novert&jums ir vistalakais no teoretiskajam vertibam, Iidz ar to var secinat,
ka empiriska ticamibas metode Siem datiem nav pati piemérotaka. Salidzino$i @ < 1 dod lo-
ti tuvus rezultatus visasm a vertibam, jo Soreiz daudz lielaks svars sanak vislielakas ticamibas
dalai. Palielinoties a vertibai, kamer ta ir mazaka neka 1, samazinas vidgjas veértibas & noverte-
jums, ta¢u nedaudz palielinas standartnovirze. Izmainas gan ir minimalas un visi novert€jumi
ir diezgan tuvi teorétiskajam sadalijumam, bet janemt véra ari tas, ka, palielinoties a vértibai,
samazinas kvartiles noveértéjums, lidz ar to tas tuvojas teorétiskajai vertibai 0.675 pie lielakam
a vertibam. Protams, svarigi biitu arT uzzinat videjo kvadratisko kliidu, lai noteiktu labako a
vertibu, bet attieciba uz kvartiles novertejumu var pielaut iesp&ju, ka HL modelis varétu dot

precizaku noveértéjumu Siem datiem, izv€loties 0 < a < 1.
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Palielinot izlec€ju skaitu rezultatu biittba nemainas, tacu izmainot ar1 izlec&ju standartnovir-
zi, empiriskas ticamibas modelis @ = 1 dod nesalidzinami labaku rezultatu gan par vislielakas
ticamibas metodi, kad a = 0, gan aripar HL ar 0 < a < 1. Piemé&ram, ja izlec&ju standartnovirzi
palielina no 5 uz 10, un to skaitu palielina lidz 25% no visa datu apjoma, tad N (0, 1) generétiem
datiem ar n = 100, empiriskas ticamibas modelis dod iegiist vismazako standartnovirzi (apm.
3), kamer citam a vertibam ta ir daudz lielaka (no 4.3 Iidz 4.5), kas nozime to, ka ne vislielakas
ticamibas metode, ne arT HL. modelis, kad a < 1 nav tik robusts ka parastais empiriskas ticami-
bas modelis, run3jot par Siem datiem. ArT kvartilu noveért§jums ir vistuvakais teortiskajam ar
empiriskas ticamibas metodi. Tas nozimé to, ka nakotné, turpinot HL modela izpéti, janem veéra,
ka pie liela mazak izteiktu izléc&ju skaita empiriskas ticamibas metode dod gana labus rezul-
tatus, un vairak jakoncentr&jas uz tadiem piemeériem, kas lidzigi attéla 8.5 redzmajiem datiem,

kam HL modelis tiesam varétu sniegt kadus uzlabojumus.
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SECINAJUMI

Darba tika apskatita parametriksas un empiriskas ticamibas funkciju metozu kombinacija -
HL metode. Ta tika aplukot arT dazos praktiskos piemeéros, salidzinot dazados tas iegiitos no-
vertéjumus un to atkaribu no balansa parametra. Simul€tajiem normala sadalijuma datiem ar
izlecgjiem tika noverteta vidgja vertiba, standartnovirze un attiecigi ar1 viena no kvartilém. Ile-
giitie rezultati liecina, ka pie neliela skaita izl€c€ju vislielakas ticamibas metode un HL metode
strada labak par empiriskas ticamibas funkcijas metodi, kuras iegiitie rezultati bija loti tali no
teorctiskajiem lielumiem, tom&r griti noteikt, vai HL metodes piedavatie rezultati tieSam dod
labus uzlabojumus kvartilu novertejumiem. Nakotng&, turpinot pétit So metodi, nakamais uzde-
vums noteikti biitu videjas kvadratiskas kliidas aprékins, kas lautu atrast vislabako modeli, kas
ir diezgan sarezgits uzdevums ar $obrid pieejamo literatliras daudzumu par $o metodi.

Otrs apliukotais piemers tikai aplikots arT darba pamata izmantotaja publikacija [], un para-
dijas, ka aprékinat HL vertibu atseviSkam datu intervalam gadijuma, kad datu sadalijums atbilst
Gamma(b, c) sadalijumam, un apliikoja dazadu parametru atkaribu vienam no otra, laujot labak
izprast, ka tiesi notiek vislielako vertibu atrasana, ka arT paradot to, ka Siem rezultatiem tiesam
var uzticéties. Sie rezultati parada to, ka diezgan viegli un &rti HL metodi var pielietot dazadiem
datu intervaliem atseviski, lai péc tam tos apkopotu un iegiitu daudz labakus secinajumus, neka
veicot analizi visai datu izlasei vienlaicigi.

Tadgjadi, izpildot darba ievada uzstaditos uzdevumus, tika sasniegts darba mérkis - izpétit,
ka darbojas HL metode un iesp&ju robezas salidzinat to ar parasto vislielakas ticamibas metodi
un neparametrisko empiriskas ticamibas metodi. Ta ka praktisku iemeslu dél, HL metode tika
apliikota ar vienkarSu neatkarigu, vienadi sadalitu struktiiru, tad arT tas paver iespg&jas talakiem
petijumiem, piemeram, regresijas [iment, kas $aja darba tika apliikots pavisam nedaudz no teore-
tiskas puses. Iesp&jams, ka HL metode kopa ar regresiju varétu sniegt noderigus un interesantus
rezultatus, bet tas, tapat ka balansa parametra reguléSana un vidgja kvadratiska kltida, biitu labs

pamats daudz lielakam un nopietnakam pé&tijumam nakotn&.
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PIELIKUMS

EgiptieSu dzives ilgums Romas impgrijas valdiSanas laika

## Dati

dati <— read.table(file="egyptian.txt”, header = T)
dati$count <— dati$M + dati$F

dati <— rep(dati$ageAtDeath, times = dati$count)
dati <— data.frame(dati)

dati <— dati$dati

b <— 1.6077
c <— 0.0524
11 <- 9.5
12 <— 20.5
n <— 141

## Varbutiba

indicator <— ifelse(dati >= 11 & dati <= 12, 1, 0)

g fun <— function(x) {(c”b * x™(b—1) * exp(—c*x)) / (gamma(b))}
g fun <— Vectorize(g fun)

p <— integrate(g fun, 11, 12)$value

## ML dalja

11 <— function(dati, b, c¢) {
R <— dgamma(dati, shape = b, rate = c)
sum(log(R))

5| 11 (dati, b, c)

Il max <— function(dati, x) —11(dati, x[1], x[2])

op <— optim(par=c(1.5, 0.05), Il max, dati=dati ,method = "L-BFGS-B”,
= ¢(0.00001,0.00001), upper = c(2, 0.5))

b <— opS$par[1]

¢ <— opS$par[2]

integrate (g _fun, 9.5, 20.5)

## EL dalja

## Bez gludinasanas
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37 f <— ecdf(dati)
38| f int <— f(12) — f(I1)

40| ## Ar gludinasanu

A1/ f nov <— function(x, dati) {

421 h <= n™N(—1/4)

43 (I / n) * sum(pnorm((x — dati) / h))

461 fnl <— f nov(ll, dati)
A7 fn2 <— f nov (12, dati)
481 f int <— fn2 — fnl

50[## logR EL daljai

511InR_h <— function(dati, b, c) {

52| g fun <— function(x) {(c”b * x~(b—1) * exp(—c*x)) / (gamma(b))}

53] g _fun <— Vectorize(g_fun)

54  p <— integrate (g fun, lower = 9.5, upper = 20.5)S$value

55| —n * (f _int * log(f int / p) + (1 — f int) * log((1 — f int) / (1 — p)))

58|R_max <— function(dati, x) —InR h(dati, x[1], x[2])

60l op <— optim(par=c(1.5, 0.05), R max, dati=dati, method = "L-BFGS-B”, lower
= ¢(0.00001,0.00001), upper = c(2, 0.5))

61|b <— opSpar[1]

62| ¢ <— opS$Spar[2]

63| integrate (g fun, 9.5, 20.5)

64

67| ##### InH — galvena funkcija #####
68| fnl <— f nov(ll, dati)

69| fn2 <— f nov(12, dati)

70/ f int <— fn2 — fnl

72| InH <— function(dati, b, c) {
73] R <— dgamma(dati, shape = b, rate = c¢)
74 11 <— sum(log(R))
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76
7
78
79

80
81
82
83
84

86
87
88
89
90
91
92
93
94

g fun <— function(x) {(c"b * x*(b—1) * exp(—c*x)) / (gamma(b))}

g fun <— Vectorize(g fun)

p <— integrate(g fun, lower = 9.5, upper = 20.5)$value

el <= —n * (f int * log(f _int / p) + (1 — f int) * log((1 — f int) / (1 —
p)))

(I —a) * 11 + a * el

H

H max <— function(dati, x) —InH(dati, x[1], x[2])
## Visi a

a_values <— seq(0, 1, by = 0.01)

gamma_p <— c ()

i< 0

for (i in a values) {
a <— i
jo—13 *1

op <— optim(par=c(l.5, 0.05), H max, dati=dati, method = "L-BFGS-B”,
lower = ¢(0.00001,0.00001), upper = c(2, 0.5))

b <— op$par[1]

¢ <— opS$par[2]

gamma p[j] <— integrate(g fun, 9.5, 20.5)S$value

print(paste0(”a = 7, a, 7 b = 7, round(b, 5), ” ¢ =7, round(c, 5), " p =

LR}

, round(gamma p[j], 5)))
}

plot(a_values, gamma p, type =

ER) l ER) 99 9

, xlab = 7a”, ylab = ”p novertejums”)

## Grafiki — max parbaude
a <— 0.5
5/b_seq <— seq(0.01, 2, by = 0.001)
i|c_seq <— seq(0.0001, 0.4, by = 0.0002)
k <- 0
I <~ 0
p b fixed <— c()

p ¢ fixed <— c()
IRb_fixed <— c ()
IRc fixed <— c()

43




114

136

137
138

140
141
142
143
144
145
146

b <— 1.6077 # a = 0
b <— 1.5727 # a = 0.5

ilb <— 1.6418 # a = |

for (i in c_seq) {
k <— k +1
c <— i

p b fixed[k] <— integrate(g fun, 11, 12)Svalue

IRb fixed[k] <— InH(dati, b, c)
}
c <— 0.0524 # a =0
c <— 0.0487 # a = 0.5
c <— 0.0360 # a =1
for (j in b _seq) {
I <— 1 + 1
b <— j
p ¢ fixed[l] <— integrate(g fun, 11, 12)Svalue
IRc fixed[l] <— InH(dati, b, ¢)
}
plot(c _seq, IRb fixed, type = 717, Ilwd = 2, xlab = 7"c¢”, ylab = "h(b =
1.5727,¢)”)
abline(v = ¢ _seq[which(IRb fixed == max(IRb fixed))], col = "red”)
plot(b seq, IRc fixed, type = 717, lwd = 2, xlab = ”b”, ylab = "h(b,c =
0.0487))
abline(v = b _seq[which(IRc fixed == max(1Rc fixed))], col = "red”)
## max

b seq[which(lRc fixed == max(lRc fixed))]
c seq[which(IRb fixed == max(IRb fixed))]

## Histogramma

set.seed(27)

hist(dati, prob = T, main = 77, ylab = ”Biezums”, xlab = ”Dati, n=141")

lines(density (rgamma(1000, shape = 1.6077, rate = 0.0524)), lwd = 2, col
”blue™)

lines(density (rgamma(1000, shape = 1.5727, rate = 0.0487)), lwd = 2, col
”slategray3”)

lines(density (rgamma(1000, shape = 1.6418, rate = 0.0360)), lwd = 2, col
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”slategray4”)
149| legend (80, 0.028, legend=c(”a = 0”7, 7a = 0.57, 7a = 17),

50 col=c(”slategrayl”, ”slategray3”, ”slategray4”), Ity = c(1,1,1), lwd
= c¢(2,2,2), cex=0.8,
51 text.font=4)

Normala sadalijuma novertesana ar kvartilu palidzibu

—_

## gludinasanas funkcija

\V}

f nov <— function(x, dati) {
h <— n™(—1/4)
(1 / n) * sum(pnorm((x — dati) / h))

Ot = W
——

6

7| ## InH
8| InH <— function(dati, mean, sd) {
9] R <— dnorm(dati, mean, sd)

10 11 <— sum(log(R))

12| mu <— mean + sd * gqnorm(q)
13 f < ecdf(dati)

14 fn <— f(mu)

15| n <<— length(dati)

16 fn <— f nov(mu, dati)

17 el <~ —n * (fn * log(fn / q) + (1 — fn) * log((l — fn) / (1 — q)))

19 (1 —a) * 11 + a * el
20| }
21
22|H max <— function(dati, x) —InH(dati, x[1], x[2])
23
24| ## dati ar izlecejiem

## N(O0,1) 5%, sd=5 izlecejiem

[\]
Ut

2

(@)}

library (npsm)

27| dati <— ren (100, 0.05, 5)

28| hist(dati, prob = T, ylab = ”Biezums”, xlab = ”"N(0,1)”, main = 7”)
29

w
=)

qqnorm(dati , xlab = ”"Teoretiskas kvantiles”, ylab = ”Izlases kvantiles”,

main = 77)
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311 qqline(dati, col = "red”)

33|mean(dati)
34|sd(dati)

35lq <— 0.75

36 summary (dati)

37

38|a_values <— seq(0, 1, by = 0.05)
391 <= 0

40

A1} for (1 in a values) {

42 a <— i

431 ] <= + 1

441 op <— optim(par=c(quantile(dati)[2],1), H max, dati=dati, method = "L—
BFGS-B”, lower = c(quantile(dati)[1],1), upper = c(quantile(dati)[5],
3))

45| mean <— op$par[1]

46 sd <— opSpar[2]

47 print(paste0(”a = 7, a, ” mean = 7, round(mean, 3), ” sd = 7, round(sd,
3), ” quart = 7, round(mean + sd * qgqnorm(q), 3)))

481}

49

50| ## N(0,1) 25%, sd=10 izlecejiem
51| dati <— ren (100, 0.25, 10)
52| hist(dati, prob = T, ylab = ”Biezums”, xlab = "N(0,1)”, main = 77)

54| qqnorm(dati , xlab = "Teoretiskas kvantiles”, ylab = "Izlases kvantiles”,
main = 77)

55| qqline (dati, col = "red”)

57|mean(dati)

58| sd(dati)

59|q <= 0.75

60| summary (dati)

61

62]a values <— seq(0, 1, by = 0.05)
63]j <= 0

64

65| for (i in a_ values) {

66 a <— 1

46




j <=3 +1

op <— optim(par=c(quantile(dati)[2],3), H max, dati=dati, method = "L—
BFGS-B”, lower = c(quantile(dati)[1],2), upper = c(quantile(dati)[5],
5))

mean <— opS$par[1]

sd <— opSpar[2]

bl ER) s 2

print (paste0(”a = 7, a, mean = ”, round(mean, 3), ” sd = 7, round(sd,

2

3), 7 quart = 7, round(mean + sd * gnorm(q), 3)))

HL funkcija péc visparéja gadijuma formulam

—_

[\

<

~

indicator <— ifelse(dati >= 11 & dati <= 12, 1, 0)
g fun <— function(x) {(x™(b — 1) * exp(—x / ¢)) / (c”b * gamma(b))}
3lg fun <— Vectorize(g fun)

p <— integrate(g fun, 9.5, 20.5)

## max lambda
f <— function(dati, p, indicator) {
ff <— function(lambda) {
(sum((l + lambda * (indicator — p))~(—1) * (indicator — p))) / length(
dati izv)
}
ff <— Vectorize ( ff)
I min <— -5
I max <— 5
xx <— seq(l min, 1 max, 0.5)
plot(xx, ff(xx))

uniroot (ff, c¢(l min, 1 max))Sroot

## EL dalja
R <— function(dati, p, indicator , lambda) {
prod(l + lambda * (indicator — p))~(—1)

4{R(dati, p, indicator , lambda)

26| ## ML dalja

Il <— function(dati, b, c¢) {

47




28| R <— dgamma(dati, shape = b, rate = c)
291 —sum(log(R))

32| 11 (dati, b, c¢)
33| Il _max <— function(dati, x) —11(dati, x[1], x[2])

35lop <— optim(par=c(l.5, 0.05), 11 max, dati = dati)
36|b <— opSpar[1]

37| c <— opS$par[2]

38| integrate (g fun, 9.5, 20.5)

40| ## Abi kopaa — HL

41/H <— function(dati, a, b, c) {

42| p <— 1integrate(g fun, 9.5, 20.5)

43 lambda <— f(dati, p, indicator)

44 (1 — a) * Il(dati izv, b, ¢) + a * log(R(dati, p$value, indicator, lambda

)
1503
46
A7|H max <— function(dati, a, x) —H(dati, a, x[1], x[2])
48

49| ## max rezultats

50lop <— optim(par=c(l.5, 0.05), H max, dati=dati, a = 0)
51|b <— opSpar[1]

52|c <— opSpar[2]

53| integrate (g _fun, 9.5, 20.5)

48
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