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ANOTACIJA

Bakalaura darba “Metodisks paligmaterials matematika vidusskolai jauna standarta
realizacijai” mérkis ir izveidot metodisku paligmaterialu vidusskoléniem matematika, kura apskata
sikak gadijuma klejoSanu, tai skaitd Katalana skaitlus un atvasinajuma jédzienu, definiciju,
atvasinasanas kartulas un formulas.

Teorctiskaja dala tiek apskatita Markova kédes definicija, un teoréma par gadijuma
klejosanu, ka art funkcijas atvasinajuma fizikala nozime.

Bakalaura darba ir izveidota programma, kas simulé gadijuma klejosanu rezgi, ar kustibu uz
leju.

Bakalaura darba secinats, ka izveidotais metodiskais paligmaterials palidz skoléniem labak
saprast gadijuma klejoSanu, varbiitibu principu un atvasinajuma biitibu. Izstradato programmu var
izmantot, varbutibu aprékinasana, ar kadam dalina katra solu skaita var nonakt Iidz ekrana malai.

Atslégvardi: matematika, vidusskola, gadijuma klejoSana, atvasinajums, paligmaterials.

ANNOTATION

The aim of the bachelor's thesis “ Methodical Material in Mathematics for the
Implementation of the New Standard in Secondary School” is to create a methodological material
for the high school students in mathematics, which examines in more detail the random walking
model, including Catalan numbers and the concept of derivative, definition, derivation rules and
formulas.

The theoretical part deals with the definition of the Markov chain, and the theorem about the
random walking model as well as the physical significance of the function derivative. In the
bachelor's thesis, there is a program that simulates the random walking model in a grid with
downward movement.

It was concluded that developed methodical material for high school students improves the
understanding of the random walking model, the principles of probability and the nature of the
derivative. The developed program can be used to calculate the probability with which a particle
can reach the edge of the screen in each step.

Keywords: mathematics, secondary school, random walking, derivative, methodical

material.
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1. IEVADS

Bakalaura darba “Metodisks paligmaterials matematika vidusskolai jauna standarta
realizacijai” téma tika izvél&ta saistiba ar to, ka 2020./2021. macibu gada skola biis jaievies jaunais
izglitibas standarts, kas paredz izmainas skolu sistéma un macibu procesa. Skoléniem biis iesp&jas
izveleties no skolu piedavatajiem variantiem, kurus priekSmetus macisies padzilinati.

Darba mérkis: izveidot paligmaterialu, kas palidzetu skoléniem saprast gadijuma klejosanu,
un atvasinajuma biitibu.

Pétijuma probléma: maz paligmaterialu vidusskoléniem, kas paredzeti jauna matematikas
standarta apgiiSanai.

Darba tika aprakstits arT jaunais izglitibas standarts, un kadas izmainas sagaida tiesi
matematikas macibu joma. Tika apskatita teorija par gadijuma klejosanu un izveidota programma,
kas simulé gadijuma klejosanu rezgi uz leju, aprékina varbutibas, ar kadam dalina no punkta x =
= 1 nonak punkta x = 0, virzoties uz leju ar noteiktu varbiitibu, kuru ievada lietotajs. Ka ari tika

apskatits Atvasinajuma jédziens, fizikala nozime, atvasinaSanas kartulas un formulas.



2. JAUNAIS STANDARTS VIDUSSKOLA

2.1. Izglitibas satura planoSanas principi vidusskola

Vispargjas vidgjas izglitibas pakapes mérkis ir palidz&t jaunietim apzinaties savas intereses
un sp&jas un sagatavoties izglitibas turpinasanai augstskola vai profesionalai darbibai.

Projekts “Kompetencu pieeja macibu satura” (Skola2030), turpinot satura un pieejas
pilnveidi vispargja izglitiba, ir izstradajis un piedava izglitibas satura planoSanas principus
vispargja videja izglitiba, kas dos skoléniem iesp€&ju vairak macities atbilstosi savam interes€ém un
nakotnes planiem, — to nodrosina mazaks macibu priekSmetu skaits un iesp&ja 30 % macibu laika
veltit padzilinatiem un specializétiem kursiem. Rezultata skoléniem veidosies dzilaka izpratne un
labakas prasmes apgiistamajos macibu priekSmetos, lielaka motivacija macities un spécigaka savu
intereSu apzinasanas. Kvalitativas izglitibas piedavajums un augstas prasibas visas macibu jomas
nodrosinas absolventu labaku kopg&jo sagatavotibu turpmakajam gaitam.

Pilnveidoto saturu vidusskola planots sakt ieviest pakapeniski visas Latvijas skolas, sakot no
2020. gada 1. septembra 10. klasg (no 2021. gada 11. klasg, no 2022. gadal2. klasg), kad valdiba
tiks pienemts jaunais vispargjas videjas izglitibas standarts.

Jaunais vidusskolas modelis paredz:

. samazinatu macibu priekSmetu skaitu, lai dotu iesp&u skoléniem mérktiecigi
1zveleties un specializ€ties izraudzitajos macibu priekSmetos;

. macibu satura apguvi 3 Iimenos (visparigaja, optimalaja un augstakaja) un valsts
parbaudijumus atbilsto§i macibu satura apguves limenim. Macibu satura apguve optimalaja
liment ir pietickama, lai iestatos augstskola;

. satura apguvi kursu veida — pamata, padzilinatos un specializétos kursos; ir noteikts
stundu skaits katram kursam, ko skola var elastigi planot ilgaka vai 1saka laika perioda;

. katra vidusskola piedava 2 izvélu grozus jeb kursu komplektus ar vismaz 3
padzilinatajiem kursiem,;

. padzilinato kursu apguve pielidzina Latvijas skolénu iesp&jas labakajam pasaules
izglitibas sistemam.

Macibu slodze. Planots, ka vispargjas vidgjas izglitibas posma stundu skaits macibu satura
apgusanai paliek nemainigs — ar 36 stundu maksimalo skoléna slodzi nedg€la jeb 3360 — 3780
macibu stundam tris gados (vakara un neklatienes izglitibas programmas mazaks macibu stundu
skaits). Macibu stundas ilgums joprojam biis 40 miniites.
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Izvele. Ari turpmak vispargjas videjas izglitibas ieguve biis brivpratiga.

Kapéc vajadzigas parmainas?

Paslaik vispargja videja izglitiba skoléns izvelas vienu no Cetram izglitibas programmam
(humanitara un sociala; matematikas, dabaszinibu un tehnikas; visparizglitojosa vai profesionali
orient&ta virziena) ar nelielam variacijam. Sis modelis ir uzlabojams, jo:

. ir parak liels macibu priekSmetu skaits, ko vidusskoléns macas vienlaikus (18 lidz

20); liels obligato priekSmetu skaits un sasniedzamie rezultati, kas vienadi visas izglitibas

programmas;
. skoléniem nav pietiekamas iespg&jas iedzilinaties, atklat un attistit savas intereses;
. profesionalas izglitibas iestazu, visparizglitojoso vidusskolu un valsts gimnaziju

audzekniem ir atskirigs stundu skaits visparizglitojosos prieksmetos (Iidz pat divam reizém), bet
vienadi eksameni 12. klasg;

. Latvijas skolénu iesp&jas nav pietickami pielidzinamas labakajam pasaules
izglitibas sistémam, jo ir nepietickams stundu skaits katra no macibu priekSmetiem.

Jaunums:
Macibu satura apguve limenos.
Planotie sasniedzamie rezultati macibu jomas veidoti tris macibu satura apguves limenos.

. Visparigais limenis,. Saja limeni skoléns risina problémas pazistamas situacijas,
nostiprina, visparina un sistematizé pamatizglitiba apgiito macibu saturu, veido domasSanas
paradumus. Macibu saturs $aja [Tmeni ir katras macibu jomas obligati apgiistama satura dala.

. Optimalais [Tmenis. Saja Iimeni skoléns nostiprina prasmes planot un istenot
patstavigu izzinas un problému risinasanas darbibu, identific€ un risina problémas vienkarsas,
nepazistamas  situacijas, veido padzilinatu konceptualo izpratni macibu joma
ar starpdisciplinariem elementiem, demonstré kompleksas prasmes, iegiist produkta radiSanas
pieredzi. Macibu saturs §aja Iimeni ir svarigs vispusigai vispargjai vidgjai izglitibai,

. Augstakais limenis. Saja limeni skoléns apzinati, atbildigi, radosi un patstavigi
plano un parrauga savu izzinas darbibu, patstavigi risina problémas nepazistamas, sarezgitas
situacijas, veido dzilu konceptualo izpratni macibu joma, saskata starpdisciplinaras
likumsakaribas, macas patstavigi planot, istenot, uzraudzit un izvertet produkta radisanas procesu.
Macibu saturs $aja apguves liment ir padzilinats un paplasinats, un svarigs skoléna ieceréto studiju

profila specializacijas virzienam.



Vidusskolas posma skoléni macibu saturu apgiist saskana ar jomas planotajiem

rezultatiem kursu veida:

. pamatkurss sniedz vispariga vai optimala Iimena zinasanas, izpratni un prasmes;

. padzilinatais kurss sniedz augstaka Iimena zinasanas, izpratni un prasmes;

. specializétais kurss sniedz specifiskas jebkura limena zinaSanas, izpratni un
prasmes.

Skola izveido savu piedavajumu un izglitibas programma ieklauj:

. vismaz divus mérktiecigi izveidotus padzilinato kursu komplektus jeb izvélu
grozus ar tris padzilinatiem kursiem katra no tiem. Vismaz vienam padzilinatajam kursam katra
izvelu groza jabit atskirigam;

. pamatkursus katra macibu joma — vispariga vai optimala Iimeni, saskanojot ar
padzilinato kursu piedavajumu. Lai macitos padzilinato kursu, skoléniem jaapgtst optimala
limena pamatkurss;

. specializétos kursus (izglitibas iestade var piedavat brivas izvéles specializétus
kursus atbilstosi skolénu interesém un izv€lu groziem. Specializéto kursu programmu paraugus
izstrada VISC vai izglitibas iestade saskana ar Valsts vispar€jas vidgjas izglitibas standartu);

. stundu planu trim gadiem.

Planots, ka skoléni pamatkursus macisies galvenokart 10. un 11. klas€, bet padzilinatos
kursus — 11. un 12. klas€ atbilstosi skolas veidotajam macibu stundu sarakstam. Pamatkursu
apguvei paredzets veltit aptuveni 70 % macibu laika, savukart padzilinato un specializéto kursu
apguvei — aptuveni 30 % no macibu laika.

Ir noteikts optimalais stundu skaits visam kursam, nesadalot to pa macibu gadiem. Skola
kursu var 1stenot 1saka vai garaka laika posma, piedavajot kursu apgiit, pieméram, viena gada laika
ar vidgji se§am macibu stundam nedgela, vai divu gadu laika ar vid&ji trTs macibu stundam nedgla.
Izglitibas iestade varés mainit macibu stundu skaitu kursa, bet nesamazinot kopgjo kursa stundu
skaitu vairak par 15 %.

Prasibas vispargjas vidgjas izglitibas ieguvel.

Uzsakot macibas 10. klasg, skoléns izvélas vienu no skolas piedavatajiem izvélu groziem, ka
ari citus kursus no skolas piedavajuma. Vispargjas videjas izglitibas iegiSanas nosacijumi paredz,
ka skoléns:

* apgiist macibu saturu 3360-3780 stundu apjoma;

* apgiist pamatkursus visas macibu jomas;



* apgiist tris padzilinatos kursus un saistiba ar vienu no tiem veic patstavigu pétniecibas,
jaunrades vai sabiedrisko darbu;

* karto valsts parbaudes darbus:

- latvieSu valoda (vismaz optimalaja limeni);

- sveSvaloda (anglu, vacu vai francu) vismaz optimalaja liment;

- matematika (jebkura apguves limeni — visparigaja, optimalaja vai augstakaja limeni);
- divos no padzilinatajiem kursiem (augstakaja [imen).

Atbalsts skolam izglitibas satura planosanas principu isteno$anai.

Valsts vispargjas vid€jas izglitibas standarta ir formuléti (a) sasniedzamie rezultati
visparigaja, optimalaja un augstakaja macibu satura apguves limeni septinas macibu jomas; (b)
atseviska standarta pielikuma noradits, kuri sasniedzamie rezultati apgtstami katra no macibu
priekSmetu kursiem (pamatkursa, padzilinataja kursa un specializétaja kursa).

VISC veidos kursu programmu paraugus un valsts parbaudes darbu paraugus. Papildus VISC
piedavas macibu Iidzeklu piemerus visiem pamatkursiem. Tapat ka lidz §im, arT turpmak skolotaji
vares veidot savas kursu programmas vai veidot jaunus specializ€tos kursus vispargjas videjas
izglitibas standarta apguvei.

Pamatkursi, padzilinatie kursi un specializétie kursi macibu jomas.

Katra macibu joma ir pamatkursi, padzilinatie un specializétie kursi ar noteiktiem satura
apguves nosacijumiem skolénam. Katram kursam ir noradits kopg&jais optimalais macibu stundu
skaits, kas nepiecieSams §1 kursa satura apguvei. Izglitibas iestade var€s mainit (palielinat vai
Samazinat) macibu stundu skaitu kursa, bet nesamazinot vairak par 15 % no $1 kursa kopgja stundu
skaita.

Piedavata ar1 alternativa macibu stundu skaita uzskaites forma — kreditpunkts: vienam
kreditpunktam atbilst 35 macibu stundas (1 kp = 35 macibu stundas). 35 macibu stundas izveletas,
jo is skaitlis atbilst macibu nedélu skaitam macibu gada. Sada macibu stundu skaita uzskaites

forma dod iesp&ju skolam un skoléniem planojot darboties ar mazakiem skaitliem.!

2.2. Matematikas macibu joma vidusskola

Skolénam sasniedzamie rezultati formuléti tris apguves Iimenos (visparigais, optimalais,

augstakais).

! Pieejams: https://www.skola2030.lv/vidusskola [aplTkots 20.05.2019]
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. Visparigo limeni raksturo pamatskolas satura sistematizacija un lietoSana jaunas,
kompleksas situacijas, ka ar1 vidusskolas satura kodola apguve, kas talak laus izdarit apzinatas
izv€les un nepiecieSamibas gadijuma turpinat matematikas apguvi optimalaja liment.

. Optimalo ltmeni raksturo izpratné balstitu elastigu matematisko prasmju apguve,
daudzveidiga pieredze matematisko modelu lietoSana realos un citu macibu jomu kontekstos.
Optimalaja Itmen1 iegiitas zinasanas ir pietickamas, lai turpinatu talakas studijas jomas, kuras
matematika nav profilgjoss kurss.

. Augstako Itmeni raksturo nians@ta iedzilinasanas satura, visparigu matematisko
modelu analize un lietojums, sistémiska izp&tes un pieradiSanas pieredze; skoléni ierosina
patstavigu pétijumu un realize problémas matematisko model&Sanu.

Satura apguve planota tris kursu ietvaros:

. pamatkurss “Matematika” (visparigais apguves [imenis)

. pamatkurss “Matematika I”” (optimalais apguves Iimenis)

. padzilinatais kurss “Matematika I1”

. Brivas izvéles piedavajuma augstakaja Itment iesp&jami $adi kursi: “Projic€Sanas

metodes”, “Diskrétas matematikas elementi”, “Kompleksie skaitli”. Skatit att. 2.1.

MATEMATIKAS MACIBU JOMA
SPECIALIZETIE
PAMATKURSI UN PA.DZII..IHETIE KURSI KURSI BRIVAI IZVELEI
AUGSTAKAIS ProjicéSanas metodes
Matematika Il Diskrétas matematikas elementi
Kompleksie skait|i
OPTIMALAIS vai Matematika |
VISPARIGAIS Matematika

att. 2.1. Matematikas macibu jomu sadalijums pa Iimeniem
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Visos limenos satura ieklauti “Analitiskas geometrijas elementi” ar mérki veidot saiknes
starp algebriskajiem un geometriskajiem modeliem, kas skoléna matematisko instrumentariju
veidos elastigaku un efektivaku kompleksu problému risinasana. Lidztekus tam $aja temata iegiitas
prasmes nepiecieSamas sekmigai talakai izglitibai un darbibai IT joma.

“Statistikas™ saturs (visos kursos) vairak orientéts uz datu analizes prasmém, datos balstitu
secinasanu un ieglto prasmju lietojumu, veicot realus pétijumus. Piem&ram, raksturo datu
sadalfjumu un to saista ar vidgjiem un izkliedes mériem.

Padzilinataja kursa ieklauti matematiskas analizes jautajumi ar mérki veidot izpratni par
atvasinajumu un integrali, iegiit pieredzi atvasinajuma lietojumam autentisku problému risinasana.

Pamatkursu saturs veidots ar uzstadijumu mazinat satura izversumu plaSuma, lai veidotu
dzilaku izpratni, daudzveidigu lietojumu, pieméram, 1) pamatkursa “Matematika I” skoléni
trigonometrijas apguveé fokusésies tikai uz divam funkcijam Iidz§ingjo Cetru vieta; 2) logaritmus
apliikos tikai ka reala skaitla pieraksta formu, ko plasi izmanto citas zinatnu jomas, bet nerisinas
logaritmiskus vienadojumus un nevienadibas.

Skola izglitibas programmas piedavajuma var ieklaut vispariga Itmena pamatkursu
"Matematika" un optimala limena pamatkursu "Matematika [". Tacu visam skolam noteikti
japiedava skoléniem izvéle apgiit matematiku vismaz optimalaja Iimeni ("Matematika I").?

Turpmak darba tiks apskatitas divas t€mas, gadijuma klejoSana un atvasinajumi, kas palidzes

skoléniem, kuri vélésies apgiit matematiku padzilinati.

2Pieejams: https://www.skola2030.lv/matematikas-macibu-joma [aplTkots 20.05.2019]
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3. GADIJUMA KLEJOSANA
3.1. Markova kedes definicija.

Markova process ir neatkarigo mainigo méginajumu virknu visparinajums. To teorijas
pamata ir $ada hipotéze: n + 1 m&ginajuma rezultata atkariba no visiem ieprieksgjo meéginajumu
rezultatiem izpauzas tikai caur N-ta méginajuma rezultatu. Citiem vardiem, nakotne nav atkariga
no pagatnes, ja zinama tagadne, jeb, tagadne satur visu informaciju, kas uzkrata pagatne.

Apskatisim eksperimentu galigu vai sanumurjamu rezultatu kopu {G = Eo ..., En, ... .
Pienemsim, ka varam eksperimentu neierobezoti atkartot.

Jebkura méginajuma rezultats ir G elements ar savu kartas numuru. Apzimésim n-ta
méginajuma rezultata numuru ar Xn. Tad, X = j, ja n-taja m&éginajuma ir iestajies notikums E;j.

3.1.definicija.

Dota gadijuma liclumu, kas pienem veselu skaitlu vértibas, virkne {Xn}n=o. Xn = J, ja n-taja

meginajuma ir iestajies notikums E;j. Virkne {Xn}.>0 veido Markova k&di, ja

P(Xn = jIXo = ko, X1 =kt e, Xz = kg, Xnoq = 1) = P(Xy, = jlXpq = 1) =",
2 =1
J

pi(]’.l) ir parejas varbiitiba no i UZ j viena sola laika n-taja soli.

Biezi Markova kédi izmanto, lai aprakstitu fizikalu sist€ému ar iesp&jamiem stavokliem Eo,

E1, E2, ... un uzdotu sakuma stavoklu sadalfjumu P(X, = j) = pj(.o),zj p}(p) =1,j=1,2,.. Péc

tam sist€ma laika ty, to, ...(ti — veseli skaitli) maina savu stavokli, pie tam, varbiittba momenta n

noklat stavokli Ej, kaut arT zinami sisteémas visi ieprieksgjie stavokli, atkariga tikai no ta, kura

stavokl1 sistéma atrodas n — 1 soli. Markova k&dém gan to stavoklu telpa, gan laiks ir diskréti.
3.2.definicija.

Markova k&di {Xn}»>0 sauc par homogénu, ja parejas varbitibas p-(n)

ij nav atkarigas no n.

™, 0

Virknes {Xn}.>0 eksistenci, kas ir Markova kéde ar uzdotam parejas varbiitibam p, R,

0, X pi(;‘) = 1, ar uzdotu sakuma sadalijumu pj(.o): p](-o) >0,%; p](.o) = 1, garanteé Kolmogorova
teoréma par saskanotiem sadalijumiem, ja tie uzdoti ar sekojosam varbiittbam

0 1
P(XO = ko,Xl = kl' ""XTl = kn) = p’(CQ)pl(Co)kl pl(‘:ll)—lkn
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3.3.definicija.
Gadijuma mé&ginajumu virkne ar vienu un to pasu rezultatu kopu {Eo ..., E, ...} veido

homogenu Markova k&di, ja varbiitiba uzdota $ada veida
0
P(XO = kO, ""Xn = kn) = pl(co)pkokl "'pkn—lkn’

pie tam p](.o) un p;; ir neatkarigi viens no otra un

ZP(O) - 1 pJO) 2 0’pl] 2 0, Zpl] = 111' = 0111-"!
J

pij — parejas varbutiba no I Uz j viena sola laika.
3.4.definicija.
Matricu P, kurai izpildas PX > 0 visiem X >0 un P1 = 1, sauc par Markova jeb stohastisku
procesul.
Matrica P pilnigi apraksta sist€mas evoliiciju viena soli.
3.1 piemérs.
(Laika prognoze). Pienemsim, ka ritdienas laiks ir atkarigs no ta, kads laiks ir Sodien. Ja lietus
Iist Sodien, tad ar varbiitibu o lietus Iis arT rit. Ja Sodien nelist, tad rit tomér Iis ar varbiitibu p.
Analizgjot ritdienas laiku, var uzskatit katru n-to dienu, » > 1, ka vienu no procesa stavokliem (0 —

list, 1 — nelist). Tatad laika prognoze tiek aprakstita ar divstavoklu Markova kédi ar parejas

P=(z 1-5)

(Sakaru sistema). Pienemsim, ka parraidot ciparu signalu (0 vai 1) pa sakaru kanalu, m&s

varbutibu matricu

3.2 piemers.

1zeja atbilstosi gaidam 0 vai 1. Pienemsim, ka 11dz izejai katram signalam vajag noiet dazus solus,
kur katra sol ar varbttibu p signals paliek nemainigs.
Pienemsim, ka {Xn, n = 0, 1, ...} apraksta signalu p&c n soliem. Tatad, {Xn, n =0, 1, ...} ir

divstavoklu Markova k&de ar parejas varbiitibu matricu
r 1- p)
p=( |
I-p p

Ir zinams, ka katra konkréta diena Andra garastavoklis var but: lielisks (L), viduvgjs (V) un

3.3 piemérs.

slikts (S). No pieredzes ir zinams, ka, ja vinam Sodien ir lielisks garastavoklis, tad ritdien bus L / V

11



/ S ar atbilstosajam varbatibam 0,5/ 0,4 / 0,1; ja Sodien viduvéjs garastavoklis, tad ritdien bts L /
V' /'S ar varbutibam 0,3/ 0,4/ 0,3; ja Sodien vins§ ir drims, tad ritdien bis L / V / S ar varbiittbam
0,2/0,3/0,5.

Ja ar Xn més gribam aprakstit Andra garastavokli n-taja diena, tad {Xn, n > 0} ir trisstavoklu
kopa 0 — (L), 1 —(V), 2—(S) ar parejas varbiitibu matricu

05 04 01
P = (0,3 0,4 0,3).
02 03 05
3.4 piemers.

(Procesa parveidosana Markova k&d€) Pienemsim, ka laika prognoze ir atkariga no divam
peédgjam dienam: ja list divas dienas p&c kartas, tad nakosaja diena Iis ar varbitibu 0,7; ja vakar
nelija, bet Sodien Iist, tad rit lietus biis ar varbtibu 0,5; ja vakar lija, bet Sodien nelist, tad rit biis
lietus ar varbiitibu 0,4; un ja nelija ne vakar, ne Sodien, tad rit Iis ar varbtitibu 0,2. Ja m&s m&ginasim
noteikt laika prognozi ka vienas dienas laika apstaklu funkciju, tad ieprieks minéto modeli nevar
aprakstit ar Markova ké&di. Bet ir iesp&ja uzrakstit stavoklu kopu {0, 1, 2, 3} atkarigu no divam
dienam (vakardienas, Sodienas): stavoklis 0 — lija gan vakar, gan Sodien; 1 — list Sodien, bet nelija
vakar; 2 — lija vakar, bet nelist Sodien; 3 — nelija ne Sodien, ne vakar. Viegli konstruét parejas

varbutibu matricu
07 0 03 0
05 0 05 0
0O 04 0 06/
0O 02 0 08

ja, piem&ram, poz = P {lija vakar, bet nelist Sodien, ja ir zinams, ka lija divas dienas p&c kartas (gan

p=

vakar, gan aizvakar)} =1-0,7=10,3.
3.5 piemers.
(Gadijuma klejosanas modelis) Markova kédi ar stavokliem i = 0, #1, #2, ... sauc par
gadijuma klejoSanas procesu, japii+1=p=1-pii-1, 1 =0, #1, 22, ..., pe(0, 1).
Sis process labi apraksta cilvéka klejosanu, teiksim, pa taisnu ielu, kad katra laika momenta
cilveks paiet ar varbiitibu p vienu soli pa labi un ar varbiitibu 1 — p vienu soli pa kreisi.
3.6 piemérs.
(Gadijuma klejosana pa taisni ar absorbgjosiem un atstarojosiem ekraniem) Pienemsim, ka

modela stavokli ir punkti 1, 2, ... n. (skattt att. 3.1.)

12



l-p P
~ i ey
- L _J -

| 2 1-1 i i+1 n
att. 3.1.
Pi+1=1-pi-1=p=1-0, ja2<i<n-1,p11=8p12=1-80<8<1,pmn=5"% pm-1
=1-8! 0<s8l<l.
Gadijuma, ja §= 6! = 1 modeli sauc par Markova k&di ar absorb&josiem ekraniem. Ja 5= &
1 =0, modeli sauc par Markova k&di ar atstarojosiem ekraniem.

Parejas varbiitibu matrica, kas atbilst $i modelim ir

§ 1-6 0 - 0 0 0
/q 0 p - 0 0 0\
P:io g 0 0 0 0i3
\0 0 0 - q 0 p/
0 0 0 - 0 1-6' &

3.2. Teoreéma par gadijuma klejoSanu

Gadijuma klejoSana pa taisnes veselu skaitlu punktiem.
Pienemam, ka dalina parvietojas uz taisnes pa veselu skaitlu punktiem. Izdarot vienu soli,
dalina no punkta k ar pozitivu varbiitibu p parvietojas uz punktu k + 1, ar varbiittbu g = 1 — p uz

punktu k — 1. Skatit att. 3.2.

- ____q..--""'_—w_'_"'“w_‘_h j_.-"""#w*_. -------- H"\\,_ . =
P o P o P N - P
L N\ Y
e o ‘\-l .l'
i | L eremmem— frasammsmrnns
s B — k) ¥
| S
N DA T X
q / K i«f "' \ ‘n! A e LY
..a:ﬁ"’f e I - s d_..r"f#
att.3.2.

Aprakstitajai sisteémai atbilst gadijuma lielumu virkne

Xn = Xn-1+ & =Xo+ 5y,

3 carkova, V. Markova kédes,Riga: LU, 2001. 6. — 11. Ipp.
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kur

n
_ (1, arwvarbutibup _
Sn = {—1, ar varbitibu q’ Sn = kz o
=1

kas veido Markova k&di ar parejas varbiittbam
p, j=i+1
Pij={q' j=i-1
0, j#£i—1, j#i+1

Viegli redzét, ka $1 Markova kéde ir periodiska ar periodu 2, f,(2) =pq+qp >0, jo
atgrieSanas jebkura punkta iesp&jama tikai péc para skaita soliem.

3.1.teorema.

Aprakstita gadijuma klejosana veido atgriezenisku Markova k&di tad un tikai tad, jap = q =
0,5.

Pieradijums. Ta ka 0 < p < 1, tad apskatama Markova kéde ir nereduc€jama. Tad no
solidaritates teorémas seko, ka visi kédes stavokli ir viena tipa, un més varam izvel&ties jebkuru no
sistémas stavokliem, piem&ram 0 stavokli, un izpétit tikai So stavokli. Lai noteiktu $T stavokla tipu
vispirms izp&tisim rindas Y,,—, Poo(n) konvergenci. Ta ka k&de ir periodiska ar periodu 2, tad
Poo(2k + 1) = 0 visiem veseliem k > 0. Tad jaapskata rinda Y.;—; Poo(2k). Summa S, ir
klejojosas dalinas koordinata pec n soliem, jo X, = 0. Tatad pyo(2k) = P(S,, = 0), jo tika
izdarfti k soli pa labi un K soli pa kreisi. Citiem vardiem, S,, = 0 nozimg, ka vieni k summgjamie
gadijjuma lielumi vienadi ar 1 wun otri ar -1. Tatad, jaizrekina P(S,, =0) =
P(2k solos punktam parvietojoties k solus pa labi,un k solus pa kreisi).

Miisu riciba ir Bernulli shéma, un

(2k)!
P(Sy, = 0) = Cp*q* = kaqk-

Izmantojot Stirlinga aproksimaciju
- 1
n! = \2mnn"e "e%", kur |6,| < o

ieglistam

 V2VZmk(2k)Pe k_i(4 )k
(\/m)Z(kk)z(e_k)zp q - Vrk rq)",

kur a,,~b,, N0zimg, ka lim Z—" =1.

n—oo bn

P(Szx = 0)

Segmenta [0,1] funkcijas ¢ (p) = 4p(1 — p) maksimums ir punkta p = 0,5 un ¢(0,5) = 1.
Visos pargjos segmenta punktos ¢(p) < 1. Ja ¢(p) < 1,tad rinda Y.z~ poo(2k) konvergé un

14



Markova keéde ir neatgriezeniska visiem p # 0,5. Ja p = 0,5 tad pOO(Zk)~\/%_k un rinda

Y1 Poo(2k) divergg, kas liecina par Markova k&des stavoklu atgriezeniskumu. Teoréma ir
pieradita.

Tatad, ja p # 0,tad vid&jais atgrieSanas reizu skaits stavoklt 0 ir galigs un vienads
Y1 Poo(2k). Tas nozimé, ka, sakot no kada sola, dalina nekad vairs neatgriezisies stavokli 0.
Dalina novirzisies pa labi vai pa kreisi atkariga no ta, vai p > 0,5 vai p < 0,5. Ja p = 0,5, tad
vidgjais atgrieSanas skaits stavokli 0 ir bezgaligs, t. i., dalina nekur nenovirzisies. Jaatzime, ka
gadijuma p = 0,5 vidg&jais atgrieSanas skaits neaug proporcionali solu skaitam. Patiesam, vid&jais

atgrieSanas reizu skaits péc pirmajiem 2n soliem ir ),y Poo (2k). Taka pyo(2k)~ \/%, jap=0,5,

tad
o) 1
S 1 1wl 1 w11 vl 2vn
O o M0 £ E Y
= P k ‘/%;F‘/E N kzl\/ETl no X e
n
jo Zﬁ=1ﬁ% asimptotiski ekvivalenta folidx = 2.

3.7. piemers.

(Karsu spéle.) Divi spglétaji ar neierobezotu kapitalu panéma p&c kartas uz labu laimi kartis
no karSu komplekta. VEloties iegtit panemto karSu punktu summu vienadu vai mazaku par 21, bet
lielaku par otra speletaja karSu punktu summu, katrs spélétajs izvelk kartis vienu péc otras. Tas,
kas zaudg partiju, maksa uzvarétajam.

~ ¢¢

Ja spéli turpinatu neierobeZotu laiku, tad miisu apskatitaja “taisnigaja” spele neizskirto partiju

dala, pieaugot partiju skaitam (2n), atri samazinas (v/n).*

4 carkova, V. Markova kédes,Riga: LU, 2001. 37. — 40. Ipp.
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3.3.  Uzdevums par gadijuma klejoSanu

Programma “Visual basic” izveidota programma, kura veic gadijuma klejoSanas simulaciju.
Programma ievadot varbiitibu p, ar kadu dalina dodas pa kreisi, tiek izvaditas varbutibas, ar kadam
dalina no ievadita stavokla nonaks lidz stavoklim x = 0, tiek saskaitits ar nepiecieSamais solu
skaits, lai dalina nonaktu lidz ekrana malai, ka arT tiek paraditas varbiitibas, ar kadam dalina varétu
nonakt Iidz ekrana malai pec dazada solu skaita, un ar1 visu varbiitibu summa.

Dalinas sakotngjais stavoklis ir x = 1. Dalina kustas visu laiku tikai uz leju pa rezgi.
Pienemsim, ka doSanas pa kreisi ir iesp&jama ar varbiitibu p, bet pa labi - ar varbitibu g = 1 — p.
Ka redzams attéla 3.3., no punkta A uz punktu B dalina dosies ar ievadito varbiitibu p, bet pretgja
virziena - ar varbiitibu q. Dalina punktos B un C var nonakt tikai pa vienu celu, un varbiitiba nonakt

punkta C ir reizinajums P = q - p?.

A
0 @
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17
B’ P q
-1@ ]
_2 @
C
_3‘

7

att. 3.3.
Skatoties talak att¢la 3.4., redzam, ka no punkta A uz punktu D varam nonakt jau pa 2 celiem,
un varbiitiba jau ir divu varbiitibu summa. Tatad punkta D dalina var nonakt péc Sadiem varbiitibu
reizindjumiem q-p-q-p-pvaiariq-q-p-p - p, ka redzams reizinataju skaits Seit ir vienads un
varam to pierakstit g2 - p3, tatad varbiitiba nonakt punkta D ir P = 2(q? - p2).
16



A
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
B” P q
=3
-2 / ®
C
-3¢ [}
4 @
D
5@
-6
-7
-8
-9
-10
-1
att. 3.4.

Skatoties jau vl vienu soli talak (skatit att€lu 3.5.), redzam, ka no punkta A lidz punktam E
varam nonakt 5 dazados veidos, kuru viens no varbitibu reizinagjumiem ir q-q-q-p-p-p- D,
tatad varam uzrakstit ari §adi g3 - p*, jeb visu 5 celu varbiitibu reizinajums ir P = 5(g3 - p*). Ir
saskatama jau formula, ka katra nakamaja iesp€jama punkta, kad varam nonakt ekrana mala,
kapinataji palielinas par vienu vienibu. Katru reizi palielinot iesp&ju nonakt ekrana mala par divam
vienibam uz leju, mums nak klat liels skaits ar jauniem variantiem, ka tur nonakt. Sis skaits ir
pielidzinams Katalana skaitliem. Kombinatorika ar Katalana skaitliem sastopamies dazadas
skaitiSanas problémas, it ipasi tad, ja saistiba ir ar rekursiviem objektiem. Katalana skaitlus pirmais
nodefingja Eizens Sarls Katalans (1814 — 1894). Katalana skaitlus var izteikt pgc formulam:

. @mr T+ k
T (n+Dinl k

,pilen = 0.°

Pirmie Katalana skaitli pien = 0;1; 2; 3; ... ir
1;1;2;5;14;42;132;429; 1430; 4862; 6796; 58786; 208012; 742900; 2674440; 9694845; ...,

ka redzams tie aug loti strauji, asimptotiski tie aug ka

5> Circle, T. Minggatu — Catalan number. Pieejams: https://tomcircle.wordpress.com/2014/04/06/catalan-
number/ [aplikots: 23.05.2019.]
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471
C,~ :
" on32\m

tadel programma “Visual basic” var aprékinat tikai [idz 85. Katalana skaitlim, jo lielakais datu tips,

kura var saglabat skaitlisku vértibu, ir sasniedzis maksimumu.

-8

-9

att. 3.5.
Dalina no punkta A lidz punktam F var nonakt pa 14 dazadiem celiem (skatit att. 3.6.).

Kopgjo varbiitibu nonakt punkta F var aprékinat, izmantojot formulu P = 14(q* - p®).

18
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att. 3.7.
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Attela 3.7. redzam jau 42 dazadus celus, ka nonakt no punkta A lidz punktam G. Kopgja
varbiitiba ir aprékinama péc formulas P = 42(q° - p®). Pieméram, izvéloties sakotngjo varbiitibu
p = 0,7 = q = 0,3, varam aprékinat precizu varbiitibu, lai nonaktu $aja punkta:

P =42(0,35-0,7%) = 42(0,00243 - 0,117649) = 42 - 0,00028588707 =
0,01200725694.

Programma var izrékinat 85 Katalana skaitlus, tatad ta var izrékinat, kada varbutiba nonakt
ekrana mala biis péc 171 sola. Ievadot varbiitibu p = 0,7, programma viens no variantiem, kad
nonak ekrana mala, ir p&c 21 sola, un kopgja cela varbiitiba ir 0,0000006759166847407 (skatit
att. 3.8.). Ka redzams attéla, visu varbiitibu summa ir tuva 1, tas nozimé, ka ar varbiitibu
0.999999999133953 dalina 171 sola laika sasniegs ekrana malu, bet ar varbitibu
0.000000000866047 ta sasniegs ekrana malu péc 171. sola.

85 Gadijuma klgjogana — O *

- visu varbOtibu summa ir 0.9939959959133953

levadiet varbGtibu ar kadu dalina dosies pa kreisi |0.7

tika izieti 21 soli. Un kopéja izieto soju varbdtba ir 0.00000011675916684 7407

1. soli nonakt ekrana mals ir iesp&jams ar varbittbu 0.7 -
3. solf nonakt ekrana mala ir iesp&jams ar varbdttbu 0147
5. soll nondkt ekrdna mals iriesp&jams ar varbittbu 0.06774
7. sall nonakt ekrana mala ir iesp&jams ar varbdttbu 00324135
5. soll nondkt ekréna mal3 iriesp&jams ar varbdtibu 0.019059138
11. solf nondkt ekrdna mald iriesp&jams ar varbtibu 0.07200725694
13. solf nonakt ekrana mala ir iesp&jams ar varbatibu 0007924 785580359959
15. solf nondkt ekrdna mal iriesp&jams ar varbtibu 0.005408668888623
7. soll nondkt ekrana mala iriesp&jams ar varbdtibu 0.0037360682220361
19. soli nondkt ekrana mald iriesp&jams ar varbatibu 0.00270325271053377
21. soll nondkt ekrdna mala iriesp&jams ar varbdtibu 0.00196108696636305
23, solt nonakt ekrana mala iriesp&jams ar varbotibu 0.001441359852028125
25. solf nondkt ekréna mala iriesp&jams ar varbdtibu 0.00107107027460859
27. soli nondkt ekrana mala iriesp&jams ar varbdtibu 0.000803302705956742
29 solt nonakt ekrana mala iriesp&jams ar varbotibu 0.000607296845703257
3. solf nondkt ekrdna mal iriesp&jams ar varbtibu 0.000462304 723791635
33. solf nonakt ekrana mala ir iesp&jams ar varbatibu 0.000354071029633358
35. soll nonakt ekrana mal iriesp&jams ar varbdtibu 0.000272634692817685
37. soll nondkt ekrdna mal iriesp&jams ar varbtibu 0.000210933157074736
39 solf nonakt ekrana mala ir iesp&jams ar varbatibu 0.000163855063047069 W

Att. 3.8.
Tika apskatita Markova definicija un secinats, ka Markova k€dém nav nozimes visiem

iepriek$€jiem soliem, bet gan tikai p&d&am. Izstradajot programmu, kas simulé gadijuma
klejosanu, nacas iepazities ar jedzienu — Katalana skaitli. Sada programma tika izveidota pec darba
vaditaja liguma. Programmu iesp&jams pilnveidot ar to, ka varétu ievadit citu sakotngjo dalinas
stavokli, kas atrodas dazados attalumos no koordinatu plaknes sakumpunkta. Jo ievadita lielaka
varbiitiba, ka dalina virzisies pa kreisi, jo lielaka iespgja, ka dalina nonaks ekrana mala atrak, un
kopgjo varbiitibu summa bas 1 péc mazaka solu skaita, tas ir, ievadot varbitibu 0,77 varam bt
pilnigi parliecinati, ka dalina 200 solu laika nonaks ekrana mala.
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4. ATVASINAJUMI

4.1. Atvasinajuma jédziens

Loti svarigs jedziens, kas raksturo funkciju, ir funkcijas atvasinajums. ST jeédziena pamata ir
priek3stats par funkcijas izmainas atrumu. Pieméram, salidzinasim divas funkcijas y = x> uny =
= x3. Argumenta vértiba x, = 1 abu funkciju vértibas ir vienadas (to grafiki krustojas punkta
(1; 1)), (sk. att. 4.1.). Tacu, sakot no punkta x, = 1, funkcija y = x3 aug atrak neka funkcija y =
= x2, jo, pieméram, 1,53 = 3,375, bet 1,52 = 2,25; 23 = 8, bet 22 = 4 u. tml.

y

-8 =7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

)

-3

y=x"3 4

att. 4.1.
Lai aprakstitu matematiski So 1pasibu — funkcijas izmainas atrumu, jaapliko visparigaja

gadijuma funkciju y = f(x) intervala [xy; x, + Ax] (skatit att. 4.2).

= flz)

‘rH

Att. 4.2. Monotoni augoSa funkcija

Funkcijas pieaugums $aja intervala ir Af (x) = f(x, + Ax) — f(x,). Sastadisim funkcijas

Af (xo)
Ax

pieauguma un argumenta pieauguma attiecibu . Ar So attiecibu definé jédzienu “funkcijas
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izmainas vid&jais atrums intervala [x,; x, + Ax]” (analogi fizika defin€ jédzienu “kustibas vid&jais

- e I . - . . A . _
atrums kada laika intervala”). Tomer, ja f nav lineara funkcija, attieciba %x‘)) ir atkariga no

intervala [x,; x, + Ax] garuma: mainot Ax, mainas Af (x,), un mainas ari § attieciba. Tapéc, lai
noteiktu funkcijas izmainas atrumu tiesi punkta x,, ir jaapliiko funkcijas piecauguma un argumenta
pieauguma attieciba arvien mazaka intervala [x; x, + Ax], t. i., jaatrod §Ts attiecibas robeza, kad

intervala garums Ax tiecas uz nulli:

lim Af (x0)
im :

Ax—0 Ax

Ar 8o robezu defing funkcijas f(x) atvasinajumu punkta x,.

4.1. Definicija.

Par funkcijas atvasinajumu punkta x, sauc funkcijas pieauguma un argumenta pieauguma
attiecibas robezu $aja punkta, kad argumenta pieaugums tiecas uz nulli.

Atvasinajumu punkta x, apzimé ar simbolu f'(x,), kuru attiecigi lasa “ef prim no iks nulles”.

Tatad

Af(x o) i f(xo + Ax) — f(x0)
im .

Ax Ax—0 Ax

f'(xo) = hm

Funkcijas f(x) atvasinajums punkta x, ir skaitlis f'(x,). Ja atvasinajumu atrod mainigai

argumenta vértibai x, tad atvasinajums ir funkcija, ko apzimé ar simbolu f'(x). Tad¢jadi

, Af() o flx+Ax) — f(x)
f'(x) = lim ——= lim .
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Loti bieZi funkcijas y pieaugumu apzimé ar Ay un funkcijas atvasinajumu pieraksta Sadi:
f— 1 Ay
Y = oA

Funkcijas atvasinajuma atrasanu sauc ari par atvasinajumu jeb diferencéSanu.
No atvasinajuma definicijas izriet, ka funkcijas y = f(x) atvasinajumu argumenta veértibai x
atrod p&c $ada algoritma.
1. Atrod funkcijas vértibu f(x) punkta x.
2. Atrod funkcijas vertibu f(x + Ax) cita definicijas apgabala punkta x + Ax.
3. Atrod argumenta pieaugumam Ax atbilstoSo funkcijas pieaugumu

Af(x) = f(x + Ax) — f ().
Af(x ).

4. Sastada funkcijas pieauguma Af (x) un argumenta pieauguma Ax attiecibu o
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Af(x),

5. Atrod attiecibas robezu (ja tada eksiste) o §1 robeza ir funkcijas

A
atvasinajums f'(x).

4.1 piemeérs.

Atrast funkcijas f (x) = x? atvasinajumu f’(x) un aprekinat f'(1).

Atrisinajums.

Taka f(x) = x?,tad f(x + Ax) = (x + Ax)? = x2 + 2x - Ax + (Ax)? un Af(x) =
= f(x+ Ax) — f(x) = x? + 2x - Ax + (Ax)? — x% = 2x+ Ax + (Ax)>.

Sastadisim attiecibu

Af(x)  2x- Ax+ (Ax)*  Ax(2x + Ax)
Ax Ax B Ax

Atrodam robezu

= 2x + Ax.

. Af(x)
lim
Ax—0 Ax

= Al}icr_1)10(2x +Ax) = Al}icr_r)lo 2x + Al}icr_r)lo Ax = 2x.
Tatad funkcijas f(x) = x? atvasinajums ir 2x, un to pieraksta $adi (x?)’ = 2x. Aprékinam
funkcijas atvasinajumu punkta 1. Taka f'(x) = 2x,tad f'(1) =21 = 2.
4.2 piemers.
Atrast funkcijas f(x) = x3 atvasinajumu f’(x) un aprekinat f'(1).
Atrisinajums.
Analogi ka iepriek$gja pieméra atrodam Af (x) = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)3 — x3 =
= x3 4+ 3 - x?Ax + 3x(Ax)? + (Ax)® — x3 = Ax(3x? + 3xAx + (Ax)?);

Af(x)  Ax(3x* + 3xAx + (Ax)?)
Ax Ax

= 3x?% + 3xAx + (Ax)2.

Lidz ar to

. Af(x)
lim
Ax—0 Ax

Tatad (x3)" = 3x2 jeb f'(x) =3x%un f'(1) =3- 12 = 3.

= lim (3x% + 3xAx + (Ax)?) = 3x2.
Ax—0

Nodalas sakuma noskaidrojam, ka funkcijas atvasinajums punkta x, ir funkcijas izmainas
atrums $aja punkta. Ka redzams no piemériem, funkcijas y = x3 atvasinajums punktd x, = 1 ir
lielaks neka funkcijas y = x? atvasinajums $aja punkta. Tatad funkcija y = x> punkta x, = 1 aug
atrak neka funkcija y = x2. So arf redz&jam, apskatot att&lu 6.1.

4.3 piemers.

Atrast funkcijas f(x) = vx atvasinajumu f'(x) un aprékinat f'(4).
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Atrisinajums.
Saja gadijuma
Af(x)  Vx+Ax—+x
Ax Ax '

Kad Ax — 0, §T attieciba ir nenoteikta izteiksme [g]. Atrodot attiecibas robezu, skaititaju un

saucgju, reizinasim ar skaititaja algebriski saistito izteiksmi vx + Ax — v/x. Tadejadi iegiistam

oo A Vx+Ax—vx 0]
f') = Alalcrllo Ax Alxr—r}o Ax B [6] B

. (Vx + Ax — Vx)(Vx + Ax + Vx)
Ax—0 Ax(Vx + Ax +x)
x+Ax —x Ax
Ax=0 Ax(Vx + Ax +Vx)  8x-0 Ax(\x + Ax + Vx)
1 1
= lim = :
Ax>0+/x + Ax +x  2vx

1

Tatad (\/x) = % un £'(4) = ﬁz ==

4.4 piemers.

Atrast funkcijas f(x) = 2x + 3 atvasinajumu.
Atrisinajums.
Taka
Af(x) = f(x+A0x) — f(x) = QRx+Ax)+3)—(2x+3) =
=2x + 2Ax + 3 — 2x — 3 = 2Ax,
tad
Af (x) . 2Mx

Alalcr—r>lo Ax Al}lchOE - Alalcrilo 2=2

Tadgjadi (2x + 3)" = 2. Ka redzams, §Ts funkcijas atvasinajums ir konstants lielums, t. i., 2,
visam x vértibam. Tatad funkcija f (x) = 2x + 3 visos definicijas apgabala punktos aug ar vienadu
atrumu, tas ir redzams no funkcijas grafika, jo ta ir taisne.

No piemériem 6.1; 6.2; 6.3 ieguvam dazu pakapes funkciju atvasinajumus: (x2)’ = 2x;

3) — 242. — 1 parveidacim €ic vienadihac (v2) = 9v — 2+2=1. (43} — 2,42 —
(x°) =3x%;(Yx) = e Parveidosim §1s vienadibas:(x“)’' = 2x = 2x“71; (x°)' = 3x* =

1 1 1 1 . . . .
7= = Soz = 5% 2 unso izteiksmi var parveidot sadi:

1
= 3-1 Tz ka = x2 =
3x°~h.Takavx = xzuns—==—
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o1 1101,
2 = — 2 ==x2 ",
(x) 2 T

Viegli konstatét, ka aplikotajos pieméros pakapes funkcijas x* atvasinajumu nosaka
formula (x%)" = ax®1.6

4.2. Funkcijas atvasinajuma fizikala nozime

Ieprieks noskaidrojam, ka funkcijas y = f(x) atvasinajums punkta x, ir skaitlis f'(x,), kas
raksturo funkcijas izmainas atrumu punkta x,. Aplikosim atvasinajuma fizikalo nozimi pieméros,
kad ar funkciju f apraksta kadu konkr&tu paradibu vai procesu.

Taisnvirziena kustibas momentanais atrums.

Ka zinams, kermenim brivi kritot, noieto celu h atkariba no kriSanas laika t atrod pec
t2 e e T - . - .
formulas h = gT’ kur g — gravitacijas paatrinajums. ST formula ir analitiska izteiksme funkcijai,

kuras arguments ir laiks, bet funkcijas vértiba — kritot noietais celS.
Krisanas vidgjais atrums laika intervala [tg;t, + At] ir attieciba %, kur Ah ir kermena
noietais cel§ (parvietojums) $aja laika intervala, bet At ir laika intervala garums.
Taka
g(to + 40>  gt§
T2 2

tad kriSanas vidgjais atrums

Ah

= %((to + At)? —t2) = %(ZtoAt + At?),

Ah 5 QtoAt +At2) g
Vvid = At At = E(Zto + At).

Kri$anas momentano atrumu laika momenta t,definé ka vidgja atruma robezu, kad At — 0, t.i.,

o ) _9. 5 _
v fimy e = fimy g (Gl A0 =520 = gt

- o . . . t2 - t2\'
Tatad kriSanas momentanais atrums v = gt ir funkcijas h = gT atvasmajums(gT) = gt.

Vispargja gadijuma pienemsim, ka pa koordinatu asi parvietojas materials punkts, turklat
punkta kustiba notiek koordinatu ass virziena. Kustiba ir noteikta, ja katra laika momenta var atrast
§1 punkta koordinatu. Pienemsim, ka koordinatu x atkariba no laika t uzdod ar funkciju x = x(t).

Spriezot analogi ka kermena brivas kriSanas gadijuma, Ax = x(t + At) —x(t) ir punkta

& Steiners, K. Algebra 10. — 12. klasei V. Riga: Apgads Zvaigzne ABC, 2000. 64. — 67. Ipp.
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parvietojums laika intervala [t; t + At], attieciba A—f ir kustibas vid€jais atrums $aja laika intervala,
v A _ _ o . -

bet ar robezu Al%m0 A—f = x'(t) defin€ kustibas momentano atrumu laika momenta t.

Tadgjadi, ja x = x(t) ir materiala punkta koordinatas atkariba no laika kustiba pa
koordinatu asi, tad §is funkcijas atvasinajums ir punkta momentanais atrums (precizak —
momentana atruma vektora projekcija uz Ox ass), t.i., v = x'(t).

Taisnvirziena kustibas paatrinajums.

Ja kustiba nav vienmériga, tad arT atrums ir atkarigs no laika, piem&ram, brivas kri$anas
momentanais atrums v = gt. Pienemsim, ka taisnvirziena kustibas atrumu atkariba no laika izsaka
funkcija v = v(t). Noskaidrosim atvasinajuma atraSanas algoritma fizikalo jégu $ai funkcijai:

1) wv(t) ir kustibas momentanais atrums laika momenta t, skaitot no kustibas sakuma,;
2) v(t+ At) ir kustibas atrums laika momenta t + At;

3) Av = v(t + At) — v(t) ir atruma picaugums, kads radies laika intervala [t; t + At];
4) attieciba i—: ir kustibas vid&jais paatrinajums apliikotaja laika intervala;

. . A _ _ T . _
5) ar robezu Al%m0 A—: = v'(t) defin€ kustibas paatrinajumu a laika momenta t.

Tatad, ja funkcija v = v(t) ir taisnvirziena kustibas atruma atkariba no laika, tad §is
funkcijas atvasinajums ir kustibas paatrinajums, t.i., a = v'(t).

So sakaribu biezi izmanto fizikas formulu pierakstos. Pieméram, izsakot kustibas
paatrinajumu ka atruma atvasinajumu, 2. Nutona likumu F = ma pieraksta §adi: F = mv'.

Ar atvasinajuma palidzibu matematiski apraksta ne tikai mehanisku kustibu, bet arT daudzas
citas paradibas. Piem&ram, ja funkcija m = m(t) ir radioaktivas vielas masas atkariba no laika, tad
m'(t) ir radioaktivas sabruk$anas atrums; ja T = T(t) ir atdziesto$a kermena temperattras T
atkariba no laika, tad atvasinajums T'(t) ir atdziSanas atrums; ja x = x(t) ir mikroorganismu
(virusu, baktériju) daudzuma atkariba no laika, tad atvasinajums x'(t) ir mikroorganismu
daudzuma izmainas atrums u.tml. Visparinot Sos spriedumus, atvasinajuma fizikalo jégu var
formulét sadi.

Ja funkcija, kuras arguments ir laiks, matematiski apraksta kadu procesu, tad funkcijas

atvasindjums ir procesa norises atrums.’

7 Steiners, K. Algebra 10. — 12. klasei V. Riga: Apgads Zvaigzne ABC, 2000. 69. — 71. Ipp.
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4.3. AtvasinasSanas kartulas un formulas

Funkcijas argumenta atvasinajums.

Funkcijas argumenta atvasinajums ir vienads ar skaitli 1, t.i., ja f(x) = x, tad f'(x) = 1 jeb
x' =1

Pieradijums.

Jaf(x) =x,tad f(x + Ax) =x + Ax un Af(x) = f(x + Ax) — f(x) = x + Ax — x = Ax.
Saskana ar atvasinajuma definiciju atrodam:

: A Ax
Fo)= 0 e ~ e s Tt

Konstantas funkcijas atvasinajums.
Konstantas funkcijas atvasinajums ir vienads ar nulli: ja f(x) = C, tad f'(x) = 0 jeb

C'=0.

Pieradijums.
Jaf(x) =C,visiemx,tad Af(x) = f(x +Ax) — f(x)=C—-C=0unf'(x) =
A 0
= lim /() = lim — = lim 0 = 0.
Ax—0 Ax Ax—0Ax  Ax—0

Funkcijas summas (starpibas) atvasinajums.
Aplikosim divas funkcijas u(x) un v(x). Ja eksisté atvasingjumi u’(x) un v'(x), tad eksisté
ari So funkciju summas (starpibas) atvasinajums un (u(x) + v(x))’ = u'(x) +v'(x).
Pieradijums.
Apzimésim doto funkciju summu ar f(x) = u(x) + v(x), tad
Af(x) = f(x 4+ Ax) — f(x) = (ulx + Ax) + v(x + Ax)) — (u(x) + v(x)) =
= (ulx + Ax) —u(x)) + (v(x + Ax) —v(x)) =
= Au(x) + Av(x).
Saskana ar atvasinajuma definiciju atrodam

Af (x) ~ lim Au(x) + Av(x) _ lim(Au(x) N Av(x)

! = l- = =
f'x) A;lcr—r}o Ax Ax—0 Ax Ax—0  Ax Ax )
o Au(x) . Av(x) , ,
T Tar PA TR WOV

Tatad (u + v)' = u' + v'. legita formula ir spéka jebkuram galigam saskaitamo funkciju

skaitam. Analogi rikojas arf, atvasinot funkciju starpibu.
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Piemérs. Atrast funkcijas f(x) = x3 + x% —/x + i atvasinajumu.

Atrisinajums. Izmantojot pakapes funkcijas atvasinasanas formulu (x%)’ = ax%"1, ieglistam

1o = (2 42—V + %) = () + (x?) — (x%) + Y =
= 3x? +2x——x_%—x_2 = 3x? +2x—i—l.
2 2Vx  x?
Funkciju reizinajuma atvasinajums
Ja funkcijam u(x) un v(x) eksisté atvasinajumi, tad eksisté atvasinajumi ari So funkciju
reizinajumam u(x) - v(x) un
() - v(x) = u'(x) £ v' ().
Pieradijums.
Atrodam funkcijas f(x) = u(x) - v(x) pieauguma izteiksmi:
Af(x) = f(x+ Ax) — f(x) = ulx + Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) =
= (u(x) + Au) - (v(x) + Av) —u(x) - v(x) =
=u(x) v(x)+Au-v(x) + Av-u(x) + Au-Av —u(x) -v(x) =
=Au-v(x)+Av-u(x) + Au - Av.
Atrodot funkcijas pieauguma un argumenta piecauguma attiecibas robezu, kad Ax — 0,

izmantosim $adus spriedumus:
1) Al}icr_r)l0 u(x) = u(x) un Al}icr;r}0 v(x) = v(x), jo fiksétai x vertibai u(x) un v(x) ir
konstantes,
2) Ta ka eksisté atvasindgjumsu’(x), tad u(x) ir nepartraukta funkcija un tapéc
fim,bu =0
Tadejadi ieglistam

Af (x) ~ lim Au-v(x)+Av-u(x) + Au-Av _

£'(x) = lim

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Au Av Av
 im (&2 AV )
Aalcr—r>lo Ax v(x) +ulx) Ax+ U Ax

Av v
—+ lim Au- lim — =

Au
= lim — - lim v(x) + lim u(x) - lim
Ax—0 () Ax—0 () Ax—0Ax  Ax-0 Ax—0 Ax

Ax—0 Ax
=u'(x) - vx)+ux) v'x)+0-v'(x)=u(x) v(x)+ulx) - v'(x).

Tatad (u-v) =u' -v+u-v.
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Secinajums. Konstantu reizinataju C, ar kuru reizinata funkcija, var nemt pirms atvasinajuma
zimes, ti., (C-u)' =C-u'. Ta ka C' = 0, tad, izmantojot reizinajuma atvasinaSanas kartulu,
iegiistam

(C-u(x))’ =Cu(x)+C-u(x)=0+C-u'(x)=C-u'(x).
Piemers. f(x) = (3x% — x)(2x + 5) Izmantojot funkciju reizinajuma atvasinasanas kartulu,

atrodam
10 = (Bx2 —x)(2x +5)) = Bx* —x)'(2x +5) + Bx2—x)(2x +5)" =
=(6x—1)(2x+5) + 3x2 —x)(2+ 0) = 18x2 + 26x — 5.
Funkciju dalijjuma atvasinajums.

Ja funkciyjam u(x) un v(x) eksisté atvasinajumi, tad eksisté atvasinajums ar1 So funkciju

u(x)

daltfjumam o un
u@)\ W) v —u®) v (x
() _w) - vl) —ul) ()’ 22 (x) £ 0.
v(x) v2(x)
Pieradijums.
Apzimésim f(x) = % no Kurienes iegast identitati u(x) = f(x) - v(x). Ja funkcijas ir

identiskas, tad ari to atvasinajumi ir identiski (81 ipasiba izriet no atvasinajuma definicijas). Tapéc

W) = (f() v() = f/(x) v(x) + f(x) v/ (x).

Izsakam no §is vienadibas f'(x):

) vx)=u'(x)— f(x)-v'(x), f'(x)= u'(x) — f(x)- v’(x).

v(x)
Taka f(x) = % tad
o u'(x) — % ' (x) () v(x) —ulx) - v'(x)
f (x) - U(X) - UZ(X) )

Tadejadi ir iegtta funkciju dalijuma atvasinaSanas kartula

(u)’ u'v—uv

v v2

Secinajums. Ja funkcijas u dalitdjs ir konstants lielums C, tad, atvasinot dalfjumu %,

jaatvasina tikai funkcija u, nemainot dalitaju C, t.i., (%) = u? Patiesam, izmantojot formulu un

ieverojot, ka C # 0, iegiist
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(u’ u'C —ucl' uC—uO u’C u
C C? C2 T

2
Piemérs. f(x) = % + x?, aprekinat f'(2).

o3y [(x%) _3GE-0-36-x" &)
o= () +(5) -T2
_0(5-x)—-3(0—-1) 2x 3 2x
ST G- 5 Goa2' s
3 2-2 3 4 17
@) =

(5—2)2+ 5 9 5 ~ 15

Saliktu funkciju atvasinajums.

Pienemsim, ka, izpildot superpoziciju ar divam funkcijam y = f(u) un u = g(x), ir iegiita
salikta funkcijay = f ( g (x)). Aplukosim kartulu, péc kuras atvasina saliktas funkcijas.

Ja punkta x funkcijai u = g(x) eksisté atvasinajumsu;, = g'(x) un funkcijai y = f(u)
eksisté atvasinajums y;, = f'(u) punkta u = g(x), tad saliktai funkcijai y = f (g(x)) eksiste
atvasinajums punkta x un to atrod péc formulas y, = f,, () - g»(x) jeb yx = y, - us.

Pieradijums.

Saskana ar atvasinajuma definiciju

Ay Ay . Au
=l =M T MM

Brivi izraugamies funkcijas u = g(x) definicijas apgabala punkti x un izmainam argumentu
par pieaugumuAx; iegiistam funkcijas pieaugumu Au = g(x + Ax) — g(x). Savukart §is lielums
Au ir funkcijas y = f(u) argumenta pieaugums, kuram atbilst funkcijas pieaugums Ay =
= f(u+Au) — f(u). Tadejadi ir ieglti tris savstarpji saistit mainigo lielumu x,u,y
pieaugumiAx, Au, Ay. Sastadisim attiecibu i—z un reizinasim §Ts dalas skaititaju un saucgju ar Au (ja

Au # 0). Ieglistam identitati
Ay Ay - Au Ay Au
Ax  Ax-Au Au Ax
Atrodot Ay un Ax attiecibas robezu, kad Ax — 0, ievérosim, ka funkcija u = g(x) punkta x

ir nepartraukta, jo tai eksist€ atvasinajums. Tap&c saskana ar nepartrauktas funkcijas definiciju
Au = 0, ja Ax = 0. Lidz ar to iegiistam
Ay _ Ay-Au Ay Au Ay Au

= lim — = lim im —- lim = lim —- lim — =y, - u..
Y Ax—0 Ax Ax-0 Ax - Au Ax—0 AU Ax—0 Ax Au—0Au  Ax—0 Ax Yo " Ux
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Iegito formulu érti lietot $adas kartulas veida. Saliktas funkcijas atvasinajums ir vienads ar
argjas funkcijas atvasinajuma un ieksgjas funkcijas atvasinajuma reizinajumu.

3
Piemérs. Atvasinat funkciju h(x) = (ﬁ) un aprekinat h'(—2).

Seit pedgja darbiba (argja funkcija) ir kapinasana kuba. Ta ka (u?) = 3u?, tad

o X 2. x N x? .x’(x+1)—x(x+1)’_
h(x)_3(x+1) (x+1) _3(x+1)2 (x +1)2 B
_, x? x+1l-x 3x? .

ST+ 1?2 (x+1)2 0 (x+ D%

, _3(=2)*

W(=2) = e = 12°

Vidusskoléniem, iepazistoties ar So materialu, biis ieskats par atvasindjuma jédzienu,
definiciju, fizikalo nozimi un atvasina$anas kartulam un formulam. So dalu varétu papildinat ar
sarezgitakiem piemériem, otras kartas atvasinajumiem un informaciju par to, ka tas noder funkciju

pétisana.

8 Steiners, K. Algebra 10. — 12. klasei V. Riga: Apgads Zvaigzne ABC, 2000. 80. — 86. Ipp.
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6.1. tabula

Biezak lietotas atvasinasanas kartulas un formulas

(utv) =u +v'
u-v) =u-v+uv = C-w=Cc-u

@ - - ) -5
(Fu@)) = fiu) - up(x) jeb yy = i -t}

C' =0,(C — const)
x' =1, (x — funkcijas arguments)

a—1

(x*)" = ax* 1 u®y = au®1-u

(a*) =a*-Ina

(a@av)y=a%-Ina-uy

(e*) =e” (e™) = e uy
Inx) == (tnw)y = =
(Inx) =7 nux—uux

! 4 1 !

(logg x) :;'lna (logau)x:u_lna'ux

(sinx)’ = cosx

(sinu)’, = cosu -uy

(cosx)' = —sinx (cosu)', = —sinu -uy
tgx)' = tgu)', = ——-u,
(tgx) cos? x (tgw) cos2u *

1

ctgx)' = — ctgu)', = — " Uy

(ctgx) sin2 x (ctgu)y sinfu *
(arcsinx)’ & (arcsinw)’ & :
arcsinx)’ = —— arcsinu)’y = ——=-u
V1 —x? Vi wr
( )’ - ( ) & '
arccosx)' = - ——— arccosu)'y, = ———-u
V1 — x? * Vi—uz

1

t r— t o s
(arctgx) 1T 22 (arctgu)’y T 0 Uy
t r_ t 1o _ !
(arcctgx) 1T 22 (arcctgu)’, 1722 Uy
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5. SECINAJUMI

Tika izveidots paligmaterials vidusskoléniem matematika, lai varétu vieglak izprast gadijuma
klejosanas jeédzienu, Markova k&des un atvasinajuma jédzienu, ta fizikalo nozimi un uzzinat par
atvasinasanas kartulam un formulam.

Bakalaura darba temats ir aktuals, jo skolas jaunais izglitibas standarts bis jaievie$
2020./2021. m. g., no ta izriet petljuma mérkis — izveidot metodisku paligmaterialu vidusskola
matematikas priekSmeta apguvei.

Darba tika iepazistinats ar to, kadas parmainas sagaida skolu sisttmu un ka tie$i mainisies
matematikas macibu process - skoléniem bis iesp€ja izveléties, kadus konkrétus kursus apgut
padzilinati trijos [imenos.

Veidojot nodalu par Gadijuma klejosanu, tika secinats, ka Markova k&dém nav butiska katra
iepriek$gja sola vertiba, bet svarigs ir tikai pedgjais solis. PEc darba vaditaja liguma tika izveidota
programma, kas simulé gadijuma klejoSanas procesu. Programma saskaita, cik solus dalina ir
parvietojusies uz leju, un izvada konkréta cela noieto varbiitibu reizinajumu, visu varbtitibu summu
un varbitibas, ar kadam iesp€jams nonakt péc konkréta solu skaita ekrana mala. Programma ir
jaievada varbiitiba, ar kadu dalina parvietosies pa kreisi, ievadot So varbutibu mazaku par 0,5,
dalina parvietosies talak no x = 0, un iesp&ja sasniegt $o punktu samazinas. Programmu var
turpinat pilnveidot ta, ka lietotajs ievada sakotngjo x koordinatu, un tad tiek aprékinatas visas
varbiitibas, ar kadam ir iesp&jams nonakt punkta x = 0.

Lasot nodalu par atvasinajumiem, skoléniem rodas skaidriba, kas ir atvasinajum jédziens, un
kada ir ta batiba. So nodalu varétu pilnveidot, aprakstot funkcijas atvasinajumu izmantosanu
funkciju pétisana, funkcijas augstaku kartu atvasinajumus un papildinot ar vairakiem piemériem.
Saja nodala tika izveidota tabula ar biezak lietotajam atvasinajumu kartulam un formulam, kuras

varétu lietot, lai vieglak butu risinat uzdevumus, kuros ir nepiecie$ama atvasinasana.
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7. 1. PIELIKUMS. PROGRAMMAS KODS, GADIJUMA KLEJOSNAS

SIMULACIJAI

Public Class Forml
Private Sub Buttonl_Click(sender As Object, e As EventArgs) Handles Buttonl.Click
Dim y, j As Integer
Dim skaitlis, c, p, kv, q, i, x As Decimal
Dim s As String
Dim varb, sum As Double
p = Val(TextBox2.Text)
If Not ((IsNumeric(TextBox2.Text)) And (Strings.InStr(TextBox2.Text, ",") = @) And
(p <= 1)) Then
MsgBox("nekorekti ievaditi dati")

End
End If
X =1
y =0
kv = 1
g=1-p
Do
skaitlis = Int((100 * Rnd()) + 1)
c=p * 100
If skaitlis <= c Then
X=X -1
y=y+1
kv = kv * p
Else
X =X+ 1
y=y+1
kv = kv * q
End If
If y > 200 Then
Exit Do
End If
Loop Until x = @
varb = p
g = v
sum = 0
j=-1

For i =0 To 1
varb = p ~ (i +1) *g~*1i

j=3+2
s =s & j & ". solil nonakt ekrana mala ir iespéjams ar varbitibu " & varb &
vbCrLf
sum = sum + varb
Next i
For i = 3 To 86
varb = catalan(i - 1) * (p~i * g™ (i - 1))
j=3+2
s =s & j & ". soll nonakt ekrana mala ir iespéjams ar varbutibu " & varb &
vbCrLf

sum = sum + varb
Next i
If y > 200 Then
Label3.Text
Label5.Text = "visu varbutibu summa ir
TextBox1l.Text = s

("200 solu laika dalina nenonaca lidz ekrana malai")
" & sum
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Else
TextBoxl.Text = s
Label5.Text = "visu varbdtibu summa ir
If y =1 Then
Label3.Text

& sum

"

"tika iziets" & Str(y) & " solis." & " ar kopéjo varbltibu
& kv

Else

Label3.Text

varbutiba ir " & kv

End If

End If
End Sub

"tika izieti" & Str(y) & " soli." & " Un kopéja izieto solu

Function faktorials(n As Double) As Double
If n < 1 Then
Return 1
End If

Dim rez As Double
rez =1
For i =1 To n
rez = rez * i
Next
Return rez
End Function

Function catalan(n As Double) As Double
Return faktorials(2 * n) / (faktorials(n + 1) * faktorials(n))
End Function

End Class
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