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ANOTACIJA

Darba aplikoti dazadi kastu optimizacijas uzdevumi. To risinaSana nereti lieto
diferencialrékinu metodes. Ja tas iesp€jams, uzdevumi risinati ar elementaram metodém.

Darba risinata arT minimala minu skaita probléma, blok&jot taisnstairus 2 X 3.

Atslégas vardi: blokésanas uzdevumi, ekstrému uzdevumi, noskelta piramida, taisnstaris.



ANNOTATION

This master thesis deals with different tasks of optimization of boxes. Often
differential calculus is used to solve these tasks. If possible, tasks have been solved with
elementary methods. In the work also the problem of the minimum number of mines

has been solved by blocking rectangles 2x3.

Key words: blocking tasks, extreme tasks, truncated pyramid, rectangle.
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IEVADS

Darba aplukoti ekstrému uzdevumi, kas saistiti ar taisnstiiriem, taisnstiira
paralélskaldniem un to modifikacijam — dazadam kasteém. Kastu gadijjuma galvenokart
aplikoti uzdevumi, kuros jamekle maksimums kastes tilpumam, ja ir uzdoti kadi papildu
ierobezojumi, pieméram, materiala daudzums, kastes forma. Taisnstiru gadijuma apliikots
minimala minu skaita uzdevums, kad tiek blok&ti (izslégti) taisnstiiri 2x3.

Studentiem paredzetos macibu lidzeklos, kad tiek piedavati piemeri, lai tos risinatu ar
diferencialrékinu metodem, nereti ir situacija, ka starp Siem piemériem ir loti maz vai vispar
nav tadu, kuru risinaSana péc biutibas ievajadz&tos neelementaras metodes. Sajos gadfjumos
pastav neatbilstiba starp izklastito teoriju un piemé&riem. PlaSu informaciju par ekstrému
uzdevumu elementarajam risinasanas metodém var atrast [1], [2], sk. arT [3], [4].
Vienkarsakas ekstrému uzdevumu risinaSanas metodes tiek apliikotas jau skola, tiesa, tas
parasti “aprobezojas” ar kvadratfunkcijas maksimalas vai minimalas vertibas noteikSanu.
Liela dala uzdevumu, kuros jameklé maksimala tilpuma kaste, reducgami uz kubiskas
funkcijas ekstrému noteikSanu, ko art var izdarit ar elementaram metodém, sk., [1].

Viens no magistra darba mérkiem bija salidzinat klasisko uzdevumu par maksimala
tilpuma kasti, kura tiek iegiita no kvadratveida sagataves, izgriezot no tas stiiriem vienadus
kvadratus un nolokot malas, un modificéto uzdevumu, kad no kvadrata stiiriem izgriez
vienadus deltoidus. Otrais uzdevums ir daudz sarezgitaks un ta risina$ana izmantoti
divargumentu funkcijas parcialie atvasinajumi. Meklgjot informaciju, par klasisko uzdevumu,
ka vienu no visvecakajiem avotiem, autorei izdevas atrast I. Todhantera gramatu [5], kurai ir
vairaki izdevumi. Norade uz So avotu tika atrasta interneta lapa [6], kur min€ts gramatas otrais
izdevums 1855. gada. Atsauce uz 1. izdevumu (1852) atrodama Frederiksona raksta [7].

Otrs darba mérkis bija atrast vismaz daZas minimala minu skaita virknes, kadas rodas
taisnstliros axn, ja tajos tiek bloketi taisnstiiri 2x3 un ja a = 2, 3, 4, 5. Tika noskaidrots
jautajums, vai atrastas virknes ir atrodamas virknu enciklopédija [8]. Figuru izslégSanas
uzdevumi vispariga gadijuma parasti attiecas uz neatrisinatam matematikas problémam, to
pétiSana izmanto dazadus kombinatorikas panémienus, grafu teoriju u. c. Ieskatu par sadam
problémam var giit, piem&ram, no [9], [10].

Darba ir 45 zim&jumi, 6 tabulas un 14 bibliografijas avoti, kas kartoti atsaukSanas seciba.



1. KASTE AR VISLIELAKO TILPUMU

Saja nodala ir apliikotas dazada veida kastes, ka pieméram, kastes pamata ir kvadrats,

taisnstiiris, trisstlris un regulars n-sturis.

1.1 Kaste bez vaka

Kadai valgjai kastei ar uzdotu virsmas laukumu S ir maksimalais tilpums (sk. 1. zim.)?

[9]

1. zZim.

Risinajums. Mcklésim kastes maksimalo tilpumu V = xyz, ja 2zx + 2zy + xy = S.
[zmantosim apzZim&jumus a = 2zx, b = 2zy,c = xy.

levietojam izvéletos apzim&jumus izteiksmé a+b+c =S un abc = 4(zxy)?.

Izmantojot nevienadibu G < A, kur

_a+b+c
= 3 :

G=3a+b+c,
legilistam

3 3
4(zxy)? = abc < (a+b+c) 2

5‘3
zXy < m




Vienadiba pastav, ja a = b = c, kas dod x = y = 2z. Tas nozimé, ka kastei ar maksimalo
tilpumu pamats ir kvadrats, bet tas augstumam ir jabiit divas reizes mazakam ka pamata

malai.

1.2 Kaste bez vaka un sanu skaldnes
Atrisinasim iepriek§ apskatito uzdevuma gadijumu, ja kastei nav nepiecieSama mala pie

sienas un kastes vaks ( sk. 2. zim. ). Materiala daudzums kastes izveidoSanai ir S.

Risinajums. Meklésim kastes maksimalo tilpumu V = xyz, ja 2zx + zy + xy = S.
Izmantosim apzim&jumus a = xy,b = zy,c = 2xz.

levietojam izvélétos apzim&umus izteiksmé a+b+c =S un abc = 2x%y?z?,

Izmantojot nevienadibu G < 4, iegiistam:

2(zxy)? = abc < (

ol+b+c)3 _s3
27

S3
< |=—.
2Y= |54
Vienadiba pastav, ja a = b = ¢, kas dod 2x = y = 2z. Tas nozimé&, ka kastei ar maksimalo

tilpumu augstumam z un platumam x ir jabtt divas reizes lielakam ka pamata malas garumam

y.



1.3 Kaste bez vaka, divam sanu skaldném
Atrisinasim iepriek$ apskatito uzdevuma gadijumu, ja kastei nav nepiecieSsama malas

pie sienas un kastes vaks ( sk. 3. zZim. ). Materiala daudzums kastes izveidosanai ir S.

—~ ===

Risinajums. Meklésim kastes maksimalo tilpumu V = xyz, jazx + zy + xy = S.
Izmantosim apzim&umus a = xy,b = xz,c = yz.

levietojam izvélétos apzimgjumus izteiksmé a+b+c =S un abc = x?y%z2,
Izmantojot nevienadibu G < 4, iegiistam:

a+b+c)3 _s3

x%y%z% = abc < ( ; —

27

g3
zxy < 57"

Vienadiba pastav, ja a =b =c, kas dod xy =yz = xz. Tas nozimé, ka optimalais

paral€lskaldnis bus kubs.



1.2 Optimalais paralelskaldnis

Apskatisim uzdevumu par optimalo paral€lskaldni, kur$ tika uzdots risinaSanai
Matematikas magistra kursa “Ekstrému uzdevumu risinasanas elementaras metodes”. Nodala
tiek piedavats magistra darba izstradataja variants, ka arT apskatiti tris studentu X un Y, Z

iesniegtie risinajuma veidi.

Uzdevums. No visiem taisnstiira paral€lskaldniem ar uzdotu pamata laukumu L un sanu
virsmas laukumu S atrast to, kuram $kautnu garumu summa ir vismazaka? Vai optimalais

paralélskaldnis bus kubs( sk. 4. zim. )?

Atrisinajums.

Lai aprékinatu, vai optimalais paral€lskaldnis pie $adiem nosacijumiem ir kubs, mums

nepiecieSams minimiz&t $adu funkciju :
f(a,b,c) =4(a+ b+ c) » min.
Apskatisim talak gadijumus, kas lautu izpétit situaciju un atrast Skautnu garumus.

1. Regulara prizma
Ta ka tas pamats ir kvadratsun ab = L,tada = b = VL.
= 15 — P -5
Taka2(a+b)c =S, tad 4VL c=Sunc=_

Lai minimiz€tu Skautnu garumu summu, noskaidrojam, kad a + b + ¢ vértiba biis vismazaka.



Izsakam

+b+ 2VL + S _8Lts
a CcC = —_— = .
4L 4L

2. Citi paralélskaldni

Apskatisim taisnstiira paralélskaldnus, kuriem pamats nav kvadrats. Malu a un b

garumus izsakam a = kv/Lun b = ‘/72 kurk >0unk # 1.

a+b=(k+%)-\/z.

Zinam, ka Vk > 0,k # 1:k+%>2.

Apzimésim k + % =2m, kurm > 1.

a+b=2mJL
S=2(a+b)-c=4mJL-c
S
c=——
4mvL
S _8Lm2+S

a+b+c=2mL+

4mL B 4mVL
3. legtto rezultatu salidzinaSana
Regulara prizma ir optimals paral€lskaldnis tad un tikai tad, ja Vm > 1 izpildas

nevienadiba

8L+S<8Lm2+s
4L T 4L-m

VienkarsSosim nevienadibu :

S
8L+S§5 <8Lm+—
m

S
8L—-8Lm<—-3S
m

1-m
8L(1-m)<S-——
m

1
8L=S-—.
m
10



Takaim>1,tad 0 <~ < 1, titad S > >
m m

4. Secinajumi

Ja8L = S, tad nevienadiba 8L > S - % izpildas visam pielaujamajam m vertibam.
Ja8L < S,tad>>1unvm e (1,1) nom < = seko, ka 8L < =.
8L 8L 8L m
Atbilde. Ja S = 4L, tad optimalais paral€lskaldnis biis kubs.

Ja 8L = S, tad optimalais paral€lskaldnis biis regulara prizma. Malu garumi ir :

S
a=+L, b=VLc=——
VL 4L

Apskatisim kada studenta risinajumu, kur$ iekopéts no vina iesniegta majasdarba.

1. majas darbs.

Dots: ABCDA;B1C;1D; — taisns paralélskaldnis ( sk. 5. zim. )

B, C
Aq : Sascp = L
| D:

h i B Sse‘lnu = S

p oo ---7C

Janosaka, kada gadijuma Skautnu summa vismazaka.
A g D

5. Zim. Vai tas ir kubs?

Apzimé: AA;=h
AD=g¢g
AB=p

4g +4p + 4h =4(g + p + h) —> min

L
p.g:|_2> p:—
g

11



2gh+2ph=2h(g+p)=S

reizinajums konstants A>G

2
4 g+L+ ?g >8 S
g 2(g° +L) 2

vienadiba A =G, ja

g’+L_S g
g 2 g°+L
2(g4+2g2L+lf):ng

29%+g%(4L-S)+2L% =0

D=161%>-8LS +S®-16L*=S52-8LS

, S—4L++/S?-8LS |

gl 4 ’

, S—4L—+/5*-8LS

2 4

12
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S—4L>+/S*-8LS

S?-8LS +16L°>S*-8LS
16L°>0=S-4L—-+/S*-8LS >0

. JS—4L+s?—8LsS

. JS—4L—/s?—s8Ls
-
2

. 2
p_L:p_ 2L
——=p,=
g JS—4L++/s?—8Ls
2L

p =
© Js—aL—+s?-sLs

hee S p - S _
2(g+p) , JS—4L++S?—8LS . 2L

2 JS —4L ++/57—8LS

_ Sy/S —4L ++/S? —8LS :S\/S—4L+\/SZ—8LS
S —4L++/S?—8LS +4L S ++/S?-8LS
h, = > -
. _
, JS 4L —+/s?—8LS N 2L
7 JS—4L—s?—s8Ls

B S\/S —4L—-+S*-8LS S\/S — 4L —+/S?-8LS

S_4L-+/S?2-8LS +4L  S—+/S?2-8LS

13



IS
Tatad minimala $kautnu summa ir 8 E tad, ja S>8L ™

: _\/S—4L+\/52—8LS : _\/S—4L—\/82—8LS
L 2 2= 2
2L oL

P, = vai P, =
©Js—aL+Js?_sLs © Js—aL—_Js?—sLs

hl:\/S—4L+\/SZ—8LS ) :\/S—4L—\/Sz—8LS
S ++/52-8LS ’ 5 —/S2-8LS

g°+L Sg
+
g 2(9% +L)

Izteiksmes 4[ ] minimums ir atrasts tada gadijuma, kad S>8L.

2

Vispirms noteiksim, kadas vértibas drikst but izteiksmei , lai varétu aprékinat g

9

veértibu.

g°+L
g

=k = g°+L=kg = g°—kg+L=0

D=k’—4L>0 = k*24L = k=2J/L = ke[2J/L;]

Ja k=2L, tad g=2ﬂ_ “(zzﬁ) —ak o

2
min 4(g L 59 j:4(2\/E+ > j=8L+S

g 2(g’+L) 2.2JL) 4L
— — S S
= L’ = L’ h: = *%
J P 2.2JL 4L ™)

14



Vai tas ir kubs?

Jatasir kubs,tad S=4Lung=p=h.

Tad L=g°

Jamekle min(12g)=12+/L =12E =64S.

Tatad, ja S=4L, tad vismazaka Skautnu summa ir 6/S .

Atbilde:

Vismazaka skautnpu summa ir

8\/%, ja S>8L (malugarumi (*))

8L+S
JL

, jJa0<S<8L (malugarumi (**))

Kubs ir ieklauts otraja gadijuma. Vispariga gadijuma tas nav kubs.

(*), (**) — lidzvertigas

Viedoklis : Apskatot $o studenta risinajumu, varam secinat, kas tas nav racionals atrisinajuma

veids, jo uzdevumu ir iesp&ams atrisinat 1sak un kompaktak. Students ir izvelgjies

“smagnéjus” apzim&umus, kas uzdevuma risinasanu padarija sarezgitaku. Students, pasakot,

ka (%) un (**) ir lidzvertigi, pielavis kludu, jo Sie abi apgalvojumi nav lidzvertigi..

15



1.3 Kaste ar kvadratveida pamatu

Dazados avotos [10], [11], [14] ir aplikots $ads uzdevums par maksimala tilpuma
kastes izgatavoSanu:

Izgriezot sturus un salocot malas uz augsu, no kvadratiska skarda gabala jaizgatavo
vislielaka iesp&jama tilpuma val&ja kaste. Cik liels janem kastes augstums h un cik liels bis
kastes tilpums? [11] Kvadrata malas garums ir a.

Parasti uzdevumu risina ar atvasindjuma palidzibu [2], [3] bez pamatojuma, ka

atrastais lokalais ekstréms ir meklétais maksimums.

X |le—a — 2x—»

X/

o a - - — 2X—w

6. zZim.
Sakuma tiek apskatits zim&ums, kas ilustré problému. Nogriezta stura lielumu apzimét ar x.

Tad kastes tilpumu izsaka formula

y=x(x—2a)2,OSxS% (1)

Acimredzami, ka y = 0, kad x = 0 vai x = %, tatad y maksimalo vertibu sasniegs intervala

iek$ien&. Funkciju (1) var atvasinat jebkura punkta, tadgl, lai y batu maksimals, Z—z ir jabt 0.
Atverot iekavas formula (1), iegistam

y = a’x — 4ax? + 4x3

16



d
% = a? — 8ax + 12x? = (a — 6x)(a — 2x),

4 .
tatad =2 = 0, kad x = Zvai x = 2.
dx 6 2

Lai iegttu papildus informaciju par funkciju (1), atrodam tas otro atvasinajumu

%=24x—8a=24(x—%),

kas parada, ka funkcijai (1) parlickuma punkts ir x = % Noskaidrosim otra atvasinajuma zimi

punktos, kuros 1. atvasinajums ir 0:

. a dy d*y
jax =g,tad a: 0 un W: —4a,
. a dy d*y
jax =E,tad a: 0un W: 4q.
Izmantojot  augstak  ieglto  informaciju, varam  uzzimé  funkcijas
a
y=x(x—2a)2,0SxS§

grafika skici, sk.9 zim., [3], no kura redzams, ka tilpums biis maksimals, ja x = %.

p [ = F T

17



1.4 Uzdevuma elementars risinajums

Apzim@sim izgriezta kvadrata malas garumu ar x, sk. 8. zim. Tad kastes tilpums bis
V = x(a — 2x)>.
Parveidosim tilpuma izteiksmi forma
4V = (4x)(a — 2x)(a — 2x).

Ta ka tris reizinataju (4x)(a — 2x)(a — 2x) ir konstants lielums, tad to reizindgjums bis
maksimals, ja
4q3

= Vnax = —

4dx=a—-2x>x=—
X =a X X

18



1.5 Kaste, kuras pamatni veido regulars n-stiris
Ja papira gabals, ar kuru mes sakam, ir regulars n — sturis, ka mes izgriezam sturus,
veidojot lidzigu n — sturu kasti, tad kada ir attieciba starp kastes augstumu un apot€mu

kastei ar lielako tilpumu ( sk. 8. zim., [2] )?

Sakuma Skita, ka atbilde bls x = %, kur x ir kastes augstums, bet a apotéma no
sakotngja n-stiira. Lai $o rezultatu pieraditu, ir nepiecieSams noradit intervalu, kura n-stara ir

funkcijas vertiba apotéma a, skatoties uz sakotné&ji doto pamatu.
Kvadratam V(x) = x(2a — 2x)? = 4x(a — x)?.

Tas, ka kastes maksimalais tilpums tiek sasniegts, kad x = g, ir pieradits ieprieks.

Tadgjadi, ja izteiksme tiek atvasinata un pielidzinata 0, iegiist rezultatu x = %‘
Ja apskatam vienadmalu trisstiiri, ir zinams, ka s = 2a+/3, ta ka
2y3 )
V(x) = x(Za\/§ — Zx\/§) - = 3v3x(a — x)2.

Var redz&t, ka iegitd formula atSkiras tikai ar konstantu koeficientu, tapéc, to

atvasinot, iegiist tadu pasu rezultatu. Tatad iegtstam, ka arT ST kaste savu maksimalo tilpumu

(IS

iegiis bridi, kad izvel€simies x = —.

19



Apskatot zZim&umu un izmantojot faktu, ka jebkuram regulara n — stura tilpums ir
uzdots forma A = (%) ap, Kur a ir apotéma un p ir perimetrs, ir zinams, ka kastes tilpumu

varam aprékinat

V(x) = % (a—x)n (Za tan (g) — 2x tan (g)) X;

V(x) = ntan (%) x(a — x)2.

Var redzét, ka Sis rezultats ir tikai konstanta tilpuma formula, 1idz ar to tas maksimums

tiek iegiits bridi, kas augstums ir x = %

20



1.6 Kaste ar taisnstiira pamatu
Ja sakuma dota loksne ir taisnstliris ar malu garumiem a un b, sk. 8. zim., tad

nepiecieSams meklét maksimumu funkcijai
V(x) =x(x—a)(x —b),
kur0 <x <b.
Meklésim divus pozitivus skaitlus p un q, lai jaunajai funkcijai
F(x) = px(a—x)(qb — qx)
biitu speka $adas divas ipasibas [1]:
(i1) px + (a — x) + (gb — gx) = const,
(i2) px =a—x = qgb — qx.
Pirma 1pasSiba nozimg, ka tris reizinataju summa nav atkariga no x, kas dod sakaribu
p—1—-q=0>q=p=1.
No vienadibam
px =a—x,px = qb — qx,
izsakot x, ieglistam:

a qb a (p—1)b
X = = = =
1+p q+p 1+p 2p—1

= p?b—2ap+a—b=0.

Kvadratvienadojuma pozitiva sakne

a+VaZ—ab+ b7

Viegli parbaudit, ka g > 0 un ka visi reizinataji ir pozitivi, jo

a ap
b—xza—-x=a- =
1+p 1+p

21



Tagad var lietot nevienadibu A > G, kas dod

maxF (x) = (%)3.

Ieprieks aplukojam kastes, kuras tiek izgatavotas no taisnstirveida pamatnes, kuram
stirus izgriez @ = 90° lieluma. Tagad aplikosim optimizacijas uzdevumus, kad kaste tiek
izgatavota no citu formu pamatnes, ka ari atteiksimies no ierobeZojuma, ka izgrieztie sturi ir

90 gradu lieli.
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1.7 Kaste, kuras pamats ir vienadmalu trisstiiris
a) Mums ir dots vienadmalu trisstliris, no kura ir nepiecieSsams izveidot kasti. Kada
veida to darisim?
b) Kad izveidojam $o kasti, kuras pamata ir trisstiris, kada ir attieciba starp sakotngja
vienadmalu trisstiira malu un augstumu x, no kastes sanu malam, kas izveidota (a)

dala un kura dod $ai kastei vislielako tilpumu?

Lai izpétitu So gadijumu, kastes sturos netiks griezts kvadratveida forma ar malas
garumu x. Mums nepiecieSams ievilkt lenku bisektrises no trisstura lenkiem, ka ar1

atzimesim vienadus attalumus no tiem. Savienosim $os tris bisektriSu galapunktus.

9. zim.

Mzgs velkam seSus perpendikulus no $iem punktiem, ka attélots 9. Zimg&juma [2]. So
perpendikulu garumu apzim&sim ar x. No ta més ieglstam, ka x ir izveidotas kastes
augstums. Tadgjadi no $1 vienadmalu trisstiira mes izgriezam kongruentus cetrstirus katra
stur1, ka att€lots zim&juma. Katrai sturT izgrieztajai figiirai ir divi pret&ji 90° lenki un 60°

lenki no dota originala trisstura.

Lai atrisinatu b), mums ir nepiecie$ams uzrakstit tilpuma formulu, izmantojot dotas

figiiras augstumu x, malas garumu s. Vienadmalu trisstiira laukums tiek uzdots forma

x2/3
Y

Tad V(x) = x(s - 2xx/§)2 \i—g, kur x € [0,%§ .
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Lai uzdevumu atrisinatu, funkciju atvasinasim un pielidzinasim 0, aprékinasim x

vertibu. leglisim x = Sg vai x = sg. Ta ka rezultats, kad x = sg dod minimalo tilpumu,

.. V3
mums jaizmanto x = S s

Lidz $im me&s esam apskatijusi divus regularus daudzstiirus ( kvadrats un taisnstiiris )

un vienadmalu trisstiri. Kvadrata rezultats bija x = %. Pamatuzdevums bija atrast formulu,

kas atri un vienkarsi sniedz atbildi, kads ir figiiras maksimalais tilpums, lai kads daudzstiiris
kastes pamatam tiktu izmantots. Lidz ar to $is darbibas kliist “garlaicigas un paredzamas”,

tapéc jamekl€ risinajums, javeido sarezgitaka veida un butibas figtras.

e . : o . 1
Talak apskatisim kasti, kuras pamats ir seSsturis. Izmantosim formulu A = 5 ap

figiiras laukuma aprékina$anai. So aprékinu laika tika atrasts labakais veids, ka apskatit
iegiitos rezultatus. Rezultata ieghiSanai salidzina maksimala tilpuma kastes augstumu ar

regulara daudzstira apot€ému. Ta ka apot€ma ir puse no kvadrata, kaste ar vislielako tilpumu

. . . 1 . . - - .1 - . N 2a a .
tiks izveidota bridi, kad izgriezta stiira augstums ir 3 1o apotemas jebx = Pl kur a ir

laukuma apotéma un s ir puse ( sk. 10. zim., [2] ).

a3
10. zim.

Talak apskatisim vienadmalu trisstiiri ka attélots zZim&uma. Redzam, ka s = 2a+/3,

_ _sV3 _2aV3V3 _a
tatad x = 5 - 15 "%

Gan kaste, kuras pamats ir kvadrats, gan kaste, kuras pamats ir vienadmalu trissturis,

ta savu maksimalo tilpumu sasniedz pie vértibas x = %, kur a ir laukuma apotéma.
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1.8 Dazadi optimalo kastu pieméri, kuri ir sastopami ikdiena

1.8.1 “Picas” kaste
Izveloties pareiza lieluma [ un w, var aprékinat optimalo tilpumu “picas” kastei.
Lai varétu aprekinat optimalo tilpumu “picas” kastei, tiek izmantotas jau ieprieks

iegtitas formulas kastei, kuras pamatni veido taisnstris ( sk. 11., 12. zim., [12] ).

ta- " |

No dotajiem atteliem, tika iegiits
l T
V) =T (E - T) (w—2T) = (zw E) — (I +w)T? + 2T3

(l+Wi‘\/l2—lW+W2)

V'(T) =0,kad T = 3

1.8.2 “Popkorna” kaste
Apskatisim risinajumu, ka tiek veidotas optimalas “popkorna” kastes.

A\
Y

e T
B ——

1
1d] = f—

|‘_"'

NG




Lai problému apskatitu “Popkorna” kastei, atsaucoties uz 13. zim&jumu [12], mums ir

V(T)=T(é—T)(W—T)=(ZWTT)—<%+W>T2+T3.

(l+2w-_H/lz—le+4w2)

V'(T)=0,jaT = S
W—lé\fi
-—E_—P—
&
14. z7im.

1.9 Noskelta piramida

Aplikosim noskeltas piramidas tilpuma aprékinasanu, kadu piedava 12. klasém.

15. zim.

Teoréma: Noskeltas piramidas ( sk. 15. zim. ) tilpums V ir aprékinams péc formulas
V= éH(Sl + 515 + SZ), kur H — ir noskeltas piramidas augstums, S; un S, — noskeltas

piramidas pamatu laukumi.

26



Pieradijums.

Noskelto piramidu ABCD A, B, C; D, papildina lidz piramidai SABCD.

Pienem, ka piramidas SABCD augstums ir H,, piramidas SA;B;C;D; augstums ir H,.
Ipasiba : Ja piramidu §kel pamatam paraléla plakne, tad ta :

1. Sadala sanu Skautnes un piramidas augstumu proporcionalas dalas;
2. Skéluma rodas daudzstiiris, kas lidzigs pamata daudzstiirim;

3. Skélums un pamata laukumi attiecas ka attalums kvadrats no piramidas virsotnes.

No Tpasibas par piramidas paral€lo §kélumu ipasibam :

HE S Hi VS

— e — )
H; S, H, TS,
no kurienes Hy\/S; = (H + H,)\/S,, jo Hy = H + H,.

Izsaka augstumu H,:

Hy/S,
VS =Sz

H2:

Noskeltas piramidas tilpums ir vienads ar abu piramidu tilpumu starpibu:

1 1 1
V= §51(H + H,) — 352Hz = §(51H + Hy(S1—S7)) =

H.\/S,

1
=3\ sl + =" (5 -5 | =

1 1
= §(51H + H\[S, (/51 + JS_Z)) = ZH(S +/5:5, + 52)
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1.9.1 Uzdevums par noskeltas piramidas maksimalo tilpumu

Noskeltai piramidai tilpumu var aprékinat péc formulas,

h
V= 5(51 + SZ + 1/5152)

kur h ir piramidas augstums, bet S; un S, tas pamatu laukumi.

16. zim.

No kvadrata ar malas malas garumu a ( sk. 16. zim. ) izgriezam ¢etrus vienadus
deltoidus un attiecigi nolokot papira vai kada cita materiala loksni gribam iegiit noskeltu
piramidu ar vislielako tilpumu. Ka nezinamos lielumus izvelésimies $adus garumus: x —

attalums no kvadrata malas 11dz locijuma linjjai, y — deltoida malas garums.

Aprekinasim Sy, S, un h.

S, = (a — 2x)? @)
S, = (a—2y)? (©)
Esam ieguvusi, ka
V= g(s1 +S, +/515;) = g[(a —2x)% + (a — 2y)% + (a — 2x)(a — 2y)].
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-y v

17. zim.

Izsakam hipotentizas KL garumu ( sk. 17. zim. ):

h? = x% — (x —y)? = x? — x? 4+ 2xy — y? = 2xy — y?
h? = 2x? — 4xy + 2y? (4)

Meklgsim maksimumu tilpuma kvadratam:

2

V? = (g) [(a—2x)%+ (a—2y)? + (a — 2x)(a — 2y)]?

_ 2xy—y?

V2
9

[(a —2x)% + (a — 2y)? + (a — 2x)(a — 2y)]%
Apzim&sim
P(x,y) = (a—2x)% + (a — 2y)% + (a — 2x)(a — 2y). (5)
Tad
9V2 = (2xy — y2)P?

F(x»Y)iz (ZXY_)’Z)PZ(%)’)-

Lai noteiktu tilpuma maksimumu, aprékinasim funkcijas F parcialos atvasinagjumus un tos

pielidzinasim nullei, citiem vardiem, vispirms meklésim funkcijas F stacionaros punktus.
E, = 2yP? + (2xy — y?)2P.P =0

E, = (2x — 2y)P*> + (2xy — y*)2PP, = 0
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Ta ka P nav nulle, tad no §tm vienadibam iegtstam:
yP + (2xy —y*)P, = 0
(x —y)P + (2xy — y*)P, = 0.
Atradisim polinoma P parcialos atvasinajumus :
P, = —4(a — 2x) — 2(a — 2y)
P, = —4(a —2y) — 2(a — 2x).
Saskaitisim vienadibas (6) un (7) :
xP + (2xy — y?)(P, + B,) = 0.
Pareizinam vienadibu (6) ar P, :
yPP, + (2xy — y*)P.P, = 0
Pareizinam vienadibu (7) ar P, :
(x = y)PP, + (2xy — y*)P,P, = 0

No izteiksmes (11) atnemam izteiksmi (12) :
yPP, — (x—y)PP, =0
yP, — (x —y)P, = 0.
Apzimésim:a —2x =uuna — 2y = v.

- a—u
Izsakam x = 5

Izsakam y = %

Parveidojam polinomu P, izmantojot izv€l€tos apzimejumus :

P =u?+v?+uv.
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Lai iegtitu izteiksmi (15), izteiksmé (13) ievietojam pienemtos parveidojumus - x,y, P, un P, :

(%) (—4v — 2u) — (a%u - %) (—4u —2v) = 0.
Vienkarsojot izteiksmi (15), iegiistam :

—4av — 2ua + 6v? — 4u® + 4uv = 0.
Parveidosim izteiksmi (6), to izdalot ar y :

P+@2x—y)P,=0
Izteiksmé (17) ievietojam pienemtos apzim&jumus:
w? +v? +uv) + (2 (%) - (?)) (—4u —2v) = 0.
Vienkarsosim izteiksmi (18) :
4w +vi+u)+ Ra—-2u—a+v)(—4u—2v)=0
5u? + 3uv — 3av — 2au = 0

Izteiksim v no izteiksmes (19):

2au — 5u?

V= 3(u—a)’

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Sadu v, ievietojot izteiksmé (16), var iegiit vienargumenta funkciju, kuru var risinat tuvinati

ar kadu no skaitliskam metodém.
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2. TAISNSTURA 2 x 3 BLOI,(ESANAS UZDEVUMI

Sogad Latvijas 45. Atklataja matematikas olimpiadé skoléniem tika piedavati &etri
uzdevumi par taisnstiira 2 X 3 blok&sanu.[13]

Vai kvadrata ar izmériem 8 x 8 riitinas var iekrasot 12 rutinas ta, lai katra taisnstiirT ar
izmeriem 2 x 3 ritinas (tas var bt ar1 pagriezts vertikali) biitu vismaz viena iekrasota riitina?
(5. kL).

Kvadrata ar izmeriem 7 X% 7 rutinas sakotngji visas rutinas ir baltas. Kads ir mazakais ratinu
skaits, kas jaiekraso melnas, lai no dota kvadrata nevarétu izgriezt 2 x 3 ritinu taisnstiiri, kam
visas ritinas ir baltas? (6. kl.)

a) Kads ir mazakais riitinu skaits, kas jaiekraso 6 x 6 ratinu kvadrata, lai katra $1 kvadrata
2 x 3 ritinu taisnstir (tas var but arT pagriezts vertikali) biitu vismaz viena iekrasota riitina?
b) Vai noteikti tad, kad ir iekrasots mazakais rutinu skaits, visas Cetras stira ritinas paliks
neiekrasotas? (8. kl.)

Kads ir mazakais riitinu skaits, kas jaiekraso taisnstiirT ar izmé&riem 5 % § rutinas, lai
katra $1 taisnstiira 2 x 3 riitinu taisnstrT (tas var biit arT pagriezts vertikali) butu vismaz viena
iekrasota riitina? (9. kl.)

Klase, kurai paredzets attiecigais uzdevums ir noradita péc uzdevuma formul&juma
iekavas. 9. klases uzdevumam, kuru skoléni kopuma ir risinajusi slikti, 2.6. punkta ir dota
izversta analize.

Apzimésim ar t(a X b) minimalo minu skaitu taisnstiri a X b, lai blok&tu taisnstiiri
2 X 3. Mina ir 1saks apzimg&ums olimpiazu uzdevumu formul€umos lietotajam vardiem

»lekrasota riitina”.
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2.1 Minimalo minu skaits
Dots : taisnstiiris 5 X 8 un blok&jamais taisnstaris 2 X 3 (' sk. 18. zim. )

Kads mazakais rutinu skaits ( darba izpetes gaita lietosim jédzienu : mina ) ir

jaiekraso, lai taisnstiiris 2 X 3 vienmér parklatu vismaz vienu no iekrasotajam rttinam? [7]

18. zZim.

2.2 Atklatas matematikas olimpiades uzdevumi

Uzdevums ir nemts no 2018. gada Latvijas Atklatas matematikas olimpiades 9.
klasem. Kopa piedalijas 341( sk. 1. tabula ) skolénu, no kuriem 4 skoléni $o uzdevumu nebija
apskatijusi vai arT uzdevuma nosacijumi nebija saprasti. Maksimalais punktu skaits, ko par So

uzdevumu var€ja sanemt, ir 10 punkti.

Punkti 0O (1|2 |3 |4 |56 |7 |89 |10
Skolénu skaits 142 11611684 |1 (0 |1 |1 |2 |0 |2

1. tabula

Minimalais minu  skaits, ko uzradijus$i skoléni, ir loti dazads
1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,16,26. No ta me&s varam secinat, ka liela dala 9. klasu
audzeknu nelasa uzdevuma nosacijumus ta, lai tos saprastu. Dazas no raksturigakajam kladam

ir viegli saprotamas : ja dots taisnstiris 5 X 8, kas dod 40 ritinas un iezZim&jamais taisnstaris
2 X 3 aiznem no dotas figiras 6 riitinas, tad 40: 6 = 62. Interpretacija Sim rezultatam bija
dazada — dala skolénu noapaloSanu veica uz leju, dala — uz augSu. Ta ka dotaja taisnsttrT var
1eziméet seSus 2 X 3 taisnsturus, tad ta ari tika dota ka gala atbilde — nepiecieSamas 6 minas,
lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. Skoléni neparbauda un art “neredz”, ka ar 6 minam ir par
maz, lai noteikumi butu izpilditi. Dala skolénu veic nekorektus matematiskus aprékinus,

izdara secinajumus, tacu Zim&umu neuzzime.
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142 skoléni par So uzdevumu sanéma 0 punktus, jo bija noradits neprecizs nepiecieSamo
minu skaits (> 7) vai arT minu skaits ir atrasts korekti, tau nav nepiecie$ama zim&juma (

uzdevums atrisinats matematiski vai uzziméts zimejums, tacu pamatojums nav sniegts ).

Dazi pieméri no skolénu risinajumiem ( sk. 19., 20. zim. ), kad atzimétas tikai 6 minas:

L il

19. zZim. 20. zim.

Visvairak skolénu sanéma 2 punktus, kas nozimé, ka bija atrasts minimalais minu skaits,
kas ir 7, tau nebija pamatots, ka nepietiktu ar mazak minam vai ari pamatojums nebija

konceptuali pareizs. Tika uzziméts korekts zim&jums, kur izmantotas 7 minas.
Skolénu spriedumi, ka 8 minas ir minimalais skaits:

Vismazakais riitinu skaits, kas ir jaiekraso, ir 8 riitinas, jo, ieveidojot mazak riitinu, biis
iesp&jams novietot 2 X 3 ritinu taisnstlri vietd, kur tas nesatur€s iekrasoto rutinu. Mazak
nevar bit, jo, méginot nonemt kaut vienu ritinu, iegust, ka var iegtt kaut vienu figtru, kur

nebis nevienas iekrasotas rutinas.

Skolénu spriedumi, ka 10 minas ir minimalais skaits:

Ievieto seSus taisnstlirus 2 X 3, pari paliek Cetras riitinas, tapéc secinajums : “Tatad ir

jaiekraso vismaz 10 ratinas (6 + 4 = 10)”. Pieméru skatit 21. zim. :

21. Zim.
Ja rodas jautajums, ka var biit, ka minimalais minu skaits ir 26 : skoléns ir uzzimégjis

5 cm X 8 c¢m lielu taisnstiri, tacu aizpilda ar 26 maziem 2 X 3 taisnsttriem ( 2 X 3 ritinas ).
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Ka varam secinat no skolénu rezultatiem ( iegiitajiem punktiem ), tikai 6 skoléni
uzdevumu ir atrisinajusi pareizi vai uzdevuma risinajums ir gandriz pabeigts ( iesp&jams,

pietrika lidz galam logisks pamatojums vai risinajums, lai pieraditu, ka ar 7 minam pietiks ).

Vairaki skolénu uzraditie risindjumi ar 7 minam ir paraditi 22. - 32. zZIim&jumos.

22, 7zim. 23. 7im. 24 Zim. 25. zim.

2 17 ) T 2 17 _
26. zim. 27. zim. 28. zim. 20 Zim.

30. zim. 31. zim. 32. 7im.

Visisako un visskaistako risinajumu ir uzradijis Dzintars Klu$s no Ilguciema
vidusskolas. Vina risinajums sastav tikai no diviem zim&jumiem ( 33. zZim. ), katra no kuriem

izvietoti sesi taisnstiri 2 X 3 un kuru neparklato dalu apvienojums ieklauj 2 X 3.

33. zim.
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2.3 Taisnstiiris 2 X n

Meklesim mazako minu (iekrasojamo ratinu) skaitu, kads bloke taisnsttri 2 X 3. Katra

taisnsturt 2 X 3 iekrasojam tiesi vienu rutinu, sk. 34. zim.

B (ol ]
e A
o ] ol T

34. zim.

Uzrakstisim minimala minu skaita virkni t(2 X n), jan=1,2,...,9,10, sk. 2. tabulas 3.
rindu. Sada virkne ir pazistama (cita kontekstd) Virknu enciklopédija ,,The On-line
Encyclopedia of Integer Sequences” [8] ar virknes numuru A008620.

Kolonnu skaits 3/4|5]6(7]|8| 910
Maksimalais 2 X 3 skaits 11111122 |2 |3]3

Minimalais minu skaits 1111|112 (2|2 (3|3

2. tabula

Apskatot izveidoto Zim&jumu, iegiistam, ka

t2xn) < EJ

Ta ka taisnsttri 2 X n var ievietot EJ taisnstirus ar izmeriem 2 X 3 ( zZim&uma paraditi

pirmie 10 $adu taisnstiiru izvietojumi ), no ta varam secinat, ka minimalais minu skaits

t(2xn) = EJ

36


https://oeis.org/A008620

2.4 Taisnstiiris 3 X n
Meklésim mazako minu (iekrasojamo riitinu) skaitu, kads bloke taisnsttri 2 x 3. Katra

taisnstiirm 2 X 3 iekrasojam tiesi vienu riitinu, sk. 35. zZim.

35. zim.
Uzrakstisim minimala minu skaita virkni t(3 X n), jan =1,2,...,9,10, sk. 3. tabulas 3.
rindu. Sada virkne ir pazistama (cita konteksta) Virknu enciklopédija ,,The On-line

Encyclopedia of Integer Sequences” [8] ar virknes numuru A004526.

Kolonnu skaits 2134 |5(6|7[8|9]10

Maksimalais 2 X 3 skaits 1111223 |3|4|4]5

Minimalais minu skaits 11112 (3(3|3|4|4]5
3. tabula

Apskatot Zim&umu, no ta redzam, ka

t@xn) <[5
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Ta ka taisnstirT 3 X n var ievietot BJ taisnstiirus ar izmériem 2 X 3 ( 38. zim. paraditi

pirmie 10 $adu taisnstiiru izvietojumi ), no ta varam secinat, ka minimalais minu skaits

t(3xn) = EJ

2.5 Taisnsturis 4 X n
Meklésim mazako minu (iekrasojamo riitinu) skaitu, kads bloke taisnsttri 2 x 3. Katra

taisnstiirm 2 X 3 iekrasojam tiesi vienu riitinu, sk. 36. zZim.

36. zim.
Uzrakstisim minimala minu skaita virkni t(4 X n), jan =1,2,...,9,10, sk. 4. tabulas 3.

rindu. Sada virkne ir pazistama (cita konteksta) Virknu enciklopédija ,,The On-line

Encyclopedia of Integer Sequences” [8] ar virknes numuru A004523.

Kolonnu skaits 2(3/4|5|6|7|18(9]10
Maksimalais 2 X 3skaits [1|2(2|3(4|4|5|6]| 6
Minimalais minu skaits 112|12|3(4/4|5|6]| 6

4. tabula
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Apskatot Zzim&umu, no ta redzam, ka
t4xn) < |2

Ta ka taisnstari 4 X n var izvietot lz?nJ taisnstirus 2 X 3 ( 39. zim. paraditi pirmie 10 $adu

taisnstiiru izvietojumi ), tad ir speka vienadiba
2n
t(4 X TL) = I?J

2.6 Taisnstiiris 5 X n
Meklésim mazako minu (iekrasojamo ritinu) skaitu, kads bloké taisnsttri 2 X 3. Katra

taisnstiirT 2 X 3 iekrasojam tiesi vienu rutinu, sk. 37. zZim.
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Uzrakstisim minimala minu skaita virkni t(5 X n), jan=1,2,...,9,10, sk. 5. tabulas 3.
rindu. Sada virkne ir pazistama (cita konteksta) Virknu enciklop&dija ,,The On-line

Encyclopedia of Integer Sequences” [8] ar virknes numuru A000027.

Kolonnu skaits 2/3|4|5]6|7|8|9]10

Maksimalais 2 X 3 skaits 112(3|4|5(5|6|7]|8

Minimalais minu skaits 112(3|4|5(6|7|8]9
5. tabula

Taisnsturim 5 X n, kur n = 2, 3,4, 5, 6 minimalais minu skaits sakrit ar maksimalo 2 X 3
skaitu. Nakamajam taisnstiirim 5 X 7 paradas jauns efekts — minimalais minu skaits nesakrit

ar maksimalo 2 X 3 taisnsturu skaitu.

Varam izvirzit hipotézi, ka t(5 x n) = n — 1. Sis apgalvojums izpildas pie nosacijuma, ja
n = 2,3,4,5, 6 (to varam redzét 40. zim., apskatot pirmos 5 taisnstiirus ).

Lai pieraditu gadijumu 5 X 7, izmantosim metodi, kadu bija izmantojis skolnieks ka
racionalu veidu, lai pieraditu nepiecieSamo minimalo minu skaitu ( sk. 39. zim. ) :

39. zim.

Aplukojot Zim&jumu, varam secinat, ka, ja taisnstirt 5 X 7 blok&Sanas taisnstiiri 2 X 3 tiks
izvietoti citadi, pelekaja laukuma izveidosies jauns mazais taisnstiiris, kur ir nepiecieSams
ievietot minu.

Lai pieraditu, ka taisnstira 5 X 9 gadijuma ir nepiecieSamas 8 minas, aplukosim
pieradijumu no pret&ja. Pienemsim, ka pietiek ar 7 minam, tad ieton&tajas vietas ( sk. 40. zim.
) minu nav, bet apvienojot Sos trTs zZim&umus, ieglistam $adu neparklatu taisnsttra dalu ( sk.
40 zim. ), kura var ievietot 2 X 3 taisnstiri, kas pierada, ka ar 7 minam nepietiek. Pienémums
ir nepareizs. Vajag vismaz 8 minas, lai varétu noblokét 2 x 3 taisnstirus ( sk. 41. zim. ).
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41. zim.

Apskatisim pieradijumu gadijuma, kad ir dots taisnstiiris 5 X 10. Pienem, ka
t(10x n) =8. Tad divas ictonétajas ritinas (42. zim.) minu nav. Tas nozimg, ka vismaz viena
no 42. zim. iesvitrotajam ratindm ir mina. Simetrijas d&] var uzskatit, ka ta ir 2. rindas piekta
riitina, sk. 40. zim. Ja taisnstiri1 2x 3, sk. 43. zim., vairak minu nav, tad vismaz viena mina ir
kada no rutinam, ko savieno vertikala svitra 8. kolonna un vismaz viena mina ir kada no
rutinam, ko savieno horizontala svitra 3. rinda. Tas nozimg, ka taisnstiirT 5x6biis vismaz 6
minas. TaisnstlirT 5x 6 bls vismaz 6 minas art tad, ja taisnstiri 2x3 ir divas minas, sk. 44.
zim. Ta ka taisnstlirt 5x4 ir vismaz 3 minas, tad kopa ir nepiecieSamas vismaz 9 minas.

Iegiita pretruna ar pienémumu, ka t(10xn) =8. Tatad t(10xn) =09.

| | L 8 | [ |
42 zim. 43, zim. 44 zim.
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2.7 Taisnstiiris 6 X n
Meklesim mazako minu (iekrasojamo ratinu) skaitu, kads bloke taisnsttri 2 X 3. Katra

taisnsturt 2 X 3 iekrasojam tiesi vienu rutinu, sk. 45. zim.

m

i
B33
i
Hags

45. zZim.

Uzrakstisim minimala minu skaita virkni t(6 X n), jan = 1,2, ... ,9, 10, sk. 6. tabulas
3. rindu. Sada virkne ir pazistama (cita konteksta) Virknu enciklopédija ,,The On-line

Encyclopedia of Integer Sequences” [8] ar virknes numuru A000027

Kolonnu skaits 2134|567 |8|9]10

Maksimalais 2 X 3 skaits 2314|5678 9 110

Minimalais minu skaits 2/3/4|5|6|7 81011
6. tabula


https://oeis.org/A000027

Taisnsturim 6 Xn, kur n=2,3,4,5,6,7,8 minimalais minu skaits sakrit ar
maksimalo 2 X 3 skaitu. Nakamajam taisnstiirim 6 X 9 paradas jauns efekts — minimalais
minu skaits nesakrit ar maksimalo 2 X 3 taisnstru skaitu. Maksimalo 2 X 3 taisnsttiru skaits

ir mazaks, neka nepiecieSamais minimalo minu skaits.

Taisnstira 6 X n gadijuma biitu jamekl€ jauns minimala minu skaita pieradijuma
veids, jo tagad taisnstiiri 2 X 3 parklaj lielo taisnstiiri bez tukSumiem un neder skoléna

uzraditais risin@jums taisnstirim 5 X 8.
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NOBEIGUMS

P&tot un risinot uzdevumus par optimalo kasti un optimalo paral€lskaldni, tika iegiitas
izteiksmes, ar kuru palidzibu var aprékinat maksimalo tilpumu kastei, ka arT tika apskatiti dazi
risinajumi, ko pildot individualos praktiskos darbus ir piedavajusi studenti.

Maksimalo kastu tilpumus klasiskajos uzdevumos iegiist tad, ja x = %, kur a — kastes

malas garums, x — nogrieztas malas (standarta gadijuma — kvadrata ) malas garums.

Risinot uzdevumus par taisnstiira 2 X 3 blokéSanu, tika atrastas minimala skaita
virknes taisnstiriem m X n, jam = 2,3, 4.

Taisnstiiru blok&sanas uzdevumi ir pieméroti skolénu matematikas olimpiades. Sogad
Latvijas 45. atklataja matematikas olimpiadé tika piedavati Cetri $ada tipa uzdevumi par
taisnstira 2 X 3 blokésanu. Kopuma 9. klases skoléni uzdevumu par minimalo taisnstiirt
5 X 8 iekrasojamo riitinu skaitu ir risinajusi slikti, apméram 31% sanémusi vert§jumu — 0

punkti.
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