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В В Е Д Е Н И Е 

Историческими решениями ХНУ съезда КПСС предусмотрено 
создание и широкое внедрение в народное хозяйство новых 
конструкционных материалов. К таким материалам можно отнес­

ти, в частности, композитные материалы на основе полимерных 
связующих, обладающих разнообразными упруго­вязко­пластичес­

кими свойствами. При этом, очевидно, в первую очередь пред­

ставляет интерес поведение конструкционного материала в раз­

личных эксплуатационных условиях, в частности, при сложных 
видах яагружения. 

Поведение упруго­пластических материалов в напряженном 
состоянии изучается теорией пластичности, в которой к насто­

ящему времени определялись два различных подхода: феномено­

логический ( математический ) и физический. Наибольшие успе­

хи в теории пластичности на современном этапе ее развития 
связаны с феноменологическим подходом, в котором в зависимос­

ти от принятой связи между напряжениями и деформациями, мож­

но выделить следующие три направления: I) деформативные тео­

рии; 2) теории течения ( инкрементальные ) ; 3) статистичес­

кие теории пластичности. 
К статистическим теориям пластичности следует отнести 

теорию локальности деформаций, которая хорошо описывает упру­

го­пластические свойства материалов при сложном нагружении. 
В 1954 году в теории пластичности А.А. Ильюшиным / 14 / 

было введено понятие о постулате изотропии и о следе запаз­

дывания. 
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Постулат изотропии гласит: образ процесса деформирова­

ния инвариантен относительно вращения и отражения в пятимер­

ном пространстве деформаций. 
Свойство запаздывания состоит в следующем: отклонение 

вектора напряжений от касательной к траектории деформации 
зависит не от всей траектории деформации, а только от ее пос­

леднего участка Ь/ % называемого следом. Вывод о том, что на­

правление вектора напряжений в процессе деформирования после 
излома траектории деформаций асимптотически стремится к ка­

сательной этой траектории, впервые был сделан в 1932 г. в опы­

тах Е.Коэнемзера и В.Прагера / 60 / для случая, когда векто­

ры напряжения и деформации являются двумерными. Однако авто­

ры не обратили внимания на явление запаздывания как на неко­

торое общее свойство пластических материалов. А.А.Ильюшин 
/ 14 / отметил, что свойство запаздывания характерно для всех 
пластических материалов, и что дайна следа запаздывания явля­

ется существенной характеристикой материала. 
Справедливость закона запаздывания для материалов под­

тверждена в исследованиях В.С.Ленского / 34 ­ 37 / , Л.С.Андре­

ева / I / , Й.М.Коровина / 28 / , Р.А.Васина / 3 / и др. Экспе­

риментальные результаты, полученные СА.Епсуфьевым / 6 / и 
О.А.Шишмаревым / 59 / , показывают, что длина следа запаздыва­

ния в общем случае зависит от траектории деформирования. 
Целый класс полимерных материалов в отличие от металлов 

вообще не имеет выраженного предела упругости,и нелинейные 
или остаточные ( пластические ) деформации, наряду с упруги­

ми, проявляются с самого начала нагружения. Связь между тен­

зорами деформаций 6 &• и напряжений 6^ для таких материалов мо­
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жег быть аппрокс ваш соотношением: 

( I ) 

где о$1<и>...оР- тензор податливости. 
Целью диссертации является проверка справедливости пос­

тулата изотропии и гипотезы следа запаздывания для нелиней­

ных полимерных материалов типа ( I ) при сложном нагружении 

го нагружения бесконечно много, и практически исследовать 
все их виды ­ задача нереальная, поэтому в настоящей работе 
рассматривались лишь наиболее характерные часто встречающи­

еся в практике ( в частности, представляющие интерес в зада­

чах устойчивости ) виды сложного нагружения. 
диссертация состоит из введения, четырех глав, заключе­

ния и списка литературы. 
В первой главе дается обзор современных феноменологичес­

ких теорий пластичности, сопоставляются разные законы связи 
между тензором напряжений и тензором деформаций. 

Во второй главе устанавливается связь между тензором 
напряжений и тензором деформаций при помощи теории локаль­

ности деформаций в случае, когда на локальной площадке коор­

динатные оси в вспомогательной системе координат не совпада­

ют с направлением результирующего касательного напряжения. 
В третьей главе рассматриваются частные виды сложного 

нагружения: совместное действие растяжения и сжатия, после­

довательное двухосное растяжение, растяжение с последующей 
разгрузкой и поперечным растяжением ( сжатием ) при степенях 

с точки зрения теории локальности дефОЕ • Путей сложно­
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нелинейности ^ в 3 и ^ = 5. 
В четвертой главе установлена связь между вектором на­

пряжения, вектором деформации и единичными векторами каса­

тельных к траекториям нагружения и деформации для частных 
видов сложного нагружения и при разных углах излома траек­

тории нагружения в зависимости от параметра нагружения. Под­

робнее рассмотрено отклонение вектора напряжения от касатель­

ной к траектории деформации, а также длина следа запаздыва­

ния. 
Приведенные в работе расчеты были осуществлены на элек­

тронно­вычислительной машине БЭСМ по программам, составлен­

ным автором на языке Алгол­60. 
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Г Л А В А I 
КРАТКИЙ ОБЗОР СОВРЕМЕННЫ! ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИХ ТЕОРИЙ 

ПЛАСТИЧНОСТИ. 

§ I . Основные направления в теории пластичности. 

Твердые тела являются упругими только при малых нагрузках. 
При воздействии более значительных сил тела испытывают неупру­

гие, пластические деформации, величина которых зависит от 
свойств рассматриваемых материалов и уровня внешних усилий. 
Связь между напряжениями и деформациями в пластической среде 
описывает теория пластичности. Она является частью механики 
твердых деформируемых тел. 

В теории пластичности основное место занимает вопрос уста­

новления законов пластического деформирования при сложном на­

пряженном состоянии в условиях сложного нагружения. 
Существующие в настоящее время теории пластичности можно 

подразделить на две основные группы: физические и математичес­

кие теории. 
Физические теории пластичности на основе экспериментальных 

данных о никросвоиствах материала ( отдельных зерен монокрис­

таллов ) описывают макроповедение данного материала. Трудность 
описания состоит в следующем. Во первых, свойства отдельно взя­

того монокристалла отличаются от свойств того же монокристал­

ла как составной части поликристаллического тела. Во вторых, 
экспериментальных данных о пластических свойствах монокристал­

лов пока имеется недостаточно. Физическая теория пластичности 
разрабатывалась в работах Г.Тейлора / 76 / , Дж.Бишопа и Р.Хил­

ла / 62 / , Дж.Хатчинсояа / 67 ­ 69 / , К.Хавнера / 66 / и Т.Ли­
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на / 72 и 
К математическим теориям пластичности относятся теории, 

в которых соотношения между напряжениями и деформациями ус­

танавливаются на феноменологической основе: полученные из 
экспериментальных данных макросвойства материала позволяют 
установить связь между тензорами напряжений и деформаций ж 
таким образом описать макроповедение упруго­пластического 
тела. Как уже отмечалось, в введении в математической теории 
пластичности имеются три главные направления. 

Анализ математических теорий пластичности проведен в 
обзорах / 5, 23, 25, 49 / . Далее рассмотрим основные положе­

ния математических теорий пластичности, а также работы, не 
охваченные в выше упомянутых обзорах. 

§ 2. Теории деФошапий. 

Деформационная теория пластичности представляет собой 
распространение на пластическое тело той связи между напря­

жениями и деформациями, которая устанавливается в нелинейной 
теории упругости. В основу деформационной теории положены 
следующие гипотезы: I) материал изотропен; 2) объемная дефор­

мация подчиняется только закону линейной упругости; 3) на ­

правляющие тензоры напряжений и деформаций совпадают, т.е . 

5^ * ё# С 1*2Л ) 

Начало деформационной теории заложили Г.Генки / 4 / и 
А.Надаи / 47, 74 / , которые установили следующие соотношения 
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между девиаторами напряжений и дефо; 

6.Ггв,е^ при сС^>о { 1 Л Л ) 

сЬ 5у - 2 в0 сСе^- при сСЗ/,<о 

где 5у , Су - девиаторн напряжений и деформаций; 
<30 $ — упругий и секущий модули сдвига; 

^ ­ второй инвариант девиатора напряжений. 
За критерий нагружения принимается условие с/Л,> 0. А. А. Илью­

шин / II / доказал, что зависимости ( 1.2.2 ) для случая не­

линейного упрочнения также пригодны, но только при простом, 
пропорциональном нагружении, т.е . показал существенное раз­

личие между простым и сложным нагружениями. 
Многочисленные экспериментальные данные и проверки теории 

Генки­Надаи способствовали дальнейшему развитию этой теории. 
В.Прагер / 50 / вместо пропорциональной зависимости между де­

виаторами напряжений и деформаций ( 1.2.2 ) ввел общую функ­

цию напряжений: 

ц -- г а , IV 1р ал)*• & ал н ц- ] < > 
где X т 5$ 5с,- , 4 -з \ 5/( 5,1, 

В частном случае, когда р * Х|#«0| Р ш получаем за­

кон ( 1.2.2 ) . 
Более широкое распространение и развитие деформационная 

теория получила в исследованиях А.А.Ильюшина ( теория малых 
упруго­пластических деформаций ) / II , 12, 16, 18, 19 / . 
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Л*А.Ильюшин доказал, что при простом нагружении матри­

цы тензоров напряжения и деформации связаны некоторыми ли­

нейными операторами: 

Шу./ ­ иКц-Я ( Х . 2 . 4 ) 

Согласно / 19 / . если в каждой точке тела происходит пропор­

циональный рост девиаторов напряжений или деформаций, то все 
возможные законы пластичности, построенные на основе зависи­

мости ( 1.2.4 ) , должны совпадать с законом Генки­Надаи. 
На основе ( 1.2.1 ) и учитывая, что 

связь между девиаторами напряжений и пластических деформаций 
выражается зависимостью: 

е ^ ^ 1 С с ( 1 . 2 . 5 ) 

г д е £ = (% и ) £ ­• ~г й 
Интенсивности деформаций и напряжений соответственно выража­

ются: 

& ­ ­г / Л - *«Л (г»-¿3^(^-6^ ^ С ­ С 1 . 2 . Е ) 

Тогда зависимость ( 1.2.5 ) принимает вид: 

е
р . , й к. <.. ( 1.2.8 ) 
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Соотношения между интенсивностями напряжений 6Ь и деформа­

ций 1с определяются экспериментально ( например, на одноос­

ном растяжении или кручении ) . 
При описании общих процессов сложного нагружения, когда 

компоненты девиатора напряжений не возрастают пропорциональ­

но одному параметру, соотношения теории деформации не пригод­

ны для всех путей сложного нагружения. 
Анализ определения путей сложного нагружения, для кото­

рых могут быть справедливы соотношения теории деформаций,про­

вели Б.Будянский / 63 / , В. Д. Кдюшников / 22 / . 
Отклонение вектора оЬ^- / 63 / от простого нагружения 

допустимо до такой величины угла р , при которой 

где 

Ес , с*­ секущий и касательный модули упругости соответ­

ственно. 

§ 3. Теория течения. 

Появились другие принципы построения соотношений между 
деформациями и напряжениями. Поиски привели к теории течения 
( дифференциальная теория пластичности ) . 

Г.Хандельмен, Т.Лив и В.Прагер / 65 / положили начало 
теории течения упрочняющегося тела. В основу этой теории по­

ложены следующие гипотезы: 
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1) материал изотропен; 
2) объемная деформация упругая; 
3) приращение девиатора деформаций определяется девиа­

тором напряжений и его приращением; зга связь линейна отно­

сительно приращений напряжений; 
4) критерием догрузки является условие <Ц>0\ 
5) полные приращения соответствующих деформаций склады­

ваются из приращений составляющих упругой и пластической де­

формации. 
Из упомянутых предположений следует* что 

сЬе^ = Же* + Же* ( 1.зл ) 

<1г^- = сЦ, при ^ > 0 

а 6¿; является функцией напряжений и предыстории деформи­
я 

рования, но не зависит от приращений напряжений. 
Е.Мелан / 73 / функцию бу выразил в следующем виде: 

б , ^ <1 .з .2 > 

где ^ ­ функция, определяющая пластический потенциал; 
1у ­ функция упрочнения, которая зависит от истории 

деформирования и характеризует уровень достигнутого упрочне­

ния. 
При сЬУъ^ 0 происходит только изменение упругих деформа­
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ций, т.е. 

= ( 1 - з л ' > 
В наиболее общей форме функция напряжений и предыстории де­

формирования 6^ имеет вид: 

<% > р (1,1") 5с] + а и, - Ш ( 1 . з . з ) 

Если предполагать, что X мело влияет на деформацию, то 
является функцией только от ^ : 

6 -̂ = р (У*)5у (1.з .4 ) 

В дальнейших исследованиях в теории течения были приня­

ты дополнительные предположения / 75 / : 
1) единственность в малом, т.е. малым приращениям напря­

жений соответствуют конечные приращения деформаций; 
2) регулярность поверхности нагружения, т.е . в каждой 

точке на поверхности имеется только одна внешняя нормаль; 
3) непрерывность изменения поверхности в процессе плас­

тического деформирования; 
4) необратимость, согласно которой работа напряжений на 

изменение пластических деформаций всегда положительна. 
Дополнительные условия позволяют определить приращения 

пластических деформаций в виде: 

Э6^ эб^ 
( 1.3.5 ) 
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если / , /Л?<, О 

( 1.3.6 ) 

Принимая как частный случай получаем 
соотношение ( 1.3*2 ) . 

В.Т.Койтером / 29 / предложено обобщение закона течения 
для случая ( 1.3.5 ) , когда поверхность текучести или поверх­

ность нагружения имеют сингулярные точки. Неопределенность 
в сингулярной точке устраняется путем аппроксимации поверх­

ности в сингулярной точке несколькими или бесконечно многи­

ми поверхностями (6а) , где "У Ш I , 2, 3 . . . , ^. В та­

ком случае пластическая деформация получается как сумма от­

дельных приращений: 

где ( 1.3.7 ) 

Теория В.Т.Коитера / 29 / широко применяется при плоских 
поверхностях нагружения. 

Сопоставляя деформационную теорию с теорией течения•сле­

дует» что при простом нагружении теория течения совпадает с 
теорией деформации. В этом случае экспериментальные данные 
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хорошо согласуются с обеими теориями. 
Сложное нагружение экспериментально изучено недостаточ­

но. Однако по имеющимся данным можно заметить, что резуль­

таты экспериментального изучения сложного нагружения лучше 
согласуются с теорией течения, чем с теорией деформации 

А. Новый подход к определению пластических деформаций 
использован в статистических теориях пластичности. 

Первой теорией такого вида была теория скольжения,пред­

ложенная С.Батдорфом и Б.Будянским / 61 / . 
В основу теории скольжения положены следующие предполо­

жения: 
1) каждый монокристалл обладает одной системой скольже­

ния; 
2) напряженное состояние в каждом кристалле везде одина­

ково и совпадает с напряженным состоянием агрегата в целом; 
3) пластический сдвиг £ Р в данной системе скольжения 

зависит от наибольшего касательного напряжения ^ и происхо­

дит только тогда, когда ^ превышает предел текучести систе­

мы при сдвиге Ч" 

/ 21, 46 / . 

§ 4. Статистические теории пластичности. 

если ( 1.4.1 ) 
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Характеристику материала Р (V) определяют из эксперимента и 
представляют ее в виде полинома: 

­ € л С г ( 1 . 4 . 2 ) 

Пластическая деформация в неподвижных координатных роях с' , 
/ , * , £ получается путем усреднения микродеформаций / 61 / . 

где Л ­ область изменения параметров о<, /3 • сГ , которые 
определяют положение системы скольжения. 

Теория скольжения была предложена как теория, отличающая­

ся от других теорий. Койтер / 21 / показал, что теория сколь­

жения представляет собой теорию течения с бесконечно многими 
гиперплоскостями в качестве поверхностей нагружения. П•Чика­

ла / 64 / на основе ( 1.4.2 ) определил мгновенный модуль 
сдвига, но экспериментальные исследования I 9, 21 / показали, 
что мгновенный модуль имеет расхождение с определенными на ос­

нове теории скольжения величинами. 
й.йосимура / 20 / установил, что характеристическая функ­

ция сдвига зависит от вида напряженного состояния и, следова­

тельно, одно из основных предположений теории неправдоподоб­

но. 
И.Кнетс / 26 / показал, что вывод Иосимуры ошибочен, так 

как аппроксимированные и экспериментальные кривые при растя­
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жении и при кручении не соответствуют друг другу. 

Б. В 1954 году Т.Лин / 39 / предложил другой вариант тео­

рии скольжения. Основные предположения этой теории: 
1 ) поликристаллический агрегат состоит из множества бес­

порядочно ориентированных монокристаллов} 
2) в каждом монокристалле существуют несколько систем 

скольжения; 
3) напряженное состояние агрегата равно усредненной вели­

чине напряженных состояний кристаллов; 
4) пластический сдвиг для каждого монокристалла и всего 

агрегата один. 
Приращения пластического сдвига на одной плоскости сколь­

жения 6у <Г Р зависят от приращений касательного напряжения 
на той же плоскости ш функции Р / , которая определяется 
из опыта на одноосное растяжение поликристаллического агрега­

та. Приращение пластической деформации определяется 
суммированием сЬ£ по всем плоскостям скольжения. 

Т.Лин / 39 / считает, что при ортогональном догружении 
модуль сдвига Ос совпадает с начальным модулем сдвига б, , 
но экспериментальные данные по определению модулей сдвига 
/ 9, 48» 55 / показали, что модуль бс оказался явно меньшим 
модуля (з<> • 

Теория Т.Лина математически сложнее теории Батдорфа­

Будянского. Поэтому теоретически решены только простейшие 
задачи деформирования / 40, 70 / . 
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Улучшенный вариант своей теории Т.Лив предлагал в / 71 А 
Основные предположения: 

1) каждый кристалл имеет 12 систем скольжения; 
2) упрочнение в одном кристалле вызывает упрочнение в 

других кристаллах; 
3) сдвиг определяется как функция величины скольжения 

и ориентации систем скольжения. 
Результаты, полученные по теории Т.Лина для некоторых 

программ нагружения, более соответствуют результатам экспе­

риментов, чем по теории течения или теории деформаций. 

В. Для решения задач сложного нагружения широкое приме­

нение имеет теория локальности деформации, предложенная А. 
Малмейстером / 42, 43, 45 / , целью которой является установ­

ление связи ( функция локальных деформаций ) между локальны­

ми напряжениями и деформациями в вспомогательной системе 
координат. При помощи функционала усреднения / 33 / из от­

дельных деформаций в вспомогательной системе координат полу­

чаем тензор деформаций в основных осях. 
А.К.Малмейстер развил свою теорию, опираясь на идеи H.H. 

Афанасьева / 2 / о статистической усталостной прочности ме­

таллов. 
Исходные предположения теории локальности деформации 

/ 42, 43 / следующие: 
1) в основной и вспомогательной системах координат дей­

ствует один и тот же тензор напряжений; 
2) деформации сдвига в вспомогательной системе коорди­

нат зависят только от касательных напряжений в этих же осях; 
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3) направление локального сдвига совпадает с вектором 
касательного напряжения L , действующего на этой плоскости; 

4) локальная пластическая деформация сдвига происходит 
тогда, когда касательное напряжение С превышает Ч ­ пре­

дел текучести материала ( для материалов с явно выраженным 
пределом текучести ) ; \ 

5 ) пластическая деформация определяется как статистичес­

ки средняя величина локальных пластических сдвигов при всех 
возможных положениях локальной плоскости скольжения; 

6) сдвиг в одной плоскости не вызывает упрочнения мате­

риала в другой; 
Пластическая деформация и напряжение связаны зависимос­

тью: 

где <^Р(61х ) ­ локальная пластическая деформация сдвига 
( функция локальности деформаций ) ; ­ весовая функция, 
преобразующая при помощи направляющих косинусов локальную 
деформацию из вспомогательной системы координат в основную 

• 

систему; 5* ­ площадь поверхности сферы текучести с радиусом 
Ь т £г ; 4 * область интегрирования, называемая зоной до­

гружения. 
Правильность теории локальности деформаций установлена 

во многих работах как при простом нагружении / 7 , 8 / , так 
и при различных видах сложного нагружения / 27, 31, 41,54 / . 
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Г, В данном обзоре в рассмотренных статистических тео­

риях пластичности основное внимание уделялось соотношениям, 
определяющим тензор деформации в зависимости от заданного 
тензора напряжений. 

Г.А.Тетере / 56 / сформулировал законы локальности в 
другой форме ­ определяется тензор напряжений в зависимости 
от заданного тензора деформаций. Суть его предложения в сле­

дующем. Рассмотрим напряжения в окрестности некоторой точки 
тела. Как обычно, введем две системы декартовых координат ­

основную Хс{ с ж I , 2, 3 ) и вспомогательную^'(|3 ж 1,2,3 ) . 
Предположим, что изотропный в исходном состоянии материал 
деформирован по кусочно линейному закону в пространстве де­

формации. Зависимость между деформациями и напряжениями в 
основной системе координат определяется как средняя статисти­

ческая величина, полученная в результате усреднения локаль­

ных напряжений б^'. 
Построены три типа функционала усреднения: 

( 1.4.6 ) 

( 1.4.5 ) 

( 1.4.7 ) 

Подробнее проанализирована зависимость ( 1.4.6 )• Функ­

ция локальных напряжений сформулирована в вспомогательной 
системе координат при помощи величин инвариантных относитедь­
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но поворота вокруг оси 3 , Предполагается, что напряжениями, 
соответствующими неупругим деформациям, являются лишь полные 
напряжения сдвига в плоскости I* 2 ' , которые возникают толь­

ко от соответствующих им деформаций сдвига: 

4 ' ' ^ 4 b,'$'-)<A ( 1.4.8 ) 
Связь между £( г*) и f задается в виде полиминальной зависи­

мости: 

£(f) s Z Г ( 1.4.9 ) 

Г «А .Тетере предложил условие активного деформирования в 
следующем виде: 

X* > К СМ ( Г, fr ) ( I.4.I0 ) 

но так как полная деформация состоит из упругой и пластичес­

кой деформации, то при решении задач для сложного деформиро­

ванного состояния это учесть довольно трудно. 

Д. К статистическим теориям пластичности следует отнести 
также теорию М.Я.Леонова и Н.ЮДвайко / 38, 58 / , которая 
основана на модели линейной анизотропно упрочняющейся плоско­

пластической среды ( в которой при плоском напряженном состо­

янии деформация 6^ » 0 ) • 
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Основные предположения этой теории: 
1) плоская среда первоначально изотропна; 
2) объевшая деформация упруга ; 
3) деформации линейно упруги до тех пор, пока максималь­

ное касательное напряжение не превышает предела начального 
сопротивления пластического сдвига. 

Приращение сопротивления сдвигу определяется: 

cL5n FU) cCCÍ , ( I ­ 4 . I I ) 

где dCit ­ приращения деформации сдвига; & t ­ взаимно орто­

гональные направления, uf - угол образовавшихся между надрав­

лениями т, и ^ ( °~ ^ Х ) . F(uf) - функция угла иГ% харак­

теризующая чувствительность материала к деформационной анизо­

тропии. 
Приращение пластической деформации сдвига d^<Ct представля­

ется в виде: 

¿C-f(9,t)dLe (1.4Л2) 

где ­ интенсивность сдвига. 
Границы направлений 71 определяются предельными функция­

ми Ж, Ш и д G. \_-<А, (е)<<ь(Ц].и$ш. известном при­

ращении пластической деформации cLCt ( 1*4.12 ) ее компонен­

ты в осях координата ( о = I , 2 ) определяются по формулам 
преобразования тензора деформации при переходе от одной коор­

динатной системы к другой: 

http://i-4.ii
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Ряс. 1.4.1, Характерные величины для определения 
сопротивления сдвигу на произвольной 
площадки. 



-<*<(*) 

^ , I <р(в,'б)\5б*я(&* Фо)сОв с 1 .4.13) 

где 

Сопротивление сдвигу 4*, (&,£) в произвольном направлении 
( рис. 1.4.1 ) выражается формулой: 

( 1.4.4 ) 

где угол и? определяется следующим образом: 

> \ 1.4.15 ) 

Обобщение монотонной пластической деформации для прос­

транственного случая предложено на основе постулата изотропии 
А.А.Ильюшина. Необходимо и достаточно, чтобы при плоско плас­

тической деформации выполнялось условие 
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Г Л А В А I I 

СООТН 
РМЦИЙ 

РОМ 

§ I , Основные положения и зависимости. 

Рассмотрим деформации в окрестности некоторой точки тела; 
через которую проведем две системы декартовых координат. Ос* 
новная система X¿ (¿ = 1 , 2 , 3 ) закреплена неподвижно со 
средой, а вспомогательная система ( (Ь « 1 , 2 , 3 ) может 
занимать все возможные положения, относительно основной сис­

темы. Положение оси в' в пространстве относительно основной 
системы координат определяется следующими направляющими коси­

нусами ( рис. 2*1,1 ) 

где д и f ­ сферические координаты, меняющиеся в пределах 

Согласно теории локальности деформаций зависимость между 
напряжениями Я пластической деформацией в основной системе 
координат определяется как средняя статистическая величина, 
полученная в результате усреднения локальных деформаций 4*^' 

( <*,(Ь ш I , 2, 3 ) 
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В общей случае деформация £ £ : зависит от всех компонент 
локальных деформаций С^,^ > любого положения вспомогательной 
системы координат 

* £3'/ ¿03%; * йф * г& ( 2 Л Л 8 ) 

Придавая оси з' всевозможные положения, находим, что 
она поочередно примет и те направления, которые занимали по­

очередно оси I* и 2* , следовательно выражение ( 2.1 ,2 ) за­

пишется в виде: 

1 * ( 2 ,1 ,3 ) 

где ¿3'^ ­ локальные пластические деформации, определяемые, 
исходя из компонент напряжений, действующих на локальной пло­

щадке, 
¿3'/$' представим бесконечным тензорным рядом / 24 / 

4 ) 

В работе / 24 / также показано, что для изотропного и 
несжимаемого в пластической области материала учитываются 
лишь сдвиговые напряжения %'/Ь' ( {Ъ = I , 2 ) . Локальную фун­
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кцию пластической деформации принимаем в виде / 57 / : 

Г ' - с ~ ( г л ъ ) 

где г° - степень нелинейности, определяемая при аппроксима­

ции опытной кривой деформирования, ь - 2* + I » 1« 2. . . ) 
Оы ­ компонента тензора локальной податливости ( 2*/ + 2 )­го 

ранга, устанавливающая связь между локальной сдвиговой дефор­

мацией и касательным напряжением 2" . 

^ ^ 7 ^ 7 < « л § ) 
а 6з'^' (р- 1ь) ­ локальные касательные напряжения, зависящие 
от заданного тензора напряжений { & » 1 2 , 3 ) в ос­

новной системе координат %с : 

&к1 4 У 4 / ( 2.1.7 ) 

При совмещении оси I* с направлением полного касательного на­

пряжения V на локальной площадке, как это сделал А.Ф.Кре­

герс в работе / 32 / , имеем $ у • 0 ж, следовательно, 4з1/' я £ 

§ 2. Соотношения линейной УПРУГОСТИ. 

Бели компоненты локальных деформаций 13>р' ( 2.1.4 ) во 
всех вспомогательных системах координат определяются законом 
Гуна, то выражение ( 2.1.3 ) определяет закон Гуна в основной 
системе координат. 
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Исходя яз выражения ( 2.1*4 ) , определяем бур1 : 

- (О^ууу - &ууу/»)6уу -I- За3у/у 6% У ( 2.2*1 ) 

¿3'/ г 2, <ьу/У/'&г ) буу* &сь&з%'&&'; 

Подставляя значения компонент локальных деформаций 
( 2*1*4 ) я локальных касательных напряжений ( 2.1*7 ) в 
выражение ( 2*1*3 )* получаем: 

бй1 - (СЬз'эУз' - 0#УГг) Т % &*'$У £*1у4ьус&* 

+ Эауууг &г Ьу$у оЬ+ 

+ 1туЬу (1*$*' 1- 1бг'1/у)]Ж 

Учитывая, что 

т Л 1&у £/у ей -• / 4 ' ; 

проямым интегрированием ( 2*2*2 ) получаем: 

+ Зсь'у/'/'бу • + <**/у/ « ( 2#2*3 ) 

Х ±Я4г Г (ил* с»* & * ЬуЬуьж/+ 
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Ьу$у +1*ъ'*/з'£**'к*')(1% ж, 

где ­ угод поворота вокруг оси 3. 

После дальнейших преобразований выражение ( 2.2.3 ) перепи­

шется в виде: 

- ^Оу/зГ 6у + Оуу/У 
( 2.2.4 ) 

¿¿1 Ъб1р <• зазэ'/у Ц> = [Яоэ'/'У/ *Зязъ'/'/') 

Определяя , получаем обычную форму записи закона 
Гука 



( 2.2.5 ) 

Введя технические обозначения,получаем: 

tu s -э&< вууъ'У , -ввуууу = ~Е j 

б<ъ - 4 % Qá/'Э'У , з~#У/'У/ ; 

§ 3, Определение тензора деФодаапяй пш сложном 
нагружено. 

Предположим, что изотропный н однородный в исходном 
состоянии несжимаемый пластический материал подвергается 
сложному нагружению ОАВ по кусочно линейному закону, состоя­

щему из двух этапов ( рис. 2.3.1 ) . При простом пропорциональ­

ном нагружении касательное напряжение ^ свое направление 
на локальной площадке не меняет, т.е. растет в одном и 
том же направлении. При сложном нагружении на втором этапе 
натружения АВ отличается от £ как величиной, так и на­

правлением ( рис. 2.3.2 )• 
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Пластические деформации на втором этапе нагружения опре­

деляются соотношением: 

( 2 .3 .1 ) 

где первый член вырождает пластическую деформацию, достигну­

тую на первом этапе нагружения, являющуюся постоянной величи­

ной для второго этапа нагружения, а второй член определяет 
приросты пластических деформаций на втором этапе. 

Предположим, что вектор приращения пластической деформа­

ции на локальной площадке совпадает с направлением пол­

ного касательного напряжения % на втором этапе нагружения 
( рис. 2 .3 .2 ) • Тогда локальные сдвиговые компоненты деформа­

ций на первом этапе нагружения выражаются следующим образом: 

( 2 .3 .2 ) 

Приращения компонент пластической деформации на втором этапе 
определяются соотношениями: 

где 
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Полное приращение касательного напряжения на локальной пло­

щадке выражается: 

\Г~у^ Г /~ 3/ ( 2.3 .4 ) 

Используя соотношения ( 2.1*6 ) ж ( 2.3 .4 ) , перепишем локаль­

ные сдвиговые компоненты деформаций ж их приращения в следу­

шем виде: ^ . . вы 
¿3'/* (ЧГ* * 

Суммируя по воем локальным площадкам на втором этапе на­

гружения вновь появлившиеся пластические деформации, получа­

ем полное приращение пластических деформаций в основное сис­

( 2 .3 .6 ) 

теме координат 

Л**­ - Х Я * * *>I "и

(%А&) * 
^ * 6 ( 2.3.7 ) 

X 



Рис. 2.2.2. Векторы напряжения £ и деформации !*Р 

на локальной площадке. 
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где 5* ­ область интегрирования, называемая зоной догруже­

ния, образующаяся на единичной сфере текучести, при пересе­

чении с поверхностью касательных напряжений ( 4 = 2 при (Ь « 
= 1 2 « I ПРИ ( 3 = 2 ) . 

Пределы интегрирования на сфере определяются из ус­

ловия догрузки, а под бэр*, и Й/0> (/3 « I , 2 ) подразуме­

вается интервал траектории V в «очках, где удовлетворяет­

ся данное условие догрузки. 
На основе соотношений ( 2.3.1 )• ( 2.3.6 ) и ( 2.3.7 ) 

полная пластическая деформация в конце второго этапа нагру­

кения выражается зависимостями / 54 / : 
при ^ = 3 

• + 1м1$УШЩск . ( 2.3.8 ) 
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( 2.3.9 ) 

Уравнения ( 2,3,8 ) ж ( 2,3.9 ) в дальнейшем использова­

ны в главе XII для нахождения пластических деформаций для 
конкретных путей нагружения. 

В теории локальности деформаций для материала без выра­

женного предела текучести применяются следующие три вариан­

та догрузки / 32, 44 / , 

где ­ текущее значение касательного напряжении, 4*< ­ на­

ибольшее предыдущее значение касательного напряжения. 
ял 

Если условие ( 2.4.1 ) удовлетворяется, чол^' * 0. 
Условие ( I ) требует» чтобы касательные напряжения второго 
этапа превышали наибольшие касательные напряжения первого 
этапа нагружения и предполагает изотропность упрочнении по 

§ КШТЕШИ ДОГТДГЗКИ. 

2) tu d£t >°) ( 2.4Л ) 
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локальной площадке* Условие ( 2 ) сопоставляет текущее 
значение касательного напряжения с бесконечно малым его 
приращением. Условие ( 3 ) учитывает как наибольшее значе­

ние касательного напряжения за всю историю нагружения, так 
и изменения направления вектора касательного напряжения по 
локальной площадке во время сложного нагружения ( рне.2.4.1). 
Недостатком упомянутых критериев является то, что не учиты­

работе / 30 /• в которой А.Ф.Крегерс рассматривает деформи­

рование материала с выраженным пределом текучести. 
По условию ( 3 ) при простом нагружении на локальной 

площадке создается зона упрочнения материала ( круг с ради­

усом % 2 ) , которая сохраняется и влияет на последую­

щие нагружения после • Внутри зоны упрочнении измене­

ние напряжении не вызывает дополнительных пластических де­

формаций. 
На локальной площадке сдвиговые напряжения одного на­

правления не вызывают упрочнения в перпендикулярном к себе 
направлении, т.е . прирост пластических деформаций наблюда­

ется сразу после приложения касательного напряжения перпен­

дикулярно к данному. 
Для дальнейших исследований принимаем критерий ( 3 ) , 

который после преобразований запишется в виде: 

ваетоя эффект Б ?ера. Эффект Баушингера учитывается в 

( 2.4.2 ) 



Pic. 2 . 3 . 1 . Теоретические кривые деформирования при 
одноосном растяжении-сжатии ( учитывая 
разные критерии догрузки 2.3.1 ) . 
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Г Л А В А III 

ЧАС: ВИДЫ ПЛАСТИЧЕСКОГО j РМИРОВАНИЯ ПРИ 
СЛОЖНОМ НАГРУЖЕНИИ 

§ I . Основше положения ж зависимости в 
пятимерном пространстве. 

Для расчета напряжений и деформаций в окрсетности неко­

торой точки изотропного и однородного в исходном состоянии 
несжимаемого пластического материала используется специаль­

ный математический аппарат, предложенный А. А •Ильюшиным / 10. 
13, 14, 15, 17 /• 

Сложное напряженное состояние определяется девиатором 
напряжений 3/с£ 

Пластические деформации характеризуются девиатором дефор­

Здесь и далее SKL обозначает символ Кронекера 

( ЗЛ.1 ) 

маций Сл-

где 

( 3.1.2 ) 
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Так как левиаторные компоненты связаны линейными соотноше­

ниями ¿1 5^ о , Е. е~ = о , то можно ввести 5 неза­

висимых величин и Я, ( ^ = 1,2,.. . ,5 ) , которые 
рассматриваются как компоненты векторов Э в пятимер­

ном векторном пространстве. 
Обозначим через <х,у- ( «*/ =1,2,3 ) компоненты девиато­

ра напряжений ^ с ( деформаций ) и через чХ»^ ( ̂  = 
= 1,2, . . . 5 ) компоненты вектора напряжения 5^ ( деформа­

ций 
Хь/ и связаны соотношениями: 

где Р ­ любое число, одинаковое для всех векторов напря­

жения и деформаций; изменение параметра (5 приводит к 
вращению X в плоскости координатных векторов 
Принимая: 
I) ($* О 

( 3.1.3а ) 
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2 ) fl'i 

. Jf,. I * ) / JC„ ­ I? • ( З Л ' М } 

В общем случае нагружевжя в пятимерном пространстве имеем 
траекторию нагрухения, которую описывает конец вектора 5 , 
и траекторию деформаций, которую описывает конец вектора Э . 
Рассмотрим двумерный случай. Элементы дуг этих траекторий со­

ответственно с/л и : 

t —. ( 3.1.4 ) 

Модули векторов в и j о точностью до числового множителя 
являются соответственно результирующим касательным напряже­

нием ( интенсивностью напряжения ) и сдвигом ( интенсивностью 
деформации ) : 

1Э\: г, ( з л ' 5 5 

Частный случай плоского напряженного состояния в теле, 
когда векторы б * + 5^ сл я 9 * 9, с4 + Эл £ являются 
двумерными {с, , ^ ­ единичные векторы прямоугольных осей 
координат ) , показан на рис. 3.1.1. 

Основными независимыми геометрическими характеристиками 
траекторий нагружения и деформаций являются элементы дут тра­

екторий ( я& , 4* ) и кривизна 
* - X . ^ 1 / 



Рис. 3 . 1 . I . Траектории дефор 
нагружения 

i 



Если за независимую переменную принять параметр нагружения 
( абсолютную величину отношения напряжения второго этапа к 
достигнутому напряжению в конце первого этапа нагружения ) , 

±_ 

ft 

d%9, djk, _ ufjh d\_ 
c/*» d* dK of*1-

do* * I 
( 3.1.7 ) 

§ 2, Совместное действие растяжения и 
сжатия^ 

Исследуем плоское напряженное состояние в случае, когда 
на обоих этапах нагружения совместно действуют как сжимающие 
напряжения ­ &и , так и растягивающие напряжения &л / 51 /• 
( рис* 3.2.1 ) . Рассматриваемые пути нагружения характеризу­

ются параметрами К , Ки , К , и ^ , которые опреде­

ляются в зависимости от угла излома £ ж 180° •* 0 ~ Л 
( f ~ угол между векторами напряжения первого и второго эта­

па нагружения в плоскости ­ С, ^ , который принимается по­

ложительным при отсчете против часовой стрелки ) . 
В общем случае: 



44 

где л> • Kfj- 00 fat для каждой история нагружения; 

F T * > 

( Здесь и в дальнейшем индекс I относится к расчету по тео­

рии локальности деформаций, а индекс XI ­ по теории 
упруго­пластических деформаций ) . 

где ^ « I , j'm 2 Ш1Л (f>0° Ф Й о Ш 2 и / w Хтщ <Г<0°-

Для степеней нелинейности • 3 и ^ * 5 исследованы пути 
сложного нагружения со следующими значениями параметров Л 
и Кг, при ­ I80°< f < 180°: 

Всего рассмотрено 20 случаев сложного нагружения, 
Определим условие догрузки, исходя из ( 2.4.2 )• Локаль­

ные касательные напряжения §¡6' ( ft « I , 2 ) , зависящие от 
заданного тензора напряжений 6** ( А » I , 2 ) , равны: 

После преобразования ( 2.3.2 ) имеем: 
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где к - абсолютная величина отношения напряжения второго 
этапа к достигнутому в конце первого этапа нагружения. 

Как видно, условие ( 3.2.1 ) для данных путей нагруже­

ния удовлетворяется при любом значении к , поскольку Х 
всегда больше 0, т.е. пластические деформации будут нарас­

тать при всех значениях напряжений второго этапа нагружения. 
После интегрирования компоненты локальной деформации 

?з'(ь' согласно зависимостей ( 2.3.8 ) и ( 2.3.9 ) соответст­

венно, и дальнейших преобразований ( 3.1.3 ) и ( 3.1,3а ) 
получаем следующие выражения компонент вектора пластической 
деформации Э1Э/; Эь) в пятимерном пространстве. 

Для степени нелинейности ^ = 3: 

Лл») * С*, (- 3­ \ 4 
3** + 

Х/ ( 3 К*, ~ 3 К, к. 

( 3.2.2 ) 
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/¿7// 

+ Г / / 0 ^ г
 + _//Шу /^5 1*3 Лу* ¿ 3 /О. _ ^3 + 

41 £*м* ЗЛъ £ " Л/г/ г /Г/Г 

^ > " V 7 " V ^ 7 ^ ' ~ 'Ч/ * ­

л ц ш 3 

О/о - - / ( рЩ 1,2,3 ) 

Для степени нелинейности И/ ж 5: 

" ' 0 * ¿4* ^ / 



T Л­/А­Д, ­ * R * 4 * ) te, (- «ж* - ŠO*,**,*- /О*4 Щ j> 

3 ff a гr /& t .üf * ML. +Jļ-V ) + r / w 

33 Ш£ + 92 - <ъч9*< + ±ï£ - L 
I T " я** Щ ^ v "b'r 

c f W¿* _ 9g£¿_ + 99 , ¿3*i 

¿?*t* f JjT _ ¿TOS, I r / №, 3 . У̂УА * t 

4 ¿I**, Хлч /СЛ* ~K¿* X* J 

( 3.¡é 

*q¡**b+ ¥*/>+ %*J+ C y г-яь'+ъ*/-



49 ­

где % л
 гооь Оьг-гУ 

^ (/+>п,)Р-/ ( « 1,2,3,4.5 ) 

При простои ( лучеобразном ) нагруженни пластического 
материала или при нагруженни нелинейно упругого материала 
по любому пути нагружения до той же точки в плоскости нагру­

женни ­ &ц . &м ( рис, 3,2,1 ) имеем следующие выражения 
для компонент вектора для ^ = 3: 

( 3,2.4 ) 

для ^ я 5 

э ^ ^ Г ^ Ч ' * ¥ Ф ^ Л ? * Ч ( 3 ' 2 * 5 } 

Разница между модулями деформаций ( 3.1.5 ) при простом и 
сложном нагруженни ( рассмотрен случай, когда угол излома 
8 Ш 90° ) Л/э­/­/^­/^ показывает, что Л1$1 постепенно 

растет с увеличением напряжения второго этапа нагружения, 
а относительное отношение модулей А - 1э1у> достигнув 

максимума при » I ( Я~ 1,49$ ) для ^ = 3 и при ^ «0,5 



( Яш 0,89$ ) для V Ш 5, асимптотически стремятся к нулю 
( рис. 3,2,2 ) . 

Согласно теории малых упруго­пластических деформаций 

Т Ж 5кс С 3.2,6 ) 
/А 

где и ^ ­ девиаторы деформаций и напряжений соответст­

венно / . , 

3*** Д ( 3.2.7 ) 

Интенсивность пластической деформации задаем как функцию от 
интенсивности напряжений: 

1с * Вы € * ( 3.2 .8 ) 

Если материал следует закону обобщенных напряжений и дефор­

маций, то, как показано в работе / 7 /• 
(?) 

4 « 0,0254 4,'/... з'/У 

^ ­ » 0,00533 ау/... & 
Интенсивность напряжений ( 1.2,7 ) после преобразований имеет 
вид: 
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Так как закон несжимаемости остается в силе. т .е . объемная 
деформация предполагается упругой, то : г у ж выра­

жение ( 3,2.6 ) преобразуется следупцим образом: 

У ' А ^ ^ ' ( 3.2.10 ) 

Преобразуя полученные значения тензора полной пластичес­

кой деформации «&< , по формулам ( 3,1,3 ) и ( 3,1.3а ) 
получаем значения компонент вектора деформаций: 

ЛУ Ш 3 

ДЛИ " V = 5 

Численные значения модулей векторов деформаций по тео­

рии локальности деформаций ( при сложном и простом нагру­

жении ) и по теории малых упруго­пластических деформаций 
при ^ « 0, 4 ш ^ и ^ » 5 представлены в таблице 
3,2.1* 
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Таблица 3.2Л 

! 

0 4,899 4,899 4,901 
0.1 6,386 6,395 6,361 
0,2 8,51 8,545 8,391 
0,3 11,473 11,549 11,164 
0,5 20,924 21,112 19,855 
1.0 82,597 83,156 76,396 
2,0 674,155 675,595 635,35 
3,0 3102,9 3105,3 2986,3 

гдеД?/^ , /д/х , /р/? ­ модули векторов деформаций по 

теории локальности деформаций при сложном и простом натру­

жении и по теории малых упруго­пластических деформаций соот­

ветственно. 
Значения компонент вектора напряжений ( 3.1.3 ) 

и ( 3.1.3а ) в зависимости от заданного параметра нагружения^ 
и напряженного состояния в плоскости напряжения ­ ^ 
запишутся в виде: 

5л,-Щ- (а**0 < 3.2.13 ) 
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Траектории деформации и нагружения при степени нелиней­

ности ^ в З ц , а 0, А; = ^ представлены на рис.3.2,3. 
Численные результаты компонент векторов 9 и 5 по 

теории локальности деформации при 3, К1 - —- % = 
= {д даны в таблице 3.2.2. 

Рис.3.2.2. диаграмма различия между \Э\ при простом и слож­

ном нагружении ( растяжение с последующим сжати­

ем ) . Кривые (А/ И й (К) построены при 
^з=1 для V аЗ и * I для 
м 5. 
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Рис.3.2.3. Траектории нагружения и деформации— 
по теории локальности деформаций, — • — по 
теории малых упруго­пластических деформаций 
при растяжении с последующим сжатием в попе­

речном направлении. Кривые построены при 
А 3» I , ^ = I , ^ в 3. 



ТаОлжца 3.2.2 

X к 
! 
Í 5 ' 

I ^3/ ļ (51 9 4 Cñ 
Pi «у 

! Я, с . ! I / 
J л 1*1 1

 R 

О 0,577 ­0,880 0.707 1,129 ­5,042 
­5,042 

4.053 
4,053 

6,469 
6,469 

0 0 

0,05 0,646 ­0,905 0,752 1,247 ­6,892 
­6,961 

5,349 
5,260 

8.724 
8,725 0.001 (Сою 

ОД 0,719 ­1,134 0,805 1,391 ­9.721 
­9,880 

7,231 
7,020 

12,116 
12,120 0,004 0,034 

U.I5 0,796 ­1,306 0,571 I.57I ­14,224 
­14,501 

10,072 
9,688 

17,429 
17,440 О.ОИ 0,063 х 

0,2 0,879 ­1.524 0.597 1,799 ­21,753 
­22,195 

14,577 
13,940 

26,186 
26,209 0,023 

сл 
0,089 i 

0,25 0,961 ­1,807 1,067 2,099 ­35,160 
­35,837 

22,184 
21.157 

41,573 
41,617 0.043 0,105 

0,3 1,061 ­2,194 1,217 2,509 ­61,096 
­62,137 

36.132 
34.450 

70,981 
71,058 0.077 0,108 

0,35 1,162 ­2,751 1.433 3,101 ­117,353 
­118,999 

64.794 
62,000 

134,052 
134,183 0,131 0,097 

0,4 1,271 ­3,620 1,770 4,030 ­261.718 
­264,512 

134,433 
129.359 

294,225 
294,449 0,224 0,075 

0,45 1,388 ­5,173 2,373 5,691 ­748,494 
­753,936 

356,533 
345,839 

829,072 
829.472 0.401 0,048 

0.5 1,514 ­8,753 3,754 9,506 ­3537,006 
­3551,426 

1557,761 
1526,691 

3864,845 
3865,67 0,825 0,021 

0,55 1,651 ­25,312 10,187 27,285 ­84689,98 
­84799,52 

34390,68 
34127,32 

91406,3 
91409,15 2.849 0,003 
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§ 3. Последовательное двухосное растяжение 

Одним из наиболее характерных процессов сложного нагруже­

ния является последовательное двухосное растяжение / 52/. Схе 
ма пути нагружения показана на рис. 3.3.1. 

В 

6« 

Рис.3.3.1. Последовательное двухосное растяжение 
путь сложного нагружения 
путь простого нагружения. 

На первом этапе действует только растягивающее напряжение 
в продольном направлении, возрастающее от 0 до 6%ь*.= сон^г 
На втором этапе нагружения при 61^- начинает возрастать 
растягивающее напряжение 6и в поперечном направлении. 

Локальные касательные напряжения равны: 

( (Ь ­ I , 2 ) 
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После преобразования условия догрузки ( 2.4.2 ) имеем: 

Я/ 

X* ^ ) > - % г . - с**Г ( з.зл ) 

В пределах одного квадранта изменение угла У в зависимос­

ти от заданного параметра нагрухения к, определяется нера­

венством & , где ^--олос&з№ и О ^ # - ~% . 
При К> I догрузка происходит по всей сфере и V не меня­

ется ( Щ Ш 0 ) . Пределы интегрирования в выражениях 
( 2.3.8 ) и ( 2.3.9 ) по сфере ^ равны: 

После интегрирования выражений ( 2.3.8 ) для ­тг = 3 и 
( 2.3.9 ) для ^ = 5 и преобразования полученных компонент 
тензора полной пластической деформации по формулам ( 3.1.3 ) 
и ( 3.1.3а ) получаем следующие выражения для вектора дефор­

маций 3{ Э,, За 

ДЛИ Л/ а 3 
при Л < I 

( 3.3.2 ) 



при / с ^ I 

ДЛЯ hj ss 5 
при К < I 

Jjj-irĶLir* - я к -* Т* -*¥ * + 

f ЦЩ. , J (_ 33 У 3 Ц * 4Wfi 

•* ir ¥К-К> -7ГГА + 

¿I*££ * 11 
при * ¿ I 
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тс 
где коэффициента 

ц (г) з 
Нш и ? ь*** 

А 5 * ТбоУ 

Если нагружаем пластический материал по лучеобразному пути 
( простое нагружение ) или нелинейно­упругий материал по 
любому пути нагружения до той же самой точки напряженного 
состояния в плоскости , 61^ , которая характеризуется 
параметром нагружения К и , то деформации определя­

ются по зависимости простого нагружения: 
ДЛЯ *1/ Ш 3 

( 3*3.6 ) 

для п/ » 5 

5, ­­ ^ / V ­ <ил £ г ^ 2&ч// 

А ­­ # 4 1 ^ ( 3 ' З Л ' 
Рассматривая зависимость модуля деформации /^ / ( 3.1,5 ) 
от пути нагружения при одном и том же напряженном состоянии, 



находим, что 

Ф1= 1>1г-1эЦ ^° *** К<С 

> О при к > с 

> ^ при * > С 

где С­ • 1,298 при ы ш 5, С * 1,325 при /V • 3. Графически 
это представлено на рис. 3,3,2. Кривые пересекают ось < в 
точке * т & , 

Относительное отношение модулей ^ достигает минимума 
при К т 0,5 ( # * ­56.55$ для ^ » 3 и ^? » ­90,87$ для 
^ « 5 ) . Пересекая ось Л" , график Р{Ск) достигает макси­

мума /? ж 7,36$ при ^ * 2 и ^ ж 3» ^ • 3,66$ при £ » 1,5 
и ^ я 5, после чего асимптотически стремится к нулю. 

Выражения компонент вектора напряжений ^ ^Х, 5^$ при 
данном пути нагружения после преобразования ( 3.1.3 ) и 
( 3,1,3а ) принимает вид: 

4 ( * ' - < ) к * 
( 3.3.8 ) 

~д7 г Сопл! 

Траектории вектора деформаций Э и вектора напряжений *Г в 
пятимерном пространстве представлены на рис. 3*3,3. 
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Рис.3.3.2. Диаграмма различия между 1э1 при простом и 
сложном нагружении. Кривые Мд\(к) ж 
построены при А% «Удля ъ = 3 

А § = I для /V = 5 
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О 1 2 3 1* 

Рис. 3.3.3. Траектории нагружения — • и деформа­

ций ( сложное нагружение ) — ­ — 
( простое нагружение ) построены при 

* I» А3 * I . 
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§ 4 . Последовательно­лучеобразные ПУТИ нагруженжя. 

Рассмотрим сложное нагружение, путь которого в простран­

стве напряжений имеет последовательно­лучеобразный характер 
/ 53 / ( рис, 3.4.1 ) . 

Рис. 3.4Л. Путь нагруженжя в плоскости Х̂̂ *̂  

На первом этапе производится простое нагружение ( растя­

жение ) в продольном направлена, равномерно возрастающее 
от 0 до фиксированного из* е последующей полной разгрузкой 
на втором этапе, после чего на третьем этапе к образцу при­

лагается растяжение или сжатие ­б7у в поперечном на­

правлении, т.е . на третьем этапе нагруженжя начинаем испы­

тывать ненапряженный образец, обладающий определенной дефор­

мативной анизотропией, полученной на предыдущих этапах на­

груженжя. 
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I) Растяжение с последующей разгрузкой н растяжением. 
Локальные касательные напряжения равны: 

6# О 

Условие догрузки ( 2.4.2 ) для третьего этапа нагружения пос­

ле преобразования принимает вид: 

К>- -^—^ ( 3.4.1 ) 
/-

т.е . прирост пластической деформации произойдет при всех 
значениях напряжения третьего этапа нагружения ( 3 п 3 И 
&Ь » 0 ) . 

После интегрирования ( 2.3.8 ) И ( 2.3.9 ) И преобразова­

ния получаем следующие зависимости компонент вектораЭ[­Я, 

ДЛЯ <Ъ/ Ж 6 
I 
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А 

Л >-^р; С СЯ^ ( 3.4.5 ) 

Пределы интегрирования по сфере 5 для выражения ( 2.3.8 ) ж 
( 2.3.9 ) равны: 

. 4/ ( / * } / Ь ^ 

Компоненты вектора напрнженнн З^А, 4 } равны: 

^/-- / ? " Т к > Зл, = 0 ( 3.4.4 ) 

Траектории деформации выгружения показаны на рис. 3.4.2. 

2) Растяжение с последущей разгрузкой ж сжатием. 
Локальные касательные напряжения равны: 

Условие догрузки для данной задачи запишется в виде: 
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Проинтегрируй, получаем следующие зависимости для компонент 
вектора деформаций: 

для "о » з 

при Л < I 

При I догрузка происходит по всей сфере ( К = 0 ) , и 
соответствующие выражения компонент вектора деформаций прини­

мают следующий вид: 

( 3.4.7 ) 

для <Ъ/ ж 5 

при /г< I 
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O f 2 3 it 

ífraaseAldlCKl a пестреют um JL » ï 
ДУШ /н/ « З и « I дан ^ с б . 
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ПРИ I 

Э^/Г^(- Ч*г- Э* 4& ( 3.4.9 ) 
Допустим, что деформации расчитываются без учета зон разгруз­

ки. В таком случае получаем следующие выражения для Э, ж Эл : 

ДЛЯ т/ Т 3 

Э,-1$1ъШ-')) 3^4 Лу$, ( 3 . 4 . 1 9 ) 

для Л* ш 5 

3 • /ГА- (: Э* ^ ; С з . 4 . и ) 

Сравнение выражений ( 3.4.2 ) и ( 3.4.10 )• ( 3.4.3 ) и 
( 3.4.II ) показывает, что компоненты деформации Эь прм рас­

тяжении и сжатии на третьем этапе одинаковы. 
Кривые на рис. 3.4.3 показывают, что модуль деформации 

/Э/с с учетом сложного нагруженжя ( 3.4.6 ) , ( 3.4.7 ) , 
( 3.4.8 ) , ( 3.4.9 ) меньше модуля /?/у> , наеденного из 
( 3.4.10 ) , ( 3,4.11 >, т.е . 

л 1з1- 1эЬ-/Э^>0) / ? - ^ • /оо;0 >о 

Разница между модулями на третьем этапе нагружения 
постепенно растет с увеличением напряжения ­ 61, у и дости­
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raer максимума при Л • I , А1э1ш 0.8273 и R » 19.5$ в 
случае 3 и ¿ / 3 / ш 1.333 и ^ » 15,714* в случае 
к ш 5, после чего кривые приобретают 

убывающий характер. Траектории деформации и нагружения по­

казаны на рис. 3.4.2. 



1 

Рис.3.4.2. Траектории деформаций I , 2 и нагружения 3, 4 соответственно для растяжения 
с последующей разгрузкой и растяжением и для растяжения с последующей раз­

грузкой и сжатием. Кривые построены при А3 «= I и £г#« I, п/ • 3 

I 
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Г Л А В А 17 

ХАРАКТЕРНЫЕ УГЛЫ И ДЛИНА СЛШ ЗАПАЗДЫВАНИЯ В 
ПЯТИМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 

§ I . Основные положения ж зависимости. 

Связь между векторами Э{94) ж 5{ 5 У , 3^} и 
единичными векторами касательных траекторий нагружения 
^ {ж^} и деформации Т{7,? 7^} выражают так называемые 
характерные углы с* , р>, Г и У ( рис 3.1.1 ) . Рассмотржм 
частный случай, когда векторы 3 и 3 являются двумерными. 

°С ­ угол между вектором /V , касательным к траектории 
нагружения,я вектором деформации Э ; 

Р> * угол между вектором 7 , касательным к траектории 
деформации , и вектором напряжения ^ , который 
в процессе нагружения характеризует след запаздыва­

ния; 
Г7 ­ угол между векторами, касательными к траекториям 

нагружения и деформации; 
У* ­ угол между векторами напряжения и деформации. 
Компоненты единичных векторов касательных соответственно 

к траектории нагружения # £ К, ^ * ж ж траектории деформа­

ции Т "С 1ц Ь Ь выражаются соотношениями 

л/ . М. А/ • 

Ж Ыз ( 4.1.1 ) 
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где о1б • с/В ­ элементы дуги траектории нагружения и дефор­

мации, соответственно. Т и Л/ образуют пару ортогональных 
координат векторов, положения которых относительно положе­

ния их в некоторой точке кривой зависят только от внутренних 
геометрических свойств траектории. 

Упомянутые углы определяются как углы между двумя век­

торами и принимаются положительными при отсчете против ча­

совой стрелки: 

С#>(Ь 

'Л 

( 4.1.2 ) 

Из рис. 3.1.1. видно, что между углами ^ • /3 • <Г ж 
^ имеется следующая зависимость: 

о Л ­ ^ ( Г ^ ( 4 . 1 . 3 ) 

Свойство запаздывания / 14 / состоит в следующем: откло­

нение вектора напряжений ^ от касательной к траектории де­
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формации зависит не от всей траектории деформации, а только 
от ее последнего участка ^ , называемого следом ( рис.4.1,1). 

Для оценки следа запаздывания целесообразно ввести не­

который допуск на величину угла /О , который можно считать 
несущественным, чтобы принять, что векторы 3 и Т совпа­

дают. Условимся считать, что след запаздывания исчерпан,ког­

да (Ъ 4 1°, И.М.Коровин / 28 / считает, что векторы б ж 
Г совпадают, если 4 0,1, т.е. ^ 5°. 

Длина следа запаздывания в зависимости от параметра на­

гружения К выражается следующим соотношением: 
к* 

( 4.1.4 ) 

где ­ параметр нагружения Л при /3 ж 1°. 
Бели на длине следа К кривизна ( то в конце сле­

да вектор напряжений 5 совпадает с касательной 7 . 

§ 2. Влияние истощи нагружения на характерные 
углы и длину следа запаздывания. 

Характерные углы определяем для частных видов сложного 
нагружения: совместное действие растяжения и сжатия, после­

довательное двухосное растяжение, продольное растяжение с 
последующей разгрузкой и поперечным растяжением ( сжатием ) . 
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Компоненты векторов деформаций и напряжения упомянутых пу­

тей даны в главе I I . Для расчета характерных углов в зави­

симости от прироста °£ параметра нагружения К требует­

ся найти приращения компонент деформаций и напряжения. 

А. Совместное действие растяжения и сжатия. 

Схема путей нагружения представлена на рис.3.2Д. По 
теории локальности деформаций для степени нелинейности 

3 имеем: 

+ lkt(J+<*>)-K][-1**,* ~^zt3 J­
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Для 'Vs5 рассмотрен частный случай ­ продольное растяже­

ние с поперечным сжатием, т.е . Кл щ О, AV/ ­ ^ 

При простом лучеобразном нагруженжи ( ^/ = 5 ) 

( 4.2.3 ) 

По теории малых упруго­пластических деформаций ( ПУ = з ) 

Приращения компонент вектора напряжений запишутся в следую­

щем виде: 

d$i= ­ {ij%<SL-x [OV-hj)[~ W с/к; ( 4 2 5 ) 
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Подставляя полученные значения компонент вектора деформации 
ЭА . Эх, и вектора напряжений 54 , и их приращений в вы­

ражения ( 4.1.2 ) . получаем значения углов сх , ^ , г и / 
в зависимости от прироста <Х параметра нагружения /С • 

Численные значения угла от прироста X параметра 
нагружения * при угле излома <Г = 90° даны в таблице 4.2.1. 

Таблица 4.2.1 

• • Т 
X 

IV ш 3 I 
! IV ш 3 1 

\ыш Ъ (СЛ.И. ) 
/у* 5 (пр.и.) 

I 2 ! 3 1 4 5 

0 60° 60° 60° 60° 
о д 57°28' 55°17' 55052' 54°05* 
0,5 43°3* 40°53* 42°34* 38°43' 
I 36°19в 30° 33°13' 30° 

1.5 28°52* 23°25* 27°28' 24°55» 
2 23°43» 19°06» 23°21* 

2,5 20 0 3 . 20°15* I8 0 ЗI , 

3 17°20» 13°54» 17°50' 16°20' 
4 13°Э6» Ю°53* 14°19» 13°08» 

­5 11°1Р 8°57» 11°56' 10°58' 
6 9°29* У°36* Ю°12' 9°43' 
7 8°14» 6°35* 8°54« 8°Ы' 
8 7°16» 5°49» 7°54­ 7°16» 
9 6°31» 5°12» 7°5» 6°ЗР 



­ 78 ­

I 1 2 1 3 ! 4 ! 5 

10 5°54» 4°43* 6°25» 5°56' 
15 4 ° 3°12* 4°23» 4°02 ' 
20 3 ° Р 2°25* 3°19* 3°03* 
25 2°26» 1°57* 2°40 ' 2°28* 

Здесь ж в дальнейшем индекс I относится к расчету по теории 
локальности деформации, а индекс II ­ по теории малых упру­

го­пластических деформаций. 
Как видно из таблицы, при степени нелинейности ^ = 3: 

Ы£ (я). сСх (ос) при ^ « О 

с<Г (X) > с*£ (ос) при X > О 

При т 5 угол с<г^) больше при расчете с учетом сложного 
нагруження, а меньше ­ без учета сложного нагруженжя, т.е . 

О(т («О­ ^ТУ Ы ПРИ X г О 

о<Гг сое) >с/Ту, при X > О 

Угол /о , характеризующий след запаздывания, рассмотрим по­

дробнее. На рис. 4 .2 .1 представлена зависимость угла /3 от 
прироста параметра нагружения К для частного случая, когда 
угол излома сГ * 90° ( К» ш 0, ^ « ) . Расчитывая по тео­

рии локальности деформаций, при эс* лу­ о для ^ = 3 и л, = 
« 5 @ ш 16°6*. При степени нелинейности ^ = 5 кривая 
/̂ ^у пересекает ось * 1 в точке *г • 1,79, достигает мини­

мум /3 » ­0°45* и быстрее стремится к оси А> , чем при /И « 

* 3. 
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Исследуем выражение ( 4*2*3 ) , т.е. приращения деформа­

ции при простом лучеобразном нагружении, при определенных 
значениях параметра нагружения Кг . При #г • О А т 23°41* 
и кривая А Ьс£) очень быстро стремится к оси *1 , а при 

КГ =2 .5 ф ш 1°. 
Если характер действующих напряжений в обоих случаях 

одинаков, то для угла р имеем /Ь (*г) - (5 (*£) • 
Используя соотношение К$- 2* % + °*Т• которое наблюдает­

ся при ^ « 0 1 ^ ­ о ­ , находим связь между кг Ж % 
в общем виде при любом К< и Кь : 

­ ­ : ~~ • V 4,2*6 ; 

причем для рассмотренных значений параметра нагружения 
справедливо соотношение: 

/ Л>̂ь ***\ 6 °<й/1 • 
где /Ъф ­ фактический параметр нагружения по теории ма­

лых упруго­пластических деформаций при данном /3 . 
При одинаковых углах излома 'Л кривые 1(3(^)1 почти 

совпадают ­ максимальная абсолютная разница не превышает 
0°^0* меиду кривыми семейства//3/ ¿£/7 и 1°20* между кривы­

ми семейства //% Сх)) . Поэтому можно считать, что каждое 
из семейств кривых изображается одной кривой. Графическое 
изображение средней зависимости угла /3 от прироста 
при разных углах излома 1(Г1 представлено на рис. 4.2.2,где 

­ число рассмотренных путей нагружения при данном угле 
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30° Y 

20* 

Ю1 

p 
-

lue* 

^ 2 ± 

Рис. 4.2 Л , угла от параметра негружения к 
при Л а 0| С « о" ; I ­ по теории малых упруго­

пластических деформаций. 2,3,4 ­ по теории локаш 
ности деформаций, 2 ­ при ^ « 3, 3 при ^ » 5, 
4 при m 5 ( простое аагружеяие ) . 

/УЗ/ 

ю1 

* 

1 

S i •» 

метра нагружения * . 1*1 m I2d°(I); I35 e (2); I5CP(3); 
1в5°(4). ty* 4 (1,2,4); 6 (3). 
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Г • Как видно из рис. 4.2.2., чем больше абсолютная вели­

чина угла излома сГ , тем меньше угол \(̂ >\ и тем быстрее 
УЬ(х>)\ стремится к оси £ Для конкретных путей нагруже­

ния при степени нелинейности ы я 3 (х)\< ръСх.)] 
Кривые <<М , А Сое] , Р(эь) , убывая, стремятся к ну­

лю, тогда как % Сх] , достигнув максимума ( как видно из 
рис. 4.2.3 ) , тоже стремится к нулю, а Иг Сх) « 0. 

Если расчитать деформации для конкретных X как при 
простом лучеобразном нагруженни для степени нелинейности 
л» ш 3, то /с Сое) ш о для всех рассмотренных случаев, 

т.е. вектор деформации Э совпадает с вектором напряжения 
$ . Для степени нелинейности » 5 имеет следу­

ющий характер: достигнув максимума 2°26* при х * 0,4 
убывает и при ос­ » I # Сх) я 0. Потом %Ымедленно рас­

тет, достигает максимуму 2°26* при х » 3, ж медленно стре­

мится к оси X ( рис. 4,2.4 ) . По всей вероятности это мо­

жет быть объяснено влиянием третьего инварианта девиатора 
напряжений. При одинаковых углах излома /Л максимальная 
абсолютная разница между кривыми семейств /$#У/ не превыша­

ет 0°35*, поэтому считаем, что каждое из сеяейств кривых 
изображается одной кривой ( рис. 4,2.3 ) . 

Во всех рассмотренных случаях в силе остается основная 
зависимость между углами ( 4.1.3 ) ( как с индексом I , так 
и с индексом II ) : 

Численные результаты зависимости углов /<*/ * в 
точках излома от угла /<П представлены на рис. 4.2.5. При 



о 0,5 1.0 2.0 

Рис. 4.2.3. Средняя зависимость угла | ¥т | от прироста ос параметра нагружения к 
. ( п р и п , « 3 ) ; при к, = 5 %\4\т 90° ( I ) ; 120° ( 2 ) ; 

135° ( 3 ) ; 15(3° ( 4 ) ; 165° ( 5 ) ; ^ ­ 2 ( I ) ; 4 ( 2,3,5 ) ; 6 ( 4 ) . 
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Рис. 4.2.4. Зависимость угла/*—от <т^эс при простом нагру-

жении для степени нелинейности УЬ * 5 
путь сложного нагружения. 

1*1 

/50' 

901 

1 \ 

/ -'9 1 

Рис.4.2.5. Зависимость углов <л , # , < в̂ точках излома 
от угла излома /сГ/. 
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помощи этих графиков можно определить максимальные значе­

ния углов в точках излома при любом *Г , 
Приведенные на рис. 4.2.6 кривые, полученные по тео­

рии локальности деформаций ( а ) и по теории малых упруго­

пластических деформаций ( б ) ( при л­ = з ) , показывают 
влияние напряженного состояния первого этапа нагружения 
на характерные углы в начале второго этапа нагружения 
( при X - 0 ) , если на втором этапе характеристика напря­

женного состояния для всех КА одинакова, т.е. а̂ =фа̂  
( в данном случае А* • I ) . При простом лучеобразном на­

ГружеНИИ ( К< т К» т К « Г ш 0. Из рис. 
4.2.6 видно, что имеется зеркальное отражение углов ^(З.Р 
относительно биссектрисы первого квадранта. 

Для конкретных путей нагружения в точках излома ( при 
X = 0 ) имеем­­

<АТ (х) 4Ж (ос) ; (1? (х) <Д &) ; 

Таблица 4.2.2 

К* 

I 

О 

* 
I 

г?" 

7,769 
7,769 

7,769 
7,769 

Нг 
4 

17,856 
11,564 

6,266 
2,182 

т 
^2?+ 

5 

16,038 
16,038 

16,038 
16,038 

6 

141,336 
91,765 

49,922 
17,617 



I 1 2 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6 
0 

"з~ 0,273 1,272 0,469 10,262 

0 
а* 
3 

I 
I 

0*693 
0,693 

3.4П 
0,115 

0,834 
0,834 

27,165 
1,281 

0 
Д . 
3 

1,186 
1,186 

6,741 
1,25 

1,427 
1,427 

53,492 
10,247 

I 
I 

3 

1,186 
0,843 

0,124 
0,124 

1,427 
0,701 

1,371 
1,371 

(3 
3 0,843 1,25 0,701 10,237 

Гз I 1.443 0,115 1,2 1,281 

Подставляя полученные значения приращений компонент вектора 
деформации в выражении ( 4,1,4 ) , получаем длину следа за­

паздывания в зависимости от параметра нагружения К. 
Численные значения длины следа запаздывания при совмес­

тном действии растяжения и сжатия для степени нелинейности 
^ ж з при разных углах излома <3~ представлены в таблице 

4,2,2., где и ­ длина следа запаздывания по теории 
локальности деформаций и по теории малых упруго­пластичес­

ких деформаций, соответственно; А>-* и 4т* ­ параметр на­

гружения, при котором /9 ж 1°. Для расчета длины следа за­
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Рже. 4.2.6. Влияние напряжения на первом этапе 
нагружения на углы <*( I ) , (Ъ( 3 ) 
Г' ( 2 ) в начале второго этапа на­

гружения, пути нагружения. 
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паздывания принято, что 6* ­ { 6 * Ъ * - • Кик видно ив 
таблицы 4,2,2, напряженное состояние первого этапа нагру­

жения, если на втором этапе характеристика напряженного 
состояния для всех одинакова, т.е. <J,'CO^9 не влия­

ет на параметр нагружения , при котором считаем, что 
след запаздывания исчерпан ( = 1° ) . 

Сравнивая значения длины следа запаздывания, получен­

ные по обеим теориям, видно, что гЧж - ( 8 + II Щ для 
рассмотренных случаев сложного нагружения ) . Имеется зер­

кальное отражение длины следа запаздывания относительно 
биссектрисы первого квадранта. 

Рассмотрим длину следа запаздывания и кривизну ^ 
( 3,1.7 ) траекторий деформаций для частного случая, ког­

да Kt т О, Kv т * , т.е. угол излома <f т 90° при сте­

пени нелинейности ^ « 3 и л/ = 5 по теории локальности 
деформаций. 

» 17,856 ( <* » 7,769 ) 

КнлГ ­ 2,203 ( к* • 1,324 ) , 

т.е . при степени нелинейности try = 5 длина следа запаз­

дывания приблизительно в 8 раз меньше, чем при >v = 3. 
Этого следовало ожидать, поскольку кривая , характе­

ризущая след запаздывания, быстрее стремится к оси К 

ПрИ " v at 5. 
Зависимость кривизны траекторий деформаций от парамет­

ра нагружения К представлена в таблице 4.2.3. 
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Таблица 4.2.3 

= 3 П/ = 5 
о/» 

0 8 7 Ш 0 "
4 

345ХКГ
4 

ОД 840Х10Г
4 

215Х10"4 

0,2 711Х10Г4 137Х10Г4 

0,3 575Х1СГ
4 

901х10~
5 

0,4 456ХДГ
4 

612Х10"5 

0,5 ЗбОхЮ"
4 427Х10Г5 

0,6 284Х10"
4 

304х10Г* 
0.7 226Х1СГ

4 
221х10"

5 

0,8 180Х1СГ
4 

163хЮ~
5 

0,9 145Х10Г4 122x10^ 
1.0 117Х1СГ

4 
924Х1СГ

6 

В конце следа запаздывания ( X*. = 7,769 и *С =206x10"7 

при т 3 и & = 1,324 и = 400x10~6 при /и = 5 ) 
остается в силе соотношение / / 
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Б. Последовательное двухосное растяжение. 

Схема пути нагружения представлена на рис. 3*3.1. При 
последовательном двухосном растяжении э* ж э * расчитаны 
только по теории локальности деформации. Для приращений 
компонент вектора деформаций имеем следующие соотношения: 

для Ж Ъ и л < / 

1 ( 4.2.7 ) 

для 'П/ « 5 и К< / 

( 4.2.8 ) 
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( 4.2.9 ) 

с1 А- (я*>-

( 4.2.10 ) 

Приращения компонент вектора напряжения равны: 

( 4.2.11 ) 

При последовательном двухосном растяжении характерные уг­

лы изменяются в довольно большом диапазоне в зависимости 
от заданного параметра нагружения К . Результаты расчета 
представлены графически на рис. 4.2.7 как для степени нели­

нейности Ж з ( а ) . так и для = 5 ( б ) . Из графи­

ков видно, что кривые , @(*) # асимптотически 
приближаются к оси * • причем для степени нелинейности 

Ж 5 быстрее, чем при т 3. В точке излома 

а] * о^(к) ж К О 0 

Д Ы * 64°43* > (Ш Ж 44°50* 

С (к) Ж 55°17* < 4 6г1 * 7Б0Ю# 
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где индекс I относится к расчету при степени нелинейности 
пу Ж 3, а индекс 2 ­ при » 5. 

Кривая / (к), достигнув максимума / я 39°17# при 
Л" « 0Ф9 ( «v • 3 ) и t » 39°37» при ^ » 0,8 (л> т 5 ) , 

также стремится к осж К . 

Кривая AW npi л* * 5 пересекает ось в точке < » 2,79, 
после чего убывает до минимума /Ь Ж ­0°45* и снова асимпто­

тически стремится к осж А • 

Бели действуют одинаковые по абсолютному значению напря­

жения ( угол излома сГ « 90° ) , то при последовательном 
двухосном растяжении, а также при растяжении с последующим 
сжатием при ^ = 3 и ^ » 5 для углов f> и f , начиная о 
/с ^ I , имеются следующие зависимости: 

/3 frj ­­ /30 (k-i)-, 

где индекс /> относится к последовательному двухосному рас­

тяжению, а индекс с ­ к растяжению с последующим сжатием. 
При последовательном двухосном растяжении длину следа запаз­

дывания определяем в следующем виде: 

где 
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ос А 

60° 

20° 

1 ! 
< 

• 

• 

г и
9 

О 2 4 6 б К 

Рис.4.2.7 ( б ) . Зависимость углов ^ , (Ь , <К и У от 
параметра нагружения к при « 5 
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I 

Полученные значения длины следа в зависимости от парамет­

ра нагрухения ^ равны: 

И^ъ = 17.87 ( Г* » 8,769 ) 

И^г = 2,237 ( Ж 2,324 ) 

т .е . при степени нелинейности Ж 5 длина следа запаздыва­

ния приблизительно в 8 раз меньше, чем при А/ • 3. 
Сравнивая длину следа запаздывания в зависимости от 

заданного параметра нагрухения < при растяжении с последу­

ющим сжатием и при последовательно двухосном растяжении, 
находим, что 

Нщр. • 17,87 # « 17,856 ( /V * 3 ) 

/У^ « 2,237 ^ » 2.203 ( л/ » 5 ) 

т .е . , если характеристика напряженного состояния по абсолют­

ному значению напряжения одинакова, то длина следа запазды­

вания приблизительно одинакова ( зависит от степени нелиней­

ности ) . 
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В таблице 4.2.4 даны численные результаты кривизны 
траектории деформаций в зависимости от параметра н круже­

ния к . 

Таблица 4.2.4 

0 307x10 512x10 
0.1 10,368 151x10 
0.2 1,975 13,7 
0,3 775х10"3 3,37 
0,4 410ХПГ3 1,23 
0,5 257Х10"3 553Х10*"3 

0,6 179х10~3 282Х10"*3 

0,7 135х10~3 166х10~3 

0,8 109хЮ~3 914Х10"4 

0,9 831ХЮ*4 555Х10"4 

1,0 871Х10"4 345Х10"4 

Кривизна больше степени нелинейности ­г. т 5, чем при 
л/ « 3. В конце следа как при » 3, так и при *> = 5 

выполняется соотношение & < ~р) 
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В* Растяжение с последующей разгрузкой и 
поперечный растяжением ( сжатием ) . 

Приращения компонент векторов деформаций и напряжения 
запишутся в виде: 

а) растяжение с последующей разгрузкой и поперечное 
растяжение: 
для л, Ж 3 дЭ1 --

ГГ « С 4.2.12 ) 
для Ыш 5 дд,; П 4г М>кV*, ¿3**0; 

б) растяжение с последующей разгрузкой и поперечное 
сжатие: 
для 3 при К < I 

( 4.2.13 ) 

( 4.2.14 ) 

для 'П/ я 5 при * < I 

( 4.2.15 ) 
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при к 2 I 

( 4.2.16 ) 

Приращения компонент вектора напряжения равны: 

( 4.2.17 ) 

где знак "+", если на третьем этапе растяжение, а знак 
"­"» если сжатие. 

Результаты расчета соответствующих кривых для степеней 
нелинейности *ы а 3 я ь « 5 представлены графически на 
рис. 4.2.8. Зависимость урла /3 , а также угла *~ от пара­

метра нагружения К. если на третьем этапе происходит сжа­

тие, имеют отличные от нуля значения при к & ю, 1) , тог­

да эти зависимости имеют противоположные знаки, причем 
«30°, если /С « О « / 3 ­ ­ Г->0°, если /с­* I . 

Знак "­" указывает на то, что угол р отсчитывается от ка­

сательной к траектории нагружения по ходу часовой стрелки. 
Если на третьем этапе происходит растяжение и К £ о, а 
также, если на третьем этапе приложены сжимающие напряже­

ния и <С£ I , кривые /3 (к) И Л) совпадают с осью к .т .е . 
(Ь Ж (Г1 ж 0. Следовательно, основная зависимость между 
углами , (Ь , (Г* , У ( 4.1.3 ) принимает вид « ^ . 
Кривые <*(к) . 11к) ш 60° при ь « з и ^ « 5 пересекают­

ся в точке к ж I. 
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ос(р 

10 0( 

во
1 

60е 

40° 

20° 

О 

11 

\ 

\ос<рО 1-5) 

1 

• 

• 

! 
1 

Рис.4.2.8. Зависимость углов , (Ь ,: С и V7 от парамет­

ра нагружения к 
а) растяжение с последующей разгрузкой и 

растяжением. 
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График кривых показывает, что степень нелинейности ль 
для рассмотренных путей нагружения имеет значение только 
при расчете углов * и 1Р , так как кривые <*С*) и ^^быст­

рее стремятся к оси к при степени нелинейности ^ «= 5. 
На результаты расчета углов /3 и Г степень нелинейности 
не влияет. 

При растяжении с последующей разгрузкой и поперечным 
растяжением длина следа запаздывания равна нулю, поскольку 
за всю историю нагружения вектор напряжения 0 параллелен 
с касательной траектории деформации. 

При растяжении с последующей разгрузкой и сжатием в 
поперечном направлении вектор напряжения 3 имеет откло­

нение от касательной к траектории деформации только при 
к < I . При к > I вектор напряжения * параллелен к 

траектории деформации 

Н^ъ = 0.02171 ( & 

Лн=г ж 0,0235 ( К* 

ж 0,9979 ) 

= 0,9979 ) 
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ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЯ 

Проведенные теоретические исследования данной работы 
сводятся к следующему. 

I . Теория локальности деформаций, которая с успехом 
применяется при решении задач сложного нагружения, позво­

ляет эффективно учитывать некоторые общие свойства пласти­

ческих материалов ­ постулат изотропии и длину следа за­

паздывания. 

2« Для частных видов сложного нагружения: совместное 
действие растяжения и сжатия, последовательное двухосное 
растяжение, растяжение с последующей разгрузкой я попереч­

ным растяжением ( сжатием ) при степенях нелинейности 
Пг ш 3 и А, ш 5 установлена связь между векторами напря­

жений и векторами деформаций и единичными векторами каса­

тельных к траектории нагружения и деформации; изучен харак­

тер зависимости длины следа запаздывания от заданного па­

раметра нагружения <: 
а) при совместном действии растяжения и сжатия длина 

следа запаздывания, полученная на основе теории локальнос­

ти деформации, от 8 до II раз меньше, чем длина следа за­

паздывания, полученная по теории малых упруго­пластических 
деформаций, когда не учитывается эффект сложного нагруже­

ния; 
б) установлено, что при зеркальном отражении двух пу­

тей нагружения относительно биссектрисы первого квадранта 
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соответствующие кривые совпадают и длина следа запазды­

вания сохраняется, т.е. постулат изотропии в атом случае 4 

вполне подтверждается; 

в) показано, что угол излома <Гтраектории напряжения 
влияет на характерные углы <* , (Ь , Г* и *Р второго эта­

па нагружения и длину следа запаздывания. 
Резко выраженного следа запаздывания не наблюдается, 

так как вектор напряжений 6 на втором этапе сложного на­

гружения асимптотически стремится к траектории деформа­

ций. Поэтому предлагается след запаздывания считать ис­

черпанным, когда отклонение вектора б от касательной 
к траектории деформации не превышает 1 ° . 

3 . Выведено дифференциальное выражение функции ло­

кальных деформаций при сложном нагружении пластического 
материала в общем случае, когда ось I* вспомогательной 
системы координат не совпадает с направлением полного ка­

сательного напряжения на локальной площадке. На основе 
этой функции построена зависимость тензора деформаций 

6 у от заданного тензора напряжений в основных осях 
образца. 

4 . Используя теорию локальности деформаций для изо­

тропного в исходном состоянии несжимаемого пластическо­

го материала получены теоретические выражения компонент 
деформаций в пятимерном эвклидовом пространстве для выше 
упомянутых путей сложного нагружения: 
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а) при совместном действии растяжения и сжатия 
отношение % модулей векторов деформации зависит от угла 
излома <Г траектории напряжения; 

б) степень нелинейности п/ влияет на отношение 
модулей векторов деформации. 
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