LATVIJAS UNIVERSITATE
FIZIKAS, MATEMATIKAS UN OPTOMETRIJAS FAKULTATE
MATEMATIKAS NODALA

ATDALAMIBAS AKSIOMAS L-NESTRIKTAS
TOPOLOGISKAS TELPAS

MAGISTRA DARBS

Autore: Ieva Bullite
Studenta apliecibas Nr.: ib11133
Darba vaditaja: Dr. math. Ingrida Uljane

RIGA 2023



ANOTACIJA

Darbs veltits atdalamibas aksiomam nestriktas topologiskas struktiiras. Aprakstitas
fazifictas topologijas struktiras un L-nestriktas topologijas konstrukcijas, kas realizétas
ilustrativos pieméros. Aplukotas atdalamibas aksiomas, kuras raksturo klasisko punktu

atdalamibu fazificétas topologiskas struktiira, ka ari L-nestrikta topologija.
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ABSTRACT

The thesis is devoted to the separation axioms in fuzzy topological structures. It describes
fuzzifying topological structures and L-fuzzy topological structures, that are realized by
illustrative examples. Separation axioms describing the separability of crisp points in a
fuzzifying topological structure as well as in an L-fuzzy topology are considered.
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IEVADS

Darbs veltits atdalamibas aksiomam nestriktas topologiskas struktaras.

Klasiskai topologijai attistoties un dazadiem autoriem raksturojot atSkirigus punktu
atdalamibas aspektus, sakotngji atdalamibas aksiomu skaits bija mainigs.

Ar1 musdienas, attistoties nestrikta logika balstitiem matematikas virzieniem, taja skaita
nestriktas matematikas teorijai, katram autoram ir briviba izvéleties, ka fazific€t attiecigo
struktiiru. STtendence vérojama, pétot atdalamibas aksiomas nestriktas topologijas un nestriktas
topologiskas struktiiras.

Darbs pie atdalamibas aksiomu izp&tes nestriktas topologiskas telpas tika uzsakts, rakstot
bakalaura darbu “Zemakas atdalamibas aksiomas nestriktas topologiskas telpas”. Arf tur, p&tot
attiecigo literatiiru, bija vérojamas dazadas pieejas nestrikta punkta un ta apkartnes definicijam.

ST magistra darba mérkis ir pétit atdalamibas aksiomas nestriktas topologiskas struktiras,
t.i., kad fazificéta tiesi topologijas strukttira. Par pamatu tiek nemts H.-Y. Li un F.-G. Shi raksts
“Some seperation axioms in I-fuzzy topological spaces” [1], kur definétas punktu atdalamibas
aksiomas fazificéta topologijas struktiira apakSkopu saimé, ka arl fazificéta topologijas
struktira nestrikta apakskopu saime.

Talak seko 1ss darba apraksts pa nodalam. Pirmaja nodala ir noraditi nestrikto kopu pamat
teorijas jédzieni un definicijas. Otraja nodala tiek apskatitas nestriktas topologiskas struktiiras,
atdalamibas aksiomas $ajas struktiiras un konstruéti dazi to pieméri. TreSaja nodala apskata
L-nestriktu topologijas, to konstrukciju veidus, atdalamibas aksiomas Sajas topologijas un to

piemeri.



1. NESTRIKTO KOPU TEORIJAS PAMATJEDZIENI

Saja nodala tiks apliikoti darba lietotie nestrikto kopu teorijas pamatjédzieni, definétas
darbibas ar nestriktam kopam. Par pamatu §m definicijam ir nemta A. Sostaka gramata
“L-kopas un L-vértigas struktiiras” [2].

Definicija 1.1. Par kopas X nestriktu apakskopu sauc att€lojumu U: X — L.

Vertibu U(x) varam interpretét, ka pakapi, ar kuru punkts x pieder nestriktai apakskopai
U, savukart L — ka elementu piederibas skalu. Vispariga gadijuma skala L var biit kvantalis,
pilns distributivs rezgis vai art jebkurs rezgis, kura strukttira ir pietickami bagata, lai stenotu
iecerétas konstrukcijas.

Seit un talak darba ar L biis vienibas nogrieznis, tas ir, L = [0,1].

Turpmak, ja no konteksta biis saprotams kadas kopas nestriktas apakSkopas tiek
aplikotas, lietosim 1saku terminu - nestrikta kopa.

Par parasto kopu analogu nestriktajas kopas var uzskatit $o kopu harakteriskas funkcijas.

Definicija 1.2. Par kopas A c X harakterisko funkciju sauc funkciju y,: X — {0,1}, kuru
defing sekojosi:

()_{1,jax€A
Xa\X) = 0,jax & A.

Aplukosim nestriktu kopu apvienojuma, sk€luma, papildinajuma un ieklausanas darbibas.
Defingjot §is darbibas, izmantosim kopas X divas nestriktas apakskopas U,V: X — L.
Definicija 1.3. Par divu nestriktu kopu U un V apvienojumu sauc nestriktu kopu
UV V:X = L, un par $o kopu sk&lumu sauc nestriktu kopu U A V: X — L, kuras defin€ sekojosi:
WUvV)(x) = max(U(x), V(x)),
UAV)(x) = min(U(x),V(x)).
Par kopas X nestriktu apakskopu saimes {U;:i € J} apvienojumu sauc nestriktu kopu
VU;: X = L, un par $keélumu sauc nestriktu kopu AU;: X —= L, kurus defin€ sekojosi:
Vu;(x) = sup{U;(x):i € J},
AU;(x) = inf{U;(x):i € J}
Par nestriktas kopas U papildinagjumu sauc nestriktu kopu U¢: X — L, kuru defing ar
vienadibu:
U(x) =1-U(x).
Par nestriktas kopas U apakskopu sauc nestriktu kopu V tadu, ka izpildas:
Vx € X: V(x) < U(x).



Talak tiek definéts nestrikts punkts un ta piederiba nestriktai kopai. Literatara atrodamas
vairakas pieejas nestrikta punkta definicijai ( [2] [3] [4] [5]). Seit atgadinasim biezak lietoto
definiciju, kuru stadija prieksa Pu un Liu [6].

Definicija 1.4. Par nestriktu punktu sauc nestriktu kopu pg :X — L, kur x, € X un

a € (0,1], un kuru defing sekojosi:

ps, (0 = {

Nestrikts punkts p = pg, pieder nestriktai kopai U c L* un to apzimé ar p € U, ja

a,jax = xg
0,jax # xg

a < U(xg).

Seit un arT turpmak ar L¥ tiks apziméta kopas X visu nestrikto apakskopu saime.

2. NESTRIKTAS TOPOLOGISKAS STRUKTURAS

Darba mérkis ir pétit punktu atdalamibu nestriktas topologiskas struktiiras, t.i., tadas, kur
fazificéta tiesi topologijas struktiira, savukart tas elementi var biit klasiskas kopas gan nestriktas
kopas.

Saja nodala tiks aplikots gadijums, kad struktiiras elementi ir klasiskas kopas, ka ari

lietotas darbibas ar klasiskajam kopam, attiecigi Sk€lums un papildinajums.

2.1 Definicijas un piemeri
Lai bitu uzskatamakas strukturalas sakaribas starp klasiskajam topologijam un
nestriktam topologiskam struktiiram, atgadinasim klasiskas topologijas definiciju [7]
Definicija 2.1.1. Par topologiju kopa X sauc tas apakskopu saimi T tadu, ka izpildas
sekojosas 1pasibas:
1)PeTunX€eT;
(2) JaUET unV eT ,tadUNV €ET;
(3)JaU; eT Vie],tad U{U;:i €J} €T.

Par topologisku telpu sauc pari (X, T).
Kopas X visu apakskopu saimi apzim@sim ar 2%,
Talak tiek definéta fazificéta topologiska struktiira dotaja kopa ka att€lojums, kurs katrai
apakskopai piekarto pakapi ar kadu ta pieder fazificétai topologiskai struktiirai [1].
Definicija 2.1.2. Par fazificétu topologijas struktiru uz kopas X sauc att€lojumu
&:2%¥ > L taduy, ka
1) X=¢5@ =1



(2) VAB €2X,§(AnB) =&(A) NE(B);
B)  v4; €2%j€],8(Uj4)) = Ay E(4).

Par fazificétu topologisku telpu sauc pari (X, &).

Lai konstruétu fazificétu topologisku telpu, par pamatu nemam klasisku topologiju dotaja
kopa X. Tad katrai kopai no topologijas piekartosim maksimalo vértibu 1, bet pargjam
apakskopam piekartojam veértibu 0.

Pienemsim, ka dota topologiska telpa (X,T) kopa X. Tagad konstrugjam fazificetu
topologisku struktiiru &: 2%X — L:

VACX, £(4) = {16?12 éjiT

Viegli pamatot, ka $adi konstruéts att€lojums ¢ ir fazificeta topologiska struktiira. Acim
redzams, ka pirma aksioma ir speka, jo gan X, gan @ pieder topologijai un lidz ar to
§(X) =¢(0) =1.

JaA,B €T, tad arito Skélums (AN B) €T uné(ANB) =1 =&(A) A &(B). Savukart,
ja(ANB) ¢ T tad £(A N B) = 0 un vismaz viena no A vai B arT nepieder T, atticigi
§A)AE(B) = 0.

Javj€eJA; €T, tad E(U]-E]Aj) = 1= Aje; §(4;). Savukart, ja eksiste kads

i EI, kaAl- e T, tad A]E]f(A]) =0un if(UJE]A]) > /\]E]E(Aj) =0 bl_lS patiesa.

2.2 Atdalamibas aksiomas nestriktajas topologiskajas struktiiras

Aplikosim raksta [1] definétas atdalamibas aksiomas fazificétajas topologiskajas
struktiiras. Atzimeésim, ka tiek aplikota klasisko punktu atdalamiba.

Definicija 2.2.1. Pienemsim, ka (X, &) ir fazificétas topologiska telpa. Tad So fazific&to

topologisko telpu sauc par Ty, T; un T, ja tai izpildas attiecigie nosacijumi:

o = \{[\/ %@ v(\/Ny<B>>|x,yex,x¢y ;

Yy&A X¢B

nd =N\ rvw A<\/Ny(3)>|x,yex,x¢y ;

VEA X¢B
T8 = /\{ \/ W@ AN, B 1%y € xx % y},
ANB=0

kur Ny (A) = Vxepca§(B).
Konstruésim tris fazificétu topologisku struktliru piemérus un parbaudisim ar katrai

struktiirai ar kadu pakapi attiecigas atdalamibas aksiomas ir speka.
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Piemérs 2.2.2. Nemsim kopu X = {1,2,3} un aplikosim tris dazadas topologijas:

T = {X,0,{1},{2}, (3}, {1,2}, (1,3}, {2.,3}};
7, = {X,9,{1},{1,3}};
T3 = {X,0,{1,2}}.

Atzim@sim, ka J; acim redzami ir diskréta topologija un tai ir speka klasiska T,
atdalamibas aksioma. (X, 7;) ir Hausdorfa telpa. Topologijai T, ir speka tikai T, atdalamibas
aksioma un (X,7;) ir Kolmogorova telpa. Savukart topologijai 73 nav spéka neviena no
atdalamibas aksiomam. [8]

Par pamatu nemot §is tris topologijas, ar iepriek$ aprakstito konstrukciju, izveidosim
atbilstosas fazificétas topologiskas struktiiras &;,¢,,&; un parbaudisim, vai tam ir spéka
Definicija 2.2.1 definétas atdalamibas aksiomas.

Pamatosim, ka uz 7; = {X, 0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3}, {2,3}} konstruétai fazificétai
topologiskai struktiirai &; izpildas aksiomas T,, T; un T, ar pakapi 1. Katriem diviem punktiem
x,y € X tadiem, ka x # y atbilstos$i A un B vieta nemsim kopas, kas katra sastav tikai no Siem
attiecigajiem punktiem. Ta ka 7; ir diskréta topologija, tad N,,(A) = 1 katram A € X:x € Aun
analogiski N,,(B) = 1. Tadel

T, (X, €) =/\{ \/ (N (A) AN, (B)) | %,y € X,x £y} = 1;
ANB=0

nd =N/ @ A<\/Ny<B) xyeXx®yy=1;
VEA x€B

TO(X,$)=/\ va(A) V(\/Ny(B) X yEX,x%yb=1
YEA X&B

Pamatosim, kauz 7, = {X ,0,{1}, {1,3}} konstrugétai fazificétai topologiskai struktiirai &,
tikai aksioma T, izpildas ar pakapi 1. lzv€loties jebkuru punktu pari x,y € X, kur x # y, un
atbilsotsass kopas A:x € A un B:y € B un AN B = @, vismaz viena kopa A vai B bis tada,
kura nepieder topolgijai. Attiecigi Ny(A) = 0 vai N,,(B) = 0. Saja gadijuma pat neprasot, lai
Sk€lums butu tuksa kopa, vismaz viena no kopam nepiederes topologijai. Tas nozimé ari to, ka

Vyga Nyx(A) = 0 vai Vygp Ny (B) = 0. Un Iidz ar to

T,(X,§) = /\{ \/ @ AN, @)1y exx = y} =0

ANB=0
T, (X, &) =/\ \/NX(A) A(\/Ny(B)>|x,y€X,x¢y —0
yEA X¢&B
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Izvéloties jebkuru punktu pari x,y € X, kur x # y, un atbilstosas kopas A:x € A,y ¢ A
un B:y € B,x ¢ B, vismaz viena kopa A vai B bis tada, kura pieder topolgijai 7, (pienemsim,
ka A € 73) un otra noteikti nepiederés. Tatad N, (A) = 1, bet N,(B) = 0. Tas nozimé arf to, ka
Vyea Nye(4) = 1 Vai Vygp Ny(B) = 0. Lidz ar to

TO(X,E)z/\ \/Nx(A) V(\/Ny(B)>|x,yEX,x¢y =1

VEA xX&B
Pamatosim, ka uz 7; = {X, ®,{1,2}} konstructai fazificétai topologiskai strukttrai &5
visas tris aksiomas izpildas ar pakapi 0. Nemot jebkuru punktu pari x,y € X, kur x # y, un
atbilstosas kopas A:x € A,y € Aun B:y € B,x & B, kopas A un B nepiederes topologijai 75.
Tatad N,(A) = 0, un N,,(B) = 0. Lidz ar to
T,(X,$) =T1(X,§) =To(X,§) =0
Redzam, ka apliikotajos piem&ros nav pretrunas ar to, kada atdalamibas aksioma ir speka

pamata topologija un tas fazificétaja topologiskaja struktira.
3. L-NESTRIKTAS TOPOLOGISKAS TELPAS

Saja nodala apliikosim topologiskas struktiiras fazifikaciju, kur topologiju veido nestriktu

kopu saime.

3.1 Definicijas un pieméri
Ja iepriek$€ja nodala tika apliikotas kopas parastas apakskopas (A € X), tad Saja nodala
stradasim ar nestriktam apakSkopam (A: X — L). Apzim&umi atstati lidzigi, lai uzsveértu
analogijas definicijas.
Definicija 3.1.1. [1] Par L-nestriktu topologiju kopa X sauc att€lojumu 7: LX — L tadu,
ka
1 (@)=<0)=1
2 VvUVelIX,t(UAV)=1U)AT(V);
@)  vU elXje],1(VigU) = Aje;T(U)).
Vertiba t(U) tiek interpretéta ka pakape, ar kuru nestrikta kopa U ir valgja L-nestriktaja

topologija T. Pari (X, T) sauc par L-nestriktu topologisku telpu.

Lai konstruétu L-nestriktu topologiju kopa X, izmantosim parasto nestrikto topologiju

kopa X. Prieks ta ir nepiecieSams atgadinat nestriktas topologijas definiciju.
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Definicija 3.1.2. [9] Par nestrikto topologiju kopa X sauc tas nestrikto apakSkopu saimi
T < L*, kurai izpildas sekojo$as Tpasibas:
1) 0eTunleT;
(2) JaUeTunVeT tadUAV ET;
(3) JaU;eT Vi€, tad V{U:i€J}ET,

kur1: X — 1 un 0: X — 0 ir Konstantas funkcijas.

Apliikosim vienkar$u veidu, ka konstruét L-nestriktu topologiju 7: L* — L, par pamatu
nemot parasto nestrikto topologiju I, kura ir nestriktu kopu saime.

Konstrugjot att€lojumu 7, Katrai nestriktai kopai no T tiks piekartots 1, bet paréjam

nestriktam kopam 0.

1,jad €
:L¥ > Ltads,kaVA € L¥ 1(4) = { J& _.ST
0, pretéji
Talak paraditi divi L-nestriktu topologiju piemeéri.
Piemers 3.1.3. Lai konstruétu nestrikto topologiju kopa X = [0, +0), vispirms definésim

nestriktu kopu saimi {4;|i € J}, kur katram i € ] izpildas
< ! k; >0
—_ kl ) 1

1, pretgja gadijuma

T1 = {4;li € J} U {0} U {1} (skatit 3.1. attelu)

Ay(x) = kix,jax

v

3.1. att. Nestrikta topologija 7'{

Uzskatami 3.1. attéla redzams, ka jebkuru divu nestriktu kopu, kuras nemtas no S$is
saimes, Ske€lums ar1 piederes saimei, un jebkuru apak$saimju apvienojums pieder€s Sai saimei.

Nemot v&ra, ka saimei 73 pieder {0} un {1}, varam teikt, ka ta ir nestrikta topologija.
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Piemers 3.1.4. Ta ka ieprieks aplukotaja topologija truka nestriktas kopas, kuras uzdotas
ar dilstosam funkcijam, aplikosim vél vienu pieméru, kur topologijas T, prieksbazi veido saime

C ={A;li € J}U {1 — A;|i € J} (skatit 3.2 att&lu.), kur

<1k>0
_ki,i

1, pretgja gadijuma

k;x,jax
4;(x) = {1

Topologijas T, bazi konstrugjam, nemot galiga skaita nestriktas kopas no prieksbazes C
un ta Skelot. Savukart pasu topologiju 75 ieglistam, nemot visus iesp&jamos bazes nestriktu kopu

apvienojumus.

3.2. att. Nestrikta topologija 75

3.2 Atdalamibas aksiomas L-nestriktaja topologiskaja telpa
Apak3Snodala apliikotas atdalamibas aksiomas raksturo klasisko punktu atdalamibu L-
nestriktaja topologiskaja telpa.
Definicija 3.2.1. [1] Pienemsim, ka (X, 7) ir L-nestrikta topologiska telpa. Tad
(1)  Pakape, péc kuras telpa (X,t) divi atskirigi punkti x,y € X,x #y ir
IF-To atdaliti, tiek definéta ka
T =\ W
U(x)#U(y)
Pakape, ar kuru L-nestrikta topologiska telpa (X, ) ir IF-To, tick definéta ka
IF-Ty(X,17) = /\ IF-Ty(x,y)
X,YEX,XEY
(2) Pakape, péc kuras telpa (X,7) divi atskirigi punkti x,y € X,x # y ir KF-Ty
atdaltti, tiek defineta ka
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KF-Ty(x,y) = \/ ) | A \/ )
U(x)>U(y) V(y)>V(x)

Pakape, ar kuru L-nestrikta topologiska telpa (X, t) ir KF-Ty, tiek definéta ka
KETD = [\ KFT@y)
X, YEX, XY
(3) Pakape, péc kuras telpa (X,7) divi atskirigi punkti x,y € X,x # y ir KF-T>
atdaltti, tiek defineta ka
KF-Ty(x,y) = \/ (z(U) AT(V))
(U,V) ED0 (xJ/')

kur Do (x,y) = {(U,V) e I* x IX|U(x) > U®),V(y) >V(x) &U <V'}

Pakape, ar kuru L-nestrikta topologiska telpa (X, t) ir KF-To, tick definéta ka

KF-T,(X,7) = /\ KF-T,(x,y)

X,YEX, XY
Piemérs 3.2.2. Parbaudisim, ar kadu pakapi no pieméra 3.1.3 aprakstitas topologijas

T, = {Adli € J}U {0} U {1}, kur

1
kl-x,jax < _'ki >0
ki :

1, pretgja gadijuma

Ai(x) =

konstrugtai L-nestriktai topologijai ir spéka ir speka augstak minétas atdalamibas aksiomas.
No nestriktas topologijas 73, izmantojot iepriek$ atrunato tehniku, konstrugjam
L-nestriktu topologiju 7,: L* — L $adi

1,jaA €]
@ = {0 e

0, pretéji °
Parbaudisim ar kadu pakapi L-nestriktai topologijai 7; ir spéka katra no augstak
minétajam aksiomam.
Katram punktu parim x, y € X, x # y varam atrast tadu nestriktu kopu U € 73, ka
U(x) # U(y). Un atbilstosi 7, (U) = 1. Lidz ar to
T = \/ nw=1
U()=U(y)

Tatad, secinam, ka

IF-Ty(X,7y) = /\ IF = Ty(x,y) = 1.

X,YEX, X*Y

Parbaudisim, ar kadu pakapi ir speka KF-T1.
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1
1 —
Ai(y)®
3 Ay
A; 4
A(x)® :
“— ,
X y

3.3. att. Punktu piederiba 74

Uzskatami 3.3. attéla redzams, ka par pamatu nemtaja nestriktaja topologija J; nav
iesp&jams atrast nestriktu kopu pari U, V, kur reizé izpildas, ka U(x) > U(y) un V(x) < V(y).
Ir viegli atrast kopu V, kas pieder topologijai 77, un kur katram parim x, y tadam, ka x <
y, bis speka V(x) < V(y). Lidz ar to
7,(V) =1.
V(x)<vV(y)
Atzimésim, ka visas nestriktas kopas topologija 77 ir nedilstosas. Tapéc punktu parim
x,y € X,x # y nevar atrast tadu otru nestriktu kopu U € 73, kur izpildas, ka
U(x) > U(y).Lidz ar to
7,(U) = 0.
U(x)>Uu(y)

Attiecigi ar

KF-T,(x,y) = \/ (W) | A \/ L) | =0
U(x)>U®) V(x)<v(y)

No ka izriet, ka
KF-T,(X,7,) = /\ KF-Ty(x,y) = 0
X,YEX,XEY
Parbaudisim, ar kadu pakapi L-nestrikta topologija 7, ir KF-T2. Meklgjot nestriktas kopas
U,V, vienu no tam var atrast tadu, lai ta piederétu topologijai 7; (pieméram, U € T7;), bet otra
nestrikta kopa noteikti nepiederes topologijai (V € 7;). Lidz ar to 7, (U) = 1, bet 7, (V) = 0.

Un aprékinot
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KF-Ty(x,y) = \/ (r,(U) AT (V) =0,
(U,V) ED0 (x;J/')

kur Do (x,y) = {(U,V) € LX x LX|U(x) > U(y),V(x) <V(y) & U < V°¢}

Un no ta izrit, ka
KF-T,(X,1,) = /\ KF-T,(x,y) =0
xX,YEX,XFY

Piemérs 3.2.3. Apskatisim pieméra 3.1.4 definéto nestrikto topologiju T, ar prieksbazi
C = {A;li € J}U {1 — A;|i €]} (skatit 3.2. att€lu), kura

1
v < — .
Ay(x) = kix,jax < ki,kl > 0.
1, pretgja gadijuma
No nestriktas topologijas 75, konstrugjam L-nestriktu topologiju 7,: L* — L tadu, ka

(LjadET,
72(4) = { 0, pret&ji

Acim redzams, ka §1 L-nestrikta topologija 7, bis IF-Tg ar pakapi 1, tas ir
T ) = [\ PTGy =1,
X,YEXXEY

jo pamata nemta nestrikta topologija 7, satur visas ieprieksgja pieméera apskatitas topologijas
T3 nestriktas kopas.

Talak parbaudisim, ar kadu pakapi L-nestrikta topologija 7, ir KF-T1.

Apskatisim kadu nestriktu kopu pari U,V, kur V € 7, (piem&ram, V = A;) un U = V.
Katram punktu parim x,y kur x <y var atrast VET,: V(x)<V(y) un U=1-V €
T5:U(x) > U(y). Lidz ar to

,(U) = 1un \/ (V) =1
U(x)>U(y) V)<V (y)
No ka savukart izriet, ka

kit = \/ nw|rl /) mwm )=t
U(x)>U(y) V(x)<V(y)
Tatad

KF-Ty(X,7,) = /\ KF-T,(x,y) = 1.
X,YEX, X*Y

Parbaudisim, ar kadu pakapi L-nestrikta topologija 7, ir KF-Ta.
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Apskatisim kadu nestriktu kopu pari U,V,kur V = A; € T, un U = V¢, Katram punktu
parim x,y kur x < y varatrast V € I,: V(x) < V() un U =1-V:U(x) > U(y). No ta, ka
tika izv€léta nestrikta kopu U izriet, ka U = V¢ € T5.

KFTen =\ (WAnm)=1
(UV)EDy (x,y)
kur Dy(x,y) = {(U,V) € LX* x LX|U(x) > U(y),V(x) <V(y) &U < V°}.
Un no ta

KF-T,(X,t,) = /\ KF-T,(x,y) = 1.

X,YEX X%y

Ir skaidri redzams, ka katram x # y, KF-T2(x,y) < KF-Ti(x,y) < IF-To(x,y), lidz ar to KF-
To(X,t) < KF-T1(X,7) < IF-To(X 7). Zinams, ka §1s nevienadibas nav atgriezeniskas L-nestriktam
topologiskam telpam.

Piemérs 3.2.4. [1] Pienemsim, ka X ir bezgaliga kopa un 73:L* — L tiek definéts
sekojosi:

1,A=0,1
73(4) = %,A tads, ka {x|A(x) = 0} ir galiga kopa
0, pretgja gadijuma

Att€lojums T3 ir L-nestrikta topologija kopa X. To var interpretét ka ko-galigas

topologijas analogu. Péc formulas atdalamibas pakape IF-T2(X, 73) = % Ja par pamatu nem ko-

galigu topologiju kopa X un konstrug atbilstoso fazificéto topologisko struktiiru &5
1, A=X A=0;
&(A) = %, A tada, ka {x|x € X\A} ir galiga kopa;
0, pretgja gadijuma.
Viegli parbaudit, ka attélojumam ¢ izpildas fazificétas topologiskas struktiiras aksiomas,
kaut arT kopam ar galigu papildinajumu tika piekartota vértiba %

P&c formulas aprékina T2(X, é3) = 0. Tad IF-T2(X, 73) > To(X, &3).

3.3 L-nestrikto topologisko telpu konstruésana ar valéjibas pakapes operatoru
Talak aplukosim, ka konstruét netrivialas L-nestriktas topologijas, kuram par pamatu
nemtas dotas topologijas no nestriktam kopam.
Darba pirmaja nodala atzimgjam, ka L ir piederibas pakapju skala. Lidz $im L = [0; 1].
Lai istenotu visparigaku konstrukciju, skalas L loma nemsim pilnu bezgaligi distributivu

rezgi, kur maksimalo un minimalo elementu attiecigi apzimésim ar 0 un 1.

16



Atgadinasim, ka rezgi L sauc par pilnu, ja katrai ta elementu saimei {a;: i € I} C L eksisté
supréms V {a;:i € I} un infims A {a;:i € I}, bet par bezgaligi distributivu, ja katrai saimei
{ai;i€l}c L un katram b €L bus speka (A;a;)) Vb =A;(a; Vb)) un (V;a)Ab =
V; (a; A D) [10]

Tapat nepiecieSams rezga L struktiiru papildinat ar involiciju, t.i., attélojumu  :L — L
tadu, ka katriem a, b € L : a < b bus spéka b® < a‘ un (a®)°.

Saja L-nestriktas topologijas konstrukcija, tapat ka ieprieks, nestriktajam kopam no dotas
nestriktas topologijas tiks piemé&rota maksimala atvértibas pakape 1. Lai noteiktu, cik licla méra
ir val€jas pargjas nestriktas kopas, biitu dabigi izmérit to ieklauSanas pakapi sava iekSiené.

Nestriktas kopas iekSieni nestriktaja topologija defin€ analogiski ka klasiskaja topologija,
un varam teikt, ka nestriktas kopas iek$iene ir tas liclaka val&ja nestrikto apakskopa.

Definicija 3.3.1. [9] Dota nestrikta topologiska telpa (X, ) un nestrikta kopa A € L*.
Nestriktas kopas A iekSieni Int(A) definé

Int(4) = \/{ UIU € T,U < A).

Nestriktu kopu iekSienei ir speka sekojosas 1pasibas:
1) Int(1) = 1;
(2) Int(0) = 0;
(3) Int(A) < 4;
(4) Int (AAB) = Int(A) A Int(B);
(5) Int (Int(B)) = Int(B).

Lai definét nestriktu kopu ieklausanas operatoru, nepiecieSams rezga L struktiiru
papildinat ar implikatoru.
Definicija 3.3.2. [10] Pienemsim, ka (L, <,V,A), ir pilns bezgaligi distributivs rezgis.
Binaru operatoru +: L X L — L sauc par implikatoru, ja tam izpildas
1)0—0=0—1=1—1=1unl—0=0
(2) a — b; = a+— b,, katrama, b,,b, € Lun b; < b,
(3) ay — b = a, — b,katrama, by,b, € Luna; < a,
So operatoru sauc par nepartrauktu, ja tam izpildas
(4) a — Vie; b; = Nigj(a — b;) , katrama, b; € L,i € |

(5) (Vie] al-) — b = Aijg;(a; — b), katram a;, b € L,i € ].
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Viens no piemériem, ka definét implikatoru +— pilna rezgi (L, <,V,A,€), kura struktiira
papildinata ar involaciju ¢, ir ar Klini-Dinesa formulu a+— b =a“Vvb Va,b € L.
Savukart,jaL = [0;1]unVa € L:a*=1—a,tadVa,b€L a— b= (1—a)Vbh.

Talak apliikojam ieklausanas operatora ©: LX — L% definiciju.

Definicija 3.3.3. [11], [12], [13] Dotas divas nestriktas kopas 4, B € LX. Pakapi, ar kuru
kopa A ieklaujas kopa B defin€ sekojosi:

Ao B= /\(A(x) — B(x)).

x€EX

IeklauSanas operatoram ir speka sekojosas 1pasibas:
(1) ViejAi © B = Nigj(4; © B), katram {A;|i € J} c L*, katram B € L¥
(2) A5 (Mg B)) = Nigj(A & B)), katram A € LX, katram {B;|i € J} ¢ LX
3)A>B=1,jaA<B;
4) A <A, >A, 9B=A,5B;
(5) By <B, => A% B, <A By;
6) (MigsAi) © (Aigj Bi) = Nigj(A; © By, katram {A;: i € J},{B;:i € J} < LY;
(7) (Vies 4i) © (Vigy B)) = Nigj(A; © By) katram {A;:i € J},{B:i € J} < L*.
Talak, ar ieklausanas operatoru, tiek defingta nestrikto kopu atvertibas pakape.
Definicija 3.3.4. [14] Pakapi, ar kadu nestrikta kopa A c L¥ ir valgja L-nestrika
topologiska telpa (X, 7), definé sekojosi:
0*(A) = A o Int(A).
Teoréma 3.3.5. Attelojums O*: LX — L ir L-nestrikta topologiska telpa kopa X.
Pieradijums. No icklausanas operatora definicijas izriet, ka

A5 Int(A) = /\ (A(x) — Int(A(x))).

XEX

Paradisim, ka attélojumam O*:LX — L ir speka L-nestriktas topologijas aksiomas, kas
tika aprakstitas definicija 3.3.1.

Pamatojoties uz nepartraukta implikatora definiciju 3.3.2 més ieglistam, ka 0+(Q) =1
un 0+(1) = 1. Tatad pirma L-nestriktas topologijas aksioma ir speka.

Zinot, ka Int(AAB) = Int(A) A Int(B), katram A, B € LX, iegiistam sekojo$o
vienadibu

O*(AAB) = (AAB) 5 Int(AAB) = (AAB) o (Int(A) A Int(B))
> (Ao Int(A)) A(B © Int(B)) = 07 (A) A O*(B).
No §i izriet, ka arT otra L-nestriktas topologijas aksioma ir speka.

Lai pamatotu treSo aksiomu, vispirms atzimésim, ka
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Int (\/Ai> > \/Int(Ai) ,katram A; € LX,i € ].

i€J i€J

No ta tiek iegiita sekojosa vienadiba

o (V)= (V) e\ 2 (V) o (\ meca)

i€j i€J i€J ieJ i€J
= /\(Ai S Int(4;)) = /\ 0*(4)).
ieJ iej

Tatad ari tre$a aksioma ir spekd. Lidz ar to attelojums O*:L¥ — L ir L-nestrikta
topologiska telpa kopa X.

i

Izmantojot valgjibas pakapes operatoru O un nestriktas topologijas, ir iesp&jams

konstruét bagatakas L-nestriktas topologiskas telpas, kur valgjibas pakape katrai nestriktai

kopai tiks aprékinata péc formulas un var atskirties no 0 vai 1. Ta ka nestriktas kopas, kas péc

trivialas konstrukcijas pieder&ja L-nestriktajai topologijai ar pakapi 1, arT $aja konstrukcija
pieder L-nestriktajai topologijai ar pakapi 1, varam secinat, ka

(1) atdalamibas pakape atbilstosi jaunajai konstrukcijai biis maksimala, ja ta péc trivialas

konstrukcijas bija maksimala;
(2) citadi atdalamibas pakape var mainities un bas atkariga no ta, kads implikators ir

izmantots konstrukcija.
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NOBEIGUMS

Darbs veltits atdalamibas aksiomam nestriktas topologiskas strukttiras. Analizétas raksta
[atsauce] definétas atdalamibas aksiomas, kuras klasisko punktu atdalamibu, ja tiek fazificéta
topologijas struktira klasiskai topologijai (t.i., apakskopu saimei), gan nestriktai topologijai
(t.i., nestriktu apakskopu saimei). Bitiska darba dala ir fazificétas topologijas strukttras un L-
nestriktas topologijas konstrukciju apraksts. Katra no konstrukcijam ilustrétas ar vairakiem
piemériem. Aprékinatas pakapes ar kadam ir speka aprakstitas atdalamibas aksiomas.

Jaatzist, ka darba netika apliikotas atdalamibas aksiomas, kuras raksturotu nestriktu
punktu atdalamibu. Neizdevas realizét raksta [1] doto nestrikto punktu atdalamibas aksiomu
konstrukciju to nepreciza un kltidaina apraksta dél.

Ta ir laba motivacija, lai darbu turpinatu, piedavajot korektas aksiomu konstrukcijas

nestriktu punktu atdalamibas raksturoSanai.
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