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ANOTACIJA

Viena no aktualakajam problémam kvantu skaitlo$anas nozar€ ir kvantu datoru
prieksrocibu noteikSana salidzinajuma ar Klasiskajiem datoriem. PriekSrocibas biezi tiek
demonstrétas, pieradot kvantu algoritmu sarezgitibas novert&jumu no augsas, kurs ir labaks
par novert&jumu jebkuram klasiskajam algoritmam tadas pasas problémas risinasanai.

Darba mérkis ir izp@tit vairakas skaitloSanas problémas nesen izgudrota ,,bumbas
mekl&sanas” skaitloSanas modela ietvaros, lai ieglitu tiem atbilstosu algoritmu kvantu
vaicajumu sarezgitibas novertéjumus, kuri ir potenciali labaki par zinamajiem.

Pétito algoritmu starpa ir vairaki algoritmi uz simbolu virkném, dazi algoritmi uz
grafiem, ka ari vairaku bitu binaras operacijas AND, OR, XOR.

Rezultata visiem darba aprakstitajiem algoritmiem ir pieraditi kvantu vaicajumu

sarezgitibas novert&jumi no augsas.

Atslegvardi: algoritmi, kvantu skaitlo$ana, vaicajumu sarezgitiba, bumbas mekl€sanas

modelis, kombinatorika



ABSTRACT

Estimating algorithm complexity in bomb-testing model

One of the most intriguing problems in the field of quantum computing is estimating
advantages of quantum computers over classical ones. The advantages are frequently shown
by proving complexity upper bounds for some quantum algorithms, which is better than the
best known upper bound for any classical algorithm that solves the same problem.

The goal of this work is to research several computational problems within a recently
developed “bomb-testing” computing model in order to prove their quantum query
complexities, which may be better than known results.

Among the studied algorithms there some algorithms on strings, some graph algorithms
as well as bitwise operations AND, OR and XOR for variable number of bits.

As a result, author has proved upper bounds of quantum query complexity for all the

algorithms described in the current work.

Keywords: algorithms, quantum computing, query complexity, bomb-testing model,

combinatorics
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APZIMEJUMU SARAKSTS

Darba tiek izmantoti sekojo$i apzZim&jumi un saisinajumi:

& BFS — (angl. breadth-first search) meklésana plasuma;
DFS — (angl. depth-first search) meklésana dziluma;
Ck — kombinaciju skaits no n pa k, jeb C} = (Z),
0(n) — funkcijas noveértéjums no augsas;
©(n) — funkcijas novértéjums no abam pusém;

0(n) — funkcijas novertgjums no augsas, ignorgjot logaritmiskus reizinatajus;

& 8 & 8 & %

X — gadijumlieluma X vid&ja vértiba.



IEVADS

Miisdienas kvantu skaitloSanai ir pievérsta loti liela uzmaniba. Ipasa interese ir kvantu
skaitloSanas zinatniekiem un pasaules pasiem lielakajiem uznémumiem, jo pirmo kvantu
datoru izveidoSanas datums strauji tuvojas. Konceptuali jaunie datori sola butiskas parmainas
jebkura cilvéces darbibas joma, kas liela méra palaujas uz informacijas tehnologijam.

Viens no popularakiem iemesliem ticét tuvakas nakotnes parmainas ir Sora kvantu
algoritms skaitlu sadaliSanai pirmreizinatajos, kuram neeksisté analogu klasisko algoritmu
pasaulé. Musdienu kriptografija liela meéra balstas uz pien€muma, ka skaitla pirmskaitlu
reizinataju atrasana ir pietickosi sarezgits uzdevums. Savukart, Sora algoritma efektivitates
del $is pienémums vairs nav speka, Iidz ar to ir svarigi paredzet potencialas nepatikSanas un
planot to parvaldibas procesus jau tagad.

Darba autoram likas interesanti un svarigi saprast kvantu skaitloSanas principus, un
paSam iesaistities kvantu skaitloSanas problému pétijumos. [zveleta téma ir ciesi saistita ar
vienu no pasiem jaunakiem darbiem kvantu skaitloSanas joma, divu Masaciisetsas
Tehnologiju Institita pétnieku publikacijas [3], kura tiek piedavats jauns un unikals modelis
kvantu algoritmu analizei — ,,bumbas mekléSanas” modelis. Autoram likas intrigéjosi un
izaicino$i piedalities tik jauna un lidz galam neizpétita zinatnes virziena.

Pétijuma mérkis ir bijis iepazities ar jaunakajiem p&tjjumiem par kvantu algoritmiem,
un apskatit dazas algoritmu klases, kuras var partulkot uz vaicajumu sarezgitibas modeli.
Vislielaka uzmaniba tika pievérsta algoritmiem uz grafiem un uz simbolu virkném,
fokusgjoties uz kopa ar darba vaditaju nodefinétajam skaitloSanas problemam.

Autors ir pielietojis savas zinasanas, prasmes, intuiciju un pieredzi kombinatorika,
varbiitibas teorija, algoritmu teorija un kvantu skaitloSana, bez ka izvesto noveért&jumu
formulu pieradiSana nevaretu bt iespgjama. Vairaku formulu parbaudei autors ir papildus
izmantojis vairakas informacijas tehnologijas, ieskaitot pasu uzrakstitas datorprogrammas
izdomato algoritmu simulacijai un formulu vértibu rékinasanai lielam argumentu vértibam.
Bet, nemot vera to, ka katrs aprakstitais novertejums tika matematiski pieradits, autors ir
nolémis izvairities no nematematisko pétniecibas metozu ieklausanas darba.

Darba specifika paredz nopietnu uzsvaru uz matematiskam darbibam. Visi faktologiska
materiala avoti ir aprakstiti darba pasas beigas (skat. ,,/zmantota literatiira un avoti”), un ir
parsvara nepiecieSami pirmajas divas nodalas. Talakas nodalas tiek izmantota tikai viena
teoréma no tiem avotiem, ar kuras palidzibu ar notiek visu algoritmu kvantu vaicajumus

sarezgitibas rékinasana.



Pirmaja nodala tiek izskaidrots bumbas mekléSanas skaitlo§anas modelis, ar kura
palidzibu ir iegiti talako nodalu noverteéjumi. Tiek paradita saikne starp modela
matematiskajam pasibam un ta fizisko realizaciju interferometra veida. Saprast materialu
lasttajam var palidzgt ieprieks€jas zinasanas par tadu fizikalo paradibu ka staru interference,
ka arT par vienkarsakiem kvantu pasaules likumiem.

Visa otra nodala ir veltita kvantu vaicajumu sarezgitibas definé$anai. Starp algoritma
laika un vaicajumu sarezgitibu ir konceptualas atskiribas, lidz ar to §1 nodalas saprasana ir
nepiecieSama, lai lasitajam rastos pareiza iegiito rezultatu interpretacija.

Tresa, ceturta un piekta nodalas ir veltitas attiecigi binaro operatoru, algoritmu uz
simbolu virkném un algoritmu uz grafiem sarezgitibas noveértésanai. Katra no tam tiek
definéta risinama probléma, piedavats risinasanas algoritms un pieradits labakais no autora
ieglitajiem kvantu vaicajumu sarezgitibas novertéjumiem. Visi pieradijumi ir izklastiti secigi
un pietiekami detalizeti, lai lasttajam biitu ertak sekot tiem lidzi.

Svarigakie darba rezultati, ka arT autora secinajumi par darba rezultatiem un petijjuma

turpmakas attistiSanas iesp&jam ir aprakstiti darba nobeiguma.



1. BUMBAS MEKLESANAS MODELIS

Saja nodala tiek aprakstits ta saucamais ,,bumbas mekl&sanas” modelis, kura ietvaros
notiks §T darba turpmaka algoritmu analize.

Elitzura-Vaidmana bumbas meklé$anas probléma [1] ir plasi pazistams domasanas
eksperiments, kur§ demonstré, cik liela méra kvantu mehanika atskiras no klasiskas
mehanikas. ST probléma labi parada iesp&ju veikt mérfjumus, kuros nenotiek mijiedarbibas ar
objektu, kura 1pasibas tiek meéritas. Tam klat sist€émas stavoklis merisanas rezultata netiek

sabojats.

1.1. Elitzura-Vaidmana bumbas testétajs

Elitzurs un Vaidmans sava raksta [1] ir aprakstijusi jaunu iesp&ju noteikt objekta
eksistenci, neveicot ar doto objektu mijiedarbibas. Piedavata panémiena pamata ir kvantu

mehanikas paradiba, kuru sauc par Aharonova-Boma [2] efektu.

1.1. att. Interferometra konfiguracija

Aprakstita metode balstas uz dalinu interferometra, kurs ir lidzigs Maha-Zendera

klasiskas optikas interferometram. Tiek apgalvots, ka tas sp€j stradat ar jebkura veida
dalinam. Dalina sasniedz pirmo staru sadalitaju, kura caurlaides koeficients ir % Dalinas vilnis

sadalas atstarotaja un neatstarotaja dalas, kuras pec atstaroSanas no spoguliem atkal

apvienojas noslédzosaja staru sadalitaja (1.1. att.). Divi detektori salasa dalinas p&c tam, kad
tie ir izgajusi caur otro staru sadalitaju. Spoguli un staru sadalitaji tiek speciali izvietoti ta, lai
destruktivas interferences dél, neviena dalina netiktu novérota ar kadu vienu no detektoriem,

pieméram, D, bet visi tiktu pamantti ar otro — C.



Ja, nemainot spogulu un staru sadalitaju pozicijas, tieck noblok&ts viens no diviem dalinu
celiem interferometra, tad tas dalinas, kuras veiksmigi iziet cauri interferometram, tiek
noveroti ar katru no detektoriem C un D ar vienadu varbutibu. Tatad, detektors D spgj
pamantt dalinas tikai taja gadijuma, ja viens no interferometra celiem tiek blokéts.

Procediira, ar kuras palidzibu var noskaidrot objekta atraSanos dotaja vieta, neizlaizot
caur to nevienu fotonu, ir sekojosa:

Mgs izmantojam ieprieks aprakstito interferometra konfiguraciju, par dalinam
izvélgjoties fotonus, tatad detektors D nenovero fotonus, kad abi interferometra celi ir atverti,
un nodros§inam tadu interferometra izvietojumu, lai viens no Siem celiem ietu caur to telpu,
kura més vélamies parbaudit objekta eksistenci. Sada konfiguracija nosiitot vienu fotonu, ir
iespejami tikai sekojosi tris iznakumi:

1. neviens no detektoriem nenovero fotonu,
2. fotonu novéro detektors C,
3. fotonu novéro detektors D.

Pirmaja gadijuma fotons tika absorbéts (vai izklied€ts) ar objektu un nav sasniedzis
nevienu no detektoriem. S1iznakuma varbiitiba ir %

Otrais gadijums ir iesp&jams gan tad, ja objekts atrodas apskatamaja telpa, gan ari tad, ja

tas tur neatrodas. Mijiedarbiba ar objektu nenotiek abas situacijas, tatad més varam meginat
. . S o — — .1
eksperimentu no jauna. S1iznakuma varbiitiba ir "

Beidzot, tresaja gadijuma, ja detektors D novéro fotonu, més esam konstat€jusi objekta
eksistenci apskatamaja telpa, Sim objektam ,,nepieskaroties”. Ka jau tika secinats augstak,
detektors D sp&j noverot fotonu tikai pie nosacijuma, ja viens no interferometra celiem ir
blokéts, tatad objektam tur ir jabat. Sis mérfjums nemijiedarbojas ar objektu, jo, tikmér fotons
mijiedarbotos ar objektu, tas nesasniegtu detektoru D (pirmais gadijums). S1iznakuma
varbiitiba ir i.

Sava raksta Elitzurs un Vaidmans $7 interferometra konfiguraciju pielieto aktivu bumbu
mekl€Sanai starp visam bumbam, dala no kuram var biit neaktivas. Fotonam mijiedarbojoties
ar aktivu bumbu, ta uzspragst [1]. Sada veida autori dramatizgja savus argumentus,

apgalvojot, ka objekta eksistences noteikSana tieSam notiek bez mijiedarbibas ar objektu.

1.2. Bumbas testétajs kvantu stavoklu valoda

Visus tos pasus dalinas (fotona) parveidojumus augstak aprakstitaja interferometra var

erti un vienkarsi aprakstit kvantu stavoklu valoda [1].



Apzimésim ar |1) tadu fotona stavokli, kura tas kustas virziena pa labi, un ar |2) —

fotona stavokli, kura tas kustas virziena uz augsu (skat. attéls 1).

Aprakstitaja interferometra konfiguracija, katru reizi fotonam atstarojoties no spogula

virsmas, ta vilna funkcijas faze mainas par % Tapéc més varam aprakstit dal&ji apsudraboto
spogulu darbibu ka

1 .
E[HH i12)]

2+ il1)

Pilniba apsudraboto spogulu darbiba ir vienkarsi
1) - i]2)
12) - i]1)

11) -

12) -

Ja objekts neatrodas p&tamaja telpa, tad sakotnéjais fotona stavoklis, izejot caur

interferometru, parversas par

1 . 1 11 1 . 1 :
1=l = R =0l G | g )= i+ )
i 1 1 L
=§|2)—§|1)—§|1)—§|2) = —[1)

Rezultata fotons iziet no pédéja staru sadalitaja virziena pa labi, tatad tieck noveérots ar

detektoru D.

Pret&ja gadijuma, ja objekts atrodas pétamaja telpa, tad transformacijas ir sekojosas:

1 . 1 e g e e 1 Lo
ﬁ [11) +i|2)] » ﬁ [i|2) + i|izkliedéts)] — E[l|2> — 1] + ﬁ lizkliedéts)

kur |izkliedéts) apzimé fotona stavokli péc mijiedarbibas ar objektu. Saskana ar

11) -

standarta kvantu mérijjumu pieeju [6], detektori ietekm@ fotona kvantu stavoklis tiek sabojats:

1

(IZ), detektéts ar D, varbutiba 7

1 [ 1
—1i|2) — |1)| + —=|izkliedéts) — < & utiba —
2[| ) —|1)] \/?| ) |1), detektéts ar C, varbutiba 3
1

LIizkliedéts), netiek detektéts, varbutiba 3

Més redzam, ka objekta eksistenci var noteikt ar detektoru D tikai tad, ja objekts tur
tieSam atrodas. Rezultata, detektoram D noverojot fotonu, més ieglistam mums vajadzigo
informaciju — objekts atrodas kada no interferometra celiem. NepiecieSamibas gadijuma So
procediru ir iesp&jams pielagot tam, lai precizak noteiktu objekta poziciju: lokali japarbauda,

vai objekts neatrodas visos citos interferometra iek$gjos regionos [1].
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1.3. Veiksmiga mérijuma varbutiba
Pilnu varbutibu noteikt objekta eksistenci ar Elitzura un Vaidmana aprakstito metodi,
neveicot ar objektu nekadas mijiedarbibas, var loti vienkarsi izrékinat:
1. 1.-aja soli fotons var nonakt uz detektoru D ar varbiitibu %,
2. 2.-aja soli fotons var nonakt uz detektoru D, ja ieprieks€ja soli bija nonacis uz

detektoru C. ST notikuma varbitiba ir

NI
NI
N

N

3. 3.-aja soli fotons var nonakt uz detektoru D, ja katra no ieprieksgjiem soliem tas

1 1

.. — . X . — o1
bija nonacis uz detektoru C. S1notikuma varbiitiba ir 2 i

4, utt. ...

Tatad pilna varbiitiba ir visu So notikumu summa:

w 1
+1 1+ _Zl_ 7 1
42 4 L4t 1 3

Turpmak sava raksta Elitzurs un Vaidmans parada, ka objekta eksistences parbaudes

I
I

+

I

varbutibu var padarit bezgaligi tuvu %, interferometra izmantojot staru sadalitajus ar citadaku

sudraba parklajumu [1].

Velak [7] tika atrasta labaka pieeja, kura veiksmiga mérijuma varbiitibu P = cos? %

var padarit patvaligi tuvu vieniniekam, izv€loties pietickami lielu solu skaitu N, jeb
. . 2 7T 2
lim P= lim cos“z—==cos*0=1
N—-+o N-+o 2N

S1 labakas pieejas pamata ir kvantu Zeno efekts [8].
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2. KVANTU VAICAJUMU SAREZGITIBA

Kvantu vaicajumu sarezgitiba ir loti svarigs modelis, kur$ palidz novertét kvantu datoru
jaudu. Saja modeli mums ir dota melna kaste ar binaru simbolu virkni x = x; X, ... X, un més
vélamies izrékinat kadas funkcijas f(x) vertibu, pieklustot Sai melnajai kastei péc iesp&jas
mazaku skaitu reizes [3].

Pirms konkréti definét vaicajumu sarezgitibu kvantu pasaulg, apskatisim klasisko

vaicajumu sarezgitibas jédzienu.

2.1. Vaicajumu sareZgitiba

Ja ir dots uzdevums atrast vienu elementu no virknes y,, y,, ..., ¥y, tad varam pienemt,
ka divu $is virknes elementu savstarp€ja salidzinasana ir dargaka no visam algoritmam
pieejamam operacijam. Verté€sim algoritma rékinasanas sarezgitibu ar kop&jo salidzinasanas
skaitu elementiem y;, vy, ..., V-

Determinétiem algoritmiem, kuri precizi risina $ada veida uzdevumu, var izveidot
atbilstosu lémumu koku. Viena elementa mekléSanas gadijuma, atbilstoss Iémumu koks sanak
binars. Tad vaicajumu sarezgitiba tiek definéta ka garakais cel$ no koka saknes lidz kadai no
lapam. Uzdevuma vaicajumu sarezgitiba tad ir vienada ar garako celu pasam zemakajam
iesp€jamam lémumu kokam, kurs risina doto uzdevumu.

Attela (2.1. att.) ir paradits lemumu koka piemérs vienkarSam mazaka elementa

mekléSanas algoritmam pie M = 3.

a  Ne Ja Ne

2.1, att. Lémumu koka piemérs
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Katra koka virsotne, iznemot lapas, atbilst vienai salidzinasanas operacijai. Veicot
parvietosanos koka atkariba no salidzinasanas rezultatiem, algoritms nonak viena no lapam,

rezultata atgriezot lapa noradito elementu.

2.2. Kvantu vaicajumu sareZgitibas definicija

Apskatisim funkcijas f: D — E, kur D = {0,1}" ir visi iespéjamie binarie vardi garuma
N, un E ir patvaliga netuksa kopa. Kvantu orakuls O, ir unitars operators, kur§ darbojas uz
diviem registriem:
1. ieraksta registrs r (1-dimensijas kvantu registrs);
2. pozicijas registrs i (N-dimensiju kvantu registrs).
S1kvantu orakula darbinasanas rezultata iegiist
Oyl i) = |r @ x;,1)

kur @ ir binarais XOR operators. Kvantu orakulam atbilstosa kvantu shéma ir

r) — — |r & ;)
| IH O, | i/
) — —[9)

Tad visiem algoritmiem, kas rékina funkciju f, ir sekojosa vispariga struktiira (2.2. att.):

O, O, O,

Up /1 Us Us

2.2. att. Vispariga vaicajumu algoritmu kvantu shéma

Kvantu vaicajumu sarezgitiba Qs(f) ir mazakais orakula O, izmantoSanas reizu skaits,
kads nepiecieSams funkcijas f(x) vértibas rékinaSanai ar maksimali pielaujamo kladu &.
Parasti tiek pienemts, ka § = 0.01, kaut ari § var but jebkura konstante § < %. Biezi Qg o1 (f)
vieta tiek vienkarsi rakstits Q(f), kas lauj vienkarSot apzim&jumus [3].

Diezgan biezi ir vienkar$ak noteikt algoritma kvantu vaicajumu sarezgitibu nevis ta
laika sarezgitibu, un secinajumi no vaicajumu sarezgitibas biezi noder kvantu datoru iesp&ju
un ierobeZojumu izpratn€. Viens pazistamais piemers ir Grovera algoritms nestrukturétai

mekl&sanai [4] — partulkojot So problému uz kvantu vaicajumu modeli, tika pieradits, ka Sim
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algoritmam nepieciesami O (\/N ) vaicajumi, $ada veida pieradot, ka Grovera algoritms ir

optimals [5].

2.3. Kvantu vaicajumu sareZgitibas novérteSana

Elitzura-Vaidmana bumbas testétajs rod jaunas iesp&jas kvantu algoritmu analizei. Ka
jau tika piemingéts, §1 darba ietvaros veiktie algoritmu sarezgitibas novertéjumi parsvara
balstas uz divu Masaciisetsas Tehnologiju institiita pétnieku rezultatiem [3]. Lai pie Siem
rezultatiem nonaktu, pétnieki ir nodefingjusi specifisku kvantu vaicajumu sarezgitibas modeli,
kuru vini nosauca par ,,bumbas vaicajumu sarezgitibu” (angl. bomb query complexity). S1
modela ietvaros definétie algoritmi tiek saukti par ,,bumbas mekl€$anas algoritmiem” (angl.
bomb query algorithms).

S1 darba ietvaros tas modelis netiks defingts, bet tiks aktivi izmantota viena no raksta
pieraditajam teorémam. ST teoréma lauj iegit kvantu vaicajumu algoritmu sarezgitibas
novertéjumu no augsas, izmantojot tiem ekvivalentu klasisku vaicajumu algoritmu.

Teoréma. (formalak skat. [3], ,,Theorem 8”)

Pienemsim, ka eksisté klasisks algoritms, kas izrékina f (x), veicot ne vairak par T
vaicdajumiem, un algoritms min katra vaicajuma rezultatu (0 vai 1), klidoties videji ne vairak
ka G reizes pa visiem x. Tada gadijuma mes varam uzkonstruét bumbas meklésanas
algoritmu, kurs veic O(TG) vaicdjumus. Izmantojot So algoritmu, var uzkonstruét kvantu
algoritmu ar vaicajumu sarezgitibu Q(f) = O(W)

Raksta autori turpat ar1 parada, ka atbilstoSs kvantu vaicajumu algoritms ar iegiito
sarezgitibu vienmer eksisté, un apraksta procediiru, ka $adu algoritmu var uzkonstruét
(skat. [3], nodala 5.3).

Visi turpmakie $§1 darba kvantu algoritmu vaicajumu sarezgitibas novertéjumu tiks iegtiti

izmantojot $o teorému.
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3. VIENKARSAKIE ALGORITMI

Saja nodala tiek analizéti pasi vienkarsakie algoritmi — elementaras bitu operacijas. So
algoritmu izp&te ir bijusi autoram svariga p&tijuma sastavdala, un, iesp&jams, labi kalpos

lasttajam ka piemérs apskatama skaitloSanas modela pielietosanai.

3.1. Binara AND operacija

Apskatisim tadu funkciju f, kura ir definéta ka f(x) = x; AND x, AND ... AND xy.
Zinam, ka f(x) = 1 tad un tikai tad, ja x; = x, = - = xy = 1, un pret&ja gadijuma
f(x)= 0.

Novertesim kvantu vaicajumu sarezgitibu, rikojoties saskana ar sekojosu stratégiju:

1. Pieprasam katru bitu p&c kartas, minot, ka tas ir vienads ar 1.

2. Jakartgja vaicajuma biisim kladijusies, tad tas nozZimé, ka esam atradusi tadu
X;:X; = 0, un varam secinat, ka dotajam x ir speka f(x) = 0. Saja gadfjuma
pielaujam tikai vienu klidu un varam izvairities no turpmakiem vaicajumiem.

3. Pretgja gadijjuma mes neviena vaicajuma nebiisim klidijusies, 1idz ar to

Vi<ien (X = 1), tatad f(x) = 1.

Secinam, ka pirmaja gadijuma veikto vaicajumu skaits ir 7; < N un vidgjais kludu
skaits ir G; = 1. Otraja gadfjuma: T, = n un G, = 0. Sie gadijumi ir neatkarigi, tatad kopg&jo
binaras AND operacijas kvantu vaicajumu sarezgitibu varam novertét ka Q(f) =

0(max(y/T; - G1,\/T, - G;)) = 0(¥N-1) = 0(¥N).

3.2. Binara OR operacija

Apskatisim tadu funkciju f, kura ir definéta ka f(x) = x; OR x, OR ... OR x. Zinam,
ka f(x) = 0 tad un tikai tad, ja x; = x, = -+ = xy = 0, un pret&ja gadijuma f(x) = 1.
SprieZot lidzigi, ka binaras AND operacijas gadijuma, izvélamies sekojoSu vaicasanas
stratégiju:
1. Pieprasam katru bitu p&c kartas, minot, ka tas ir vienads ar 0. Arf Seit ieglistam
divus iesp&jamos gadijumus:
2. Jakartgja vaicajuma neesam pareizi uzming&jusi (t.i. x; = 1), tad vairs
vaicajumus neveicam, un $aja gadijuma Ty < N un G; = 1.

3. Pret&ja gadijuma visas N minéSanas bija pareizas, tatad V;<;<y (xi = 0).
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Secinam, ka ari binaras OR operacijas kvantu vaicajumu sarezgitiba ir Q(f) =

0(max(\/T, - Gy, T2 - G,)) = 0(VN - 1) = 0(VN).

3.3. Binara XOR operacija

Apskatisim tadu funkciju f, kura ir definéta ka f(x) = x; XOR x, XOR ... XOR xy.
Soreiz mums nav iesp&jas izvairities no vaicasanas pec kada bita vértibas, jo katrs
atseviskais var ietekmé rezultatu (ja tas ir vieninieks), [idz ar to ir jamin visu N bitu vertibas:
T = N. Tagad atliek tikai novertét mazako iesp€jamo vid€jo kludu skaitu, ko més pielausim,

optimali minot bitu vertibas.
Skaidrs, ka katram x € {0,1}" atsevisku bitu vértibas ir sava starpa neatkarigas, lidz ar
to, neatkarigi no izvéletas minésanas stratégijas, varbitiba kludities i-taja vaicajuma ir %

— . . . o g —q— e . 1 N .
Tatad veicot visus N min€jumus, vid€ji kludisimies G = N - 5 = 5 reizes.

Rezultata ieglistam, ka binaras XOR operacijas kvantu vaicajumu sarezgitiba ir

Q(f) =0(NTG) =0 (\/ﬁ) =0 (%) = O(N).
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4, ALGORITMI UZ SIMBOLU VIRKNEM

Saja nodala tiek atseviski apskatiti daZi algoritmi, kuri uztver funkcijas f argumentu x
ka binaru ciparu virkni. Kaut ar1 $ie algoritmi veido tikai nelielu apakskopu no visu simbolu
virknu algoritmu kopas, autors ir centies izvel&ties tadus algoritmus, kuri var batu visparinami
un tam klat arT pietickami lietderigi.

Definicija 1.  Par 1-bloku dotajam vardam x sauksim tadu secigu varda x
apaksvirkni s, kura sakas varda pozicija | un beidzas pozicija r, un kurai izpildas sekojosi
nosacijumi:

1. s pieraksta ir tikai vieninieki, jeb V¥ <j<,(x; = 1),
2. vainul =1 (ti. s ir varda x prefikss), vai nu x;_; = 0,
3. vainur = N (ti. s ir varda x sufikss), vai nu x,,.; = 0.
Pieméram, varda ,,00001111100” ir viens vienigais 1-bloks garuma 5. Savukart, varda

,100110111000101” ir pieci 1-bloki.

4.1. Viena 1-bloka mekléSana

Apskatisim sekojoSu 1-bloka mekl€sanas problému. Ir dota virkne x4, x5, ..., Xy, Kur
Vi<isnX; € {0,1}. Uzdevums ir atrast [ un r — §1 virknes vieniga 1-bloka sakuma un beigu
pozicijas.

Autors piedava sekojoSu vaicajumu stratégiju:

1. Vaicajam katru bitu x; péc kartas, sakot ar i = 1. Kamér nav bijusi neviena
klada, minam, ka x; = 0. Tad, pirmoreiz kludoties, atrodam 1-bloka
sakumpoziciju l: x; = 1.

2. Kameér ir bijusi tiesi viena kltida, minam, ka x; = 1. Tad, kludoties otrreiz,
atrodam 1-bloka beigu pozicijur =i — 1.

3. Pé&c otras kludas varam vairs neveikt vaicajumus, jo kortezs (I, ) jau ir
atrasts.

Ja esam pavaicajusi visus bitus, klidoties tikai vienreiz, tad tas nozime, ka 1-
bloka beigas sakrit ar varda x beigam (t.i. 1-bloks ir varda x prefikss). Tada

gadijuma r = N.

Vispariga gadijuma sagaidamais kludu skaits ir G = 2, iznemot specialgadijumus, kad

1-bloka beigas sakrit ar virknes beigam (5aja gadijuma kludu skaits ir 1), tapéc precizs
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vidgjais klidu skaits G,ecizs < G, bet $1neprecizitate nav biitiska asimptotiskajos sarezgitibas
novertéjumos. Tape&c miisu nolitkkiem pilnigi pietiek ar G = 2.

Sliktakaja gadijuma (ja varda x ir tikai viens vieninieks priekSpedgja pozicija) ir
nepiecieSams vaicat katru bitu, tatad T = N.

Iegtistam kvantu vaicajumu sarezgitibas noveért&jumu Q = O(\/ TG ) = 0(\/ 2N ) =
O(VN).

4.2. Viena 1-bloka meklésana, kuram zinams minimalais garums

Tagad apskatisim lidzigu 1-bloka mekl€sanas problému, tikai Soreiz pienemsim, ka 1-
blokam ir ieprieks zinams minimalais garums. Tapat, ka iepriek$¢ja uzdevuma, ir dota virkne
X1, X, o) Xy, KU Vici<nx; € {0,1}. Zinams, ka taja ir tieSi viens 1-bloks, pie tam ta garums ir
vismaz L, un L > 2. Uzdevums ir atrast [ un r — mekléjama 1-bloka sakuma un beigu
pozicijas.

Autors piedava veikt mekleSanu saskana ar sekojosSu algoritmu:

1. Kamér neesam kludijusies, vaicajam x;.., i = 1,2,3, ..., l%J, minot, ka

Xip = 0.

2. Tiklidz esam kludtjusies, tad esam atradusi tadu x, = 1, kur p = kL un
k € {1,2,3, ...}, kurs pieder mekléjamam 1-blokam. Atliek tikai atrast $1 1-bloka
sakuma un beigu pozicijas [ un r. Pateicoties faktam, ka varda x ir tiesi viens 1-
bloks, varam atrast $1s pozicijas ar binaras meklésanas palidzibu.

3. Meklgjam poziciju [, kura var biit intervalap—L+1 <[ <p — 1,
jeb(k— 1)L+1<1<kL-1.Sajaintervalair(p—1)—(p—L+1)+1=
L — 1 dazadas pozicijas. Ar binaro meklésanu atradisim tadu poziciju [, kur
x;=1lunvainux;_; =0, vaiaril = 1. Tas prasis O(log(L — 1)) = 6(logL)
vaicajumus, katra no kuriem minésim, ka x, = 1. Tatad kludisimies tad, ja
vaicasim par pozicijam, kuras nepieder 1-blokam. Klidu skaits tad sanak
©(logL). Sliktakaja gadijuma visos x; vaicajumos kladisimies, tatad
Vp_r+15jsp-1(x; = 0), untad I = p.

Meklgjam poziciju r Iidzigi, ka meklgjam [, tikai otra pus€ no x,,. Pozicija r
var biit intervala p + 1 < r < N. Stintervala garums it N — (p +1) +1 =N —
kL. Ar binaro meklésanu atradisim poziciju r, kur x,, = 1 un vai nu x,,; = 0, vai

arir = N. Tas prasis O(log(N — kL)) = ©(log N) vaicajumus, kuros minésim, ka
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x¢ = 1. Kladu skaits sanak ©@(log N), un sliktakaja gadTjuma V., 1<j<y (xj = 0),

tatad r = p.

Sliktakaja gadfjuma ir javeic T = O (lﬂ +logL + log N) =0 (% + log N) vaicajumi.
Tas var gadities, piem&ram, ja meklgjamais 1-bloks atrodas virknes pasas beigas.
Vidgjo kladu skaitu varam novértét ka G = ©(1 + logL + logN) = ©(logN).

Varam secinat, ka algoritma kvantu vaicajumu sarezgitiba ir Q = O(\/ TG ) =

0(\[(%+logN) logN> = 0(\[%logN + log? N>.

. . N - - —
Interesanti, ka pie L < Tog N novertéjums sanak

NlogN
L

. N .
savukart, pie L > —— iegiistam
logN

Q = 0(4/logZN) = 0(logN)

4.3. Vairaku 1-bloku mekléSana

Ir dota virkne x, x5, ..., Xy, KUr V4 <;<nx; € {0,1}. Soreiz uzdevums ir atrast visu virkng
x esoSo 1-bloku sakuma un beigu pozicijas, t.i. i-tajam 1-blokam jaatrod [; un r;, un jaatgriez
kortezu (I;, ;) kopa. Ja virkné nav neviena 1-bloka, tad jaatgriez tuksa kopa.

Lidzigi, ka iepricks€ja uzdevuma, autors piedava sekojosu stratégiju visu 1-bloku
mekl&Sanai:

1. Vaicajam katru bitu x; p&c kartas, sakot ar i = 1. Kamér nav bijusi neviena
klada, minam, ka x; = 0. Tad, pirmoreiz kludoties, atrodam pirma 1-bloka
sakumpoziciju l;: x; = 1.

2. Kamér ir bijusi tiesi viena kliida, minam, ka x; = 1. Tad, kludoties otrreiz,

atrodam pirma 1-bloka beigu poziciju r; =i — 1.

2j — 1. Kam@r ir bijusas tiesi 2(j — 1) kladas, minam, ka x; = 0. Tad,
klidoties (2j — 1)-to reizi, atrodam j-ta 1-bloka sakumpoziciju I;: x; = 1.
2j. Kamér ir bijusas tiesi 2j — 1 kladas, minam, ka x; = 1. Tad, kladoties 2j-to

reizi, atrodam j-ta 1-bloka beigu poziciju r; = i — 1.
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Mainigais j var pienemt vertibas no 1 Iidz K. Aprakstitie soli ir javeic kamer
més neblisim pavaicajusi visus N bitus.

Ja esam pavaicajusi visus bitus un neesam kludijusies, tad tas nozimg, ka visi
virknes simboli ir nulles, jeb V;<;<ny(x; = 0). Tada gadijuma virkné nav neviena
1-bloka, un jaatgriez tuksa kopa.

Ja esam pavaicajusi visus bitus, klidoties nepara reizu skaitu, tad tas nozimée,
ka pedeja (K-ta) 1-bloka beigas sakrit ar varda x beigam (t.1. Sis 1-bloks ir varda x

prefikss). Tada gadijuma r;x = N.

Ka var viegli redz&t no aprakstitas strat€gijas, katra soli tiek pielauts ne vairak par vienu
kladu, tatad pavisam ir javeic tiesi 2K soli, [idz ar to algoritms kliidas vid€ji ne vairak par 2K
reizém.

Talak apskatisim §1 problémas divas iesp&jamas variacijas.

4.3.1. 1-bloku meklésana, ja to skaits ir zinams ieprieks

Ja pasa sakuma ir zinama K vertiba (t.i. més zinam varda x 1-bloku skaitu jau ieprieks),
tad varam uzskatit K par konstanti. Tad, saskana ar teorému, K bloku mekléSanas algoritma
kvantu vaicajumu sarezgitiba ir Q = 0(VTG) = 0(V2KN) = 0(/N).

Daudz interesantak (un ar sarezgitak) ir gadijuma, kad varda 1-bloku skaits nav

ieprieks zinams.

4.3.2. 1-bloku meklesana, ja to skaits nav zinams ieprieks

Ja sakuma nav zinama K vértiba, tad tas butiski maina risinamo uzdevumu — Soreiz ir
jaizrekina vidg€jais kliidu skaits pa visiem vardiem x. Kladu skaits tad ir divas reizes lielaks
par vid&jo 1-bloku skaitu K.

1s;+2-s;+3"s3+-++h's, 1-s;+2-55+3-s3++h-sp

G=2K=2 o N

kur h ir lielakais iesp&jamais 1-bloku skaits vienam vardam garuma N, un s; ir tadu
vardu skaits, kuros ir tiesi i 1-bloki.

Viegli redz&t, ka lielakais 1-bloku skaits ir sasniedzams tad, ja katra 1-bloka garums ir
1, un starp katriem blakus esosiem 1-blokiem ir tikai viena nulle. Piemé&ram, varda ,,1010101”

garumam N = 7 lielakais iesp&jamais 1-bloku skaits ir 4.
Tapéc lielakais 1-bloku skaits ir h = [%] Apskatitaja pieméra N = 7, tatad h = E] =4,

Autors piedava sekojoS$u panémienu, kas lauj izrékinat vertibas {s;} kombinatoriski.
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Apzimésim katra 1-bloka pirmo vieninieku ar simbolu ®. Ar to pasu simbolu
apzimé&sim arT katram 1-blokam sekojoso nulli. Janém vera, ka pec péd&ja 1-bloka var nebiit
simbolu (ja tas ir varda x prefikss). Tapéc pierakstisim vardam x vél vienu, (N + 1)-to,
simbolu, kur§ vienmér bus 0. Tad varda x vienmér visiem 1-blokiem sekos vismaz viena 0.

s, ir vienads ar visu to vardu skaitu, kuros ir tieSi viens 1-bloks. Dazadiem vardiem 1-
bloku pozicijas atskiras, tap€c mes interes€jamies par visu iesp&jamo viena 1-bloka sakuma
un beigu poziciju kombinacijam.

S1 = Cz%+1

Pieméram, ja N = 3, tad s; = CZ = 6. Atbilstiba (bijekcija) starp kombinacijam un

vardiem ir nodemonstréta zemak.
1. ®®00 - 100
2. ®0®0 - 110
3. ®O0® —-111
4. 0®®0 - 010
5 0®0® - 011
6. 00®® -001

Viegli parliecinaties, ka citu vardu garuma 3 ar vienu 1-bloku nav. No 23 = 8 vardiem
atliek tikai vards 000, kura nav neviens 1-bloks, un vards 101, kura ir divi 1-bloKi.

Divu 1-bloku gadijuma N + 1 pozicijas jaizvieto 4 simboli ® (2 sakumpozicijas un 2
beigu pozicijas). Skaidrs, ka So simbolu izlikSanas seciba nav svariga, jo pirmas divas simbolu
® pozicijas nosaka pirma 1-bloka sakumu un beigas, bet pedgjas divas pozicijas — pedgja 1-
bloka sakumu un beigas. Tatad s, = Cy, 4.

Tatad, ja 1-bloku skaits ir i, tad N + 1 pozicijas ir jaizvieto 2i simboli ®, tapéc
ieglistam s; = CZL,.

Tatad vidg€jais kltdu skaits ir

2 4 6 N 2[%]
. 1 Choy +2- Cliy +3 - Car + -+ | 7] - €12

2N—1

Lai So izteiksmi novienkarSotu, ar matematiskas indukcijas palidzibu pieradisim, ka

N+1

N 2[¥
1-C,\2,+1+2-C,(‘,+1+3-C,$+1+~~-+[ﬂ-c 2l _ (N +1)2N-2

Bet pirms tam nodefinésim dazas lemmas, kuras noderés pieradijuma.

n
Yck=2r

k=0

Lemma 1.
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St ir klasiska vienadiba, kura tick macita kombinatorikas pamatu macibu kursos. T3 ka
visas saskaitamas vértibas sakrit ar (1 + x)™ koeficientiem pie attiecigam x pakapém, tad

vienadiba ir speka, pielietojot substitiiciju x = 1.

n
Zk-C,’f=n-2"‘1
k=0

St arf ir klasiska vienadiba, kuras pieradijumu var viegli atrast kombinatorikas macibu

Lemma 2.

gramatas vai citos viegli pieejamos avotos. Darba ietvaros ta netiks pieradita.
Lemma 3 (Paskala identitate).
CrZi + Cooq = Gy
Vél viena klasiska vienadiba (ta ir Paskala trijstiira veidoSanas pamata), kuras
pieradijums ir loti vienkarss:

(n—-1)! (n-1)! (n—-1)! (L l) _ n!
(k-D!(n-k)! = k!l(n-k-1)! (k=D!(n—k-1)! \n—k T ki(n-k)!

Chzt + Cnoa = ;

Atgriezoties pie apskatamas summas,

2]
1-CZy+2-Chyy +3-C8 +---+HC2H_Z Nor
N+1 N+1 N+1 ABNES! N+1
i=1

e . 2 . . .. e - .
Pareizinasim to ar p lai koeficienti pirms kombinaciju formulam sakristu ar to

augs€jiem indeksiem:
ﬂ
]

N
H
. 1
Z i CRyr = E Cita
=1
Tagad katram saskaitamajam vienreiz plellet03|m 3. lemmu:
N
. H 2l
ZZl c, =§-22i-(c Flyci)==< Z(Zl 214 20 CH)
i=1

Velreiz pielietosim 3. lemmu, bet tikai ,,dal&ji”, lai visiem saskaitamajiem ar nepara
aUgééjo kombinatorisko indeksu biitu atbilstoss koeficients prieksa:
2]
> 2(21 R +2i-C )_— Z CR2+CEt + (2i—1)-C3t +2i-CFY) =

2]

2 Z(CZL 2 21 1)+_ Z((Zi_l)'cl\zli_l_i'Zi'Cl\zli)

i=1

Ka redzam, summa ir sadalijusies divas pazistamas virknés:
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2] ZI% -1

Z(C,\Z,‘ 24Ci) =5 z Chy

i=0
un
N N N
. H . 23] " 2[3]
- _ 2i—1 oL — . el
22(21 1) 5 +2i C§) = ZZLCN ZZLCN
i=1 =1 =0
Atseviski apskatisim divus gadijumus:
1. ja N ir para skaitlis, tad, saskana ar 1. lemmu,
1« 1
=§ Z CIL;I—I — E 2N—1 — 2N—2
=0
un
N
1
—Z =—N2N1 N-2N-2
2
i=0

Tatad visa summa sanak
A+B=2N"24N-2V"2 = (N +1)-2N-2

2. pretgja gadijuma, ja N ir nepara skaitlis, tad

N
1 . 1
=§' '_E Cy-1 =§'2N_1 +0=2N"2
un

1 1
B=§-Zi-q§,=§-N-2N‘1+0=N-2N‘2

Ar1 8aja gadijuma ieglistam
A+B=2N"24N-2N"2=(N+1)-2N"2
Esam pieradijusi izvirzito vienadibu. Tagad varam atgriezties pie videjas klidas

rékinaSanas un pierakstit to elegantak:

N

Ny 25
1-C,$+1+2-C,3+1+3-c,$+1+---+[7]-CN[fl] (N+1)-292 N+1
2N-1 = oN-1 -7

G =

Beidzot varam novértét algoritma kvantu vaicajumu sarezgitibu Q = 0(\/ TG) =

o ) - ouw,

Interesanti, ka $aja (visparigaka) uzdevuma varianta sarezgitibas novertéjums ir vajaks,

neka ieprieks apskatitaja.
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4.4, 1-bloku meklésanas visparinajums uz vairakam dimensijam

Ieprieks€jos uzdevumos mes apskatijam 1-bloku meklésanas algoritmus, kuri darbojas
viena dimensija. Seit més apskatisim p&tamo problému visparinjumus patvaligam dimensiju
skaitam un piclagosim ieprieks$ aprakstitos algoritmus vairakam dimensijam.

Ir dotas N? dazadu punktu koordinates D-dimensiju telpa. D = 1. Apzimésim doto
punktu kopu ar P. Sie punkti veido N X N X ... x N rezgi: attalums starp katriem diviem
blakus esoSiem rezga punktiem ir vienads ar kaut kadu konstanti A € R, A > 0, un katram
rezga iek§¢jam punktam blakus ir tie$i 2D punkti. Katram punktam tiek piekartots cipars 0 vai
1. Pieejamais vaicajumu orakuls O, uz punkta vaicajumu atbild ar §im punktam piekartoto
ciparu.

Ertibai pienemsim, ka A = 1, un ka rezga viena no stliriem eso$a punkta koordinates ir
(1,1,1, ...,1), nezaudgjot uzdevuma visparigumu (nepiecieSamibas gadijuma izvéléto punktu
var parvietot uz patvaligu citu poziciju D-dimensiju telpa, un art attalumu starp punktiem A
var pareizinat ar patvaligu pozitivu konstanti). Varam uzskatit, ka punkti, kuriem piekartots 1,
ir atrodami apskatamaja telpa, un citi punkti nav.

Visparinasim 1-bloku definiciju uz vairakam dimensijam.

Definicija 2.  Par D-dimensiju 1-bloku dotajai punktu kopai sauksim sekojosu
netuksu dotas kopas apakskopu S:

1. visiem kopas S punktiem ir piekartots cipars 1,
2. katra punkta s € S visiem blakus punktiem p € P izpildas viens no
nosacijumiem:
(a) punktam p ir piekartots cipars 0 unp & S, vai
(b) punktam p ir piekartots cipars  unp € S.

Intuitivi D-dimensiju 1-bloku var uztvert ka atsevisku dotaja telpa ,,iekrasotu” apgabalu
(tas neskelas ne ar vienu citu ,,iekrasotu” apgabalu).

Vairaku dimensiju gadijuma punktu skaits var bt loti liels, un tap&c nebitu lietderigi
algoritmam atgriezt visus tos punktus, kuri ierobezo D-dimensiju 1-blokus. Tapéc
nodefin€sim mérki nedaudz savadak: uzdevums ir atrast visu punktu skaitu, kuriem ir

piekartots cipars 1, jeb jaatrod visu D-dimensiju 1-bloku izmé&ru summa.

4.4.1. Vairaku D-dimensiju 1-bloku meklésana

Uzdevums ir lidzigs tam, ko jau atrisinajam nodala 4.3 vienas dimensijas gadijuma:

dotaja punktu kopa P ir vairaki D-dimensiju 1-bloki, kuri ir jaatrod. Atgadinasim, ka 1-
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dimensijas gadijuma tika mekl&tas 1-bloka sakuma un beigu pozicijas, bet tagad, D-dimensiju
gadijuma interes€simies par 1-blokam piederosu punktu skaitu (1-bloka izméru).

Izmantosim lidzigu stratégiju, ka ieprieksgjos apakSuzdevumos, ar nelielu modifikaciju.
Apzimésim dotaja telpa esoso D-dimensiju 1-bloku skaitu ar K, un visu atrasto 1-bloku
punktu kopu ar F.

Kameér nebtsim kludijusies, vaicajam katru punktu p&c kartas, sakot ar
punktu, kura koordinates ir (1,1,1, ...,1,1). Nakamie punkti tad bus (1,1,1, ...,1,2),
(1,11,..,1,3),..,(1,1,1,..,1,N), (1,1,1,...,2,1), (1,1,1,...,2,2), ...,
(N,N,N,...,N, N). Minam, ka punktam ir piekartots cipars 0.

(a) Ja esam pareizi uzmingjusi, tad apskatamais punkts miis neinteresg, jo tas
nepieder nevienam no meklgjamajiem 1-blokiem. Turpinam vaicat, parejot pie
nakama punkta.

(b) Ja esam kludijusies, tad apskatamajam punktam p = (py, P2, .., Pp) i
piekartots cipars 1, tatad tas pieder kadam 1-blokam, kuru més vél neesam lidz
$im atradusi. Pievienojam p atrasto punktu kopai F. Saja gadfjuma izmantosim
iesp&ju un palaidisim klasisko ,,flood fill” algoritmu (DFS vai BFS — tas Seit nav
bitiski), atrodot visus blakus esoSos punktus ar piekartotiem vieniniekiem.
Formalak, katram atrastajam 1-bloka punktam ar koordinatem (pq, p, ..., Pp)
vaicajam ar visus ta kaiminpunktus (p; + 1,p, ...,0p), (PL, 02+ 1, ....,Pp),

e, (P1, P2, -, Dp £ 1), kuri pieder dotajam reZgim P, un par kuriem vél neesam

lidz §im vaicajusi. Katru atrasto 1-blokam piederoSo punktu pievienojam kopai F.

Algoritma rezultats ir atrasto punktu kopas izmérs |F|.

Ja mums ir iepriek$ zinams visu 1-bloku skaits K, tad varam pabeigt algoritmu tiklidz
biisim atradusi K-ta 1-bloka visus punktus. Savadak ir javaica visi punkti p € P.

Sliktakaja gadijuma algoritma izpildes laika naksies pavaicat katruno NN - ...- N =
NP punktiem, tatad T = NP. Lai novértétu vidéjo kliidu skaitu, ieviesisim tadu jédzienu ka 1-
bloka virsmas laukums.

Definicija 3.  Par D-dimensiju 1-bloka virsmu sauksim visu to punktu kopu, kuriem
ir piekartots cipars 0 un kuriem blakus ir vismaz viens dota 1-bloka punkts. Tad ar D-
dimensiju 1-bloka virsmas laukumu sapratisim st 1-bloka virsmas punktu skaitu.

Vienas dimensijas gadijuma 1-bloka virsmu veido nulles pirms un p&c dota 1-bloka (ja
tadas ir), tatad 1-dimensijas 1-bloka virsmas laukums neparsniedz 2. Divu dimensiju gadijuma

1-bloka virsmas laukumu varam intuitivi salidzinat ar dota 1-bloka ,,perimetru”. Tris
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dimensiju gadijuma 1-bloka virsma ir lidziga geometriskajai virsmai. Sis intuitivas analogijas
palidz definicijas saprasana.

No algoritma apraksta varam izsecinat, ka katra 1-bloka atraSanai mes pielaujam tik
daudz kladas, cik ir punkti §1 1-bloka virsma. Tatad i-tais 1-bloks izraisa lidz s; kladam, kur
s; — dota 1-bloka virsas laukums (ja kartgja apskatama 1-bloka virsma parklajas ar kadu no
ieprieks apskatito 1-bloku virsmam, tad klidu skaits biis mazaks, jo m&s nevaicasim vienus un
tos pasus punktus vairakkart).

Tad algoritma kladu skaits ir vienads ar

K
S = Z Si
i=1

l

jeb visu apskatamaja telpa esoso D-dimensiju 1-bloku virsmas laukumu kopsumma.

Ldz ar to algoritma kvantu vaicajumu sarezgitiba sanak Q = 0(VTG) = 0(VNPS) =
D
0 (N2V5).

4.4.2. Viena D-dimensiju 1-bloka meklésana, kuram zinami minimalie izméri

Apskatisim nodalas 4.2. uzdevuma visparinajumu patvaligam dimensiju skaitam: dotaja
punktu kopa P ir tie$i viens D-dimensiju 1-bloks, kur$ arT ir jaatrod. Par 1-bloku ir zinams, ka
tas ir tik liels, ka ieklauj sevi 1-apaksbloku izméra L X L X ... X L = LP. Formalak, tas
nozimé, ka rezgis izméra L X L X ... X L = LP, kura visiem punktiem ir piekartots cipars 1,
veido punktu kopu R, kura ir mekléjama D-dimensiju 1-bloka punktu kopas apakskopa, jeb
R € P. Pieméram, 2-dimensiju gadijuma tas nozimétu, ka mekl&jamais 3-dimensiju 1-bloks
ietver sevi ,,kvadratu” ar malas garumu L. 3-dimensiju gadijuma — ,kubu” ar malas garumu L.

Apzimésim dotaja telpa esoSo D-dimensiju 1-bloku skaitu ar K, un visu atrasto 1-bloku
punktu kopu ar F. Izmantosim sekojoSu min&$anas stratégiju:

Kamér nebuisim kludijusies, vaicajam punktus ta, lai nekadi divi vaicajamie
punkti neatrastos viena rezga izméera LP ietvaros — sakot ar punktu, kura

koordindtes ir (L, L,L, ..., L, ). Nakamie punkti tad bis (L, L, L, ..., L, 2L),

(L L Lo 1,3L), o (L L L, L [Y| L), (L, L, 2L, 1),

L L, 20,200, o, (|30 |3 2| H] 2 [ 2|3 L)- Minam, ka punktam ir
piekartots cipars 0.

(a) Ja mingjums ir pareizs, tad apskatamais punkts mils neinteresg, jo tas

nepieder mekl€jamajam D-dimensiju 1-blokam. Turpinam vaicat, parejot pie
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nakama punkta.

(b) Ja més esam kludijusies, tad apskatamajam punktam p = (py, P, ..., Pp) if
piekartots cipars 1, tatad tas pieder kadam 1-blokam, kuru més vél neesam lidz
$im atradusi. Pievienojam p atrasto punktu kopai F. Saja gadijuma izmantosim
iesp&ju un palaidisim ,,flood fill” algoritmu, atrodot visus blakus esoSos punktus ar
piekartotiem vieniniekiem. Formalak, katram atrastajam 1-bloka punktam ar

koordinatém (py, p,, ..., pp) vaicajam ari visus ta kaiminpunktus

(p1 £ Lps 1), 01,02 £ 1, 0,0p), v (D1, P2, -, Dp £ 1), Kuri pieder
dotajam rezgim P, un par kuriem vél neesam Iidz §im vaicajusi. Katru atrasto 1-

blokam piederoso punktu pievienojam kopai F.

Algoritma rezultats ir atrasto punktu kopas izmérs |F|.
D
Sliktakaja gadijuma algoritma izpildes laika japavaica katrs no EJ . lﬂ St l%J = EJ

D
punktiem, kameér nebtisim atradusi pirmo 1-blokam punktu. Apzimésim to ar T; = l%J . Tad

uzreiz tiek darbinats ,,flood fill” algoritms, kura izpildes laika tiek vaicati visi 1-blokam
piederosie punkti, ka arT punkti, kas veido $1 1-bloka virsmu. Apzimésim to ar T, = |V| + |S],

kur V — 1-blokam visu piederoso punktu kopa (,.tilpums”) un S — 1-bloka virsma.
D
Tad sliktakaja gadijuma pieprasijumu skaits ir T = O(T; + T,) = O (l%] +|V|+1|S |).
Nav griti pamanit, ka O(|V| + |S|) = O(|V|). Neformals pamatojums varétu bit tads, ka
katram D-dimensiju 1-bloka virsmas punktam blakus ir vismaz viens 1-bloka iek$¢jais punkts

(un ne vairak par konstantu skaitu — 2D — punktu). Savukart, neobligati katram iekS€jam

punktam blakus ir kaut viens aré&jais punkts. No ta izriet |S| < 2D|V|. Tapéc

T=0 ([%JD + V] + |5|> =0 ([%JD + |V|>

Kludas aprakstitaja algoritma ir tikai atrodot pirmo 1-bloka iek§€jo punktu, ka ar1 visu
1-bloka virsmas punktos, dél ,,flood fill” algoritma pielietosanas. Kludu vidgjais skaits tad ir

novertejams ka
G =0(1+[s)=0edsh

Lidz ar to algoritma kvantu vaicajumu sarezgitiba sanak

Q=0(TG) =0 J([%]D " |V|> 15|
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Nav parsteidzosi, ka iegiitais novertéjums ir daudzos gadijumos labaks par ieprieksgja
uzdevuma sarezgitibas novert&jumu, jo informacija par minimaliem 1-bloka gabaritiem lauj

izvairties no liela punktu skaita vaicaSanas.
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5. ALGORITMI UZ GRAFIEM

Saja nodala tiek apskatiti dazi algoritmi uz grafiem, un tiek novértéta to kvantu
vaicajumu sarezgitiba. Ja nav noradits savadak, tad turpmak uzskatisim, ka visi apskatamie

grafi ir neorientéti, un ka neorientéta grafa Skautne (u, v) = (v, u).

5.1. Trijsturu mekleSana grafa

Definicija 4.  Par trijstiiru sauksim tadu grafa saistitu apaksgrafu, kurs:
1. sastav no 3 virsotném un 3 Skautném,
2. veido ciklu garuma 3.

Mums ir dots grafs, kuram ir zinama V — virsotnu kopa, un par kuru ir zinams, ka taja ir
tieSi viens trijstaris. Grafa incidencu matrica A ir uzdota melnas kastes (orakula) veida:
vaicajot par $kautni (u, v), kur u, v € V, orakuls atgriez 1, ja dotaja grafa eksisté Skautne no u
uz v. Pretgja gadijuma orakuls atgriez 0. Visu grafa esoSo Skautnu kopu apzimésim ar
E €V x V. Sakuma més nezinam, kuri kortezu kopas V x V elementi pieder E. Skautnu
kopas izméru apzimésim ar N = |E]|.

Autors piedava sekojosu vienkarSu vaicajumu stratégiju:

Katra soli patvaligi izvélamies $kautni (u,v) € V X V,u # v, par kuru lidz
S§im vél neesam vaicaju$i, un vaicajam par to orakulam A, minot, ka (u, v) ¢ E, t.i.
ka orakuls atgriezis 0.

(c) ja orakuls atgriez 0, tad més esam pareizi uzming&jusi un tie$am (u, v) ¢ E.
Saja gadfjuma atrasto $kautnu skaits nav mainijies, tap&c ir jamégina vélreiz.

(d) ja orakuls atgriez 1, tad més esam kludijusies, un $kautne (u, v) patiesiba
pieder grafam, t.i. (u, v) € E. Saja gadfjuma esam atradusi jaunu grafa $kautni.
Tad parbaudam, vai $1 Skautne veido trijstiiri ar divam citam ieprieks atrastajam
Skautném:

(i) jaatrodam trijstiiri, tad esam izpildijusi uzdevumu, un varam pabeigt
algoritma izpildi,

(if)  ja neatrodam trijstiiri, tad jamégina vélreiz — jaatrod cita Skautne.

Lai novertetu S§im algoritmam atbilstoSo vid€jo kliidu skaitu, autors piedava sekojosu
panémienu.
Apskatisim virkni no visam dotajam grafam piederosam skautném €p,r €pys s Epp kur

Skautnes ir sakartotas to vaicasanas seciba (p;, p,, ..., Py It patvaliga virknes 1,2, ..., N
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permutacija). Aprakstitais algoritms veic vaicajumus, kamér nebis atradis tas tris Skautnes
€pyr €p, UN ep,, kuras veido mekleto trijsturi.
Tagad parrakstisim So virkni, aizvietojot e, ep, Un e, ar ciparu 1 un pargjas Skautnes
ar ciparu 0. Jauna virkne var izskatities, piem&ram, sekojosi:
001010001000
Saja pieméra N = 11, un algoritms biis kladijies 8 reizes (iezimétas treknraksta).
Lai izrekinatu vid€jo kludu skaitu G, apskatisim Saja virkn€ visas iesp&jamas tresa
(pedgja) vieninieka pozicijas:
» ja pedgjais vieninieks ir 3.-aja pozicija, tad par€jos 2 vieniniekus var izvietot
ieprieksgjas 2 pozicijas C# dazados veidos;
» ja pEdgjais vieninieks ir 4.-aja pozicija, tad pargjos 2 vieniniekus var izvietot
ieprieks$gjas 3 pozicijas CZ dazados veidos;
> ...
» ja pedgjais vieninieks ir i-aja pozicija, 3 < i < N, tad pargjos 2 vieniniekus var
izvietot iepriek$€jas i — 1 pozicijas C2 ; dazados veidos.
Tad vidgjo kliidu skaitu varam izteikt ka
c =3-CZZ+4-C32+---+N-C,\2,_1

Cy

Lai vienkarSotu So izteiksmi, paradisim, ka

N—-2)(N-1)N(N+1
3-C§+4-C§+---+N-C,%,_1=( X 8)( )

Pieradisim to ar matematiskas indukcijas palidzibu.
Indukcijas baze. Vienadiba ir speka pie N = 3:

3-2)3-1)3(3+1)
3 s

Induktiva pareja. Pienemot, ka vienadiba ir speka pie N = k, paradisim, ka ta paliek

3-1= 3=3

speka aripie N = k + 1:
(k—2)(k—1Dk(k+1)

3 + (k+1)-C¢
C(k+D-2)(k+ D= 1)k + D((k+ 1)+ 1)
B 8
o (k—2)(k—Dk(k+1) k4 1)_k(k— 1) _ (k — Dk(k + D(k + 2)

8 2 8
& k—-2)(k—Dk(k+1)+4k+Dk(k—1) = (k— Dk(k+ 1)(k + 2)

& (k—Dkk+1)((k—2)+4) = (k— Dk(k + 1) (k +2)
S (k-1k(k+1)(k+2)=(k—1Dk(k+1)(k+2)
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No ta izriet, ka vienadiba ir speka patvaligam N vertibam, N > 3.
Iegtistam, ka

(N—-2)(N-—1N(N +1)

G_S-C§+4-C§+---+N-C,$,_1_ g _3(N+1)
- c3 - NWN-DWN-2) 4
6

Tatad mekl&tais algoritma kvantu vaicajumu sarezgitibas novertéjums ir Q =

0(VTG) = 0( V|2 3<”“)) = 0(IVIVN) = o (IVI|/IET)

4
Piezimes: varam pamantt, ka ieglitais novertéjums ir diezgan vajs. Izradas, ka visiem
grafu algoritmiem, kuriem ir zinama virsotnu kopa V un ir pieejama incidencu matrica A
orakula veida, ir speka tads pats kvantu vaicajumu sarezgitibas novertéjums no augsas, jo
vienkarsi vienmer atrodot visas Skautnes E ar O(|V|?) pieprasfjumiem orakulam, un tad
pielietojot jebkuru klasisku algoritmu (neobligati efektivu) atrastajam Skautném, videjais

kladu skaits G = |E|, un sarezgitibas novértgjums ir tiesi tads pats: Q = 0(VTG) =

o (IVI/IED).

Trijstiiru mekl€Sanas problémai neorientéta grafa ir zinams butiski labaks kvantu

vaicajumu sareZgitibas novértgjums - O(|V|%/#) [9]. Darba iegiitais novértgjums

0 (IVIWIET) = 0 (IV-[IVIZ) = 0(IVI?) ir objektivi sliktaks.

5.2. K-stiiru meklésana grafa

Definicija 5. Par K-stidru sauksim tadu grafa saistitu apaksgrafu, kurs:
1. sastav no K virsotnéem un K skautném,
2. veido ciklu garuma K.

Mums ir dots grafs, kuram ir zinama V — virsotnu kopa, un par kuru ir zinams, ka taja ir
tieSi viens K-stiiris. Tapat, ka iepriek$&ja uzdevuma, grafa incidencu matrica A ir uzdota
melnas kastes (orakula) veida: vaicajot par $kautni (u, v), kur u, v € V, orakuls atgriezZ 1, ja
dotaja grafa eksisté Skautne no u uz v. Pretgja gadijuma orakuls atgriez 0. Visu grafa esoSo
Skautnu kopu apzimésim ar E € V X V. Sakuma més nezinam, kuri kortezu kopas V X V
elementi pieder E. Skautnu kopas izméru apzimésim ar N = |E|.

Izmantosim lidzigu stratégiju, ka iepriek$€ja uzdevuma, tikai Soreiz partrauksim
vaica$anu taja gadijuma, kad busim atradusi vajadzigo K-stiiri.

Arf sarezgitibas novért&jumam izmantosim lidzigu pieeju, apskatot grafa skautnu virkni
to vaicasanas seciba, un aizvietojot K-stlirim piederosas skautnes ar 1 un pargjas skautnes ar

0. Aprakstita virkne var izskatities, pieméram, sekojosi:
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010101000110000
Saja pieméra K = 5, N = 15, un algoritms biis kliidijies 11 reizes (iezimétas
treknraksta), kamer neatradis mekl&to 5-stiri.
Tapat, ka ieprieks€ja uzdevuma, bet jau visparigak, lai izré€kinatu vid€jo kludu skaitu G,
apskatisim $aja virkne visas iesp&jamas ped¢ja vieninieka pozicijas:
& ja pedgjais vieninieks ir K-aja pozicija, tad par&jos K — 1 vieniniekus var
izvietot iepriek$gjas K — 1 pozicijas CX=] dazados veidos;
& ja pedgjais vieninieks ir (K + 1)-aja pozicija, tad par&jos K — 1 vieniniekus var
izvietot iepriek$gjas K pozicijas CX~1 dazados veidos;
& ..
& Ja pedgjais vieninieks ir i-aja pozicija, K < i < N, tad pargjos K — 1 vieniniekus
var izvietot iepriek$gjas i — 1 pozicijas €/ dazados veidos.
Tad vidgjo kliidu skaitu varam izteikt ka
c =K-C,’§_‘11+(K+1)-C,’§‘1+---+N-C,{,‘_"11
Cy

Lai So izteiksmi nhovienkarSotu, paradisim, ka

K-CK2l+(K+1)-CKk '+ -+ N-CckZl = K- CXH
ir speka visiem K, 3 < K < N.
Soreiz nav nepiecie§ams izmantot matematiskas indukcijas panémienu, bet pietick
pamanit, ka
i-ckit=kKk-cK{'—K-Cck*T?
So vienadibu var pieradit, parrakstot vienadibas labo pusi:
i+ 1)! i!

K-CK¥1 _g.cKk+1 = -K
i+l t (K+ 1! (i — K)! (K+1D'(G—K-1)!

K [(G+D)! i!
B (K+1)!<(i—K)!_(i—K—1)!>

K i'Gi+1) il
T K+DW\GE-K)(G-K-1)! (-K-1)
K i! (i+1 )_ K il K+1
T (K+D! (—K-D'\i—K T (K+D! i-K-1D! i—-K
_ i! . (i —1)! _
TEK-DIG—K-—DIG-K) " EK=-DIG-K)!
Tagad varam parrakstit pétamo summu sekojosi:
K-CEl+(K+1)-C&1+-+N-Cf
=(K-CEH -K-CE")+ (K- CEH —K-CEH) + -
+K-CyH —K-Cy*™D) = K-Cfif —K-C{ = K-yt
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Beidzot, izmantojot iegiito vienadibu, varam eleganti novienkarsot vidgja kliudu skaita

izteiksmi:

X (N + 1!
G_K-C,’g:f+(K+1)-c,§—1+---+N-c,’V<:11_K-C/é:}_ (K+1DI(N -K)!
N cX oo __ N

K'(N — K)!
__N+1 K N+ 1)
K+1 K+1

Tad K-stliru meklésanai grafa kvantu vaicajumu sarezgitibas noveértéjums ir Q =

o(NTG) =0 <\[IV|2 N+ 1)> = 0(IVIVN) = o (IVI{/IET).

K+1
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REZULTATI

Apkopojot iegiitos rezultatus, autors ir pieradijis, ka zemak parskaititajiem uzdevumiem

eksisté kvantu algoritms (saskana ar [3], ,,Algorithm 11”°) ar tam sekojoSo kvantu vaicajumu

sarezgitibas novertgjumu:

&

&

AND vai OR operacijas N bitiem
XOR operacija N bitiem

Viena 1-bloka meklésana

Viena 1-bloka meklésana, kuram zinams minimalais garums

Vairaku 1-bloku meklésana, ja to skaits ir zinams ieprieks
Vairaku 1-bloku meklésana, ja to skaits nav zinams ieprieks
Vairaku 1-bloku meklésana D dimensijas

Viena 1-bloka meklésana D dimensijas ar zinamiem

minimaliem izmériem
Trijstiiru mekl€Sana grafa

K-stiiru meklésana grafa

0(VN)
0N

0(VN)

N
0 \[flogN +log? N

0(VN)
0(N)

0 (N%\/E)

0 j([%f " |v|> 18|

)
)

Par svarigakiem rezultatiem darba autors uzskata iegiitos novertejumus algoritmiem uz

simbolu virkném un to visparinajumiem vairakam dimensijam. It 1pasi interesanti izskatas

novertéjums 1-bloka mekléSanai ar zinamu minimalo garumu, jo tas ir asimptotiski ievérojami

labaks par citiem apskatitajiem algoritmiem, un atbilstosajai problémai var biit plass praktisks

pielietojums.

Uzdevumiem uz grafiem nav izdevies atrast algoritmu, kura novertéjums butu labaks

par triviala algoritma noveérté&jumu O (lVlw/ |E |), kur |V| — virsotnu skaits un |E| — Skautnu

skaits grafa, bet pétjjumu gaita autors ir paradijis, ka tads novértéjums ir speka jebkuram

algoritmam uz grafiem, kuram vienigais veids giit informaciju par grafa Skautném ir vaicajot

incidencu matricas orakulu. Varam uzskatit, ka ir atrasti jauni algoritmi, jo lidz $im neviens

nebija pétijis algoritmus §Tm problémam.
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SECINAJUMI

Petfjuma gaita tika konstatets, ka izmantotais bumbas mekléSanas modelis lauj atri
noteikt kvantu vaicajumu sarezgitibas novert&jumus, kaut ari salidzinosi vajus. Labaku
novertéjumu sasniegsanai §1 modela ietvaros ir nepiecie$ams izmantot sarezgitakus algoritmus
un vélams apskatit specifiskakas problémas.

Autors saskata plasas iesp&jas turpmakajiem algoritmu p&tijumiem bumbas mekl&Sanas
modelt:

& sarezgitaku datu struktiiru pielietoSana efektivakai vaicajumu rezultatu
minéSanas stratégijali,

& varbutisku algoritmu analize, kuri rékina f(x) ar ierobeZotu kludu,

&

datorsimulaciju izstrade min€Sanas strat€giju interaktivai analizei, ka ari

noveértéjumu uzlabosanas iesp&ju mekleésanai.

Autora pieredzg §is ir pirmais tiri zinatnisks darbs. Viens no sakotn&jiem mérkiem ir
bijis parbaudit savas sp€jas zinatniskos petijjumos, ka ar1 izsekot lidzi savu personisku 1paSibu
atbilstibu tiri zinatniska ilgtermina darbam. Giitas atzinas un pardomas par procesu kopuma ir

diezgan pozitivas.
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