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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Вниманию читателя предлагается первый сборник трудов 
Вычислительного центра Латвийского Государственного уни­
верситета им. П. Стучки, организованного в 1959 г. на правах 
научно-исследовательского математического института. Дея ­
тельность Центра развивается в двух направлениях: в направ­
лении решения конкретных прикладных задач на электронных 
цифровых вычислительных машинах и в направлении теорети­
ческом. Работы специфически связанные с использованием элек­
тронных цифровых вычислительных машин и с о д е р ж а щ и е как 
разработанные программы решения ряда задач , т а к и резуль­
таты численных расчетов, предполагается опубликовать во вто­
ром, намеченном к изданию, сборнике трудов Центра . В первый 
же сборник трудов Центра включены, в основном, лишь теоре­
тические работы, выполненные работниками Центра и физико-
математического факультета Л Г У им. П. Стучки.* 

Аринь Э. И. 
Директор Вычислительного центра 

* В сборник включено несколько работ, выполненных работниками 
Центра до его организации. 
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УНИВЕРСИТЕТА I. 

/'. К. Энге.тс 

О Б И 0 Р Т О Г 0 Н А Л И З А Ц И И 
Д В О Й Н Ы Х ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Известно, что теория ортогональных полиномов одного аргу­
мента не допускает простого обобщения на случай двух аргу­
ментов. Основное затруднение вызывается тем, что множество 
мономов х'у'1 нельзя естественным образом расположить в про­
стую последовательность, а процесс ортогоналнзации Э. Шмид­
та применим только к последовательностям. Ясно, что тако 1? 
положение характерно не только д л я указанного множества мо­
номов, но д л я любой кратной последовательности. 

Д . Джексоном ([2], [3], [4], [5]; см. т а к ж е обзор в [1]) была по­
строена теория ортогональных полиномов нескольких аргумен­
тов используя некоторый двухшаговый процесс ортогоналнза­
ции. Д л я этого д а н н а я кратная последовательность рассматри­
вается как простая последовательность некоторых конечных 
своих подмножеств (сегментов); порядок элементов внутри сег­
мента не уточняется. На первом шагу д л я каждого элемента 
строится линейная комбинация из этого элемента и всех элемен­
тов предыдущих сегментов, при чем требуется, чтобы эта ком­
бинация б ы л а ортогональна ко всем элементам предыдущих 
сегментов. Н а втором шагу построенные на первом шагу линей­
ные комбинации, соответствующие элементам одного сегмента, 
ортогонализуются между собой. Второй ш а г не дает однознач­
ного резлуьтата ; поэтому процесс Д ж е к с о н а д а е т (при опреде­
ленной весовой функции) бесконечно много равноправных си­
стем ортогональных полиномов. 

В настоящей статье рассматривается другой вариант про­
цесса Шмидта . Основная идея заключается в том, что для по­
строении текущего члена Рц новой, «ортогонализованной^ 
кратной последовательности необходимо знать : 1) какие эле-



менты исходной последовательности (ру) можно использо­
вать; 2) какими свойствами ортогональности д о л ж е н обладать 
Рц. Естественный ответ на эти вопроса получается, если мно­
жество {р//} считать частично упорядоченным. § 1 содержит 
(теорема 3) необходимые и достаточные условия для возмож­

ности такой ортогонализации (при этом рассматривается не­
сколько более общая з а д а ч а биортогонализации двух последо­
вательностей) . Эти условия оказываются довольно жесткими, 
ортогонализация в о з м о ж н а только в исключительных случаях, 
но результат обычно будет однозначным. В § 2 показано, что 
в случае исходной последовательности {*''} рассматривае­
мый процесс приводит к интересным биортогональным систе­
мам полиномов (полиномы Аппеля и д р . ) , не охватываемым 
теорией Д ж е к с о н а . 

§ 1-

1. Рассмотрим множество М всех упорядоченных пар (г, / ) 
целых неотрицательных чисел. Пусть к а ж д о м у элементу ((, / ) 
этого множества поставлено в соответствие разбиение множе­
ства М — (»', У) на три подмножества А{;, В. ., С, , так, что 
выполняются следующие условия: 

1) м - а, /) = Аитц ис1С, 
2) никакие два из А, ^ В{ ,, С1} не имеют общих элементов; 
3) если (к. I) бАи, т о Ак , с : Аи; 
4) (т. п) 6 С(. „ тогда и только тогда , если («', ]> е Ат 

5) все множества А, } конечные. 
Легко видеть, что множество М м о ж н о считать частично упо­
рядоченным, если соотношения (к, I) е А, р (т, п) е А.} истол­
ковать как (к, /)<(/, /), (т, я ) > ( | " , / ) . В частном случае, 
когда все В{ /- — пустые множества , М является упорядочен­
ным. В дальнейшем будем считать фиксированным один опре­
деленный способ частичного упорядочения, удовлетворяющий 
условиям 1—5, и обозначим его через й. 

Отметим еще, что з а д а н и е всех А. у. полностью о п р е д е л я е т 
т а к ж е всех С . ; . и всех В.^. 

2. Д а л ь ш е рассмотрим двойные последовательности элемен­
тов гильбертова пространства (действительного или комплекс­
ного); ради простоты будем их н а з ы в а т ь просто последователь­
ностями. ( К а ж д ы й индекс пробегает независимо от другого все 
целые неотрицательные ч и с л а ) . 

Если существуют такие постоянные а,,, все отличные от О, 
что для всех ((, / ) имеем р11=а11д. ] будем с к а з а т ь , что по-



следовательности {р,у} и {<?, ^ совпадают с точностью до по­
стоянного множителя . 

Последовательность Я , } называется О-эквивалептной по­
следовательности Р; у, если для любого (/, / ) найдутся такие 
постоянные , , что 

Ри=а;;? Ри+Т а ^ Р к 1 , (1) 

при чем а ^ ч ь 0 и суммирование относится по всем (к, I) б«4(. у. 

Т е о р е м а 1. Если последовательность {Я,. ; } О-эквива­
лентна последовательности {Р/ /} » то последовательность { р / 7 } 
Д-эквивалентна последовательности { Р , у } -

Д л я доказательства введем следующее обозначение: 
(«', / ) б Е г , если множество А, ^ содержит г элементов. Д л ч 
(|, / ) б Е 0 (это множество не может быть пустым) утверждение 
теоремы следует из (1 ) , д л я остальных ((*, /) оно доказывается 
индукцией по г, учитывая свойство 5 полуупорядочения О. 

3 . Последовательность Я , у называется слабо О - б н о р т о т -
нальнон к последовательности {<7 / ;} если д л я всех (/, / ) и? 
(к, / ) е Л , у следует (Я, у , ^ А ; ) = 0. Последовательность {р,^ 
называется слабо О-биортогонализуемой к последовательности 
{<7,.у} , если существует {Я, у} , ^ - э к в и в а л е н т н а я с {/>(. у) и с л а б о 
^ -биортогональная к {<7,у}-

С двумя заданными последовательностями { р , у } , {<7/ у} 
можно сопоставить двойную последовательность чисел и,-..— 
обобщенных определителей Грама . О/ ^— определитель , элемен­
тами которого являются все возможные произведения (рт п, ца,), 
где (т, п) е Л (. у. (г, з) е А1 /, при чем в каждой строке 
фиксирована пара (т, п), в каждом столбце пара (г, 5 ) . Оче­
видно, этот определитель з а д а н с точностью д о знака (если по­
рядок последовательностей не фиксирован и основное гильбер-
того пространство комплексное, то с точностью до перехода к 
сопряженной величине) . Он не определен, если ((, / ) е Е и и яв­
ляется определителем порядка г, если (/, /') е Ег, г > 0 . 

Т е о р е м а 2 . Последовательность {р. у.} слабо 1)-бнортого-
нализуема к последовательности {<7,-у} единственном о б р а з о в 
(с точностью до постоянного множителя) тогда и только тогда, 
если все определители 0{ ^{(^, /') б ^о) отличны от нуля . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : положим в равенстве (1) а^Р = 1, 
умножим обе части этого равенства на <?»,,((&, 0 б А{ у) и по-

я 



требуем, чтобы [Р,р Цк ;) = 0 . Остается исследовать систему 

линейных уравнений относительно а{^'„. 

• С л е д с т в и е : если последовательность {р , Л с л а б о О б и 
ортогонализуема единственным образом (с точностью до по­
стоянного множителя) к { ^ , у } . то и {<7,у} слабо О-биортого-
нализуема единственным образом (с точностью д о постоянного 
множителя) к ( Р , / } • 

Элементы полученных путем взаимной биортогонализации 
последовательностей { Р , у } и {^^^} легко написать в явном 
виде: 

ри = аи 

Я,г1, Я,, 

(2) 

(3) 

(Здесь ((1, / 1 ) , • • • — в с е элементы множества Ак) 

и (*, / ) ёЕ0; для (/. /) 6 Е0 имеем Р 1 ч 1 - % р , у ; 0,. ,=^). 
Нетрудно видеть, что {Р (. у} и взаимно слабо / ) -биортого-
нальны. : \ 

4 . Последовательности | Р , . ; } и Шг у } называются биортого-
нальными, если из (», / ) Ф (к, I) следует 

Последовательности ^р ( .у} и { ? , у } называются О-биортого 
нализуемыми (без «слабо») , если существуют последователь­
ности {Р,у}> {*?,/}> ^ - э к в и в а л е н т н ы е соответственно {р,. у} и 
{Я( ]} и биортогональные между собой. 

Т е о р е м а 3. Если д л я последовательностей {Р , - ; } , [Яи) 

все определители 0Г) ( у ) 6 Е 0 ) отличны от нуля, т о эти по-



следовательности Д-биортогонализуемы тогда и только тогда, 
если для к а ж д о г о (** /) е Е0 и д л я каждого {к, / ) е Ви) имеем 

Щх = 0 (б) 

(РI , дан формулой ( 2 ) ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : если две последовательности биор-
тогональны, то они и слабо О-биортогональны. По этому надо 
выяснить, при каких условиях будут биортогональны последо­
вательности {РГЛ, {<?,./} • заданные ф о р м у л а м и (2) , ( 3 ) . Если 
(!, / ) е Ак , или (к, I) е С,... (т. е. (*", / ) е Ак1), то (4) следует из 
слабой О-биортогоналыюсти последовательностей [Р, ^}, {Ф, / ) • 
Если ж е (к, / ) е В , у , то Ак , с - 4 ( . у II б , у и т а к как (5) имеет 
место для (А:, /) 6 А1 ЛЗ В1 у. то опять получим (4) . Этим дока­
зана достаточность условия (5 ) . Чтобы д о к а з а т ь его необходи­
мость, разобьем множество В/^ на непресекающиеся подмно­
жества Рм следующим образом: (к, I) еЕ, если множество 
Ак 1 — А, ^ содержит 5 элементов. Множество Ро не пусто и д л я 
его элементов (4) следует из (5) и О-эквивалентности после­
довательностей {<?,,} и { ( ? , , } • Остается применить индукцию 
но 5 и свойство 3 частичного упорядочения. 

Очевидно, что (5) равносильно условию: д л я всех (к, I) е Е0 

и д л я всех (»", /) е Ак, 

(/>,.;• <?../)=<>• ( 6 > 

Сущность теорем 2 и 3 можно выразить и таким образом, 
две произвольно взятые двойные последовательности почти 
всегда слабо О-биортогонализуемы; процесс слабой О-биортого-
нализации приводит к биортогональным последовательностям, 
если исходные последовательности вообще О-биортогонализуе-
мы; но это будет т а к лишь в иелкючительных случаях, если вы­
полнены условия (5 ) . Эти условия отпадут, если все В(, пустые 
(т. е. множество М упорядочено) ; они станут более жесткими, 

если й изменить так, чтобы некоторые Б1 ^ увеличивались. 

В качестве примера рассмотрим один конкретный случай 
частичного упорядочения, который обозначим через /?. Именно, 
будем считать, что (к, I) 6 С , у, если й < 2 , / < Г / , (к, /). 
Тогда ( т , п) е С , ) если л > / , ( т , п)Ф (I, /) и (г, з)€В1 р 

если (г—() ( 5 — / ) < 0 . Нетрудно показать , что, если д в е после­
довательности у | и ; | Я-биортогонализуемы и известны 
все произведения \р, р Чк ,}, д е ( 1 - й ) (/ —/) 2*0, то все произ-



ведения ( р . . , ? л , ) , где (/ — к) (/' — / ) < 0 , определяются единст­
венным образом. 

5. Если последовательности {р, , .}, {<?, у} ^ - эквивалентны, 
то условие Ои]Ф0 является условием линейной независимости 
множества тех р{{, д л я которых (/', / ) Если это условие 
не выполнено, то с л а б а я О - б и о р т о г о н а л и з а ц и я невозможна . Те­
орема 3 в этом случае гласит так: д л я того чтобы последова­
тельность {Я, у } была 0 -ортогонализуемой , необходимо и до­
статочно, чтобы 1) все О,, ( ( / , /') 6 Е0) были отличны от нуля, 
2) для каждого (к, I) еВ1 . имеет место равенство (Я (. ^, рк ,)= 
= 0 . (Здесь Я. у дан формулой (2 ) , где все <?л , заменены на 

6. Результаты этого параграфа допускают некоторые обоб­
щения. Во-первых, вместо гильбертова пространства можно 
в з я т ь н е к о т о р ы е более о б щ е е пространство (или пространство 
и его сопряженное пространство) , т а к как нигде не исполь­
зуется полнота пространства и свойство « ( р , р ) > 0 если рФО» 
скалярного произведения. В о вторых, множество индексов М 
может быть любым множестзом , допускающим частичное упо­
рядочение со свойствами 1—5. В частности, можно рассматри­
вать тройные и т. д. последовательности. Н а к о н е ц отметим, что 
можно одновременно использовать д в а способа частичного упо­
рядочения О и й \ если только для всех (*, /*) множества Д-у 
и Л) I содержат одинаковое количество элементов. Например , 
можно д л я построения Я(. у использовать те рт п , для которых 
(т, п) е А1 у. но требовать ортогональность к тем <7Г 4 д л я ко­
торых (г, 5 ) е А) .. 

7. Метод Д ж е к с о н а ортогонализации кратной последова­
тельности в наших обозначениях м о ж н о характеризовать так: 
а ) от О кроме 1—5 требуются еше следующие свойства: 6) все 
В1. у конечны; 7) если (к. I) ^Ви и (т, п) еВк то (т,п)е В . 
или (т, п) = Ц, / ' ) ; (другими словами, М разбивается на конеч­
ные классы эквивалентности и (к. I) е В1 , тогда и только тогда, 
если {к, 1) и (», / ) п р и н а д л е ж а т одному классу эквивалентно­
сти, б) Условие ^ -эквивалентности вместо (1) имеет вид 

где суммирование относится ко всем (к, / ) е Д . у и ко всем 
(т, и) 6 В1 у. П р и измененном условии эквивалентности задача 
слабой 0 -биортогонализации уже не решается единственным 



образом; общим решением этой задачи будут произвольные ли­
нейные комбинации элементов Р,у и ; , з аданных формулами 
(2) и ( 3 ) . Требование биортогональности ( д а ж е вместе с усло­
вием нормированное™) не определяет допустимые линейные 
комбинации единственным образом, но только с точностью до 
произвольной ортогональной матрицы, порядок которой равен 
числу элементов в соответствующем классе эквивалентности. 

§ 2. 

1. Применим результаты предыдущего параграфа к неко­
торым задачам , где <7, у- =х*уК Рассмотрим множество Р всех 
полиномов двух аргументов х и у с действительными коэффици­
ентами. З а д а е м произвольную двойную последовательность 
действительных чисел {стп} и определим на Р функционал Р 
соотношением 

/ = о 1= о 1=0 / = о 

а скалярное произведение формулой 

(Р. Я) =Р (РЯ)-

В зависимости от выбора {ст л } множество Р с введенным та­
ким образом скалярным произведением может быть или нз 
быть гилбертовым пространством, но, согласно п. 6 § 1 к двой­
ным последовательностям элементов этого множества приме­
нимы результаты § 1. 

Д л я последовательности { Х 'У'} довольно естественной яв­
ляется задача о /?-ортогонализации, т а к как последовательность, 
^ - э к в и в а л е н т н а я с д а н н о й —это последовательность полиномов, 
где первый индекс указывает степень полинома относительно А, 
второй индекс — относительно у. 

2. Т е о р е м а 4. Последовательность { х'у1} /?-ортогонали-
зуема тогда и только тогда, если существуют две последова­
тельности чисел { а ( . } , [ЬЛ такие, что для всех < и / 

(7) 

а0щ... с, 
о, а2 • • • а, +1 

ьх ь 2 •/ 

61^+1 V 

ФО. (8) 



Д о к а ж е м необходимость условий (7) и ( 8 ) . Из результатов 
§ 1 ясно, что необходимими являются условия, получаемые д л я 
этого конкретного случая из О,^Ф0 ((*, /) € Е0) и из (5 ) . В 

нашем случае (р1}, Як1)=Р (л' / ) = с / + А / + ( ; при 
соо = °1,о ф °- Условие ( Р 0 1 , * " ) = 0 д а е т 

этом 

"(1.0 
с о.. 

^.0 = 0 

и отсюда с п 0 = ип с00, с , = а л с 0 1 . Д а л ь ш е используем условие 

(Р 0 .2- * Я > = 0 : 

0 = 
"О.О 

С03 

"0,1 
С0.2 

= (Сп*-ЛпС02) 

г 
•п 1 

С0.0 С0.1 
С0,1 со,2 

С0,0 СР,1 Я л С".0 
ь0.2 

С0.2 С0,3 

= ( С „ 2 - а

Л ^ ) 0 0 . 2 . 

значит, г л 2 = а л г 0 2 . Очевидно, при помощи индукции получим 
сп к = апс0 к и аналогично с л д = р А с л 0 ; отсюда следует 

что равносильно ( 7 ) . 

Остается показать, ч т о из 0{ О следует (8 ) . Д л я этого 
достаточно доказать равенство 

О и = ±А'А<_, В) В,-, 

(А_]=В_1 = 1 ) 
(6) 

Если же выписать О, у в явном виде, принимая во внимание 
( 7 ) , то видно, что это будет полиномом степени (» + 1) ( / + 1 ) — 1 
относительно аи, ах, 04 ..... и полиномом такой же степени от­
носительно Ь0, 6, , Ь> В этом определителе можно найти / 
комбинаций из { + 1 столбцов к а ж д у ю , так, чтобы эти г + 1 столб­
цы стали линейно зависимыми, если А, = 0. Отсюда вывод, что 
О. у делится на А, . Аналогично находятся остальные непосто­
янные множители; множитель ± 1 получаем, с р а в н и в а я коэффи­
циенты обеих частей равенства (9 ) . 

I I 



(Например д л я 0 4 2 при Л 4 = 0 линейно зависимыми будут 
столбцы, соответствующие элементам 1, х, л \ .V3, х 4 и т а к ж е 
столбцы, соответствующие элементам у, ху, х2у, хгу, х*у). 

Чтобы проверить достаточность условий (7) и (8 ) , построим 
две последовательности полиномов одной переменной {рк(х)} 
и {а,(у)}, ортогональные относительно последовательностей 

и 1ЬА соответственно (это возможно в силу ( 8 ) ) . Двойная 
последовательность полиномов двух аргументов Р1 у- (.V, у) = 
= Р / (Х)Я; {У) будет результатом Я-ортогонализации последова­
тельности \х'< У'\. 

3 . Теорема 4 показывает, что /?-ортогонализация последо­
вательности \х'У'\ возможна только в исключительных случаях 
и сводится к построению двух последовательностей ортогональ­
ных полиномов одного аргумента . Ясно, что к интересным клас ­
сам специальных функций двух аргументов этот процесс при­
вести не может. Более интересные результаты получаются, если 
только одна из двух биортогонализуемых последовательностей 
будет [х'у'}. 

Т е о р е м а 5. Д л я того , чтобы существовала одна (с точ­
ностью д о ^-эквивалентности) последовательность { Рк , } 
{Рк ,{х, у) — полином степени к + 1), /?-биортогонализуемая 

с последовательностью { л ' У } ' необходимо и достаточно выпол­
нение следующих условий: 

(* + / 4 - 1 ) ( * + / + 2) 
1) для каждой пары (к, I) можно указать ^ 

действительных чисел а * , ° ( 0 < г , 0 < 5 , г + 5 < А + /; хотя б ы 

для одного т имеет место 0) так, что 

при Кк или / ' < / ; 

2 ) все определители Грама последовательностей { х'у1 \ 
и { V ХУ'\отличны от нуля. 

Г. 3 

Д о к а з а т е л ь с т в о : если существуют числа а^*'/' с ука­
занными свойствами, то положим 

Ры(х,У)=Ъ<%?*У ( 1 0 ) 

и из (9) следует (Рк х'у') = 0 , если Кк или / < / , но это усло­
вие (5) д л я 0 = 7?. Если же существует последовательность 



Рк. I ( л ' . . '/). то (10) определяет коэффициенты а'*','* и из (5) 
следует ( 9 ) . 

4. Оказывается , что условиям предыдущей теоремы удов­
летворяют некоторые хорошо исследованные конкретные биор-
тогональные системы: полиномы Аппеля, ультрасферические 
полиномы двух аргументов , полиномы Эрмита двух аргументов. 
Это следует из того, что функция, представимая в виде 

Ак+1 
р к , = ? ' (Х'У) А кА , Ых> у) И*. Ю1 дх ду 

обладает свойством ортогональности 

^ о ( л - , у) Рк ,(х, у) х'у' йхйу = 0, при Кк или / ' < / , 

А 

если только интеграл существует и на границе области Д л и б о 
о^ = 0 либо д6 = 0. Если область А — треугольник х^О, у^О, 
х + | , < 1 , е ( х , у) =хГ-*у*-\ ( И * . у)=х(\-х-у), 6(х, у) = 
= г/(1—дг—у), то Рк , с точностью д о постоянного множителя 
совпадает с полиномами Аппеля Рк , (у , у 1 ; х, у) (здесь и 
д а л ь ш е относительно обозначений см. [1]), а последователь­
ность, которая получается от { л г у } путем /?-биортогонализа-

ции относительно Рк ,— с полиномами Е я (у, у 1 ; х, у). Если 

область А — круг х' + у2 < I, ( 1 — , Р = 6 = 
= 1 —Xя—у7, то Рк , даютультрасферические полиномы С/^,{*, у), 
а последовательность { У } П Р И биортогонализации пе­
реходит в \ ;

к ,{х, у). Наконец, если А—вся плоскость , о (л-, //) = 
= ехр(-ах2-2Ьху-су2), а>0, ас-Ь2>0, 0 = 6 = 1 . то Рк> , 
о б р а щ а ю т с я в полиномы Эрмита Ик 1 (х, у) (но от [х'у'] при 
/?-биортогопализации не получаются Ок1(х, у)). 

Таким образом понятие /?-биортогонализации естественно 
приводит к указанным системам, если 

ст. п = (I е ( * . У) хту"(Шу. 

М о ж н о указать еще некоторые биортогональные системы, полу­
чаемые аналогичном путем при других А и р. Н о вопрос об об­
щем виде последовательности ст п для которой выполняются 
условия 1) и 2) теоремы 5, остается открытым. 



5. Легко построить последовательности полиномов, для ко­
торых естественно использовать отличие от /? способы частич­
ного упорядочения. Например , если р., = (х+у)'у>, естественнс 
требовать , чтобы было (к, / ) е Л / ; . , если ^ ^ « * , й + 
[к, I) *(*,/). 
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/'. К. Энгелис 

О БИОРТОГОНАЛИЗАЦИИ Д В О Й Н Ы Х 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

А н н о т а ц и я 

Известный метод Э. Шмидта орготонализации простой по­
следовательности обобщается на задачу биортогонализации 
двух двойных последовательностей. Предполагается , что мно­
жество двойных индексов частично упорядочено по некоторому 
правилу О, которое удовлетворяет некоторым простым услови­
ям и указывает подмножества данных последовательностей, 
используемые при построении текущего элемента одной из но­
вых (О-биортогональных) последовательностей. Д а ю т с я необ­
ходимые и достаточные условия для возможности О-биортогс-
нализации. Указываются дальнейшие обобщения и изучается 
связь между описанным процессом и методом Д . Д ж е к с о н а . 
Более конкретные результаты получены при специальном вы­
боре правила О в случае, если одна из последовательностей 
имеет вид {л"//'}; например, некоторые хорошо известные биор-
тогональные последовательности полиномов двух аргументов 
(системы Аппеля, Эрмита и др.) могут быть естественным об­
разом определены в терминах О-биортогональности. 

: - Ш 17 



О. Еп§еПз 

0 \ ТНЕ В Ю К Т Н 0 0 0 \ А Ы 2 А Т Ю \ ОР ООЫВ1.Е 
5Е011Е1ЧСЕ5 

А п п о 1 а 11 о п 

Тпс \\'е11-кпо\\'п Е. ЗспгтпйТз теИлоа" оГ огНго&опаПгаНоп оГ 
а 51тр1е з е я и е п с е 15 ^епегаПгес! Гог 1пе 1азк оГ Ыог1по^опаН-
гаНоп оГ 1\УО йоиЫе зеяиепсез . ТЬе зе1 оГ йоиЫе шш'сез 15 
зиррозес! 1о Ье раг1|а11у огаегеа а с с о г а ш о ; а ги!е ( зау , О) у/ЫсИ 
з а И з П е з з о т е з1тр1е сопсШюпз оп1у апЗ шсНса1е5 1Ье 5иЬзе15 
оГ ГНе § |уеп зеяиепсез , ииНгаЫез Гог ГНе соп51гисх1оп оГ Гпе 
сиггеп! е ! е т е п 1 оГ опе оГ 1Ье пе \у (0-ЫогхНодопа1) 5еяиепсе5. 
N е с е 5 5 а г у апй зиГПае-п! сопдШопз Гог 1пе розз1ЬШ1у оГ О-Ыог-
1Ьо§опаИ2аиоп аге р;1уеп. Риг1Ьег депегаПгаНопБ аге 1псИса1ес1 
апс! 1Не геГаНоп ЬеКуееп ГЬе аЬоуе ргосезз ала1 О. ' а скзопз 
теИюо! 15 з1иш"ес1. Моге сопсге1е гезиИз аге оЫаше<1 Ьу 5рсс1а1 
спхйсе оГ О Гог 1пе с а з е шИеп опе оГ 1Не ^К-еп зеяиепсез 15 
{ х , у 7 } , Гог е х а т р 1 е , з о т е \\е11-кпо\уп Ьюг1по^опа1 зециепсез 
оГ ро1упот1а15 оГ 1\\о у а п а Ы е з (1Не зу51етз оГ АрреИ, оГ Нег-
гтШе а. о.) сап Ье аеПпес! т а па1ига1 \уау т ( е г т з оГ О-ЫогШо-
&опаШу. 
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УНИВЕРСИТЕТА I. 

М. М. Вайнберг, Я. Л. Энгельсин 

О НЕЯВНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРАХ 
В Л О К А Л Ь Н О ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Хорошо известно, какую в а ж н у ю роль в различных вопро­
сах анализа играют теоремы о неявных функциях. Классиче­
с к а я теорема о неявных функциях ([1], § 32) была распростра­
нена в [2] на пространства Фреше. В работе [3] (см. т а к ж е [4]) 
д а н о обобщение на банаховы пространства классической теоре­
мы о неявных аналитических функциях ([1], § 184). Эта теорема 
распространяется в настоящей статье на локально выпуклые 
пространства н а д полем С комплексных чисел. Отметим еще, 
что обобщение на локально выпуклые пространства теоремы из 
[2] содержится в [5]. 

§ I П О Н Я Т И Е А Н А Л И Т И Ч Е С К О Г О О П Е Р А Т О Р А 

Пусть X, У—комплексные л о к а л ь н о выпуклые пространст­
ва [6] и 3?, — система ограниченных множеств В с X, обладаю­
щ а я следующими свойствами [7]: 1) если В е Ш, то абсолютно 
выпуклая оболочка множества В т а к ж е принадлежит 33, 2) 35 
содержит все замкнутые одноточечные множества. 

Оператор у = [(х), заданный на открытом выпуклом множе­
стве Б сг X со значениями в У, называется дифференцируемым 
относительно 33 или (33) — дифференцируемым (см. [7]) в точке 
а ей, если для любого Л е й — а существует (в смысле тополо­
гии У) 

, ; т На + ив-На) , ^ ( а ; Л ) , Г ( а ) й > 

1-*о * 
где Щ(а; И) — линейный по Л оператор, ограниченный на вся­
ком В е Щ, причем 

~ \1(а + (Н)—\(а)\-*-с1\(а, А) при 1-*о, 



равномерно относительно Л на всяком В е 33. Оператор 
1'(а) е 2. (X, У), где Ь (X, У) — пространство линейных опе­
раторов из X в У, называется производной от }(х), а Щ(а; к) — 
дифференциалом от {(х) в точке х=а (относительно 23-). О к а ­
зывается [7], если }(х) (Щ—дифференцируем в й, т . е. в к а ж ­
дой точке А' 6 Д то Цх) имеет в Э все производные высших по­
рядков относительно 23, которые определяются последовательно 
аналогичным способом, например , 

йЦ (а- Ни к2) = Чт <*/(а + </1 2; А , ) - ^ ( а ; к,) 
1-+о I 

• 

причем Г(а) Л,Л2 = с/ 2 / (а ; Л,, А 2 ) . 
Согласно [7] оператор / ( * ) н а з ы в а е т с я (33) — аналитиче­

ским в Д если он (33) — дифференцируем в О. В этом случае, 
если х+к е О , то 

Г т т ^ К х ) н" 
к=о К -

причем остаток Рп (Л) = У т у /{к)(х)кА стремится к нулю при 
к=п+1 ** 

л-*- со равномерно на к а ж д о м В е 33. Отсюда следует, что если 
х + Кк 6 О, то 1(х+Кк) при фиксированных л: и к является голо 
морфной функцией комплексного переменного Я.. 

И з предыдущего видно, что д и ф ф е р е н ц и а л л-го порядка я в ­
ляется л-линейным оператором от к\, кг кп из X в У. Если 
Р„ {х\, х2, ..., ха) — л-линейный оператор и 

I Р,,(.х1> I х„) I I А -11 и ' \ х 2 \ и •••\хп\и < 

где | \ ц и | | у — полунормы, соответствующие окрестностям 
нуля V с X и К с У , то наименьшая из констант удовле­
творяющих этому неравенству при всевозможных хих2, . . . . Д'„ 
называется модулем оператора Рп_ 

§ 2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

К а к известно, при доказательстве классической теоремы о 
неявных аналитических функциях строятся м а ж о р а н т ы Коши — 
Гурса ([I], § 184). Здесь мы рассмотрим ряды, которые будут 
использованы в § 3 для построения аналога таких м а ж о р а н т . 

Л е м м а I. Пусть Цх) — оператор из X в У, (33) — анали­
тический и ограниченный в некоторой абсолютно выпуклой 



окрестности нуля V С X. Тогда, каковы бы ни были е > о и ок­
рестность нуля V с У, найдутся положительное М у , з ависящее 
от V, и натуральное Яо = « о ( е , М„ ) такие, что как только п~^По, 
выполняется неравенство 

<?!(0, хи хг хя) | у < * щ \Хх\иЫа...\хя\1Г(2Л) 
При этом, если тя (V) — модуль п-линейного оператора 
1 " 

— г < А ( 0 ; Х\, л'2, . . . . л я ) , то ряд 2 т(У)Х" сходится при 
Ч ! / 1 = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть хп6— V и ! 5 , | < 1 , г д е 1 = 1, 

я 

2 л ; | . е С . Тогда 2 принадлежит окрестности нуля 
1=1 

II, в которой оператор является аналитическим по условию. 
Следовательно, 

1=1 

является голоморфной функцией от каждого из аргументов 
| ь • • - . ? „ со значениями в .V. Так как 

* " « > ( Е ' . 6 » Ц | = й»Г(0; д-„ л-2, 

то применяя л раз последовательно интегральную формулу 
Коши и операцию дифференцирования по | ( , | 2 1„ получим 

(РГШхъХг, .... х„) = 
1 Г Г Ф ( т , , та т . ) . . . 

( и м ) ^ ./ т, т 2 . . . т„ 

где Г — окружность единичного крута комплексной плоскости 
С, а интеграл понимается здесь как предел интегральной суммы 
Римана , существование которого следует из условий теоремы. 
В силу ограниченности [(х) в V имеем при 4,1 = 1. 

• • О 



для произвольной окрестности нуля V с : У. И з (2.2) и (2.3) 
следует 

I й"\ (0; * „ л-2 Хп) | к < М у 1 х, 6 - 1 и. (2.4) 

Пусть теперь х1 (;' = 1 , 2 , . . . , я ) — произвольные векторы из 
Щ 

А, д л я которых | х1 | ц ф 0. П о л о ж и м л (. = — | — - . Я с н о , что 

Хк е — с / , а потому согласно (2.4) имеем 
I <*"1 (0; Х„ Хг хп) | , ^ Л 1 / д у иХ2 >•„ | у (2.5) 

Последнее неравенство имеет место и при 1.^.1^=0, т а к как в 

этом случае Л А - , 6 — 11 при любом /., а потому согласно (2.4) 

а"! (0; хи х2, ..., х, д я ) = 0. 

И з (2 .5) , применяя ф о р м у л у Стирлинга, получаем 

- г - / (0; Х\, д-2, . . . . А-„) и < ( 1 + и ^ 1 *41%1^»1^1хг(2-6) 
Так как д л я всякого е > о можно у к а з а т ь такое п0 = пд(е, Ми), 
что при п^*по Му(\+Еп)-'<Му +г, т о из (2.6) следует (2 .1) 
Из (2.1) согласно определению модуля тп(У) следует второе 
утверждение леммы. 

Л е м м а 2. Пусть / (х, у) — оператор из ХхУ в У . Ой) — 
аналитический и ограниченный в некоторой окрестности нуля 
1У'={УхУ с : А 'ХУ. Тогда, какова бы ни была окрестность нуля 

СО .• ь 

УгсУ, ряд 2 т!к (1Л)л, Ц , где т1к (У{) — модуль оператора 

,. ' .,- й'+к I (0, 0; А,, А-2 А,. , уи у: ук ) . сходится для 
\Х.< И II < 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 2 = (х, у) е А ' х У . Если х € V 
и у е V, то 2 е1У. П о л е ж и м Ф ( г ) = / (л-, у ) . И з условия данной 
леммы согласно лемме 1 имеем 

( 0 ; г „ 2 2 , . . . . 2 „ ) 
V. У27172 (2.7) 

для любого е > о и п~^по (е. 1Л). 



И з (3 . ' )—дифференцнруемости следует, что полный диффе­
ренциал равен сумме частных дифференциалов , т. е. 
«*"Ф<0; г,, **, . . . ' . *„) = ^ < А , / ( 0 , 0 ; , хт, ур.... у^у 

Где гп\, П12 т1, р\, р-, ..., рк образуют всевозможные пере­
становки из чисел 1, 2, . . . . п. П о л а г а я г% = (хи о), 22 = (х2,о), 
..., г, = {х,, о ) , г . + 1 = (0; ) , . . . , г „ = (о, уп), мы получим, 
что 
<*ЛФ(0; г , , г , г „ ) = < С Л у / ( 0 , 0 ; л-, д- , ,У, . + 1 </„), 

(2.8) 
так как другие слагаемые суммы обратятся в нуль. Учитиваг . 
что при таком выборе гт (т=\, 2, . . . . п), \гт\щ = \ х

т \ ц 
при т<1 и 2т\у = \ут | и при т>1, мы из (2.7) и (2.8) имеем: 

\х1\ц...\х1\а\УШ\у...Шу (2.9) 
Согласно определению модуля оператора имеем 

(V) < ^ : — , откуда и следует утверждение леммы. 

§ 3. Т Е О Р Е М Ы О Н Е Я В Н Ы Х О П Е Р А Т О Р А Х 

В данном параграфе мы будем предполагать , что простран­
ство У является полуполным, т. е., что в нем сходится всякая 
последовательность Кош и. : 

Т е о р е м а 1. Пусть оператор ? (х, у) из А 'ХУ в У является 
<Й)—аналитическим и ограниченным в некоторой окрестности 
нуля 1'хУ с А х У , причем аТ (О, 0; у)=Р(0, 0 ) = 0 . Тогда 
уравнение 

У = Р(х,у) (3 .1) 
имеет единственное (Щ)—аналитическое решение у = {{х), 
определенное в некоторой окрестности нуля из А, такое, что 
/ (0) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2?-)—аналитичности о п е р а т о р а 
Г (х, у) следует, что 

р ( А ' - у ) - 3 1 ^ И * р ( 0 , 0 ; * * * •"• у ) • 

= ,1 01ШугИЙ? ( о . о ) ^ 0 + 0 > ( о . ° ) = /^ ,}(о,о)=о, 



причем этот ряд сходится равномерно на всяком В$Щ из А'ХУ. 
Согласно (2.9), какова бы ни была окрестность нуля 1'| с : У, 
имеем 

Отсюда следует, что ряд 

Ф и , ( / . , ц ) = 1 2 С1+лт№{Уг)Х'9.\ (3 .2 ; 
/1=1 1+А=Л 

где Я 1 Й ( У | ) - модуль оператора ЩЩ ^Й? (0, 0) л - ' / , 

сходится, если | Я. | < т у — П Н ' С о " - • Отметим, что согласно уело-

вию теоремы Мо\ = 0. Т а к как ФуЛХ, и ) — аналитическая 
функция, то уравнение 

ц = Ф 1 , 1 ( / . , и) (3.3) 

согласно классической теореме о неявных функциях, имеет 
единственное аналитическое решение ц = ц(>.) при 
( а > 0 ) , такое , что ц (0 ) = 0 . П о л а г а я 

Ц(Я.) = а = 1 » * Л Ь^-Ь^Ул), /. .^«х 

и подставляя данный р я д в (3 .3) , м ы в силу (3.2) получим 

&2 = т 2 0 + 2 Ь\Ш\\ + Ь\ т 0 2 (3.4) 

Д л я коэффициентов Ьк получаются соотношения, из которых 
вытекает их положительность. 

Будем теперь искать решение уравнения (3.1) в виде ряда 

У=Щ * * ( * " ) (3.5) 
л=1 

где кп(хп) — о д н о р о д н ы й оператор степени п из X в У. Под­
ставляя (3.5) в (3.1) и полагая для краткости 

получим 
Ь\(х) =кл(х) 
Ь> ( л - 2 ) = / 1 2 о ( л - 2 ) + п п {х, к, (х)) +к02 ( (А | (дг ) ) а ) (3.6) 



Сравнивая (3.6) и (3.4) находим 

\Ь2(Х2)\у,<Ь2\х\1 

СО 

Отсюда, т а к как при | Х | < ! а р я д 2 ЬЛ" сходится, то сходится 

и р я д 

Ъ\кпт\щ о - ) 
/1 = 1 

равномерно относительно х, удовлетворяющих условию X и <Гсс 
т. е . для А' е а II. 

Из сходимости (3.7) следует , что д л я т $ г л 0 ( 1 Л ) и любого 
натурального р 

2 кв (хп) 
л=т+1 

т+р 

< 2 \кп(хп)\у<\. 

Т а к как VI — произвольная окрестность нуля из У, т о последе-
я 

вательность 5 л ( х ) = 2 &,(*') является фундаментальной, рав­
номерно относительно х е а II, а потому в силу полуполноты 
пространства У правая часть (3.5) равномерно сходится на 
о О. Отсюда и из непрерывности операторов кп (Xя) ( я = 1 , 2, ...) 
следует непрерывность суммы ряда (3 .5) . Следовательно, по 
заданной окрестности V С У найдется окрестность нуля V'\ аХ 
т а к а я , что для всех х е С, П. и1) = 11ц выполняется включение 

СО 

.'/== 2 к(х ) е V. Этим доказано , что 
п=1 " 

</= 2 кп(хп)=/(х) 
л=1 

является ( $ ) — а н а л и т и ч е с к и м решением уравнения (3 ,1) , 
определенным в окрестности 11и, единственным в силу (3 .6) , и 
о б р а щ а ю щ и м с я в нуль при д- = 0. 



Т е о р е м а 2. Пусть оператор О (х, у) из А ' Х У в У, (18) — 
аналитический на 0 , х 0 2 С А'ХУ, где 0{ и 02 — открытые 
множества соответственно из А" и У, удовлетворяет условиям: 

1. 0 (л п . уо) = 0 ; (л-о, уи) е О , Х 0 2 

2. — й ; О (х0, Уо', У—Уо) имеет непрерывный обратный о т . -
рагор Г. 

3. (§?•) — аналитический оператор Г [С(х, у) — йу С(х0, у0, 
У—Уо)\ ограничен на множестве 0 | Х 0 2 . 

Тогда уравнение 
О (х, у)=0 (3.8) 

имеет единственное (33)—аналитическое решение У = Цх). 
определенное в некоторой окрестности точки До, удовлетворяю­
щее условию 1(х0) =уо-

Д л я доказательства достаточно написать (3.8) в виде 

— йуО (л-о, уо. у—уо)=С (х у) — йуО (ль, у 0 ; у—уо) 

и применить к обеим частям оператор Г. Полагая в уравнении 

У—Уо = Г (О (х, у) — <1уО (л 0 , уо, У—Уо)) 
У—уо=§, х—л'о = Л, получим 

где Р (Л, § ) удовлетворяет всем условиям теоремы I. Отсюда 
следует утверждение данной теоремы. 

В заключение отметим, что если оператор В(у—у0) = 
= —с1уО (х0, уо', У—Уо) не имеет обратного, то точка (л-0. уа) 
будет точкой ветвления решений. В этом случае решения урав­
нения (3.8) разлагаются по однородным операторам дробного 
порядка. Если В — нормально разрешимый оператор , причем 
подпространства нулей оператора В и сопряженного к нему опе­
ратора одномерны, то д л я нахождения всех решений уравнения 
(3.8) и вида каждого решения м о ж н о воспользоваться д и а г р а м ­
мой Ньютона (ср. [8]). 
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М. М. Вайнберг и Я. Л. Энгельсов, 

О НЕЯВНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРАХ 
В Л О К А Л Ь Н О ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А н н о т а ц и я 

В настоящей работе известная теорема о неявных аналити­
ческих функциях ([1], § 8 4 ) обобщается на операторы в л о к а л ь ­
но выпуклых комплексных пространствах. Понятие аналитиче­
ского оператора , использованное здесь, было дано в ( 7 ) . 

М. М. УашЬегр; апс! 3. .1. Еп§е1зоп 

ОN 

1МР1ЛС1Т А № 1 Л Т 1 С ОРЕКАТОК5 М Ш С А Ь Ь У 
С О \ У Е Х 5РАСЕ5 

А п п о 1 а 11 о п 

1п 1пе рарег 1пе \\е11-кпо\Уп (еогеш о! 1 трПсН а п а М к {ипс-
Гюпз ([1], § 184) 15 §епегаГ|2ес1 1 0 орега1огз ш сотр1ех 1оса11у 
с о щ е х зрасез . Тпе потлоп о? апаКЧк орега1ог изеа* Неге паз 
Ьееп § 1 \ ' е п т [7]. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Б. И. Коробочкин 

К ТЕОРИИ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ 

Настоящая работа имеет целью дополнить результаты, полу­
ченные Ю. Е. Лленицыным с помощью метода Нехари об одно­
листных отображениях единичного крута на взаимно неиалега-
ющне области, в частности, выяснить вопрос о множестве си­
стем экстремальных функций в задаче об оценках некоторых 
функционалов в основном случае двух функций. 

При изложении работы существенно используется часть тео­
ремы Нехари, которую приводим без доказательства : 

Т е о р е м а 2° ( Н е х а р и ) . Пусть О у ( \ -=1 ,2 . . . . п) — вза­
имно неналегающие области плоскости га с границами С у , со­
стоящими из конечного числа замкнутых аналитических кривых 
Ж о р д а н а , и функция 5 (да) является однозначной и гармони­
ческой в полной плоскости, за исключением конечного числа 

особенностей, л е ж а щ и х в 2 Ц , . Пусть , далее , функции 

рч {га) (\=1, . . . , га) обладают свойствами: 1) сумма р у (га) + 
+ 5 ( ц у ) является однозначной и гармонической в области й ч , 
непрерывной в этой замкнутой области; 2) р„ ( а > ) = 0 на С.,. 

( - т - обозначает дифференцирование по направлению внешней 

нормали к областям й ч \ \ = 1 П |). 

л 

Тогда 

д 



Л е м м а 1. Если / у (г) есть система регулярных внутри 
единичного круга функций ( у = Г , . . . . п), однолистно отобра­
ж а ю щ и х этот круг на взаимно неналегающие области , 
то для любых точек г\, . . ., гп из этого круга и при любом вы­
боре постоянных щ ап , с п р а в е д л и в о неравенство: 

: 1 

+ 2 *, лАп5 

^ - 2 «,. * /оя ( 1 - 2,. . ' ) , I, к= 1, . . . , , « 
1=1 

При г(. ?^ О (» = 1, . . ., /г) знак равенства имеет место тогда 
и только тогда, когда 

1) области О., вместе с их границами заполняют всю рас­
ширенную плоскость го и 

2) все точки граничного, для к а ж д о й из областей / )„ , конти­
нуума удовлетворяют равенству 

*' ..:,"-'""!^7ж\"0-
го-1ч(г,,) 

т 1 щ ~*> 
при го = со 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через О., и С, соответ­
ственно о б р а з круга г < 1 и границу этого образа при отобра­
жении его посредством функции /ч {г). Положим а „ = / „ (о) 
и гау=/ч ( 2 7 ) , где г у произвольная фиксированная точка из 
единичного круга. Пусть ^ ( ^ ) есть функция , оборотная к 

/ у ( г ) и I) есть дополнение суммы О у (\' = I, . . . , п ) д о расши­
ренной ПЛОСКОСТИ IV. 

*) Под логарифмами в левой части I понимаются значения тех одно­
значных в единичном круге ветвей многозначных функций от * у , которые 
при г., =0(>= ] , . . . , л (обращаются в нуль. В дальнейшем покажем, что зна­
чения 

, о ( / , - ( « / > - / . ( * , ) ) ( / , - ( о ) - / . ( о » 

как функции от *, и гк совпадают. 



1. Допустим, что (г) регулярны в замкнутом круге 
! г | < 1 ( \ -=1 п). 

Будем считать, что все г у отличны от нуля, так как в даль ­
нейшем этот тривиальный случай по непрерывности может быть 
включен в рассмотрение. 

Пусть 

5 (Ю) = - Я < ? | I а , I 
•,=1 ^ — 11., 

Р {а>)=Яе [ в ч ' » г (
 1 ~ | ^ ) - а * 1 о « П^Ф* ( » > » ( » ) > ] 

\ = I п 

П о д 1оа вне О у понимаем ту ветвь, которая в 

точке со обращается в ноль, под 1о§ (1—^(тч ) <ру (ге)) в й., 
понимаем ту ветвь, которая при а)=ач обращается в ноль. 

Обозначим через В у образ кольца \ гч \<\г , где р., > 1 есть 
радиус круга, в котором / у ( г ) еще регулярна, при отображении 

.... / У-Ат;) \ 
этого кольца посредством / у ( г ) . Тогда под 1о§ ^ I — ^ ^ | 
в В у понимаем ту ветвь, которая совпадает с выбранной ветвью 
1од (1 — (Г у (а\ , )гр у ( а . ' ) ) , т. е. если м>бС у, то 

Щ - к.\ 

Так как в В у однозначен еще 1ср: и выбранные таким 

образом ветви всех трех логарифмов совпадают, то в В., 

\ , т-1с\ ( у у ( - с с ) - ? у ( ш у ) ) ( щ - а у ) 

Ввиду того, что последняя функция является гармонической 
и во всей области О у , мы зафиксировали ее ветвь в Д , . 

Поскольку 5 (ни) и ].\ (ш) (\ = 1, . . . . л ) удовлетворяют всем 

условиям теоремы Нехари, то 2 | 5 (а.1) _ ^ 5 ^ = 0 
« - у « в 

С, 



или, полагая 

5 ( ш ) = Я ? ( о ( ш ) } 

Р „ ( а > ) = / ? « { ? у (а»)} 

Ф у . 1 
и, так к а к аз= — « ^ ( а О ^ а 

я /• др. 
получим: 2 / 5 (УУ) - ^ - 0 5 = 

С, 

= -Не 2 ^ ( а ( ш ) + р . ( а - ) ) с т ' ( а ) й а | = 

С, 

(т. к. о у (о>) + ( 1 (а>) регулярна в О у . ) 

У ^ А*У 

( ? у ( ^ ) - ? у ( ^ у ) ) ( ^ - О у ) 1 / а'у «у \ а ш \ = 

" т " Я у * (р у(гв) (хе>—а>у) Л IV—юч IV—а., } ) 

С л I 11}ч—11)ь Оу—Мь 
= 2 л / ? е 2 - ^ 2 , , 1 0 8 — 1 0 , 2 « , ^ ^ а ^ Г * 

[ -=1 1 *9^у * ""у "я Аг^у "у "А 

2 ) ( и » „ - а у ) 2 ъ&щ) 1 \ +* * 9 у (. у) — ̂ к_ а у ) с ?; ( а у )]) " 
- 2 л / ? с 2 | а , I 2 /ол (1 - I Фу(«01 »). 

IV — IV. 
Ввиду однозначности 1ов вне Эь 

( 9 „ ( а > ) - < р у ( и > у ) ) ( а - - а у ) 
и 1ое -—— г в и ч 

9 У ( а » ) (а»— щ) 

щ - щ Д у - а > » . (Тоу-Дд) (Ду - а д 
— 1оя 1- Ье = 1ов - — г тч-ак

 6 а ч - а к

 6 ( д а у - а > л ) ( я у - а л ) 



ФУ(>У) ( а у - а у ) 
1°ё „ ,„„. ч 1ое 

9 У ( « 0 " О У -а у )ср у ( 0 у ) 

ФУЮ'-РУС™-,) ( ^ у - Я у ) ' 2 

= / 0 1 

П о к а ж е м , что 

1) /о# 
IV —(V, 

га — а. IV = а у 

- / о # 
IV —а.\ 
•с- а. IV = И' 

2) = / о $ 
Ш — Ш У I 

а»— о у а'=а. 
а — а , 

а - = а> 
Тем самым мы д о к а ж е м сноску при формулировке леммы и не 
равенство I для случая 1. 

Рассмотрим ( а у , з д у ; ак, тяк) = 

~1ое -
IV — оУ. 

IV —а. 

IV —IV, 

а- = а., в ю — л а = а \ 

как функцию от четырех комплексных переменных а у . а»у е О у 

и ак , шк е 0 Л , Эта функция однозначна по всем аргументам, 
т. к. / ) у и йк — взаимно неналегаюшие односвязные области 

Д о к а ж е м , что Р\ (а.,, щ>.(, ак. а ' л ) непрерывна по совокуп­
ности всех аргументов. 

а 1 — а . 
Пусть '• ( а ) = -

а— я . 
отображает область О., на область 

В„ и / у есть граница 5 . . . Положим о = гшп ! где 0 | и с» 

равны соответственно расстоянию « А (а.,) и %м (и>7 ) д о / 7 . 
Пусть В у р есть односвязная область, целиком расположенная в 

В у , граница которой / „ . отстоит от / у на расстояние Л_. Всегда 
4 

м о ж н о указать т а к о е д 1 > 0 * ) , что как только \ ак — ак | < 6 , , 

*) Так как ^' равномерно непрерывна по всем четырем аргу­

ментам, при в»|, и>2 6 О у и к>3, и>4 € йк, если С у и йк не имеют общих 

граничных точек, и в П., и Ок где ОкС0к и акгик е О л если О у и Ок 

имеют общие граничные точки. 

а - 4260 33 



так |% к (о;) ( а > ) | < - | - д л я любого а> е Ц , , где ^ (да) = 

до — доА 

= ,- . Возьмем 6 г > 0 такое" , что, как только | ач —а у | < б г 
до-аА 

\щ—щ\<Ъа а У ) ДО у еО у , так \%к' ( а у ) - * А ( а у ) < - | - и 

Тогда, если В у есть образ области Я у

 П Р " о т о б р а ж е н и и ее 

функцией У А (да), то Вчр п р и н а д л е ж и т как В У , т а к и В., и 
содержит течки Ък(ач), %кЩ% 1Я ( а у ) и 1к(щ). 

Пусть Ю8 ( № ' 0 ) — Щ &'к ( « » » ) ) = 2 Л Я 1 при Со = е * ( а > 1 ) ^ 

= 5 * ( ^ 2 ) , где Со фиксированная точка из Б у р 

Тогда, ввиду регулярности 1оц %% и 1од 1к и В У Р , по любому 
е > 0 найдется г > 0 , что 

! (1о8(Ьь)-1ов &\я))-(1<>8 К * ) - Л * & * ) ) | < в 

как только ; : , й -±'1к]<г и | : 2 А - ? 2 А 1<г-

Возьмем б 3 > 0 такое , что, как только 

| а у - а * У ! < б з , [ ю у — ю у <6ц, ,ик-и'к |<йз, |«в, —Шл ] < 6 3 , 

т а к | СА (ач) - ; А ( а у ) | < г и Ъя(щ)-€л ( д а у ) К г 

Выбирая 5 = о т / я 5 2 и полагая 

8," 

I ву —в» < б , | а А - о Л < б 

да, - о » ; ; < б , а А - а А < 6 

получим ;г~1 ( « у , дау> а А . # 1 ( о у , доу.аА, | = 

= 1(1ов Ш ( а у ) ) - ^ б* (&*(*«*))-
- (1об Й (а»;))) |<в. 

Непрерывность д о к а з а н а . 

•) См. примечание на стр. 33. 



Вводя функцию Рг(а^, ак, "&к)=-

ю — ы\ 
-1ов 

ц} — и)ч 

та— а у т = а ад—ау ад = ад; 

аналогичным образом убедимся, что она однозначна и непре­
рывна по всем четырем аргументам . 

Заметим, что в силу однозначности соответствующих лога­
рифмов в рассматриваемых областях 

убедимся, что она д о л ж н а быть равна постоянной, так как, с 
одной стороны, она непрерывна , а с другой стороны, она мо­
ж е т изменяться только скачками, равными 2 ктИ. Отсюда 
Р ( с у , а д у , ак,тк)=0, т. к. Р ( а у , а у , ак, ак) = 0» (г) доказано . 

2. Освободимся от требования регулярности / у (г) (х = 
= 1, . . . . л) в замкнутом круге | г ]<Г 1. 

Пусть / у (г) регулярны л и ш ь в открытом круге. Возьмем 
монотонную последовательность чисел 0 < г * < 1 такую, что 
Ит гк = 1 . 

Положим / у / . ( 2 ) = / у ( г А г ) в круге | г | < 1 . Взяв 0 < г < ! 
такое , что все фиксированные точки 2] г п п р и н а д л е ж а т 
этому кругу ; г |<Г , получим, что в круге | г | < г все 1Чк (г) схо­
дятся равномерно к / у (г) соответственно ( \ ' = 1 , . . . . л) вместе 
с производными. 

При каждом к к системе функций (./к {г) ( у = 1 л) при­
менимо, по д о к а з а н н о м у в 1, неравенство I. Т а к как по л ю ­
бому е > 0 найдется Л / > 0 такое, что, как только к> V, так 
1 / у * ( 2 ) ~ Л ( 2 ) 1 < « 1 1 |/у* (г)-!-, ( 2 ) 1 < « для всех г из крута 
| г | < г и всех у = 1 , . . . . л одновременно, то, подставляя в I 

/ V* (г) и переходя к пределу по к, д о к а ж е м утверждение 2. 

3 . Выясним вопрос о знаке равенства в I. Пусть существует 
т а к а я система функций /~у (г) \ - = 1 , . . . , л . удовлетворяющая 
условиям этой леммы, для которой в каких-то фиксированных 
точках 21 г п имеет место знак равенства в I. Требуется 

Л ( а „ а у , ак. и>к)=0 и Р2 ( а у , ш у , ак, ак) = О. 

Следовательно, Р\ (ач , я у , ак, ак) = 0 

и Р2 ( о у , л у , ак, ак) = 0. Рассматривая функцию 

Р ( о у , аду, ак, в0 = # 1 ( 0 , . в»у» а*. ' Л » ) - Р 2 { а ч , щ, ак, гак) 

к-* со 

.т 



выяснить необходимые и достаточные условия , которыми дол­
жны удовлетворять указанные функции и точки. 

Это равносильно тому, что требуется найти необходимые и 
достаточные условия, которым д о л ж н ы удовлетворять взаимно 
неналегаюшие односвязные области йч,ни одна из которых не 
содержит точки ь у = со и содержит точки а у и и\ принадлежа­
щие 1>у соответственно (\ = 1 л ) , чтобы имело место ра­
венство 

[ (Щ—аь) (&• —а.) 

V а; 1ое 
фу(Ду) У у < ^ у ) ( а ' у - Д у ) 2 

/, к = I л 

Рассмотрим ф у д , (ад) как функции, обратные к }Чк(г), причем 
все к~^ко, где к0 такое , что г<гЯ1) < 1 * . 

Обозначая через 0 У / . образ круга \ г\<г при отображении 
его посредством функции / у (г) ( у - I, . . . . л) получим, что 
а , , ш у € Д , л и при * о ф у А ( ш ) равномерно сходятся к <ру (к.) 
в О , , ( у = 1, . . . , л ) , т а к как / Э у / с при й 0 , где 0 7 А есть 
области, полученные отображением круга | г | < 1 посредством 
функций 1 , к (г). 

Тогда, полагая 
п IV — ХП) 

| у=1 4 ю-ач \ 

- * » Й « (1-<Ру*(®у) Ък ( * ) ) ] У = 1 , . . . п. к^к0. 
*) /у* (г) И г имеют тот же смысл, что и в 2 . 



из теоремы Н е х а р и получим 

а) Д (3+РЧк, В + Рук)^ + (5,5)Ък = 

так как Счк есть регулярные кривые! 

Значение интеграла справа в а) есть Р,е1, куда вместо ср., ( » ) 
подставлены ф > Л (га). Переходя к пределу по к и учитывая Г, 
получим 

Ь) 2 ( 5 + р у , 5 + Р у ) + ( 5 , 5 ) ъ = 0 

и, вследствие неотрицательности слагаемых, 

с) ( 5 , 5 ) 5 = 0 

с1) ( 5 + р „ 5 + р у ) = 0 . 

Т а к как 5 (и.1) = / — ° " 5 / , то из с) следует, что тб = 0 и области 
А , должны заполнять всю расширенную плоскость го. Следо-

м 
вательно, множество точек гсей должно совпадать с множест 
вом граничных точек для всех О у . Отметим, что в расширенной 

плоскости го множество б есть связное***) . 
Ввиду того, что, по определению, ру (го) =0 для всех ю е С , 

и 
и 5(о>) непрерывна при гае О, то из а") 5 ( а у ) = с о п з 1 для всех 

га е й. Н о точка ы>= со принадлежит й и при к' = со 5 ( а ) = 0. 

Следовательно, 3(ю)=0 для всех 01 € Ь , что и доказывает не­
обходимость в формулировке леммы. 

Т а к как достаточность полученных условий очевидна, то 
лемма I доказана полностью. 

З а м е ч а н и е . Так как при выполнении условий Л 
5 ( д а ) 4 ^ ( ф 0 ( \ ' = 1 «) ю е С , , то 8(и>) +/>., (го) =0 

**) Где С У Л — границы 0.,к и Ок — дополнение суммы О Ч А до 
полной расширенной плоскости а>. >=1 , . . . , п. 

***) Если множество В распадается на несколько компонент, не имею­
щих общих точек ни в какой конечной части плоскости и', то все эти ком­
поненты содержат точку и»=оо. 



ш е О , (\ = 1, . . . ,«) , так как, по условию, эта сумма есть гармо­
ническая функция при ш б О , . Тогда условия А и В примут вид: 

Знак равенства в 1 имеет место тогда и только тогда , когда 
1) система функций / у (г) (\' = 1, . . . , л ) , удовлетворяющая 

условиям л е м м ы , и система точек 2 , гп \ г у | < 1 (у = 1 , . . .,л) 
таковы, что имеет место 

А' Яе [а у Щ ( 1 - а у Щ (1 - г у г)-

о) \ 

по всем 2 , п р и н а д л е ж а щ и м единичному кругу, т. е. как функция 
от г при фиксированных г\ . . . , гп и \ = 1, . . ., л одновременно 

В 2) области О у вместе с их границами заполняют всю рас­
ширенную плоскость да. 

Эквивалентность условий А' и В условиям А и В очевидна . 
Т е о р е м а 1. Пусть /1 (г) и / 2 ( 2 ) есть функции, регулярные 

внутри единичного круга и однолистно о т о б р а ж а ю щ и е его на 
взаимно неналегающие области . 

Тогда д л я любых точек 2 , и г* из этого круга справедливо 
неравенство 

(ш-ш)(Ш)-иы) I 
Ь ё ( / . ( 0 ) - , 2 ( 2 2 ) ) ( / 1 ( 2 1 ) - / 2 ( 0 ) ) 

< - ± - 1 о § ( \ - \ г 1 !') ( 1 - 1 * I 2) 

При 2 ] и 22 , отличных от нуля , знак равенства в I имеет мс 
сто только тогда, когда и в неравенстве 

(/. ( 0 ) - / 2 ( 0 ) ) ( / . ( 2 1 ) - / 2 ( 2 2 ) ) 
II 1 / ( 1 - | 2 , ! 2 ) ( 1 - | 2 2 1 2 ) (Ш-Н(г2))(Мг,)-Ш) 

1 
1 / ( 1 - 1 2 , | 2 ) ( 1 - ! 2 2 1 2 ) 

В II знак равенства имеет место только тогда, когда / 1 ( 2 ) 
и / - ( 2 ) однолистно о т о б р а ж а ю т крут на две смежные полуплос­
кости. При выполнении этих условий, знак равенства в оценке 
сверху (снизу) в II имеет место тогда и только тогда, когда 
т о ч к и / , (о) и / 2 ( 2 2 ) ; / , ( 2 , ) и / 2 (о) ( / , ( о ) и / 2 ( о ) ; / , ( 2 , ) и / 2 ( г 2 ) ) 
симметричны относительно границы. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Полагая в неравенстве I леммы I 
последовательно а1 = а2 = е ' ? и сц = — а г = и * и складывая , по­
лучим 

а) Не \ $** 1 о е

 { Ь { о \ ~ { ' А о ) \ { ! [ ( г , ) ~ М г 2 ) ) \ < 
(Мг1)-Ш)(П(о)-ПЫ) } 

П о л а г а я 2 сг. = — 9 т пга\, (и(о)-П(о))(и{гх)-к(гг)) 
2 Ф - - а г ё | ^ ( / 1 ( г | ) _ / 2 ( о ) ) ( / 1 ( о ) _ Ь ( г 2 ) ) 

получим I. 
2. Выясним вопрос о знаке равенства в оценке II снизу, 

(геометрический способ) . 
— П о л а г а я ф = у . получим из а ) оценку в II снизу. 

Т а к как это неравенство получено сложением двух других 
неравенств, полученных из неравенства I при /1 = 2 и сх1 = — а 2 = 
= 1, а | = и 2 = » , то з н а к равенства в полученном неравенстве мо­
жет достигаться л и ш ь одновременно с обоими исходными не­
равенствами. И з условия А леммы I следует, что множество 
граничных точек д о л ж н о удовлетворять условиям 

га —а-га — га, га —га-. 
га—а. го—а* где агв го — ск 

= 0 

а") аг§ го — го 
го —а. 

1 _ го—а, 
- а 

при а' = со ( у = 1, 2) 

Пусть Е) есть множество, удовлетворяющее всем перечис­
ленным условиям и С, - одна из его компонент, не имеющая 
о б щ и х точек с другими ни в какой конечной части плоскости га. 
Обозначим через / какую-либо неограниченную часть Сг, связ­
ную и не имеющую общих точек с отрезками, соединяющими 
точки Ш| и а,, га2 и а2, соответственно. 

Ввиду однозначности при го е 5 логарифмов в условиях Г 
и выбора ветвей, при гае / условия Г примут тд. 

гл—гох го — гоо 

го —а. го — а-2 

си = — а ; 

го—гоч . 
гДе го-Оу 

( у = 1 , 2 ) 



Ясно, что | а у ; есть величина угла , под которым из точки ог 
виден отрезок а.,), и а у =\ач |, если вращение вектора 
ач — а вокруг точки а д о совпадения с направлением вектора 
щ — га внутри меньшего из углов м е ж д у этими векторами, про­
исходит против часовой стрелки, и ц„ = — | а у {, если указанное 
вращение происходит по часовой стрелке. Итак , так как 
— л < а , < л , — л < а г < я при га с /, т о треугольник а, гага, подо­
бен треугольнику а-> гага2 и 

га —а 
га — а2 

га —га, 
га — га2 

а,-га, 
а2 — а>г 

= 001151. 

Так как точка до=а> п р и н а д л е ж и т /, то соп5(=\. Следова­
тельно, / д о л ж н а быть полупрямой, расположенной на некото­

рой прямой относительно 
которой а, и а>, га, и га2 дол­
ж н ы быть симметричны (рис. 
1 ) . 

Допустим, что 01 и га,, а 2 

и га2 оказались по разные сто­
роны от А. Тогда вся / . не мо­
ж е т быть граничной прямой, 
т а к как в этом случае она 
необходимо д о л ж н а содер­
ж а т ь точки, п р и н а д л е ж а щ е е 
О, и 0 2 -

П о к а ж е м , что множество 

б может состоять только из 
Рад. 1. точек /- и том самым придем 

к противоречию. 
1. Все точки удовлетворяют условиям Г. 
1) Очевидно, что все точки / удовлетворяют условию г. 
2) Т а к как а, и а2, га, и га2 симметричны относительно Ь, то 

точка пересечения (а,, га,) и (а2, га2) С} расположена на 
3) Если на / условия Г имеют вид г, то при движении из / 

вдоль /_ за точку <3 условия Г примут вид 

| с ) 

I а 2 ) ( 2 л + ы,) = - ( - 2 л + а 2 ) 

или, опять-таки, г. 
Следовательно, все точки Ь удовлетворяют условию Г. 

Пусть точка гс0 не п р и н а д л е ж и т / . и принадлежит б. 



1) Точка Шо д о л ж н а принадлежать некоторой граничной 
компоненте Си, не имеющей ни в какой конечной части плос­
кости общих точек с т а к как, по непрерывности условий / ' , 
существует некоторая область, целиком с о д е р ж а щ а я I, и не со ­
д е р ж а щ а я отличных от /- точек, удовлевторящих Г. 

Действительно, возьмем любую точку ю € 
Если гаФО., то, по доказанному, для нее выполнены условия 

г и существует т а к а я окрестность этой точки, в которой нет 
других граничных точек, отличных от точек 

Если ю = 0., рассмотрим достаточно малую окрестность этой 
точки (рис. 2 ) . В частях 1 и V этой окрестности выполнены 
условия г и не м о ж е т быть граничных точек, отличных от 

Я) — IV, 
аге 

6 ш - а , 
Ф В частях 2 и 2 ' 

быть граничных точек, отличных от Ь. 

XV— О" 
аг8 — IV —IV-, 

и тоже не может 

2. Такой компоненты быть не может, так как для ее неогра­
ниченной части / | д о л ж н о выполняться г, я г имеет место только 
для точек I . 

Таким образом, точки а, и IV,, а2 и 0У2 д о л ж н ы быть распо­
ложены по одну сторону (рис. 3 ) . Так как , в этом случае , 
условия г выполнены и подавно для всех точек, то из предыд>-
щего следует, что /. есть единственное множество, удовлетво­
ряющее требованиям Г. Итак , 2 доказано . 

3 . Так как оценка в II сверху получается сложением I 
л е м м ы I 

при /1 = 2 и а 1 = а 2 = ! , " ! = — а< = 1, го условия 



А леммы 1 для этого случая примут вид 

ю — аУ| 

щ— а, IV — Ш 2 

ги —а» 

аге 
хю — гю\ 

= аге IV — Ы'2 

IV— а\ IV — а-

Так как при сохранении всех прочих условий й получается 
и з Г путем перестановки аг и ш, то 3 д о к а з а н о . 

4. Доказательство того, что 1 не имеет экстремальных си 
стем функций, отличных от I I , не представляет интереса и со­
д е р ж и т с я по существу в замечании к этой теореме. Итак, тео­
рема 2 д о к а з а н а полностью. 

З а м е ч а н и е . Используя замечание к лемме 1, из усло­
вий А' л е г к о получаем, что в I и II з н а к равенства имеет место 
только тогда , когда 0\ и 0 2 есть смежные полуплоскости без 
разрезов . В предыдущем доказательстве обоснование этого по­
ложения з а н и м а л о основное место, з ато условия на точки а„ 
и ' | , а-2 и 1 с 2 получались без труда . П р и втором методе это полу­
чается сложнее . Проведем доказательство . 

Условия Л ' д л я I (и I I , полагая <р= ) примут вид: 

п о г из единичного круга г < 1 и \г{ \<\, 1= 1 , 2 . . . , 

д л я У = 1 , 2 одновременно. 

Рассмотрим систему для у = 1 , учитывая , что, е сл и вещест­
венная часть регулярной в области (при г принадлежащих кру 
гу | 2 | < 1 ) функции р а в н а нулю, то с а м а эта функция необхо­
д и м о д о л ж н а быть постоянной. 

2 
/ 0 2 ( 1 - 2 . , 2 ) -

1е"Чое ( 1 - г у г ) -



а) / о ё ( 1 - г , 2 ) - ^ / о , ^ ^ ; -

-** 1°В Ш - Т ^ = со/1в<, для всех | г | < 1 

для всех , г | < 1 

Д е л я в) на ( и складывая с а ) , получим: 

Очевидно, что К есть функция от г , , / 1 ( 2 1 ) и / 1 ( 0 ) при опре­
деленном выборе ветвей логарифмов . 

ПОЛОЖИВ В С) 2 = 0 И 2 = 2 | , ПОЛуЧИМ 

, Леи-*) „ 

З а м е т и м , что если д л я данных функций, / 1 ( 2 ) и / 2 ( 2 ) удов­
летворяющих условиям теоремы 2, в точках г, и г> достигается 
равенство в соотношении I теоремы 2. то это равенство сохра­
нится и д л я 

Г) Ы г ) = Г (о) ~ " Ш~' 
и Р\(г) и Рг(г), очевидно, удовлетворяют условиям теоремы 2. 

Тогда из с) имеем 

- V 1 * * '"иг* 



Т а к как ^ 1 ( 2 ) и ^ 2 ( 2 ) д о л ж н ы быть регулярны внутри еди­
ничного круга и о т о б р а ж а т ь этот круг на области 0 | и й2 одно­
листно, причем 0 | и Ь> не имеют общих точек и заполняют всю 

плоскость а , то необходимо — 5 5 — ==е* и Р\ (г) =Р\ (гх) 

г / {-е'*г.\ « о 1 
• — 1 так как из е) К = г- • 

1 - е ' * 2 \ 2 , / 1-2,е'=Р 

Так как р\ (о) = 1, то 

Заметим, что для Р\(г) условия а ) выполняются автомати­
чески. 

2 

Итак, необходимо /1 (г) = / 1 (о) + / , ' (о) | _ е ф 2 » 

аналогично / 2 ( 2 ) = / 2 ( о ) - т - / 2 (о) ; 2 ,-, » 

Следовательно, / 1 ( 2 ) и / 2 (2 ) необходимо д о л ж н ы отобра­
жать круг | 2 | < 1 на полуплоскости без разрезов . 

Остальная часть д о к а з а т е л ь с т в а не представляет интереса 
и может быть легко получена из п.п. 2 и 3 теоремы 2. 

Т е о р е м а 2. (Случай п = 2т). Пусть / у ( г ) ( \ - = 1 л) 
однолистны и регулярны внутри круга | г | < 1 и о т о б р а ж а ю т его 
на взаимно неналегающие области. Тогда 

( / / ( ° ) Ч » ( о ) ) ( / / г / Ь Л { * » » 1 , Д I . 

/ = 2р, р = 1, . . . , ш 
А = 2г— 1, г = 1 , . . . , дн 

( / / о ) - > , И ) ( ^ у ) - 4 ( ^ ) ) 
§ Л * ( / / ^ - М ° > М / . ( г А ) - , / о ) ) 

П | / 1 - 1 2 . | 2 < П 

П е р в а я оценка (а, следовательно , и вторая) является точной 
и достигается, например ф у н к ц и я м и : 

_ т 

с н и з у * ' | / ^ ± 1 ( / = ! , . . . « ) 

при 2^ равных между собой и вещественных; 
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с в е р х у 

Щ) =в' •' |/1±^ (/ = 2/;, р=1 ж) 

при г . = о (»=1 л) 

П о л а г а я в лемме 1: 

1) а у =е'* 2) а 7 = ( — \ ) 4 , складывая и пользуясь про 
изволыюстыо ф, получим I и I I . З н а к равенства проверяется 
непосредственной проверкой. 

Л е м м а 2. Д л я любой системы функций (г) (у—1 п ) , 
у д о в л е т в о р я ю щ е й условиям леммы 1, и д л я любых точек 
2 , 2п из единичного круга справедливо неравенство: 

Щ 1 и^Лое ( / \ ( 2 у ) - [ 4 ( о ) ) 2 ( / ; ( 2 , ) - / , ( 2 А ) ) ( / Л о ) - 4 ( о ) ) + 

+ 2 | а># (Цгч)-!У ( о ) ) + I о* 1о§ (&:(*»)/, (о)}< 
у = 1 У = 1 ) 

< 2 и\ 1о§ У''] V , к=\,..., п 
у = 1 1~\гч\" 

где ич произвольные вещественные постоянные и 

2 а у=0. 
у = 1 

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда 
Л Пу 

кривая П —а; „ ) ( & • — о у ) | = 1 разбивает расширенную 

плоскость IV так , как это у к а з а н о в лемме 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обоснование л е м м ы 2 аналогично 

доказательству леммы 1 и значительно проще. 



Вспомогательные функции 5 (ад) и рч (ау) примут вид: 

5(а») = - 2 а у 1 о § ( а д - а у ) | 
у=1 

рч ( а д ) = а у 1о§ 
(фу (Ю) ~ Фу (^у ) ' (1 ~ фу ( « О фу («О ) 

фу (ад) 

Т е о р е м а 3. Если /1(2) и /2(2) есть регулярные в единич­
ном круге функции, однолистно о т о б р а ж а ю щ и е его на взаимно 
неналегаюшие области, то д л я любых точек г\ и г2 из этого 
круга имеем точные оценки: 

III 

IV 

( / . ( о ) - / 1 ( 2 , ) ) ( / 2 ( о ) - / 2 ( 2 2 ) ) 

( Ы 2 | ) - Ы о ) ) ( / , ( о ) - Ы г 8 ) ) 

( / • и -п ( * ) ) Ыо) -и (2 2 )) 
( М г , ) - Ы г а ) ) ( / , ( о ) - / 2 ( о ) ) 

< 2 1 2 2 
| / ( 1 _ | 2 1 | 2 ) ( 1 _ | 2 2 | 2 ) 

| 2[ | | 2 2 1 
1 / ( 1 _ 1 2 | | 2 ) ( , _ | 2 г | 2 ) 

З н а к равенства в I I I достигается тогда и только тогда, когда 
и в оценке II теоремы 1 сверху, а в IV — в оценке II снизу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим л е м м у 1 и лемму 2 для 
случая п=2. 

П о л о ж и в в лемме 1 

• У* • Р " щ = 1 ±^-,а2 = 1 , а в л е м м е 2 

и складывая , получим I I I . 

П о л а г а я в лемме 1 

. 1/2 , У 2 
= / , и 2 = — /• • а в лемме 2 

а 1 = а 2 = — , получим IV. 

Остальная часть д о к а з а т е л ь с т в а полностью аналогична 
п.п. 2 и 3 теоремы 2 . 



Т е о р е м а 4. ( п = 2 ш ) . Пусть /„ (г) {х=\, п) регу-
лярны внутри | г | < 1 и однолистно отображают его на взаимно 
неналегающие области. Тогда имеем точные оценки 

( Д ( ° ) -и*,,))(1,(о)-№) 
п 

и * 
I 

/ = 2/7, / ?= 1, . . . , т 
к = 2 г + 1 , г = о , . . . , т- 1 

П 
У. * 

Ук(о)Чк(гк))(1)(о)Ч№) 
< п 

= 1 
п 

/ = 2 р , р = 1 т 
/г = 2 г + 1, г = о , . . . , т— 1 

З н а к равенства достигается, например, для I теми ж е функ­
циями и в тех же точках, что и в теореме 2 — в оценке снизу, 
для II — в оценке сверху. 

П о л о ж и м в л е м м е 1 и в лемме 2 

а) а у = ( - 1 Г / ^ , ^ = ( - \ у Ц -

.У2 . * ][2 
II СЛОЖИМ, 

получим I и II. 
З н а к равенства для указанных функции в указанных точках 

проверяется непосредственным вычислением. 

Т е о р е м а 5. Если {(г) регулярна и однолистна в единич­
ном круге, то для любых 2 | и г2 из этого круга справедливо: 

I 1од (1(1* 2 . ) - / ( с 1 ^ ) ) и(е'г2г)-Це'гг2У) 

< [ о ё (1-2^)4^-^1 

< 

4 1т 2 , 1тг2 (1 —| 2 ц 2 ) ( 1 - ] г 2

2 

г . ) - \ ( е ^ г 2 ) ) (](е*гх) - / ( У = ^ ) ) 

(/ ( У ' 2 , ) - Не*?,)) (I (е* 2 2 ) - / (е1* г2)) 
;(1 - 2 , 2 2 ) 2 ( 2 1 - 2 2 ) 2 

4 1тгх 1тг, (1 - | 2 , | ! ) (1 - | г 2

 2 ) 

1т г, 1т г2>0 



Если / ( г ) е 5 , то знак равенства имеет место только для 
функций 

Ч ^ ° ( 1 - А > 2 ) 2 " 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г , ( ,) и 22 (^) есть регулярные 
функции, однолистно о т о б р а ж а ю щ и е круг | ^ | < 1 на два смеж­
ных полукруга единичного круга | г | < 1 . 

Пусть «~*» 2, (;) = в*»5Ш 11' 
ш г ' ? г , ( ; ) > о , /от е - ' ? г а ( ; ) < о . 

Обратные функции к 2,(1) и & 2а(&) при 21(0) = 6 и г 2 ( о ) = 

= Ь е21* соответственно, имеют вид 

I 1 + г е - ^ V2 _ / \-гЬе-'* \2 

\ 1 -ге~'а I \ \-Ьё~* ' 

; 2 ( г ) = 

/ 1 +гс-'г \- 1 \+Ье'т V 
\ \ - г е - Н I ' \ 1-Ьё'Ч I 

I 1 +ге'* \ 2 _ / \+Ье'* \ 2 

—1а \2 

Положим 2 е _ , ? = 2,; Ье"'4 = г 2 . 

Тогда С, (2, ) = & (г, е 1 ?) = 

. ш - ( 1 ~ г , 1 2 ) ( г ' ~ ^ 
( 1 - 2 , 2 2 ) (21—22) 

I М-г>г~2)Чг^гг) 
1 - ; * 4 / о т г , /От2 2 ( 1 - | г , | 2 ) ( 1 - | 2 2 | 2 ) 

Положим 
2. М ь ) = / ( * . ( ; : ) ) . 

^ Ш = / ( г 2 ( Ш 
где {(г) — произвольная функция , регулярная и однолистная 
в единичном круге. 



Очевидно, что / | (ь) и удовлетворяют всем условиям 
теорем 2 и 4, и 

3 . 0 1 = ^ ( 0 ) = / Ы * ) , в>1 = Л ( & > ) = = / ( V * ) 

П о д с т а в л я я указанные значения в I теоремы 1, получим I 
теоремы 6. Подставляя 3 в IV теоремы 3, получим оценку 
II снизу. 

З н а к равенства очевидным образом следует из требований 
теорем 1 и 3 к функциям / | ( * ) и Ыэ)-

Таким образом, [(г) 
1) д о л ж н а иметь граничные точки только на некоторой пря­

мой /_ (т. е. отображать единичный круг на всю плоскость с од­
ним или двумя бесконечными р а з р е з а м и , л е ж а щ и м и на неко­
торой прямой) ; 

2 ) переводить точки некоторого диаметра / в точки /.; 

Отсюда и из условий единственности при конформных ото­
бражениях , следует 2-ое заключение теоремы. 
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В работе приводятся оценки некоторых функционалов от 
функций, однолистно отображающих единичный круг на вза­
имно неналегающие области. Проводится геометрическое дока ­
зательство неулучшаемости этих оценок. К а к следствия полу­
чаются теоремы искажения д л я функций класса Бибербаха-
Эйленберга . 
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В. I. К о г о Ь о с п к т 
ОХ 

ТНЕ Т Н Е О К У О Р 0 № - 5 Н Е Е Т Р и г \ 1 С Т 1 0 \ 5 

А п п о I а П о п 

Ап е з И т а х е 15 §1 \ ' еп о-Г зеуега1 ГипсИопаЬ, скИпео* аз а с1аз5 
оГ опе-5Пее1 [ипстлопз, т а р р т д 1пе а гс1е оГ и т ц и е г а а ш з оп 
{пе ге§10пз \\п1Ьои1 с о т т о п ротт.з . А §еоте !Г 1с ргооГ оГ 1пезе 
езИтахео! поп-атеПогаИопз 15 Гоипа. Тпе Ш е о г е т з о1 аМ51огт.юп 
нэг ВШегЪасп-ЕПепЬего; с1азз1с {ипсИс-пз ГОНСЛУЗ [ г о т 1пезе 
гезиИз. 



РЕТЕКА Ь-ШСКАЗ ЬАТ\'ЫА5 УА1.5Т5 СЖ1УЕК51ТАТЕ5 2 П М Т М 5 К 1 Е К А К 5 К 
47. 1963. Ш 1 У Е К 5 1 Т А Т Е 5 5 К Л 1 Т Ь 0 5 А \ А 5 С Е М К А КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИПСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

А. Т. Барабанов 

РЕШЕНИЕ З А Д А Ч И КОШИ Д Л Я О Б Ы К Н О В Е Н Н О Г О 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О УРАВНЕНИЯ Л А П Л А С А 

При исследовании нестационарной линейной динамической 
системы с п степенями свободы в качестве ее простейшей мат* 
матическоп модели может служить обыкновенное уравнение 
Л а п л а с а с вещественным аргументом I 

к=о 
где 

о ^ / ^ / о ау<кЦо)=уКО ( А - О , 1 / 1 - 1 ) 

В связи с этим весьма в а ж н о располагать методами постро­
ения решения задачи Коши уравнения Л а п л а с а , что может д а т ь 
средство для изучения процессов в таких системах. Особый ин­
терес представляет уравнение Л а п л а с а с регулярной особой 
точкой, когда а„ 1 + Ьп _ 0 при 1^(0. 

Рассмотрим уравнение Л а п л а с а с регулярной особой точкой 
в виде 

(Р) и+Ш'(Р)-Р(Р)\У=1И), (1) 
где 

т = / - Л , . Р - - ^ , у т (о)=уко (к=0. 1 я - 1 ) , 

0 ( р ) — линейный дифференциальный оператор с постоян­

ными коэффициентами п-го порядка , 0 ' ( г ) = Щ№ , Р(р)-ЛЯ-

нейный оператор с постоянными коэффициентами не выше 
(я — 1)-го порядка . 



К задаче интегрирования уравнения (1) сводится л ю б а я за­
дача интегрирования обыкновенного дифференциального урав­
нения Л а п л а с а 

2 ( о к Х + Ь к ) у'л) =Р(х) (а я = 1) 

с начальными условиями 

х=л-о, УЩЫ = у а

т (к = 0, 1 и - 1). 

Сделаем замену независимой переменной 

.\- = л-0 + Е 
Не умаляя общности, м о ж н о считать 0 ^ 5 < со , в противном 
случае ( — с о < | ^ 0 ) м о ж н о заменить | на ( — | ) . 

Итак, после замены независимой переменной коэффициент 
уравнения при старшей производной примет вчд 

Если хи + Ьп <0, то подстановкой 1=1, Хц+Ья = —1о сводим 
задачу к указанной (1«>0, О г ? / < / 0 ) . 

Если Хо + Ьа > о , то, полагая § = — I 

х0 + Ьп = 1о (1о>0), 

получим уравнение 

1 (а/1П-ак10-акх0-Ьк) ( - 1 ) * + 1 =1(1), 
к=о 

где 
т = / - / 0 . - с о < / < 0 . 

Разница по сравнению с задачей интегрирования уравнения 
(1) состоит в задании п р о м е ж у т к а интегрирования. 

Н и ж е будет показано , что, решив задачу интегрирования 
(1) для О^К10, с помощью аналитического продолжения мы 
решим и задачу Коши в промежутке — <*> < / « ^ 0 . 

Уравнение Л а п л а с а относится к классу линейных уравнении 
с аналитическими коэффициентами, который занимает большое 
место в аналитической теории дифференциальных уравнений. 

В соответствии с теоремой Фукса , однородное уравнение 
Л а п л а с а , соответствующее уравнению ( 1 ) , имеет две особые 
точки — регулярную ( т = о ) и иррегулярную (т = —«>). 

В классических работах , рассматривающих уравнения с ана ­
литическими коэффициентами, и, в частности, уравнение Л а п ­
ласа , центральное место з а н и м а е т вопрос о фундаментальной 
системе решении в окрестности особых точек [1] — [9] . 



Не вдаваясь в детали , можно отметить д в а пути построения 
фундаментальных систем решении однородного уравнения, со­
ответствующего (1) . 

Первый из них д а е т представление фундаментальной систе­
мы в окрестности регулярной особой точки с помощью беско­
нечных рядов вида 

где о — корень так называемого определяющего уравнения , а 
коэффициенты ряда находят по условиям обращения д и ф ф е 
ренциального уравнения в тождество при подстановке (2) (ме­
тод Ф р о б е н и у с а ) . 

Если все корни определяющего уравнения различны и их 
разности не равны целым числам, то таким образом получается 
фундаментальная система в виде рядов ( 2 ) . 

Если некоторые разности корней определяющего уравнения 
равны целым числам, то процесс отыскания решения у с л о ж 
няется и в решении, вообще говоря, появляются логарифмиче­
ские члены. Построенные таким образом ряды для уравнения 
Л а п л а с а сходятся на всей плоскости т. 

Однако , следует отметить, что практическая эффективность 
этих рядов падает с увеличением | т \. 

Аналогично м о ж е т быть построена ф у н д а м е н т а л ь н а я система 
решений в окрестности иррегулярной особой точки. В этом слу­
чае ряды строятся по отрицательным степеням т и являются 
асимптотическими рядами, эффективность которых с уменьше­
нием | т понижается . В окрестности регулярной точки эти ряды 
становятся непригодными для представления решений уравне ­
ния ( 1 ) . 

Второй путь д а е т представление решения линейного д и ф ф е ­
ренциального уравнения в виде контурного интеграла. Этот 
путь характерен очень гибкими и разнообразными приемами, 
свойственными контурному интегрированию. 

Отметим одно из возможных представлений решения одно 
родного уравнения Л а п л а с а в виде контурного интеграла . 

А именно, контурный интеграл 

где Сл — контур в виде бесконечной петли, охватывающей 
вдоль соответствующего разреза /г-тый корень г А уравнения 

СО 
Р V 

к=о 
(2) 

(2) 

< ? ( г ) = 0 , (3) 



который является особой точкой функции 

Ф ( г ) = П ( г - г у ) - « у > 

где а у — коэффициенты р а з л о ж е н и я дроои . . . на простен-

шие 

д ( г ) 7 = 1 г - 2 7 ' 

представляет решение однородного уравнения Л а п л а с а , соот­
ветствующего уравнению ( I ) . П р и этом предполагается , что 
степень полинома С) {г) выше степени полинома Р(г), по край­
ней мере, на единицу, а корни уравнения (3) простые. 

Если — ик равно целому положительному числу, то (2) об­
ращается в нуль. 

Чтобы найти соответствующее ненулевое решение, можно 
сделать предельный переход в выражении 

тогда получим 
со 

>'л = | ф ( г ) йг 'к-

Н 

При р а з н ы х корнях у р а в н е н и я (3) т а к и м о б р а з о м м о ж н о 
построить фундаментальную систему решений. 

М о ж н о легко показать , что 

У = л , л - ' ^ ( 1 + ° ( - г ) ) ( 2 " > 

Посмотрим теперь в общих чертах, как можно было бы 
применить построенные ф у н д а м е н т а л ь н ы е системы для реше­
ния задачи Кошн однородного уравнения . 

Д л я этого надо составить общее решение 

и по начальным условиям уи0, 1/ю У„—ю определить произ­
вольные постоянные ск. 



Тогда мы найдем, что 

где / . А и / . -полиномы от указанных в скобках неременных, при­
чем индексы т, г пробегают значения от нуля до /1-1, а / — от 
единицы д о п (индекс г указывает порядок производных от 

у, (т) по т) . 

При попытке определить постоянные с Л по этим выражениям 
мы сталкиваемся с необходимостью вычисления рядов (2) и 
рядов , получающихся дифференцированием, при больших по 
модулю т. При этом модули корней уравнения могут быть на­
столько большими, что модули произведений гк т будут иметь 
е щ е большие значения, чем | т |. 

М о ж н о грубо представить себе, какое огромное число чле­
нов следует взять в этих рядах , чтобы уловить основные черты 
процесса, время которого достаточно велико, если заметить, что 
решение задачи с данными начальными условиями, как это 
сразу становится ясным при его построении с помощью фунда­
ментальной системы ( 2 ' ) , при больших по модулю т имеет экс­
поненциальное поведение, а аргументами экспонент с л у ж а т 
произведения гкг. 

Фундаментальная система в виде контурных интегралов яв­
ляется более подходящим средством решения задачи, т. к. она, 
несомненно более удобна для определения констант с к. 
О д н а к о и в этом случае процедуру определения этих констант 
следует признать неэффективной. 

Необходимо знать общее выражение д л я констант ск, чего 
невозможно достичь при определении ск по общему решению 
и з начальных условий. 

Определение констант ск — задача не менее в а ж н а я , чем 
построение фундаментальной системы. 

Трудности применения фундаментальной системы решений 
е щ е более увеличиваются, когда возникает задача определения 
процесса, вызванного внешними воздействиями (неоднородное 
уравнение ) . 

Применение метода вариаций произвольных постоянных в 
общем случае с такими сложными фундаментальными систе­
мами, какие имеют место д л я уравнения Л а п л а с а , безнадежно. 

Поэтому встает вопрос о построении общего вида решения 
з а д а ч и Кош и уравнения Л а п л а с а ( 1 ) . 



Заменой переменной 

Ц® = Уо + у0 ' + ••• + ( й - 1 ) 1 У о < Я ~ " Г ~ 1 + 1 ( ' ) <4> 

задача сводится к неоднородному уравнению 

«од)ч<Н$ (р)-р(р)]л=^(о (5) 

с нулевыми начальными условиями и с правой частью, пред-
ставляющей собою полином не выше л-ой степени. Д л я 1>0 
этот полином можно представить в виде контурного интеграла 

где В (г) — полином не выше п-ой степени, а контур интегриро­
вания ))— мнимая ось с обходом начала справа , вообще говоря , 
по произвольной полуокружности. В виде аналогичного контур­
ного интеграла можно искать и решение уравнения (5) 

Если уравнение (3) имеет корни и в правой полуплоскости, 
условимся обход начала д е л а т ь по полуокружности достаточно 
большого радиуса с тем, чтобы справа от контура корни урав ­
нения (3) отсутствовали. 

Уравнению (5) с правой частью (6) можно удовлетворить 
интегралом вида ( 7 ) , если определить Н (г, I) как частное ре­
шение уравнения 

т<?(р)#(2, I) +№р)-Р(р)} И (г, /) = ^щ-**'- (8) 

В свою очередь, этому уравнению м о ж н о удовлетворить инте­
гралом вида 

(9) 

если И{1) определить как решение уравнения 

тЩ+Р№Ь=0, (10) 



а выбор контура подчинить условию 

Н Ш Щ ^ ^ . ( И ) 
где слева стоит приращение указанно!! в скобках функции вдоль 
контура С. 

Пусть С — идущая под некоторым углом о к вещественной 
оси от точки г прямая , вдоль которой Яе г-*- со. З а контур С 
можно принять эту прямую в обратном направлении. При этом, 
как нетрудно видеть, решение уравнения ( 1 0 ) , обеспечивающее 
выполнение условия ( 1 1 ) , будет иметь вид 

* М ф(?) 

где 

ф ( 2 ) = П (г-гу)—* , (13) 

а 2„ — корпи уравнения (3) ( \ - = 1 , 2, . . . , п) и 

— коэффициенты разложения дроби „ на простейшие: 

/ ' ( * ) ^ « V 
(15) 

Я (г) 

После этого легко находим Н (г, I) и 

где 
Г ( г - Т , = фТгТ / ( ' 7 ) 

СО 

Выражение (16) представляет формальное решение уравнения 
(5) для скки. 

Следует заметить , что функции ср(и) и ф(г) допускают вы­
деление однозначной ветви по крайней мере на контуре р и 
справа от него. При этом, как это видно из построения функ 



ции Н(11), под этими функциями понимается одна и та же их 
однозначная ветвь, так что ф ( ь ) / ' с = г

 = ф ( г ) . Теперь п о к а ж е м , 
что справедлива 

Т е о р е м а 1. Выражение (16) определяет функцию, кото­
рая является решением задачи Коши уравнения (5) с нулевым 
начальными условиями. 

Рассмотрим интеграл: 

Г В (г) , ^ У ( г , т ) Г В (г) , г,дТ(г,х) 
| г»+Щг) Ж* а г ^ 2 " + Щ г ) . <Э/* 
> » (15) 

а'г 

1Де 

ОТ (г, г) 
д1к 

Ф ( 2 ) 

З а м е т и м , что интеграл, входящий в (19) , б л а г о д а р я экспо­
ненциальному множителю подинтегрального в ы р а ж е н и я схо­
дится равномерно в 0 ^ / ^ / о < / „ и дифференцирование функ­
ции г (г, т) по I законно. 

П о к а ж е м , что интеграл (18) т а к ж е сходится равномерно по 
/ в указанном промежутке для любого А = 0 , 1 , • •., п-1, а поэ­
тому при к = 0 представляет собою п-\ раз непрерывно диффе­
ренцируемую функцию Т | ( / ) . 

Кроме того, п о к а ж е м , что эта функция о б р а щ а е т с я в нуль 
при / = 0 вместе со своими (п— 1)-оп производными. В этом и 
будет заключаться доказательство теоремы, т. к. выше уже было 
показано, что (16) представляет собою, по крайней мере, ф о р ­
мальное решение уравнения ( 5 ) . 

Оценим порядок роста подинтегралыюй функции в ы р а ж е н и я 
(16) на мнимой оси и справа от нее при г — со. 

Пусть ц = X и..,. 
7 = 1 

Нетрудно видеть, что 

Ч ( ? ) 
< л \г 

а полагая ,± = г + хе"3 0 г с л < с о (ряс. 1) замечаем, что 

< у г 

(20) 

(21) 

где л и у — некоторые п о л о ж и т е л ь н ы е постоянные. Таким о б р а ­
зом абсолютное значение п о д п и т е г р а л ы ю й функции в (18) без 



множителя е" убывает с ростом | г | вдоль мнимой оси и справа 

от нее по крайней м е р е как ^ — Г Г Г - Это обеспечивает абсо­

л ю т н у ю и р а в н о м е р н у ю сходимость интеграла (18) при Л = 0 , 1 . 

п-1 в отмеченном выше промежутке . 
Рассмотрим теперь интеграл (18) с контуром в виде замки) -

той кривой, состояще!! из отрезка мнимой оси с обходом на­
чала ( 5 Д ) и полуокружности Ск радиуса /? в правой полупло­
скости (рис. 1) . 

Т а к как в области , ограниченной этим контуром (причем 
при любом / ? ) , подинтегральная функция регулярна , т о 

[ В ^ М * ' ( * , т ) _ _ Г В (г) , й »г[г,т) 
^ г»+Щ\г) ОС ~ / г » + ' д ( 2 ) Щ 

При / = 0 в силу отмеченного выше характера убывания под-
интегралыюго в ы р а ж е н и я интеграл по полуокружности С к 

когда #—-со, стремится к нулю. П р и этом интеграл в левой ча­
сти равенства стремится к интегралу (18) . Таким образом , 
функция (16) вместе со своими (й—1)-ой производными обра­
щается в нуль при / = 0. 

Считая а., (\ = 1,2 п) нецелыми, проведем теперь из 
особых точек ср(г) г\, г2, • • •. гп параллельные разрезы, вдоль 
которых Не г-*-— со,причем так, чтобы к а ж д ы й разрез проходил 
только через одну особую точку функции <р(2). Условимся, что 



угол наклона о линии интегрирования в функции г (г, т) сов­
падает с углом наклона этих разрезов и 0 < о < . С по­
мощью этой системы разрезов фиксируем некоторую ветвь 
<у(г), определяя аргументы векторов г —г., неравенствами 
— л + 6 = 5 в у Й $ Л + 6 ( \ -=1 ,2 , . . . , п). Все рассуждения будем 
вести д л я случая , когда уравнение (3) имеет корень г1 = 0, д е ­
лая замечания в нужных местах и д л я того случая , когда т а к о г о 
корня нет. 

Рассмотрим интеграл 

2л( X г"~хО.(г) ' 
с 

где контур С состоит из участка мнимой оси с обходом начала 
справа , участков полуокружности Ск и контуров С у , охваты­
вающих вдоль разрезов точки г 7 ( у = 1,2, . . . . п) (рис. 2 ) . 

Рис. 2. 



Внутри этого контура подинтегральная функция в (23) ре­
гулярна , поэтому 

ЯП 

В(г) 
уЯ+1 г (г, т (24) 

где последняя сумма состоит из интегралов по дугам полу­
окружности Сц, не пересекающим разрезов . 

П р е ж д е всего покажем, что справедлива следующая 

Л е м м а. Предел интеграла 

_ С В (г) 
'»МгМ* ) 2«+1<2(г) 

где путь интегрирования проходит по непересекающей разре­
з о в дуге М[М: полуокружности Сц, а точки М\ и Мг фиксиро­
ваны на дуге углами 0 ( и Ог, при /?—«-со равен нулю. 

Л г (г, т )4г (25) 

Рис. 3. 

При доказательстве рассмотрим следующие возможные слу­
чаи расположения д у г и М\М2 на полуокружности Ск : 

I. Крайние точки ч^А^Мг не л е ж а т на мнимной оси (рис. 3 ) . 



2. ^М\М2 примыкает к мнимой оси в нижней полуплос­
кости (рис. 4 ) . 

3 . ^М\М2 примыкает к мнимой оси в верхней полуплоско­
сти (рис. 5 ) . 

Отметим, что контур интеграла , входящего в г [г, т) местами 
деформируется при необходимости так, чтобы ни одна особая 
точка функции ф ( г ) на него не попадала . Другими словами, л ю ­
бой такой контур, начинающийся в какой-либо точке полуо­

кружности Ск , м о ж н о считать целиком л е ж а щ и м в некоторой 
бесконечной области ( О ) , которая получается из расширенной 
плоскости 2 , если и з нее у д а л и т ь особые точки функции (р(г) . 

Рассматривая первый случай , заметим, что при Не ц ^ О 
ф(г) в этой области, очевидно, ограничена : 

Рис. 4. Рис. 5. 

ф ( 2 ) 1 < Л * (26) 

где Ма — некоторая положительная постоянная . Поэтому, ра з ­
бивая интеграл, входящий в г (г, т ) на д в а 



где /со — точка пересечения контура с мнимой осью, нетрудно 
видеть, что на дуге полуокружности Сд 

г(г, т)\<К"е* (л . + л ^ * " - 5 г / ( и) (28) 

где Хх и %2 — положительные постоянные, а 

5 2 да — длина контура между точками г и но. Отсюда сле­
дует, что 

\ЮММг < У 1 /г-+^ е ' ? ' » ^ . + у 2 5 ; 1 . ш / ? - л + ^ ^'С0!'Ч (29) 
где у! и у:. — некоторые положительные постоянные, а 

Таким о б р а з о м , (>0 Ь-^М\Мг-*-0 при Р—*-ж, т . к. СОЗУ* <0. 
Обратимся теперь ко второму случаю. 

На рис. 4 Р — полупрямая , идущая к точке г под углом о 
к вещественной оси, т. е. путь интегрирования в г (г, т). Л' — 
п о л у п р я м а я , параллельная Р и проходящая через Ми к — рас­
стояние от начала координат до N. Положение точки М, на по­
луокружности С д будем считать фиксированным углом V , и 
следовательно а — не зависящим от Р. 

ФУНКЦИЯ II I 1 — _ 1 

ничена в (О) 

Поэтому 

у = 1 
, как и ср(г), непрерывна и огра-

Ф(а1<1 |. л 
где X — некоторая положительная постоянная. 

В соответствии с этим 

I / < - Т С О З О (51П а ) ^ 

(30) 

( 3 1 ) 

I / 
1(0 

ф ( ; ) < / ; 
< е - л ™ , л — ± _ $ с 0 5 а 

(Шп а)** 
(32) 



С помощью этих оценок нетрудно получить, что 

К о л . л . К Р ! 7 3 ^ Г + Р а — 7 з ^ Г". 

Я"- ' ДО 1 ^ - 0 , ) Л'" / С 0 5 {Щ- - Ц, \ 
(33) 

где 91 и — некоторые положительные постоянные. Таким 
образом, I и Л и М а —О при Я— ж и в зтом случае. 

Рассмотрим, наконец, случаи, когда дуга М\Мг примыкает 
к мнимой оси в верхней полуплоскости. 

Положение точки Ма на полуокружности С д примем таким, 
как на рис. 5 ( 0 2 < ( т ) . 

В этом случае 

I / 
I Г </?-**—^—, 
N I V - ' . - - - Т С 0 5 о 

« ^ " " ' Г я - ^ ^ о . ( 5 5 ) 

СО 
г 

чр (С) <г С 

1 1 т и ь К ? 1 — + е« 
/я/?» 1 со* | и9 - ) Ш" еоз ( и а - у ) 

(36) 

где А , р, , р., — некоторые положительные постоянные. Таким 
образом и В этом случае при /?—°° I\Лцмг*0. Такие ж е ре 
зультаты имеют место и при Я с ц < 0 , что м о ж н о показать ана­
логичным образом. 

Следовательно, последняя сумма в выражении (24) при 
/ ? — 0 0 исчезает, т . к. она представляет сумму интегралов (27>) 
рассмотренных трех типов . 

С предельным переходом контур интегрирования Сч превра­
щается в бесконечную петлю Сч. 

Когда уравнение (2) не имеет нулевого корня, к этим рас­
суждениям привлекается дополнительно теорема вычетов. Та­
ким образом, имеет место 



Т е о р е м а II. Решение уравнения (5) при нулевых началь­
ных условиях и сделанных предположениях о корнях уравне­
ния (3) имеет вид 

^--шЦЛг*'^**-  ( 3 7 )  

Су 
когда среди корней имеется корень, равный нулю, и вид 

когда такого корня нет. 

Рассмотрим теперь подробнее интегралы, входящие в (37) 
и (38 ) . 

П о л а г а я , что а„ 1е равно целому числу и представляя петлю 
С , вокруг 2„ так, как указано на рис. 6, разобьем наш интеграл 
на сумму трех интегралов, обозначая для краткости 

Рис. 6. 

Ф (г) = В { г ) е"о 

А 

т = / г " ^ д ( г ) е " ° '' ( г - Т ) й г = / Ф ( 2 ) Г & Т ) й г + 

— со Су 

- С О 

(ЗУ) + I Ф (г) г (г, х)0г+1 Ф (г) г (г, т) с/г. 
лес с 

5 - 4260 65 



Первый интеграл берется по прямой по верхнему берегу раз ­
реза от точки Не г=— =* д о точки А. второй — но окружности 
ЛВС и третий — от точки С д о точки Цег= — °° по нижнему 
берегу разреза . 

Рассмотрим функцию 
г 

М г , т ) = ^ ( * - * Л + в * У е<^-г^Ъ\1)А%л (40) 
СО 

где 

% (?) - п ( Е - * * ) - * * , 

на каждом из трех указанных участков . 

Н а верхнем берегу р а з р е з а д о точки А функцию можно пред­
ставить в виде 

и 
1 

г ( г , т ) = (2_гу)«»_-^-I е^(1-г„Г*-' щ №Щ+ 
СО 

А 

+ ( г - < \ Г ' ^ у [*х ЙЭ * & + 
8 

+ г-2: у | у # г-г,|-**9»«6Ш (41) 
С" 

на нижнем берегу д о точки В — в виде 

в 

г(2, т) = ( г - г у ) « у _ ! _ _ | ^ ( : - г у р - ^ ( ; , ^ ; + 

с 

в 

г 



и, наконец, на контуре А ВС — в виде 
в 

г(г.т) = (г-2 7 )"•<_!_ I* & (Б-г,)-"* ? 7 ( « М + 
СО 

г 

+ (г-г.^-^I & ( С - г , Г в " ? > (*№ (43) 
• в 

Это позволяет составить для интеграла (39) в ы р а ж е н и е 
в /.,(/) = I ф ( г ) ( 2 - 2 7 ) 4 » " _ 1 _ й г . у ^ ( : - г ч Г а - ' ъ + 

+ | Ф ( г ) ( г - 2 у ) - ^ _ ! _ й 2 1 ре* (с-^г^ч>и?:)^<:-
от И 

С 

- в " * » / / > ( 5 - 2 , ) " ^ «ру (5)^1 + 

а ^ 

+ ^ ф ( г ) ( г - 2 . , ) + а ' ' ^ - щ | * ^ х ( ? - 2 7 Г а ' ' фу (С) (44) 

.-1ЙС 

В наших выкладках д о сих нор фигурирует та ветвь многознач­
ной функции (г — г . , ) - 0 4 , у которой — л + с х - ^ б у а Введем 
В рассмотрение т а к ж е и ту ветвь этой функции (г — г.,)~а' 
у которой а с - в у ^ 2 я + а . Соответствующую ветвь функции 
<р(г) на плоскости г с разрезом, идущим от точки гу вправо до 
бесконечности с тем ж е углом наклона о , будем обозначать 

(г) т а к что 

ф . ( 2 ) = ( 2 - * у ) ; ^ ср., ( 2 ) . (45) 

З а м е ч а я , что 
С с 

е - 2 ^ / у > ( 5 - 2 у ) - ^ Ф у с ; ) ^ = | > ( ; - г 7 ) - я ' ф И ; ) ^ (46) 



- Г & ( С - г , Г я ' ф у (47) 

ВАВ 

где С , — петля, образованная зеркальным отображением пет­
ли С , , как это видно из рис. 7, легко найдем 

Рис. 7. 

С*/ Су 

г)</г + Л\ ( 0 . 

(48) 
где 

- / ^ (40 , 

еле 

Рассмотрим интегралы, входящие в (49) . 
Поскольку радиус окружности может быть взят достаточно 

малым 

г г «> [(;|+*Г* ( а1*-* 
* = о /г ! 

( & - г У ) * + , - В У 



*=о « ! 

к-г 1 - и . , 

Следовательно, 

(51) 

КАП 
ЛВС 

= / Ф ( г ) - т г г - ^ ^ — Г1 

(2-2„)* 
Д т , <*2 (52) 
к + 1 — и.. 

Таким о б р а з о м , для корня , не равного нулю, (52) тождественно 
равно нулю, т. к. Ф ( г ) имеет в точке 2„ полюс не выше пер­
вого порядка . 

Рассмотрим теперь (52) д л я корня, равного нулю. Мы уже 
условились этот корень считать первым. 

Соответственно 

— „ , , \(4г -+т)*ф|(о1 

4ВС 

• • е т йг. (53) 

Откуда видно, что К\{1) представляет собою полином (я—1) -ой 
степени. 

Д л я того, чтобы найти этот полином, установим прежде 
зеего вид полинома В (г). 

Наиболее просто это м о ж н о сделать следующим образом. 
Д л я полиномнналыюй части (4) имеем: 

Уь(()=Уо+у'0<+ •••+ ( „ - в ; " ~ ' = 

| Г у02"-' + 11'г'-2+ . . . +(/0

("-1» 
= ! * — п * * 4 г (1>о) (51) 



Полином в правой части (5) можно з а п и с а т ь в виде 

М(1) = -[т<2(Р) + С1'(Р)-Р(Р))Уо(0 = 
Г т ( 3 ( г ) + 0 ' ( г ) - Р ( г ) ] К ( г ) е „ ^ = 

I /7/С>(^)Пг)-< 0г(?(г))Тг)-гС)(г)К' ( г)-гРи)}-(г)„„ , , 

>- (55) 

где 
У ( 2 ) = { / о 2 ' - | + У 0 2 " - 2 - т - . . . -Т-Уо '" - " (56) 

Контур интегрирования р _ отличается от контура )̂ тем, 
что его концы несколько отогнуты от мнимой оси в левую 
полуплоскость, так что в д о л ь контура / ? е г — ° ° . Вместе с гем, 
если в подинтегралыюм в ы р а ж е н и и отбросить все слагаемые 
содержащие неотрицательные степени г, контур можно вернул, 
к прежнему виду. 

Таким образом 
В (г) = - { п <2(2) У (г) - / „ 2 ( ? ( 2 ) У (г) - г О (г) Г ( 2 ) -

-2Р(2)У(2)}п+х, (57) 

если фигурные скобки с индеском п+\ понимать как символ, 
указывающий па то, что все степени г" при к^п + \ в данном 
выражении отбрасываются . 

Однако следует заметить , что (53) сохраняет свое значение 
н тогда, когда эти степени оставляются , т. е. когда В(г) заме­
няется на В, ( г ) : 

В, ( 2 ) = - 21у^[{к+1)Я(г)-гШг)-гР(г)]-2»-*+' (58) 
*=о 

что удобно при рассмотрении (53) . 
Таким образом, 

Л',(0 = - I С К* Ш, (59) 

где 

к+ I - г / ц —»(г ) 

- • ± г п т г > (60) Ф.(-г) 4 ' < ? ( 2 ) 



причем изменение порядка интегрирования и суммирования , 
имевшие здесь место, законно в силу равномерной сходимости 
ряда , входящего в К\[1). 

К а к видно из ( 6 0 ) , К\{() представляет собою полином «-он 
степени. Вычислим его. 

С помощью интегрирования по частям интеграла 

е-1к . , * находим, что 

АВС-
Г /с + 1 - 2 1 а - и ( г ) С ш у - И —Сй . 
I е2'о ^гт а г— I е о йг , 6 0 

} 2 * + , - " ф 1 ( г ) ^ г * + , - ' ф 1 ( 2 ) 
ЛВС ЛВС 

после чего уже не составляет труда найти ( 6 0 ) : 

е? 1 хи 

ЛВС 

= Г ^ ' - р Т Г ^ = - 2 я / ^ - , ( 6 2 , 
ЛВС 

т к. бесконечная сумма под знаком интеграла равна е" 2 ф! ( 2 ) • 
Таким образом, 

/ ( , ( / ) = 2л / 4 г # ^ * 

Интересно отметить, что 

!>_ 

по построению т а к ж е является решением уравнения (5 ) , но не 
удовлетворяет нулевым начальным условиям. 

С помощью интегрирования по частям интеграла 

/ 
нетрудно получить, что 

м о ^ - ^ з : ^ / - ^ ^ - ; с - ^ г < - . (65, 



т. е. это решение соответствует тривиальному решению у = 0 
д л я уравнения ( 1 ) . 

Если уравнение (2) не имеет нулевого корня, то решение 
уравнения (5 ) , к а к было показано в ы ш е , имеет вид (38) . 

Подинтегральная функция последнего слагаемого в (38) в 
точке 2 = 0 имеет полюс ( л + 1 ) - г о порядка , поэтому, заменив 
6 ( 2 ) на В (г), что не меняет значения интеграла , получим 
аналогично предыдущим выкладкам 

Таким образом, собирая результаты (37) , (38 ) , (48) , ( 52 ) . 
(63 ) , (66) и в о з в р а щ а я с ь к у(1), з а к л ю ч а е м , что справедлива 

Т е о р е м а II I . Решение задачи Коши уравнения ( I ) при 
простых корнях уравнения (3) и нецелых коэффициентах раз-

- Р(г) 
ложения дроби п — на простейшие предстаьимо в виде 

Су СЧ> 

(67) 

где Су и Сч, - петли вокруг точек гу (\ = I, 2 п), имею­
щие вид, указанный на рис. 7, с положительным направлением 
обхода; 

ф ( г ) определяется по (13) с фиксацией той ветви, д л я 
которой — л + а ^ а г ^ ( 2 —2 У ) ^ л + о, и„ - по (14) ; 

Ф > ( 2 ) - по ( 4 5 ) ; /3(2) — по ( 5 7 ) . 

З а м е т и м , что интегралы, зависящие от т, существуют и при 
—оо < { ^ 0 и функция ( 6 7 ) , у д о в л е т в о р я ю щ а я уравнению (1) 
и начальным условиям при 0 ^ 1 < Г о остается решением уравне­
ния ( I ) в силу принципа аналитического продолжения и для 
- оо < / 5 С 0 . 

Представление решения для случаев , когда те или иные 
коэффициенты р а з л о ж е н и я имеют целые значения, можно по­
лучить из (67) предельным переходом. 



Если, например, ит — целое положительное число, т о со­
ответствующее слагаемое в (67) после предельного перехода 
принимает вид 

/ *Щ(г) Б " ^ • > „ ( 2 ) - ( « я - 1 ) ! ' 

а если а т — целое отрицательное число, то вид 

^ ' ( г - г т Г в т в ( 2 ) й г , (69) 

а интегрирование ведется от точки гт вдоль соответствующего 
р а з р е з а . 

Несколько более сложен случаи, когда щ р авно целому по­
ложительному числу, при нулевом корне ( 2 | = о ) . 

В этом случае соответствующая постоянная 

Г В{г)е*'о . «-« ( » и * + 1 - 2 / 0 - а ( 2 ) . _ 

С У (70; 

Причем, здесь мы заменили В {г) на В^ ( г ) , что не меняет зна­
чения интеграла д л я целых положительных ад, а затем восполь­
зовались результатом (61) . 

Переходя теперь к пределу в первом слагаемом (67) , когда 
см стремится к целому положительному числу и раскрывая нео­
пределенность , найдем для этого слагаемого с л е д у ю щ е е пре­

дельное значение 

1 Г В (г) . 1 , ^ 

2 л 1 ] 2» I Щг) е"° ф ( 2 ) " 2 ° " ( а , - 1)! 



В прямой связи с уравнением ( ! ) стоит уравнение 

<2{р)х-Р(р)-± = 0 (72) 

причем очевидно, что подстановка 

х=ху (73) 

приводит к уравнению (1) для у. 
Определенное практическое значение имеет способ вычисления 
предельного значения решения задачи Кош и при т -*0 . К а к 
следует из теоремы 1 

> со 

Интегрируя по частям, находим 

^ Ф ( 0 т й ^ е ^ ф ( 2 ) - / &ч%)4%. ( 7 5 , 

Когда ц = 1 и„ = 0 , как это следует из (74) и ( 7 5 ) , при 

т--*-0 существует предел в ы р а ж е н и я (74) , равный 

Также как и при доказательстве теоремы III, следует, что 

" < 0 ) - т а | , / * -4!*и **• ,7Г' 
Су 

Эффективным практическим средством вычисления интегралов, 
ьходяших в (77) , являются асимптотические р а з л о ж е н и я этих 
интегралов, когда /„ (например, время процесса) достаточно 
велико. 

При ц > 0 , как э то видно из (75) и ( 7 4 ) , предел (74) равен 
нулю, а при ц < 0 х—>-ж когда т-*-0. 

П о к а ж е м в заключение , как может быть решена задача 
Коши для уравнения ( I ) с правой частью. 

П р е ж д е всего заметим, что если п р а в а я часть есть полином, 
то мы можем сразу применить у ж е полученные результаты. 



Так, если 

т о решение задачи с нулевыми начальными условиями будет 
иметь вид 

где 
Ь„ + Ь , г + . . . + Ь т г и 

? М ~ 

Д а л ь ш е нетрудно получить результаты, аналогичные теореме 
I I I . 

Вообще, если правая часть представима контурным инте­
гралом 

т о имеем решение задачи Коши в виде 

Д а л е е в зависимости от особенностей функции Р{г) нетрудно 
получить результаты, аналогичные теореме I I I . 
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А. Т. Барабанов 

Р Е Ш Е Н И Е ЗАДАЧИ КОШИ Д Л Я О Б Ы К Н О В Е Н Н О Г О 
Л И Н Е Й Н О Г О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я 

Л А П Л А С А 

А н н о т а ц и я . 

З а д а ч а Коши для линейного обыкновенного дифференци­
ального уравнения Л а п л а с а п-ого п о р я д к а , с регулярной осо­
бой точкой, решается методом контурного интегрирования. Рс 
шение даётся в аналитически з а м к н у т о й форме , в предполо­
жении, что известны корни характеристического уравнения . 
Построенное решение задачи Коши может быть использовано 
для нелокальных расчетов. 

А. ВагаЬапоН 

5 0 П Л " Ю \ ОГ ТНЕ САЦХНУ РРОВЬЕМ ГОК ЕАРЬАСЕ 
Ы \ Е А Р 01ГГЕКЕ1МТ1АЕ ЕОиАТЮК 

А п п о I а 11 о п 

СаисИу р г о Ы е т Гог Ьар1асе Ппеаг сПГГегептла! счшаИоп о[-
п-1Н огс!ег \УЙП опе з т д Ы а г р о т 1 о[ ге§и1аг 1уре 15 зо1уес1. ТНе 
5о1иИоп 15 ^ К е п т апа1уи'са1 с1озес! нэгт , и з т о ; 1 п е 1оор-т1е§га! 
теТ-пос! т з и р р о з т о ; Ига! т.пе гоо1з оГ (Не спагас1епз11са1 е^иа-
Ноп 15 к п о \ \ п . ТЬе Гоггп о ! 1пе 5о1ит.шп епаЫез 1о изе И Гог 
поп 1оса11у с о т р и Ш ю п з . 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Б. И., Коробочкин 

О Р Е Ш Е Н И И З А Д А Ч И КОШИ Д Л Я У Р А В Н Е Н И Я 
ТИПА Л А П Л А С А 

В настоящей статье рассматривается вопрос о представле­
нии решения задачи Коши у(() д л я обыкновенного однород 
ного дифференциального уравнения с линейными коэффициеь 
тами , позволяющем наглядно проследить все этапы описывае­
мого этим решением процесса. 

Отправным пунктом для получения этого представления, 
обеспечивающего в некотором, указанном далее , смысле равно­
мерную аппроксимацию искомого решения, является его выра­
жение в виде двойного контурного интеграла 

+ ,\и) = ц(()+N(^) 

Это представление для случая простых корней полинома 
<2(2) построено А. Т. Б а р а б а н о в ы м . * 

В соответствии с этим мы будем использовать аналогичную 
запись уравнения 

2 (а„ * - г А ) т т ^ = 0 *=о * ах" 
в виде 

МУ)=№{Р) + 0'(Р)-Р(Р))У=О , 

что не умаляет общности решаемой задачи. 

* См. настоящий сборник А. Т. Барабанов «Решение задачи Кошм 
для обыкновенного дифференциального уравнения Лапласа». 



Однако в отличие от упомянутой работы мы нигде не будем 
пользоваться конкретным видом функции ф(2), требуя лишь, 
чтобы <2 (г )ф(г) + Р ( г ) ф ( г ) = 0 . Явный вид функции ф ( г ) су­
щественно зависит от кратности корней полинома ( 2 ( г ) . 

Нецелесообразность использования явного вида функции 
Ф ( г ) вызвана тем, что д л я разрешения ряда основных вопросов, 
связанных с описываемой этим уравнением физической систе­
мой, или, что то же , для аппроксимации этого решения, как 
будет видно из дальнейшего , совершенно не фебуется знание 
конкретных значений корней гк (к = I п) полинома 
или, хотя бы, знание их кратности, а л и ш ь знание области, где 
все они расположены. 

В связи с этим, в теореме 1 будет повторено доказатель ­
ство теоремы А. Т. Б а р а б а н о в а о справедливости упомянутого 
представления в виде, не зависящем от кратности корней поли­
нома С? ( г ) . 

Пусть область ( у 0 представляет собой расширенную плос­
кость с выброшенной полупрямой у : — ° ° < 2 ^ —д и кругом 
/С р : 2 | ^ о , 0 < д . Назовем допустимыми кривыми либо непре­
рывные спрямляемые кривые, либо с п р я м л я е м ы е в к а ж д о й сво­
ей конечной части, в случае, когда они неограничены. Будем 
говорить, что допустимая кривая I : г(1) ( и < г < р ) начинается 
(или кончается) в точке / ? е 2 = ± ° ° или 1тг = ±°°, если ири 
1-й (или /—0) Кег(1)-+± °° или 1тг(1)—± =*. 

Выберем в качестве контура Ър простую допустимую кри­
вую, целиком, кроме своих концов, л е ж а щ у ю в § 0 , начинаю­
щуюся и кончающуюся в точке Кег= — ° ° . Направление об­
хода установим такое, что круг Л' р при этом остается слева . В 
качестве контура I выберем допустимую кривую, начинаю­
щуюся в / ? С 2 = о о , кончающуюся в точке г и целиком, кроме 
быть может своих концов, л е ж а щ у ю в (тр. 

Т е о р е м а 1. у{() =ц(1) + N(I) есть решение задачи Коши 
для уравнения А (у{1)) = [т<2(р) + < 2 ' ( р ) - Я ( р ) ] у = 0, где 

Ф(р) = Щ®(Р), т = / - / п , 0 < г < / о 

удовлетворяющее условиям 



при 

I Г е*'оВ ( г ) 

2 л » I гп-Ч}{г)у(2) 

, У ( / ) = У - у | /*. 0 < / < / „ . о > т п а х г . . « ( г , ) -=0. /- = / . р , 

если 

со 

Я ( 2 ) = 2 " + 1 Г с—*' Л ( - / V (<))(!'= 2 р„ 2* 

о 
ср Р Пш <р(с! _ . , . 

причем это решение («—1) раз непрерывно дифференци­
руемо справа в точке 1 = 0. 

Предварительно докажем, что справедлива 

ф ( г ) 
Л е м м а 1. Функция Л (г, т) = 7777т- I * ф ( | ) 4 | при 

— 0 0 < т " ^ т ^ т ' < 0 равномерно ограничена в в ? (%9 есть за­

мыкание в р ) , т. е. / 1 (2 , т) < с для всех г е % 9 . 

Т а к к а к С ф + Р ф = 0 , Тоф(г) =г~"у{г) <1 = Р„-\. где ф(2) 

регулярна и не обращается в ноль при . т. е. и в * р 

Следовательно, 

: ' Л ( г > Т ) ! " 1 ^ ф ( г ) I / \ * * & № \ * 
и 

'.- '2 

"2 Для определенности можно считать, что |аГ8 г | < я и | аг§5 | < я , 



1) Пусть р'--=Це <7>0. Тогда контур / 2 может быть заранее-
взят таким, что % \ не у б ы в а е т на этом контуре. Поэтому 

| я ( 2 , т ) | « с , I е —*- е& | а I <с. 

2) Пусть д' = Р,е д^о.Положим | = т ) + 2 . Тогда 

| А ( г . т) И*. [ \ е * 

(/ и получается сдвигом (_ на величину и в направлении век­
тора —г). 

С л е д с т в и е . ] 'пк (г, х) \ — < с , , 

2 е § р _ оо < т " - ^ = т ^ т ' < 0 С А = с о п з 1 . 

Из леммы 1 следует, что ц(() есть аналитическая функция 
в 0<1<1о. Непосредственным дифференцированием легко убе­
диться, что А (г | ( /) +N(1)) = 0 / 6 ( 0 , Л,). 

П о к а ж е м теперь , что существует 1мп т)'*1 ( 0 = 0 , 
Ь0 

/; = о, 1, . . . . га—1. Действительно , пусть т " < — / о < т ' < 0 . Тогда 

если положить п.'*1 ( 0 Я . ( 2 , Т ) <*2 

т о 
. е^В(г)гк е~г' С с - . * 

I 2 - ^ ^ ( 2 

С г < В ( 2 ) 

2"  +  1-"Я(2) 

при « = 0 1. . . . , п - 1 , 2 е ^ -

80 



Т а к как Н(г, т) регулярна в § р при т < о , то из приведен­
ной оценки следует: 

1) что существует предел справа г)1*'(0 при 1-*-о, 
2) И т ц ( * ' ( 0 = о П Р И й = °- 1 

Следовательно, И т у{к)(1) = N<к> (о) = и й и 1 / (0 есть иско-
/— + о 

мое решение. 

С л е д с т в и е . Пусть 

о I . 

СО 

где = | е - * А / ( О Л 

о 
Тогда 

в. ( г ) = / „ * ( ? ( 2 ) 5 ( г ) + г(}(г)&'{г) 4- 2 Я ( г ) 5 ( г ) - п 0 5 ( г ) 
е г ' о Д . (2) г ег'о5(г) 1 

И г я + ' е(2 )ф(2) ~ йг [ г " ф(2) ^ 

И з определения Б (г) и В , ( г ) следует, что 

Поэтому Я , ( 2 ) = В ( 2 ) - 2 в + , В , ( г ) , где в , ( г ) = 1"' 6 А г * . 

П о теореме 1 

I 'г I 

2311] 0 ( 2 ) ф ( 2 ) / -
2 с . 



П р е ж д е чем переходить к д а л ь н е й ш е м у изложению, остано­
вимся на некоторых вспомогательных ф а к т а х и определениях. 

Пусть в есть область расширенной плоскости, граница ко­
торой у распадается на связаные компоненты ут т = \, 2 , . . . 
Обозначим через 6 Г класс допустимых замкнутых кривых Ж о р -
дана, начинающихся и з аканчивающихся в точке г и целиком 
л е ж а щ и х в § за исключением, возможно, своих концов. На­
правление обхода на них установим такое , что внутренняя по 
отношению к этим кривым ограниченная область остается при 
обходе слева . Обозначим через /.* подклассы класса Ьг такие, 
что внутренняя по отношению к к а ж д о й из кривой подкласса 
область с о д е р ж и т одни и те ж е компоненты множества у. Оче­
видно, что всегда можно у к а з а т ь такой класс 0к двусвязанных 

областей цк, что при г ев /* с ^ с § , если / * е А * . 
Рассмотрим теперь две аналитические в в функции и (г) и 

Л Ф ( г ) = у * и(%)4%. З а ф и к с и р у е м в б—окрестности точки г 

п р и н а д л е ж а щ е й в, значение одной из ветвей и* (г) функции 
и ( ? ) . Соответственно этому, з а ф и к с и р у е м в той же б — окрест­
ности значение однозначной в ней ветви А Ф*(г) ф у н к ц и и к Ф ( г ) 
такой, что 

Обозначим теперь через кФт (г) и ит (г) значения, которые 

получают функции А Ф * (г) и и* (г) в результате непрерыв­

ного продолжения вдоль I1"'. 

Л е м м а 2. 

Действительно, 

1к 

< / ( А Ф * ( г ) ) = ( ы ; (г)-и*(г))йг 

* Значение подынтегральной функции непрерывно продолжается 
вдоль . а начальное ее значение равно и*(г). 



Тогда 

Если 

и* ( г ) = С Л и * ( г ) С Л = с о п з 1 и г/ О г е ^ , 

то и з леммы 2 можно получить два очевидных, но полезных 
для дальнейшего следствия: 

кФ{г) 

1. Функция к1(г)= допускает выделение в ка ждой 

из § к однозначной регулярной ветви, например 

и' (г) 

2. Если внутренность Ц содержит только одну компо­
ненту у А . выродившуюся в точку гк , т. е. когда найдется об­
л а с т ь § к , п о л у ч а ю щ а я с я из односвязной области ц% у д а л е ­
нием точки гк, и если существует конечный предел к1(г) при 
2-*-%, то к{{г) регулярна в # + 

Л е м м а 3. При выполнении предположений следствия 2 
леммы 2 и Скф 1, функция 

1к 

имеет в точке гк конечный и не равный нулю предел кР(2к) фО 
(а , следовательно, кР(г) регулярна в тогда и только 
тогда , когда существует такое число Р А , что функция с» ( 2 ) = 

имеет конечный и не равный нулю предел Ук(гк) ФО. 
(2-2 А)0* 

ПрэтемлЯ(2л) = ^ ( е Н З Д ^ ) С - 1 

Ввиду очевидности, доказательство леммы опускается. 



Т е о р е м а 2. Если полином О. (г) имеет простои вещест­
венный корень г\ такой, что 

Яегч < г , - Д о < Д \- = 2, 3 , . . . О д г у ) = 0 

то решение задачи Коши теоремы 1 у(() может быть представ­
лено в виде 

у(1) =А1у, ( 0 +Аг(у, ( 0 +У2У))+П*, /о) 

где 

Л ( 1 / , ( / ) ) = Л ( * у 2 ( 0 ) = Л ( / ( / , М ) = 0 , а 

Ф(1)«*1 

Р ^2 

Л , = Л , ( г 0 ) Л 2 = Л 2 ( / 0 ) г » б & \ в 9 

М 8 а \ 8 1 У=2* 3 , . . . 

' ' + с с 

(начало и конец в /?«?2= + оо , а д л я I2 безразличны) 
справедливом при всех — ое><^ < / „ . Т а к как, по условию тео­
ремы, 2| простой корень полинома <3(2), т о ф(г ) = г - а ' Ф | (г), 
где ф| (г) регулярна и не равна нулю в точке гх. П р и м е м в ка­
честве области & расширенную плоскость г без точек 2=2у 

( у = 1 , 2, . . .) и 2 = ««. Пусть Ог с о д е р ж а т внутри только одну 
не п р и н а д л е ж а щ у ю 8 точку 2ь 

Далее ограничение на некратность г,, Сх Ф 1 п. кроме того, С 8 ^ 1 
будут сняты. 



I Г е"оВ,(г) . Г . . . 

• 2 . , с - с „ }  а г I  е • 

1 Г е * о В , ( 2 ) Г =. . . . . . . 
" 2 л / ( 1 - С , ) / ОЙМгТ) *' *® Л 1 й 2 -

% 
П у с т ь с о д е р ж а т внутри в с е точки 2 У з а и с к л ю ч е н и е м 

г и / . 2 есть д о п у с т и м а я кривая , н а ч и н а ю щ а я с я и к о н ч а ю щ а я с я 
в Кег= — °° и с о д е р ж а щ а я внутри (т . е. в о б л а с т и , о с т а ю щ е й с я 
при о б х о д е с л е в а ) т а к ж е в с е г,, з а и с к л ю ч е н и е м г\. П о л е м м а м 
2 и 3 

1 Г е*оВ,(г) Г с- . . . . . . 

- 2 Я г ( 1 - й ) ! 1 ш ] ^ & ° 

1 Г е"оВ, ( г ) , /* г- . . , 

- 2 л 1 ( 1 - С , ) Шик**) 6 "(г)йг-
л р 

- ^п! щЩ) [ т а г / * < г ( Б ) " 6 " та;/* Ф а, * к ] * 2 ~ 

>: 
I Г в"оВ, ( 2 ) , Г . . . 

- 2 л « ( 1 - С ) \йгШй2\в *{г)Аг-



где I2 есть з а м к н у т а я допустимая к р и в а я , п р и н а д л е ж а щ а я об­
ласти §•>. 

Интегрируя по частям последнее с л а г а е м о е и опять исполь­
зуя лемму 2, получим 

или 

* I 2 

~ 2 л / ( 1 - с 2 ) ] е ^ Ч ^ п г Ш * 1 ^ 
% 

I С е*оВх(г) 
= 2 л Г } СЩ^У ** ; / ' ( 0 + 

где / о значает допустимую кривую, начинающуюся и кончаю-
щуся в Цег= — 0 0 и с о д е р ж а щ у ю внутри т о л ь к о одну особую 
ТОЧКу 2 | . 

К а к нетрудно убедиться , к а ж д о е из приведенных слагаемых 
играет существенную роль на определенных э т а п а х описывае­
мого дифференциальным уравнением физического процесса. 



Т а к первое с л а г а е м о е характеризует установившееся дви­
жение системы, второе и третье — переходной процесс, причем 
второе необходимо учитывать только при малых Д и 1о-

Д л я вычисления / ( / , / 0 ) интегрированием по частям может 
быть легко получено асимптотическое по 10 разложение : 

% / > « ( , в , { 1 ) ) У * 1 * * -

к 2 л / / 

_____ 4 1 
'о 2 я I *=о 

[Л 

( - 1 ) « + | С г С I \ Г='оГ Й , ( = > 1 ( т + " 
1от+,(1-С2) 

Нетрудно видеть, что 

. г ________ Г 

есть дробно-рациональная функция и входящие в первую сумму 
интегралы могут быть вычислены без труда. 

П е р е й д е н теперь к вопросу о вычислении первого и вто­
рого слагаемых. Так как фигурирующие в них множители 
/ ц (/ 0 ) и А2(1о) могут быть л е г к о р а з л о ж е н ы известными мето­
д а м и в асимптотические по 10 ряды, то з аймемся вопросом о 
вычислении функций у\(1) и УгЦ). 

П о к а ж е м , что они р а з л а г а ю т с я в сходящиеся ряды по функ­
циям Уиттекера. 



Пусть 

с < ц < А К е г . ^ - Д 1 = 2 , 3 , . . . 
2 , = о 

и га (г) = %,— 
у 2 + 2 ц . 

Тогда ф (г) = г~а1 Ф> ( 2 ) > где Ф' ( 2 ) имеет особенности только 
в точках 2 2 , 2 3 , . . . и 2 = оо причем ф| (г) = 2 _ 9 + а , ^ 1 ( г ) , где 
г|?|(2) регулярна на бесконечности. 

Очевидно, что, если положить 

ф ( 2 ) = 2 - « . ( 2 + 2 ц Г 9 + а ' Ф (Ц, 2) • (2,1)"«.+4(0), 
то особыми точками ф ( ц , г) могут быть только точки г1 

1=2, 3, . . . и 2 = - 2 р.. 
П о д с т а в л я я вместо г е г о в ы р а ж е н и е через га, определим 

функцию 

ы(ц; - о у ) = ф ( ц ; 2 ( ш ) ) 

Тогда особыми точками и ( ц : гю) могут быть только 

и га= оо 

Т а к как 

Не 2,- — А < - ц , то 

[ » , | 2 = Л ( ц ) = 1 + е ( ц ) 0 < е ( ц ) 

Следовательно, 

ы ( ц ; ЧУ) = ? о А ( ц ) ш * 

| о» | < 1 + е ( ц ) 
Поэтому 

ф ( 2 ) = ( 2 ц ) « - в » ф , ( о ) г " » . (2 + 2 и ) - ? + а - л | О й (к) ( т - г ^ г ) * 

где р я д сходится абсолютно и р а в н о м е р н о вне круга 
г ь 2 М Л 2 ( ц ) 

Л 2 ( и ) - 1 
^ 2 - А ( ц ) 

Л 2 ( | 1 ) - 1 

содержащего все точки г 2 , г$, . . . и целиком л е ж а щ е г о в полу­
плоскости Ке г < — ц. 



1 1 2 
Т а к как контуры I < 1г и / г участвующие в определении 

интегралов для у\(1) и у2(1) всегда можно считать не имею­
щими общих точек с указанным кругом, то законно почленное 
интегрирование приведенного р я д а : 

со 
2 а ( ц ) Г ( / с - а , + 1) 1 Р А Л < - 2 / т ) 

*=о 

2 * 2 

Аналогично 

. • Г ( А + 1 - а 1 ) Г ( а 1 - < 7 - А + 1 ) 1 / г 1 ( А + 1 - а | ; 2 -<7; — 2 ц») 

Кроме того, нетрудно видеть, что, например, 

+• 

1 ( 0 = < 2 ^ ' < 0 > [ т ; о о о / ^ . + т ( , + 2 , г . - - " - ^ + 

р 
1 

П / * ~ * ( 1 + 2 > " 9 + а , / э ^ [ " ( « Т ? * # " * П У * г , # ] . 
Р О 

Аналогичная формула для остатка может быть выведена и 
д л я у2(1). 

Приведем теперь один из алгоритмов для вычисления коэф­
фициентов ак ( и ) . 

а о ( и ) = 1 по построению р а з л о ж е н и я . 

. . ' Г « ( ц : га) . 

I т | = е 

_ _ 2 _ й . / ' ц ( ц ; и>(2! ) ) ( 2 + 2 > ( ) " 1

 й г = 

Щ ) 2 " + 

= 1 Г Ф . ( 2 ц г ) ( 1 ч - г ) ^ - « - ' + * ^ 
2 л ) ' ф , (о) ^ 2*+' 



где 61, таково , что ф!(2 ц г) регулярна в круге 1.2 |-а$ё|.. Сле­
довательно, 

ф , ( 2 / ч

2 ) = 2 С , (2 ц . ) * С . - 1 | 2 ц _ 1 ^ в , 
<Г|(о) к=о 

Тогда нетрудно видеть, что 

« » = 

Используя то, что 

* Т(д-а1 + к) Ст 

й * ( м ) =

т _ 0 (к-тГ.Пд-а1 + гп) <2^ 

Ф.(г) а, Р ( г ) 

ф , ( 2 ) _ 2 0 ( 2 ) 

рекуррентное соотнои 

С - ( * , ? , — 2 [ С Л ( - , ? т _ А + 1 - р т _ * + , ) - ( Ж ) С А + , ? _ _ А 1 

получаем следующее рекуррентное соотношение д л я определе­
ния С 

т 
т - 1 

_ к—а 

Перейдем теперь к вопросу о снятии ограничений в теореме 
2 . Самые простые ограничения С\Ф\ и С^Ф I могут быть, оче­
видно, сняты с помощью предельного перехода при <ц->-т1 * 
с, — о.\—-тг ('«1 и т% целые или нули) . 

Д л я снятия ограничения на некратность г\ будем д л я про­
стоты считать, что все г. л е ж а т в левой полуплоскости 1 = 1 , 2 
3 В противном случае этого всегда м о ж н о было бы до­
биться, полагая у(1) =ег<*х(1) при /?е 2 , < / ? в г0. 

Найдем предварительно из А(у)=о значение у{п)(о) =уа-
З а т е м положим С}(р) =рС}~(р) и рассмотрим оператор 

р А(р : т) = т р <?(р) +р <2'(р) —рР(р) + С?(р) = 

= хЯ(р)+СУ(р)-рР(р) 

Введем «испорченный» оператор 

В в = т 5 ( р ) + < 3 ' ( Р ) - Я в ( р ) . г Д е РЛР) = (Р+*)Р(Р) 
Построив решение задачи Коши д л я 

Ь г У1кЧо)=У* « = 0. 1, 2 л 
перейдем к пределу при е-*о в представлении для уе (I). Тогда 

П т у6 (/) = ( / ( / ) • Так к а к это эквивалентно случаю 
Е-*О 

, Я е (о) 
Пш а.)* = 1 и п — = 0 , 

е-*о <2'(«) 
т о остаются в силе все предыдущие рассуждения . 



В заключение отметим, что в случае наличия кратных кор­
ней полинома <2(г), решение задачи Коши у(1) может быть 
в ы р а ж е н о через фундаментальную систему решений исходного 
уравнения. 

П р е д с т а в л я я 

^ 'г 

в виде 

(Цг)= П (г-г^У" 2 гк =// 
*=о *=1 

где г есть допустимые кривые, начинающиеся и кончающиеся 
в Кег=— о с , охватывающие только одну особую точку гк 

и не и м е ю щ и е общих точек в конечной части плоскости, под 
ставим в кое слагаемое : 

г 

(С А есть множитель , который получает ф ( г ) при обходе во 
круг гк, а /* симметричны относительно гкс /*) 

Тогда 

1* 

_____ V ^ГфШ^Г&гШШ 

Если все 2 Л простые, то все с л а г а е м ы е последней суммы по 
следствию леммы 2 есть нули и мы получаем"разложение, впер­
вые для случая простых корней Я (г) другим путем полученное 
Л. Т . Б а р а б а н о в ы м . 



Если какое либо из гк кратно , то 

Ф(г) Г (г) _ "*.,* 
ф ( 2 ) ОД*) г - г к ( г - г н У к 

откуда 

Ф < г ) - ( г - 2 , Г в д , « Л V | 9к Щ = 
I ч = 1 \ - ( г - г Л ) ' ] 

= ( 2 - 2 Л Г Л « ф, (2)фА (2) , 

где срА (2) регулярна и не р а в н а нулю в точке гк. 

П о л е м м е 2 подынтегральная функция 

однозначна в области, ограниченной контуром /*, поэтому 

I I = е ,* 
2 

где е меньше расстояния от гк д о б л и ж а й ш и х из 2 У . 

Вообще, непосредственным дифференцированием легко убе­
диться, что 

(1-гьУк~ак1 

I I - 6 

есть решение исходного у р а в н е н и я , если только / ( | ) регулярна 
в точке гк. 



Причем можно показать , что ф у н д а м е н т а л ь н а я система ре­
шения исходного уравнения может быть представлена в виде 

УхЮ УмЩ 

(-'). где 

по прежнему г к кратность корня гк , а 

У к (<) = |" Ф(2)4-

у„ (0= Г е**ф(2) Г - 7 = 
I* —**1 = в ( * 

(е меньше расстояния м е ж д у любой парой корней 0 ( г ) ) . 

В связи с этим, может быть получено представление: 

Г «*Ч (г ) | !Ш— й\4г= 2 ф у (Ог/ь (I ) 
7 7 (&-г*)'™ Ф. (I) »~> "ы 

'-'к 1 = 3 

Более подробное изложение этого вопроса выходит за рам­
ки настоящей статьи и будет приведено отдельно. 

Л И Т Е Р А Т У Р А : 

1. Э. А й н е . Обыкновенные дифференциальные уравнения. Харьков 
1939 г. 

2. В. В. Г о л у б е в . Лекции по аналитической теории дифференци­
альных уравнений. Гостехиздат 1950 г. 



Б. И. Коробочкин 

О Р Е Ш Е Н И И ЗАДАЧИ КОШИ У Р А В Н Е Н И Я 
ТИПА Л А П Л А С А 

А н н о т а ц и я 

Рассмотрена задача Коши: 
А(у№)Н* Я(Р)+Я'(Р)-Р(Р)]У = 0; 

Яь г 
А=0 Р= Т г <3(р)= К%Р \ <?„ = 

Р(р)= _' р к р " ; 0'(Р) = ^ - <2(р); т = / - / „ ; о < / < / 0 . 
к = 0 "Р 

/ = 0 
= у * . * = ° . • • • • 

Решение дается в аналитически замкнутой форме в виде 
двойного контурного интеграла. 

Использование метода контурного интегрирования позво 
ляет выделить из решения части, определяющие переходный 
процесс и стационарный режим. Дается эффективный вычисли­
тельный аппарат. 

В. I. КогоЬосНкт 
о п 

( Ж ТНЕ 5 0 Ы Г П О Ы ОЕ ТНЕ САУСНУ РКОВЬЕМ ОЕ ТНЕ 
ЬАРЬАСЕ ТУРЕ Е С Ш А Т 1 0 № 

Тпе Го11о\\-1пд Саиспу ргоЫет 
А(у(1))=[х0(р)+<2'{Р)-Р(р)]у = о. 

п 
Р = ^ г , 0 ( р ) = 2 Ч„Р*йк=1 

к=о 

Р(р)= Д ркр», <?'(р) = щЩрЪ т = / - / 0 , о<1<10 

^ ' А П \,-и

=У*' /е = °' ,П~1; 

15 5о1уе_. 
Тле 5о1иИоп 15 §1уеп Ы ап апа1у11са1 с1о5ес! Гогт Ьу т е а п з 

оГ и з т д 1Не тегЬой о[ 1оор т4е§га1з. 
1_51п& 1Ье 1оор т1е&га1юп теШос! регтИз и 5 (о сИзИп^шзИ 

1Ье раг! оГ 1пе зо1и1юп \\тпсЬ _еПпез 1Не хгапзШопа! рпазе оГ 
1Ье ргосе55 апс! 1пе раг1 \\тпсп с1еПпез 1Не 51аИопагу г е ^ т е . 
В е з ^ е з тгпз, 1Ье ем'ес1Кге сотри1ег аррагахиз 15 &1Уеп. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Б. И. Коробочкин, Ю. А. Филиппов 

Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч И КОШИ Д Л Я Л И Н Е Й Н О Г О 
ОБЫКНОВЕННОГО Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О 

УРАВНЕНИЯ С К В А Д Р А Т И Ч Н Ы М И КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Н а с т о я щ а я статья посвящена аналитическим методам ре­
шения задачи Коши для уравнения вида 

*=<-<о. [ж-ИО Ц =УК 

(6 = 0, 1 п-\) 

Аналогично случаю линейного уравнения с коэффициентами, 
линейно зависящими от аргумента, который рассмотрен хотя бы 
в [I] , з адача решается методами контурного интегрирования. 

В дальнейшем мы будем придерживаться терминологии ра­
боты [1]. 

Т е о р е м а 1. Решение у(1) задачи Коши д л я уравнения 
А (у) =[т2<2 (р) + т <3, (р) + Яг(р)] У = О, (11 

а 
гдер= щ, 

<2(р) = 2 якр\ д„ = \ 

0,(р) = "2 ,якр\ 



л - 2 
< ? 2 ( р ) = 2 гЯкРк, *Йк =С°ЯЗ* ( У = 1 , 2) 

х = (-(о, 0<(<( п. 

с начальными условиями 

может быть представлено в виде: 

!/(0=п(0+ *'('). 
где 

со 

В(г)=2 л + 2 ^ с - г ' Л ( - Л / ( Л ) ) _ г , 

а контуры /. , / г , / с представляют простые допустимые кривые, 
первая из которых начинается и кончается в й е г = - ° ° , остав­
ляя внтури (слева по направлению обхода) область , содержа­
щ у ю начало координат и корни полинома Я (г); I г, 1^ начи­
наются в точках /?<??;= 0 0 ( / ? е т 1 = ° ° ) и кончаются в точках 
^ = г ( т , = ^ ) . 

Функция <р7 ( г ) (\ = 1, 2) есть одно из канонических в 
окрестности бесконечности решении дифференциального урав­
нения 

( ? ( 2 ) ф ( 2 ) + [ 2 0 ( 2 ) - д 1 ( 2 ) ] ф ( - ) + [ ( Э ( 2 ) - < Э 1 + < 2 2 ( г ) ] ф ( 2 ) = 0 , 

(3) 

а функция со (г) — решение д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о уравнения 

( 0 ( 2 ) 0 , ( 2 ) - О ( 2 ) 

, „ ( 2 ) 0 ( 2 ) 
(4) 

В подынтегральных в ы р а ж е н и я х под этими функциями по­
нимаются одни и те ж е значения их каких-либо однозначных 
во внешности контура /_ ветвей. 



Это представление является аналитической по I функцией 
при О<1<10, /г —I р а з непрерывно дифференцируемой справа 
в точке 1 = 0. 

Переходя к доказательству теоремы, прежде всего отметим, 
что точка 2 = 0 0 является особой точкой регулярного типа для 
(3) и ( 4 ) . П о д каноническим решением в окрестности 2 = 0 0 

мы, как обычно, понимаем сру (г) = 2 р у ф у (г), где ^ 
лярна и не равна нулю на бесконечности.* 

Отметим, что 

регу-

(5) 

В свою очередь " ( - ) • р Д е и ( г ) т а к ж е регулярна и 
не равна нулю на бесконечности, а |л = |<7„_1 —п. Независимо ог 
ьыбора ( г ч (г) (\' = 1, 2 ) , справедлива оценка 

е*»В(г) Ф „ ( 2 ) г о) С ) /' . , , , ' 
Ф.(2, Т ) | = < 
1 с г ' / 3 ( 2 ) 2 * е _ г : о ( 2 ) 

И ( 2 ) 2 ' 

сг,Н(г)Г-

)С\ </>(%) сЫк < Г ^ Г * т . , Л . 
< 

(6) -0(г) | , где С=соп$1, оо < т 2 ^ т ^ Т 1 < 0 , 

что нетрудно показать , используя лемму 1 работы [1]. 
Из (6) следует, что у(1) есть аналитическая функция в ука­

занном в теореме интервале и что 

Нт т 1 ( м (1)=0, т. е. Нт у<"' ( 0 =у 

кк = 0, I / / - I ) 

а так как непосредственным дифференцированием легко убе­
диться , что / I ( ( / ( / ) ) = 0 , т о тем самым теорема доказана пол­
ностью. 

Обозначим через я а область, являющуюся внешностью кон­
тура а через в а ее замыкание . Пусть ф| (г) есть какое-либс 
каноническое В окрестности бесконечности решение уравнения 
( 3 ) , а ф 2 ( 2 ) — любое другое, линейно с ним не зависимое. 

* Если 0|—_ч — целое число, то существует по крайней мере одно 
каноническое решение, которое в данном случае имеется в виду. 

7 — 4260 97 



Тогда, если № [т, ф 2 ) есть вронскиан этой фундаментальной 
системы решений, то 

V («р., Ф 2 ) = С ( Ф 1 , Ф 2 ) ехр [I ( ? ' ( г ) ^ ( 2 ) Лг ] = 

= С ( ф , , ф 2 ) | 7 ^ - > (7) 

где С ( ф , , ф 2 ) ~ К ; п 0ЙШр__ . # О; г е ё и . 

2—> ос —'1^ 
Поэтому 

= • Г Фа(г) V „ 
С}(г) ф] (г) С(ф , , ф 2) I. ф|(«) ] 

В частности, если рз — 01 не есть ц е л о е число, то в качестве 
фг(- ) м о ж е т быть взято т о ж е каноническое решение. Считая , 
что при — л < а г { ? 2 < л и (°°) = 1, ф , ( « > ) = 1, ф 2 ( 0 0 ) = 1, полу­
чим, что 

С(ф1, фг) = 0 2 - 0 1 . (9) 
Т е о р е м а 2. Если ф1 (г) есть каноническое в окрестности 

бесконечности решение, о б р а з у ю щ е е совместно с фг(г ) фунда­
ментальную систему решений уравнения (3 ) , то решение у(1) 
теоремы 1 представимо в виде 

I 'г 
где 

М ф ь фа) = ит т -т 

2 _ , о о ы(г) 
Д л я доказательства достаточно подставить (8) в (2) при 

\ = 1 и один раз проинтегрировать по частям. 

Пусть 
со 

5(2) =2" \ е~"N(1)41= 4 4 2*, ( I I ; 
7 * - 0 
о 

тогда 

I- I-



Определим полином В*(г) степени 2 п + 1 

(13) 

Нетрудно проверить, что 

I Г е"В*{г) 
2п1) Лг=-АШШ (14) 

ПОЭТОМУ В * ( 2 ) = Б ( 2 ) - 2 Я А 2 В | ( 2 ) ( 15 ) , 

где 6 1 ( 2 ) есть полином степени п—1. 

З а м е ч а я , что 
4 Г т?(г)<3(г) а г^о5 (2) 1 Д * ( г ) ^ о ф , ( г ) , 

ЛгУ 1 0 ( 2 ) АХ 2"(р,(2) ^ 2 " ^ и ( г ) ' и ' 

подставим (16) в (2 ) , где вместо В (г) взят полином В* (г) и 
\ = 1. Тогда интегрированием по частям получаем, что 

'с (17) 

Т е о р е м а 3. Р е ш е н и е з а д а ч и Коши теоремы 1 может 
быть представлено в виде 

1 Г^'оВ 1 (2)С Р у (2) Г Ш(С) С . , , 

2 Л у М ( 2 ) ; д ^ ) Ф ; а ) . (ч = 1.2) 
* с 

(1Ь) 
пли в виде 

2 л« С(ф| , ф 2 ) |_ <о(г) ^ 

- / г " , В | „ ! и ' ( г > Г * » « * Н < 1 П 

Первое из этих соотношений следует из ( 2 ) , (15) и (17) , г. 
второе получается полностью аналогично теореме 2 . 

Допустим, что все корни гк (к=\, 2, . . . . п) многочлена 
0. (г) — простые. Тогда очевидно, что (3) есть уравнение класса 
Фукса. 



Потребуем еще, чтобы разность корней о>, —о* , опреде­
ляющего уравнения в окрестности всех точек гк не была бы 

целым числом. Обозначим через срА , (г) = (г-гк)рь 1 ф Л , (г) и 

т? А 2 (г) = (г — г к ) р к г ф Л 2 (г) систему канонических в окрестно­
сти гк и н т е г р а л о в уравнения (3 ) . Если корни многочлена О (г) 

просты, т о ш(г) = П (г—гк)*ь , где 
А=1 

Нетрудно проверить, что 

Представим теперь к а ж д ы й из интегралоз по контуру /., 
входящих в (19) в виде суммы: 

11(1) = -

'А '.-

| # Ф , ( : , „ ; ] „ г | ( 2 1 ) 

где 1к есть простые допустимые кривые, начинающиеся и кон­
чающиеся в Кег=— °° не и м е ю щ и е общих точек в конечной 
части плоскости и с о д е р ж а щ и е внутри только по одной из то­
чек гк. 

Пусть теперь в достаточно малой окрестности какой либо 
точки контура 1к. 

< Р ' ^ а А 1 0*1 " И * 3 ? А 2 ( 2 2 ) 

Подставляя (22) в ( 2 1 ) , получим 

1 Г " 
и',1) •-• -г—гтгр г < 2 (ак.Ьк, -ак,Ьк.) ' 2 Л I С ( ф 1 , ф2) \ * = 1 * ' *" * ' 



где фиксация ветвей произведена в окрестности выбранных 
выше точек контуров 1к . Так как 

" , / ( * " Г , ) 0 и ) -с<».« . ) -м .1 Г ( ф > " ?:тг) и * 

где определитель А.= 
Ьк\ ЬЬ<1 

(25) 

исходя из выбора гг А 1 и сгЛ 2 может быть лет ко вьппелен в 
окрестности гк. 

Представим теперь 

"Р%ч ( V - ! , 2) 

в виде 

где7 й 

контур, симметричный относительно гк с 1к, а / г Л — простая 
допустимая к р и в а я , н а ч и н а ю щ а я с я и к о н ч а ю щ а я с я в точке г 
и с о д е р ж а щ а я внутри только одну из г к . 

Т е о р е м а 4. Решение задачи Кошн теоремы 1 при сделан­
ных предположениях и о Й Ч не целых может быть представлено 
в виде: 

'к 'к 

< г Ч , 2 6 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует очевидно из (20) и леммы 2 работы 
[1], т а к как из леммы 2 вытекает что интегралы 

Гег'оВ1 (г)ср.., (г) Г „ 

равны нулю. 



С л е д с т в и е . Случаи целыхр к Ч при условии, что р А 2 — р Л , 
не целое, могут быть получены по непрерывности из ( 2 6 ) . 

Полученные результаты д а ю т возможность надеяться , что 
использованная методика позволит получить эффективные ре­
шения д л я линейных уравнений с коэффициентами более об­
щей структуры. С другой стороны, используя приемы работы 
[1], авторы надеются избавиться от ограничений, сделанных при 
получении конечного результата в настоящей работе . 
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Б. И. Коробочкин и 10. А. Филиппов 

Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч И КОШИ Д Л Я Л И Н Е Й Н О Г О 
О Б Ы К Н О В Е Н Н О Г О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О 

УРАВНЕНИЯ С К В А Д Р А Т И Ч Н Ы М И КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

А н н о т а ц и я 

В работе развит метод решения задачи Коши для линейного 
обыкновенного дифференциального уравнения п-го порядка с 
квадратичными коэффициентами . Решение строится в аналити­
чески замкнутой форме в виде двойного контурного интеграла . 

В. I. К о г о Ъ о с п к т апА У. А. Р Ш р р о у 

оп 
ТНЕ 5 0 1 . 1 1 Т 1 0 \ ОР ТНЕ САЦСНУ РРОВЬЕМ ГОК 

ЬШЕАК 01РРЕКЕ1ЧТ1АЕ Е 0 1 1 А Т 1 0 \ 5 М Т Н 011АЭРАТ1С 
СОЕРР1С1ЕМТ5 

А п п о I а П о п 

1п 1Ыз рарег а деуе^реа ! те1пос1 15 агпуес! а1 Гог 1Ье з о М ю п 
оГ 1пе СаисНу Р г о Ы е т Гог Ппеаг шТГегептла! е^иаиоп5 оГ 1Не 
N огаег \УИП 1пе сое1Паеп1з ХУЫСП аге яиаагаИс Гипстлопз оГ 
а г § и т е п 1 . Тпе т е Ш о д соп5151з га е т р 1 о у т ^ 1оор т4ео;гат.юп, 
аз т 1пе ргеуюиз рарег ( зее р ) . 
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47. ЗЁЛ.. 1963. Ш1УЕК51ТАТЕ5 5КА1ТЮ5АКА5 СЕХТКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СГУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

В. И. Коробочкин 

ПОСТРОЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ПАРАМЕТРОВ 

Одним из основных вопросов, возникающих при проектиро­
вании систем автоматического регулирования, является обес­
печение их устойчивости и заданного «качества» протекания пе­
реходного процесса. 

Если 

есть первое приближение математической модели системы 

-VI =/1 (*1 хп) = 2 а 1 ; х, + Ф . (хх ..., хп) 

хп *-}я1*и • • - *«) = 2 . ап1 -*у + Ф п (х, А Ч ) , 

записанной в вариациях относительно установившегося режима , 
то, как показано в [1], «качество» поведения устойчивой системы 
зависит от того, в какой замкнутой области О левой полуплос 
кости расположены собственные значения матрицы А. В част­
ности как известно [2], если расстояние / от О до мнимой оси 
положительно, то система будет асимптотически устойчивой, а 
/ принято называть запасом или степенью устойчивости. 



Обычно элементы а., матрицы А, не зависящие от времени 
I, непрерывно зависят от совокупности параметров щ, . ., ит 

изменяющихся в некоторой ограниченной замкнутой области й 
Сама задача проектирования состоит в отыскании такой з а м ­
кнутой области о) с ^ , чтобы при е ы, у = 1 т собствен­
ные значения \ { ( » = 1 , . . . , п) м а т р и ц ы А п р и н а д л е ж а л и за­
данной замкнутой области О, обеспечивающей нужное «каче­
ство» поведения системы. 

Если \\А\\ = тт \ тах 2 | о„ |; тах X \а,к\\, то, в силу 
I I *=1 к 1 = 1 ' ) 

того, что & есть ограниченная з а м к н у т а я область , существует 
число о<К< ж такое, что 

Я = тах \ \А\ \ при и. е й , 1 = 1 , /п 

Тогда, как известно, все \%1 | « /?. Пусть Кя есть замкнутый 

круг комплексной плоскости л и ц — /' С. Если по­
требовать, ^ т о б ы не п р и н а д л е ж а л и той части которая не 
содержит § , то это будет эквивалентно требованию / . ,€ е 
(' = 1 * ) * , 

Пусть теперь га = {().) есть с к а л я р н а я функция , определенная 
и непрерывная в Кр , а 5 = / ( Л ) . Тогда , если р | , . . . . р п есть 
спектр матрицы Б , то по известной теореме [3], / ( / , ) —р^» 
*--=1, . . . . п. Если ; / ( / . ) при А.е# и ц < ' / ( / . ; ' при / . е Л ^ Ч , " ? , 

то очевидно, что л , € е, 1 = 1 я тогда и только тогда, когда 
; Р,- ( ' = 1 . • • " ) • Таким о б р а з о м , вопрос о принадлежно­
сти ?.. к § с помощью функции {(}.) м о ж е т быть сведен к более 
простому вопросу о принадлежности р,. к кругу И) " "и , т. е. к 
оценке наибольшего из | р , |, 1 = 1 п. 

Очевидно, приведенный критерий принадлежности может 
быть практически эффективен только тогда, когда вычисление 
матрицы В не вызывает затруднений. Поэтому использование 
а качестве функции & = }().) д а ж е такой простой, как, напри 

мер, дробно-линейная ю= ^ _^ крайне нежелательно , так как 

при этом приходится пользоваться операцией обращения мат­
рицы (Е — А), собственные значения которой при е Кк могут 
быть сколь угодно малы. 

* Если и пусто, то задача заведомо не имеет решения. 



Естественно в качестве функции ((к) использовать наиболее 
легко вычислимые матричные функции — полиномы. Как из­
вестно [4], полиномы Р(К) о т о б р а ж а ю т на круг | но замкну­
тые области / ) , граница которых | Р ( Х ) | = и. есть лемниската , 
причем этими областями может быть равномерно аппроксими­
рована любая наперед з а д а н н а я односвязная замкнутая область 
плоскости л. Если при отображении _ = Я(Я) прообраз распа­
дается на Л? замкнутых областей О., таких, что 0\ л КК 

достаточно близко к ё, а _>„ П Кк, \ = 2, . . . , Л', пусто, то в ка­
честве В может быть взята матрица Р(А). Однако , если учесть 
требования теории автоматического регулирования, ксторьс 
можно предъявить к областям С [1], [5], то, как будет видно, 
достаточно ограничиться полиномами второй степени. Будем 
рассматривать только такие односвязные замнутые области О, 
которые 

1) симметричны относительно вещественной оси, 
2) не содержат точек правой полуплоскости, 
3) выпуклы. 
Отметим, что при этом § должно быть односвязной замкну 

той областью, обладающей теми же тремя свойствами. 
Проведем краткий иллюстративный анализ областей й\, ко­

торыми мы можем располагать при использовании в качестве 
функции [(К) полиномов второго порядка Р{К). 

Пусть /2=о есть заданное расстояние О от начала коорди­
нат, а 

Рх-тах | \А-*-ПЕ 11 , а , е „ 

(Е — единичная м а т р и ц а ) , 

гт 

П о л о ж и м 2 = — ^ — и введем д л я удобства полином 

5=<Н~) = - Р(к)=а0 + а1г + а2г* = а+а2[ г-\ -^77)" 

Вместо плоскостей X и т будем рассматривать комплексные 
плоскости г и 5. 

В силу требования 1) к прообразам круга 151*21, ао, щ, ч 
^2 д о л ж н ы быть вещественны. Д л я определенности будем всег­
да считать а-2>о. Кроме того, отметим, что а0 = ± 1, потому что 
точка г = о д о л ж н а п р и н а д л е ж а т ь границе прообраза (Х= — / 
есть граничная точка для О). 

Т а к как а есть точка разветвления обратной к 5 = ф ( 2 ) 
функции 2 ( 5 ) , то при прообраз круга . 5 ',"51 есть связ­
ное, а при | а ) > 1 — не связное множество. 



Рассмотрим первый случай, когда | а 1=51. В этом случае аа 

необходимо равно 1. Так к а к точка г0= — ̂  есть прообраз 

точки а и, следовательно, п р и н а д л е ж и т О, то г о ^ о . Поэтому 
_1^=о. П р и — как нетрудно проверить, прообраз круга 
1 5 ^ 1 будет выпуклым, а при — 1 « ? а < — 4 — выпуклым в на­
правлении оси у (то есть г р а н и ц а его будет пересекаться пря­
мыми, параллельными оси у, не более чем в двух т о ч к а х ) . Сле­
довательно, случаи — 1 ^ о < — ^ может т а к ж е представлять ин­
терес, так как при этом пересечение прообраза | 5 |=^1 с кругом 
| 2 | < 1 может обладать всеми свойствами Примеры таких 
областей приводятся на рис. 1. 

Перейдем теперь к случаю | в ) > 1 > П р и а> 1 прообраз круга 
| 5 |=^1 распадается на две з а м к н у т ы е области без общих точел. 
Эти области симметричны относительно вещественной оси, и 
потому этот случай не интересен. 

При а< — 1 прообразы выпуклы и симметричны относи­
тельно точки 2 о , и чтобы пересечение прообразов ^ кругом 
I г .=6 1 было связным множеством, необходимо, чтобы |<С | 2о\. 

Из этих двух областей наибольший интерес с точки зрения 
«качества» процесса представляет область , л е ж а щ а я левее 
точки г 0 . Чтобы иметь в качестве п р о о б р а з а именно ее, необхо­
димо, чтобы 2 < 2 о . Отсюда следует, что _ | < с и „о— — I При­
меры таких областей приводятся на рис. 2 . 

Перейдем теперь к вопросу об оценке наибольшего из 
модулей собственных значений матрица В. Обозначим через 
5 р (Л') след Л/-ой степени матрицы В (т. е. сумму диагональ­
ных элементов матрицы ЬN). 

Допустим, что р а з р я д н а я сетка ЦВМ такова , что 2~2р + 1 

не является , а 2 ~ 2 Р является «машинным нулем», (для « Б Э С М » 
и ряда других Ц В М р = 5 ) . Возьмем ц = _ и положим 

Если матрица В имеет единственное наибольшее по модулю 
собственное значение р"| (оно д о л ж н о быть вещественным) , то 

Считая, что е А м а л о по сравнению с 1 (по крайней мере, 

для малых к), получим 5 А о о р , . Тогда, если | Р1|=5ц = ^, то 5 А 

есть машинный нуль. Таким образом , в этом случае пглучаетс?. 



простой критерий принадлежности: точка а ( а ь . . . , а т ) е ш 
тогда и только тогда, когда 5о есть машинный нуль. Однако , 
в случае, когда = Р 1 = рг. г,>\ р . |, 1 = 3 , . . . , этот критерии 
не применим, т а к как 

30 = г\* 2 соз 2"фЧ 1 $2,Р и . Г С О З Г Р Ф ) 

может быть меньше I. 

Н о нетрудно видеть, что неравенства 

| соз 1|) | < 1 , | соз 2 1)1 | < ^ 
несовместны. 

Поэтому в этом случае д л я получения достаточного критерия 
принадлежности необходимо привлечь 5о и 6 | и считать, чтэ 
а ( А 1 ат) бы тогда и только тогда , когда 5 0 и 5 | одновре­
менно есть машинные нули. 

Если окажется , что гх = Р | = р 2 

Г,С«»1 =Вз = Р 4 И П>\ Р/ I ' = 5 Т О 

Зо^г? Г 2 С О А 2 » Ф , + 2 С О З 2 " Ф « + ^ ( 7 7 ) ^ ] 

5 | = г, |̂  2 с о 5 2 " - 1 Ф , + 2 с о з 2 " - | Ф 2 + Ж ( - ^ - ) 

5 2 = г ^ [ 2 с о з 2 Р - > , - т - 2 с о 5 2 " - 2 ф 2 + 2 { ~ ) ^ * ] * 

но нетрудно доказать , что неравенства 

| соз Ф 1 + соз г |э 2 |<^ 

| соз 2 Ф 1 + с о з 2 Ф 2 | < $ 

| соз 4 Г Р 1 + соз 4 Ф 2 | < 1 

несовместны ни при каких Ф | и Ф 2 . Поэтому достаточным кри­
терием в этом случае будет являться обращение в машинный 
нуль 5 0 , с?1 и 5 2 одновременно. 

При практическом построении границы со так , как, напри­
мер , это делается в [6], вполне достаточно т р е б о в а т ь выполне­
ния последнего критерия . 
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Б. И. Коробочкин 

ПОСТРОЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ПАРАМЕТРОВ 

А н н о т а ц и я 

В работе приводится методика построения областей в про­
странстве параметров „ систем автоматического регулирова­
ния, соответствующих з а д а н н о м у «качеству» протекания пере­
ходного процесса. х=А(а)х а = а(сц ат) 6 „ . Д л я этого 
предлагается строить такие области, что собственные значения 
матриц А о к а з ы в а л и с ь бы в части левой полуплоскости, ограни­
ченной лемнискатой, а с а м а задача сводится к оценке модуля 
наибольшего собственного значения вспомогательной матрицы 
В. Д л я этого приводится простой достаточный критерий, год 
ный в случае кратных комплесных корней. 

В. I. КогоЬоспкт 

С О N 5 Т К ^ С Т I О N ОР ЗТАВНЛТУ К Е 0 1 0 \ 5 
М Р А Р А М Е Т Е Р 5 Р А С Е 

А п п о I а 11 о п 

Тгп5 рарег §ТУС$ {Не те1Ьос15 оГ ЬыПсПгщ г е ^ ю п з т зрасе „ 
о\ 1Не р а г а т е 1 е г , а_1отаНс г е ^ и Ы ю п з у з х е т 

х =А ( а ) * ; а = а ( « , , , , . , а в ) б О 

соггезропш'п^ 1о 1пе д п е п «С>_аШу» т 1пе соигзе о[ (гапзШопа! 
ргосеззез. 
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УНИВЕРСИТЕТА 1. 

Л. я . Лапин 

МЕТОД СЕТОК Д Л Я КАНОНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И Х К В А З И Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И И 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ 

В работе рассматривается смешанная задача для системы 

с довольно общими граничными условиями (см. [1], где имеются 
дальнейшие ссылки на литературу и [2]). Д о к а з ы в а ю т с я суще­
ствование и единственность классического и обобщенного реше­
ний, непрерывная зависимость от коэффициентов и краевых 
УСЛОВИЙ и оценивается порядок приближения сеточных аппрок­
симаций к решению. 

В полосе ( с е / ^ / 0 , О ^ Л ^ А - ' 1 , - о* < и ь . . .. И л < * 1 рассмот­
рим краевую задачу: 

д! 

дих((, А-) 
дс 

= и(', х. и, «„) 
он\ {I. х) 

дх 

ди (С, х) 

да 11+1 
«1+1 (Г, .V, « 1 



1(1, х) да {г, х) 
—г =К % ** « %) ^ +/»(*• х> • - ип)> 

«, \о, х) =ф](л:) , 

"„ ( ° . л') = Ф„ (*) . 

« , ( ^ ) = и , ( / , (Г, * ° ) , . . . . ип((, х°)) + 

+ Г 3,('. т, щ(х, х°), .... 1.я (т, х0)) с! х, 

+ ] Р* и , т , и , ( т , л в ) , . .,ип 1 т , д - ° ) ) _ т , 

о 

«„,+, (*, о) = а (I, щ (I, о ) , . . . . и • (/, о ) ) + 

+ [ 

"л ° ) = « л 1*« "«(А о) "я,С °)) + 

+- У Э„ & г. о ; , ип (т, о ) ) _ т , 
о 

л, (г , X, Щ, ..., ип)^0, 

К, & *' " ь • •., и я ) ^ о , 

*. " Ия)<°» 

Хя (г, ж, и,, «у «О, 

Л, (Л -V 0, « 1 , . . . , " ч ) > 0 , 

н о 



К в . * . •••» « я)>о, 
и, о, ш,.... «„ко, 

Хл (г, о, И | , . . . , ип) < 0 , 

= « , ( * , Ф „ 1 + 1 ( . * ° ) , ф В ( Х ° ) ) , 

Ф * * - . ^ ) . •••• Фп С* 0 ) ) . 
<?„,+, ( о , ф , ( о ) , . . . , Ф п 1 ( о ) ) , 

< р л ( ° } = и л (°.ф«(°) ф л , ( « ) ) . 

/ ь фь а, , рь •. л я , / л , ф д 1 а я , р л е Ц р . 

( 5 ( 1 , х , « ь . . . , м л ) е 1лр, если для любого а^о найдется Кя^о 
1 I 2 

такое, что из т а х { т а х | и. |, т а х | и, ! ) ^ а следует 

\3(Р,х\и\ « л ) - 5 ( / 2 , х», и] *][)]< 

е /С« - ц 2 , + . . . + ! „ ' _ ц п ; . ) 

При изучении классического решения нам понадобятся усло­
вия согласования: 

Х1(р,Х°,^Х°),--;^п(-<0))Ох^(х0)+(, (О, Я* ф,(**) < Г П ( * ° ) ) = 

= 2 О а , ( о , Ф я 1 + 1 ( д « ) , Ф л (*•) ) (*> (о. Xе, 

ф|(*°) Ф„ (*°)) О , ? р (X е) + / , (О, л-о, ф, (*>) ф„ (л-о)) ) + 
+ 0 , и , ( о , ф П 1 + 1 ( . V * ) , . . . , Ф я (л- 0)) + 6 , (о , о, ф,(л*) , . . ., Ф я (дг°)), 

л Л | ( о , л* ф, (л*) , . . ., ф„ ( л - ° ) ) 0 1 ф Л 1 (.V') + 

+ Д , (о , -V0, т№, Ф „ < * ° ) ) = 

а"> ( 0 , И > • • •, Ф„ ( ^ ) ) (*-, (о. -V0, ф, № , 

• • - % Ч Р <**) +'1Р (о. ф|<*°) . • •. Ф Я ( * ° ) ) ) + 

+ °, **, (о, Ф „ 1 + 1 ( л ° ) , . . ., ф я (л*)3 + р Л 1 (о, О, ф,(.Г°) ф л (Дг») ) , 
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+/„,+, (о. °* тЩ Ф„ И ) = 
= Д 0 Н / , *„,+! (О, ф . И , . . . . ф„ (О) ) (Ар (О, О, ф , ( 0 ) , 

. . . . Фя (о) (о) +/р (о. О, ф , ( 0 ) ф„ ( 0 ) ) ) - г -

+ # , а ; ; | + 1 (о. ф , ( 0 ) ф т ( . ) ) ) + В я 1 + 1 (у, о, ф, (о) Ф Я ( О ) ) , 

^ я ( 0 , о, ф , (о ) Ф Л ( О ) ) 0 Л ( о ) + / , , ( о , О, ф , ( 0 ) Ф „ ( о ) ) = 

= _ О - а л (о, ф , ( о ) , . . . . ф л ( о ) ) (?. (о, о, ф 1 ( о ) . 

- Ф Л {0))0хЧр(°) +!р(°> °> Ф » ( ° ) « ••• Ф Я ( « ) ) ) + 
+ _>,<*„ ( р , ф , ( о ) , . . . . ф,„ ( о ) ) + р я ( о . О, ф , ( 0 ) , . . . . ф„ ( о ) ) . 

Д л я компактности и з л о ж е н и я будем пользоваться матрич­
ной записью. Тогда н а ш а к р а е в а я задача запишется так : 

(I) 0,ы" = а" Охи" + 1", 
м = Ф при / = 0, (2) 

ц ' = а'-Ьу* р 'й т при * -*х° , 

о (3) 

и" = а"т А'-* при х=о, 

(4) 

(5, 

л 'э=0, л " ^ 0 , 
а ' > 0 при х = х°, 

а " < 0 при л- = о, 

ф ' = а ' при Х=хР, / = 0, 
Ч" = и" при л = о , / = 0, 

/., /. ф, а, р г У р , (6) 

а условия согласования так : 

/ . ' А д ' + Г = Л,« ' + Р' при л=-Л / = 0. 

' • " ° 1

, р " + Г = \ «"+Р" |фи л-=о, /=о, 



Где и, I, а, р, <р — матрицы столбцы, а X — д и а г о н а л ь н а я мат­
рица. Конкретный вид всех матриц и обозначений ясен из пре­
дыдущего. Отметим только, что штрихи не имеют отношения 
к дифференцированию. 

Д л я замены краевой задачи соответствующей разностной 
построим сетку 5 с шагом к по х и шагом к по I. Сетка 5 (к, к) 
состоит из узлов 2,, с координатами (I, х)) ( о ^ ^ ц . о ^ / ^ у ) 
причем будем предполагать , что всегда = I к ( ^ = /°) и х) = 
-=/А (>., —х°). Введем обозначения: 

Х..= Х (2,7> иц), .... ф>=фЦ) 
и 

3, ы ^ = А - , ( и + 1 / - " , у ) ( о ^ ; ^ и - 1 , 0 < / ^ у ) , 

Ьх и,;. = й - ' - м ^ ) ( о ^ / ^ ц , о ^ / ^ у - 1) . 

Тогда разностную систему можно записать так: 

< И / = - * % и ио-х + <е" + * О и</ + * / № 

где х = й А - ' , а е — единичная матрица. Всюду в дальнейшем 
под ц / у будет пониматься решение системы ( 8 — 1 0 ) , а решение 
краевой задачи (1—6) в точке сетки г(} будет обозначаться 
через и {гц). 

Введем следующие обозначения. Норма матрицы А = \ р м \ \ 
( р = 1 п, <?=1, . . . , т), где р индекс строки, а 9 индекс 

столбца, равна : | Л | = ш а х 2 | ард |, ФУНКЦИЯ Г 7 6 Ь'ф1, если 
9 р = 1 

она и ее первые производные удовлетворяют условию Липши­
ца. Вместо зир Р будем писать зир Р. Если имеется сетка 

(, х,\и \ V 
5 = 5 (к. Л), то 5 " = 5 " ( * 2 - " . Л 2 - " ) ( р = 0, 1, . . . ) ; 5 , ( О ^ г ) со­
стоит из точек 2 у е 5 , для которых (,^1; Т(5) = гаш {/°, дг°х 2 " 1 } ; 
7 * состоит из точек гц е 5 , . С ' = ™ { / , ВД), / < » ' ) . а ГА 
состоит из точек г(1 е 5 , , (/«V— ( ) . Сетку 5 , будем называть 

8 - - 4 2 6 0 113 



допустимой (по отношению к системе ( 8 — 1 0 ) ) , если х | %у |=?1 
(1{^1). 5 допустима , если допустима 5 , о . Через П обозначим 
прямоугольник ( о ^ / ^ е / 0 , о ^ х ^ л г 0 ) , а через П г (7" 2=0) — пря­
моугольник (о г с ^ г т п п {/°, 7"}, О ^ Л - ^ Л 0 ) . 

Б л и ж а й ш е й нашей целью будет доказательство локальных 
теорем существования классического и обобщенного решений 
краевой задачи ( I — 6 ) . Д л я доказательства существования 
классического решения мы д о к а ж е м 3 леммы, которые устанав­
ливают ограниченность решений системы (8—10) и их первых 
и вторых разностей д л я последовательности сеток З^. После 
этого доказательство существования классического решения 
получается просто. Д о к а з а т е л ь с т в о существования обобщенного 
решения аналогично д о к а з а т е л ь с т в у существования классиче­
ского решения, только вместо, л е м м ы 3 нужно использовать 
лемму 4. 

Л е м м а I. Найдется т а к о е 110, что для любого 11>11о най­
дутся сетка 5 ° и Т е (о, /°] такие, что последовательность се­
ток 5 ^ допустима и 

5 и р т а х | ир

и | «=1/ . 
Р 5Р

Т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С/>Ф\, где Ф | будет опреде­
лено ниже. Д л я любой сетки 5 определим функцию V ( 5 ) сле­
дующим образом: V(5)=/°, если т а х \ ии \^С1, Т'(3) = / , если 

5 
т а х I и., | ^ ( / ( / ' < / ) и т а х I | > с У . Возьмем любую сетку 

5 , ' ' 11 5, 

5°, для которой х ^ Л - \ где Л = з и р | Я | . Ясно, что 5 Г - до-

иустима. Пусть 5 6 { 5 ^ ) . Р а с с м о т р и м Щ, на 7 " " , где / '=-

= т ш {Т(5), Т(5)}. Д л я ш. = т а х | и(. | справедлива оценка 
У 

^|

/,, <1!){+к Р, а ' и ^ Ф . где / 7 = т а х | / | , Ф = т а х | <р |. Отсюда 
и х 

щ*~ф + 1. Р. Если г 2 = т ! П Й 1 , Р~Ч, то на Т}} я ? , < ф + 1 . Если 

обозначить V, = т а х и'у |, У,=\УГ)\ и V) = т а х {V., V)}» 
Т 0 У , + 1 ^ У ? +ЬР. У]+Х^А + В1 У2

0^Ф где - 4 = т а х | а | и 
Ф + 1 

В = тах \ $\. Если / 3 = т т { / 2 , В - ' ) , то на 7"" справедлива 
Ф + 1 



оценка V2. •^ф1+1.Р, где Ф1 = т а х [А+ 1, Ф}. Т а к как анало ­
гичная оценка справедлива и для Тр , то на 5 Р справедлива 
оценка | и.. \^Ф,+11. Р. 

Покажем, что Г ' ( 5 ) > * 4 = гшп ( Г ( 5 ) , Р~\ В - ' , ( С / - Ф , ) / 7 - ' } . 
Пусть 7 " ' ( 5 ) < / Л тогда д л я / , = 7"'(5) справедлива оценка 
, и(. \^сфх + Т'(5)Р<11, что противоречит определению Т'(5). 
Таким образом , в качестве С/о можно взять Ф ь а в качестве Т 
можно взять г 4, что и доказывает лемму. 

Л е м м а 2 . Найдется т а к о е 130, что д л я любого 13>11ч най­
дутся сетка 5 ° и Г е (о , /°] такие, что последовательность сеток 
6"^ допустима и 

зир { т а х | б, щ, I, т а х | 6Х ар. \ 
Р 5"т 5"т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П р и м е н я я операторы б, и Ьх к си­

стеме ( 8 ) , получим с л е д у ю щ у ю систему уравнений: 

о, и ш =х^ , ; . 5 ,ы, Н 1 + ( е ' - х К',,) о1и1- + к((\к'0Ьхи'1+^ + Ъ1/:/), 

з, « ; + „ . = - х ф{«;._,+(е"+х д 5, и1]+цб, 1'(1ья + о , / ; . ) , 

( I ! ) 
< + . ; = * * Л « ^ 1 + ( 8 8 , « у - г ^ б Л 5 * ",7+1 4 Й Л ' 

(12) 

На основании л е м м ы I найдутся такие 13 и 5 ° и / ' б (о, 
что последовательность 5 ' , допустима и | ир- \*^СЗ\ (г^ е Зр)1 

при этом можно считать, что \к'\>а>о ( о * 5 / « / ' , х°—Н^ 
и \ }."\>а ( о ^ / ^ г 1 , о ^ х ^ Л о ) . Пусть и>Ф2, где Ф* 

будет определено н и ж е , а 5 е { 5 р } . Для 5 определим функцию 
Т'г(5) следующим образом : Т, (5) ==/', если т а х { т а х | б / Щ,\ , 

т а х | 6 Х и . , Т \ (5» = / (Й2< 1 ) , если т а х { т а х | б, и у | , 

т а х | 6 ^ % | } < « У ( Г ' < / ) И т а х ( т а х б , и ( / | , т а х | б д « , . , ;}> 6". 

Рассмотрим б, Щ. и б х н.;. На Т", где / 2 = т т { Т ( . Ь ; 

7",' ( 5 ) } . Д л я И ^ = т а х | б , «, ; | и №'Л, = т а х | б, Иу| справедливы 

У" / 
а- 115 



оценки: ^ 1 Г в +кР, №х/ + 1 === +к* (формулу для 
Р и д л я других констант, которые появятся в дальнейшем, 
мы не будем выписывать, учитывая , что , при желании , это 
можно сделать аналогично тому, к а к это сделано при д о к а з а ­
тельстве леммы 1). И з 6 , ио).=Ьх у] и б, ч"01=\о, +К/ 
следует, что № 1 о и № х о =еф, откуда И/„ = ^ Ф + / , Я и \Ух! 

« ф +, ' . Р. Если / 3 = гшп {(-, Р~Ч то на Т" 1 Г „ . < Ф + 1 и И ^ < Ф + 1 . 

Если обозначить Г„ = т а х I ( \ и'ц | , V'. = | 6 , и\,\, * п = 
X V — 1 

= т а х { ' / „ , V, 1 .}, 1',, = т а х | о х « ; | , V ' , = | 5 Х « , ;_ , | , 1 $ = 
/ < С ' - 1 

= т а х < ' / д , , V',.} т о У ^ У * 4 М , +к Р. Из 6 ^ 

следует, что У ^ « * Ф и К ^ Ф , а из 6, = а^ + 1 - и ) + * Р / + 1 , + 

+ к Д ( р ; + 1 / , - р ; р ) получаем ^ < Л ( Ф + 1 ) + С + В ^ . = Л , + В / , . 

(отметим, что Л1 не зависит от 6 ' ) . Д л я оценки \ ' \ нам пона.' 
добятся следующие т о ж д е с т в а : 

«,+Р_, = * а , - г л , щ._, и Ц + . . . т 6, я 0 + 

г й,- . . . Ь» и,+1У, 

где а, = •/./.',.,_,, = е ' — х / . П е р в о е из этих неравенств 
следует из ( 8 ) , а второе ~ из соотношения а{ ±Ь1 = е ' . Теперь 
получаем 

Ч-.'к .. . й„ ( и^,_|)1 + * /•,«-', 
откуда на Т", где ( ! 4 = т т {/\ # - ' } | 4 < & 1 - 4 1 и 

«4н «*| 14+й (V,1,. ) +... +**ай + . . . + о + 
+ У + 1 ( Г ' . + . . . + V,1,,) | + У1

хо 4-х г", а - ' < к ( Л д + 1 ) а-* + 

+ г / + 1 Ф + х Г , а ' = Ф Ь 

1 Д е & = 1 — а, а Ф | не зависит от 17. Если Ф 2 = т а х { Ф , А> + \, 

Ф,} , то па Г " У\, ^ Ф 2 и К« ^ Ф г , о т к у д а получаем 1 Л ^ Ф 2 + 

+ ^Рп V]. = ^ Ф 2 + / | / \ Д о к а з а т е л ь с т в о того, что 7,' ( 5 ) 5 = 



^(:> = т\п {/', Т ( 5 ) , Р 1 , В - 1 , ( « У - Ф а ) / 7 - 1 } аналогично концу 
доказательства леммы I. Таким образом, л е м м а 2 д о к а з а н а . 

Л е м м а 3. Если X, / , ф, и, р\ е Ы р 1 и выполняются условия 
согласования (7 ) , то найдется такое Ь'о, что д л я любого с / > с / с 

найдутся сетка 5 ° и Т е (о, /°] такие, что последовательность 
сеток с ^ допустима и 

зир { т а х 6^ |, т а х \ 6х1 ир

(1 |, т а х | ир. }^{/. 

Р 5 Р

Г 5 Я

Г 5 Р

Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И д е я доказательства ничем не от­
личается от доказательства леммы 2. Только при оценке гра­
ничных условий мы столкнемся с одним новым обстоятельством. 
Д л я оценки 6х1 " О 7 _ 1 и 6х1 и00 придется воспользоваться 
условиями согласования. 

Если из равенства 

5 , , «4= (Л * ) ^ ' ( " п - " о 1 + " ш - " 1 о ) = 

= (А к)-1 (х Л0", ( « О , - О + к /и - « I - к Рю •* «о) 
вычесть равенство 

Ь-ЧКо °х % +6 - Р т --V ао"> =°-
то получим 

5* Щ» ' (4 5 * % - С Д , Фо +• /о, - / ш - Р01 + Р(Х> ~ 

откуда и следует ограниченность б х / о^э . Н а этом доказатель ­
ство леммы заканчивается . 

Л е м м а 4. Если на П г (о<7") последовательность й&, 

Для сеток 5 " равномерно сходится к и и \ ЬХ ир

() |, | 6, 

па 5 я . то н е 1лр удовлетворяет интегральному соотношению 

Г х° 

п г ° ° " (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве мы всюду бу­
д е м опускать индекс р. Функцию « у , заданную на сетке 5 , 
продолжим на П следующим о б р а з о м : и> =ии в прямоуголь­
нике Е„ {I.<1<1.+1, х.<х<х;+1). П у с т ь ' 

М / , х, и(1, л-)) , / , ( / , X) = / ( / , л", и (/, «С» и ц'= [Т яг'], 

1!7 



тсгда 

I 1 , - 1 се и ' - 1 у-1 / г г 

1=0 ^^ 1=о \^^ 

Л > + 1 ' , + 1 • * / + » 

] V с1х- I"»Щ | # ) - (14) + 
При фиксированном с, переходя в левой части к пределу при 
р-*- ° ° , получим левую часть (13 ) . Н у ж н о показать , что предел 
правой части (14) равен правой части ( 1 3 ) . Д л я этого заметим, 

что 
Ц ' _ 1 7 _ 1 Г Г |1'_2 У - 2 Г Г 

1 2 По I с1П= Е 2 I/ 11»7 / + » Т , ) ^ П + о ( 1 ) , 
•-в )-<> ^^ ( -о ;=1 . / . / 

Щ Щ, 
Х 1 + \ 

7 _ ! /" I / V - ! / ' 

' ' + 1 

• 2 23 /г»А и = - 2 /(ггА 

I, I, 

—VI и,. ) о 7 -

«—о / - 1 . / . / I / + 1 I 1 

Отсюда следует, что п р а в а я часть (14) равна 

и _ 2 7 _ 2 

2 2 | / ( У Т 
1-0 1=[ 

п.-,-
У + 1 * 

— к 3. 4 + Г ' П ^ П + 2 1 Г (о V -V 
) 4 л - -



-г-Ли. „к. )с11 + о(\). 
'°\Хо 

Если теперь перейти к пределу при р-*-<*> при фиксирован­
ном V, то первое слагаемое стремится к нулю в силу соотноше­
ния ( 8 ) , а предел остальных слагаемых д а е т нужный нам ре­
зультат. Так к а к включение и е Ы р очевидно, то лемма дока­
пана. 

Теперь мы в состоянии д о к а з а т ь следующие д в е теоремы. 
Т е о р е м а 1. Если л, I, ср, а, р е Ыр 1 и выполняются уело 

вия согласования (7 ) , то найдется такое Т е (о, г°] что в П г 

существует классическое решение краевой задачи (1—6) и € Е1р'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н а основании лемм 1—3 найдутся 

такие Те (о, /°] и 5 " (р=о, 1, . . . ) , что в П г | ир

; |, | б, ир

{ \, 
| ох ар

{1 ', \Ь2

Х и* |, \Ь1х ар

ц |, | б 2 ир

(] | « 1 7 , откуда следует 
равномерная сходимость ир. -*-и, б, и",. -*-и, и б,. ир -*-и, , 
причем их, Щ е 1йр. Стандартным приемом д о к а з ы в а е т с я , что 
О, и = и/, йх и = их и и удовлетворяет условиям ( 1 — 3 ) . Так 
к а к и е 1лр', то теорема доказана . 

О п р е д е л е н и е . Функцию и е 1лр будем называть об­
общенным решением краевой задачи ( I — 6 ) , если она удовлет 
воряет условиям ( 2 — 6 ) и удовлетворяет системе (1) почти 
всюду. 

Замечание . Данное выше определение обобщенного решения 
эквивалентно следующему. Функцию и е 1лр будем называть 
обобщенным решением краевой задачи ( 1 — 6 ) , если она удов­
летворяет интегральному соотношению (13) и условиям 
( 2 - 6 ) . ' 

Т е о р е м а 2. Найдется такое Т е (о, /°], что в П г сущест­
вует обобщенное решение краевой задачи ( 1 — 6 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству тео­
ремы 1. 

Пусть функция «: является обобщенным решением краевой 
задачи ( 1 — 6 ) . Если обозначить 

М*. -V) = / . ( / , .V, Ы , ( / , . V ) ) , / , ( ' . -V) = / ' ( ' . -V- «I ( / . - V ) ) , 

I 

ф'(0 = а ' ( / , и[ (/. л*")) 1Р'С т. т(х, Xй)) йх, 



г | / ' (0=и"(/ . И* (/, о)) 4" У П>. т, « , (т , о ) ) 4 т , 

о 

то очевидно, что «1 является решением краевой задачи 

и (о, Л-)=ф(А-) , и' ((, х°) - V ( О , И" (<, о) = Ч ' " ( 0 -

Машей б л и ж а й ш е й целью будет перенесение некоторых свойств 
краевой задачи (15) на краевую задачу (1—6). С этой целью 
мы д о к а ж е м лемму 5, которая позволит д о к а з а т ь теорему о 
единственности обобщенного решения и две теоремы о порядка 
приближения сеточных аппроксимаций к решению. 

Л е м м а 5. Д л я любого а>о найдется С>о такое , что из 
Х Д 5 5 . 1 , где Д = ш а х | ) . |, а с7 = т а х \и\\, | и , у —Ы|'(2у)|^0) и 

О+а (, х 

С ( о ^ а следует 

\ и и -и«(?<,)1< с '»• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий леммы следует, чте 

сетка 5 является допустимой для задачи (15) , а если 
| щ —и^г^Х^а, то и д л я задачи ( 1 — 6 ) . Если 6 Иц =<о~ ' 
{Щн — к ,у ) , то из (8) получим 

о и.+ч=уЛ'„Ъ и'1/+1 + ( е ' - х Х , у ) 5 и]. + й ( о Х , у 5 х и[и + ф , 

о и'+хГ-у.}:11Ъ и - _ 1 + ( е " + х л : ) з А1+к(Ь%'^Х«;'.._,+5/;;). 

Используя оценки 

I Щ I = <о-' I Я % х р «,(/,, х.))-).{Хр ЧУ) | ^ / С , . ш - 1 1 « , (г,.у) -

- " , 7 | ^ Л х ( 1 + ! б и у | ) , 

+ [ 6 « ; + 1 , ) + А ^ Лр (1+| 6 и..,;) 
/>=о 

| в и , + 1 0 1 ^ « ( 1 + | 6 « / + 1 0 ! ) + А Д К ? (\+\6иро\ 



покажем, что V^| = ехр у х ( ( Д 4 у г ) 4 х/) и гс\у. = 

= ехр у ! ( ( Д + у 2 ) 1 / — х/+х°) являются мажорантами д л я | 6 ы , 7 | 

и | б и'у | при соответствующем выборе у, и уг. Пусть у , > 0 

выбрано так, что 2 Кв < ( 1 —2 /Ср Д _ | у 1 _ | ) е х р \\Х0, а у 2 > 0 — 

так, что {Ау1+2КХИХ + 2К/) ехр у1^°<У> ( Д + У г ) . Д о к а ж е м , 

что | б и'/+ч ] ^ У 1 + 1 у и | б и'}+1; | <Г а , / + 1 / - е с л и Д л я в с е х мень­

ших значений / эти неравенства справедливы. Действительно 

18 | Д а ш 4 (1 - х Д) •>,-;+к(Кх( 1 + | б иц \) V, + 
+ Ц1 + 1 б ии \)) Д - у 0 ) + У / у + /г ( * х С/, + 

+К,){1+тах{Уу, в» /у}) < 

* 5 х Д ( е х р у ! ( ( Д 4 - у г ) * , 4 - * ^ , ) - с х р у, ((А 4 у 2 ' / , + * , . ) ) 4-

+ ехр у, ( ( Д 4- у 2 ) + * , ) + к ( 4 - К,) (1 4 ехр ( ( Д + у 2 ) * , + * ° ) ) ^ 

^/гДу1ехру,((Д4-у 2)/,.4лг э) + ехру1((Д4у 2 )г , . + * , ) 4 

+ * (А'х + Щ(1 + е х р ( ( Д + У г ) ( , +х°)) < 

^ е х р у , ( ( Д 4 у 2 ; 4 * , ) 4 * (Ду, 4 2 К А С / Х 4 2 Л , ) е х р у , л п • 

• е х р у , ( ( Д 4 у 2 ) / , - 4 . х / . ) ^ 

ехру, (Д4-У2)/, 4 * , ) (1 4 й у , ( Д 4 у 2 ) ) - 5ехру , ( (Д 4 у 2 ) / 1 + 1 Щ), 

16 « ; + , . ; ^ ( 1 + ! ^ ; „ ; ) + * Д % ( 1 + | б и^])*? 

^ 2 Х „ е х р у , ( ( Д + у 2 ) / < + , + А 2 2 / С а ехр у, ( ( Д 4 у 2 ) г „ 4л-°) ^ 

^2КЛ ехр у, (Д4 -у 2 ) 4-

4 2 Л ' р у 1 - | ( Д + У 2 ) - | е х р у , ( ( Д 4 у 2 Н , + 1 +Х°) = 
= ( 2 Л а ( е х р у , л г 3 ) - | 4 2 Л ' р у , - , ( Д 4 у 2 ) - ' ) е х р у , ( ( Д 4 -

4 у 2 ) г / + 1 + * ° ) ^ ехру, ( ( д + Т Я У + * 0 ) -

Так к а к аналогичные оценки справедливы и д л я | б и ^ + 1 у | , 

Ъй№ц.хо Ь т о в качестве С можно взять е х р у | ( ( Д 4 у 2 ) / п + * ° ) , 

что и доказывает лемму . 

Теперь мы можем доказать следующие три теоремы. 

Т е о р е м а 3. Обобщенное решение краевой задачи (1—6) 
единственно. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и\ и и> удовлетворяют (1 — 6 ) . 
Если д л я и.\ и и> написать системы (15) и воспользоваться 
леммой 5, то найдется сетка 5 т а к а я , что д л я с*р 

но так как ыр -*0, то это в о з м о ж н о л и ш ь при и\ = и:. 

Т е о р е м а 4. Если обобщенное решение краевой задачи 
(1—6) существует в П, то найдутся такие С>о и к0>о, что для 
любой допустимой сетки 5 из Л<Ло следует 

К-"(г,у)!<сл'" . 
Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из свойств 

системы (15) и леммы 5. 
Т е о р е м а 5. Если классическое решение и краевой задачи 

существует в П и и 6 У р 1 , то найдутся такие С>о и Ни>о, что 
для любой допустимой сетки 5 из Н<Н0 следует 

\ии-и(ги) - С Л . 

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из свойств 
системы (15) и леммы 5. 

Используя метод продолжения , локальные теоремы суще­
ствования и теорему о единственности решенья , можно полу­
чить следующие утверждения : в условиях теоремы I либо клас­
сическое решение и краевой з а д а ч и (1—6) существует в П и 
и е Ыр", либо найдется т а к о е Т 6 (о , /°], что д л я II, (о<КТ) 
классическое решение и существует и и е 1_1р1, а для П г или 
решение не существует , или и не Ц р ' ; либо обобщенное решение 
Краевой задачи (1 — 6) существует в П, либо найдется такое 
Т е (о, /°], что для П, (о<1<Т) обобщенное решение суще­
ствует, а д л я П г не существует. Некоторое различие в форму­
лировках связано с тем, что для обобщенного решения всегда 
и е Ы р . 

Теорема 4 позволяет д о к а з а т ь с л е д у ю щ и е утверждения . Если 
обобщенное решение и краевой задачи (1—6) существует в П 
и последовательность сеток 5 Р являемся допустимой, то ир

> -*и 
Если в П существует обобщенное решение краевой задачи 
(1—6) , то всегда найдется последовательность сеток 5 ' ' , кото 
рая будет допустимой. Если последовательность сеток 5 р яв­
ляется допустимой и I Ьх ир

и \ «сV, то в П существует обоб 
щепное решение краевой задачи (1—6) и -*-и. 

Последней мы д о к а ж е м теорему о непрерывной зависимо­
сти. 



Т е о р е м а 6. Если обобщенное решение и краевой задачи 
(1—6) существует в П, то найдется такое С > о , что из 
\К-Уе | < в , 1 / - / 6 | ^ е , | ф - ф 6 |=^е, 1 « - а е ( < в , | В - В 6 ;=^в 
( в > о ) и существования обобщенного решения ие следует 
и — и^^С р.. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность се­
ток 5 ' ' , допустимых для системы (15) и для системы (1—6) , с 
коэффициентами Ке, / е , ф в 1 а в ' Р е . 

Пусть 5 6 {5 ' '} , Щц — решение системы разностных 
уравнений для системы (15) , б и ( / = е ~ ' (ии/ — и щ ) , б 10- = 
= е - , ( л ( / , - , Щ, и (2,у) )—/ , , (< , , х ; м 6 , у )) , . . . Если мы докажем, что 5 и у 

ограничено, то из Мод-од II Цщ-ьщ получим доказательство 
теоремы. И з (8) имеем б = х л Е , у 6 и у _ , 4 ( р ' _ х /,'Е,у)Ц+ 

+ * ( ( . и , у 5 , _ И „ 7 +щ, б м ; + 1 У = . - - х > . ; / б + ( е " + х х ; у ) 

б и)] Ч- Аг (6Я,у 8 Х и , / у _ , + б / , у ) . Если /;„ достаточно мало , то б л,у | 

< / С х е - ' ( в + | в б « , у ; + о ( А * ) ) ^ А-,. ( Ьии | + 2 ) , 16 / , , ,=сЛ7 
( б и, у , + 2 ) . 1 б % + 1 У | < А ' в (I б и ^ , у ; + 2 ) + к Д б ирЧ + 2 ) 

и ! б « ; ; | П | ^ Л Я (! б и'г+ь I + 2 ) +к Д А 3 (I 6 и р о | т-2). 

Д а л ь н е й ш е е доказательство аналогично доказательству леммы 
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Л. Я. Ленин 

МЕТОД СЕТОК Д Л Я КАНОНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ К В А З И Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

ПЕРВОГО П О Р Я Д К А НА ПЛОСКОСТИ 

А н н о т а ц и я 

В работе рассматривается с м е ш а н н а я задача для системы 

« ; « X их +1 
с довольно общими граничными условиями. Д о к а з ы в а е т с я су­
ществование и единственность классического и обобщенного ре­
шений, непрерывная зависимость от коэффициентов и крао ,1ь, \ 
условии и оценивается порядок приближения сеточных аппрок­
симаций к решению. 

А. Л. Ь е р ш 
( Ж 

А Р1МТЕ 01ЕЕЕРЕ1ЧСЕ5 М Е Т Н О Э ЕОР ТНЕ СА1Ч01Ч1САЬ 
5 У 5 Т Е М 5 О Е Н У Р Е К В О Н С О И А 5 1 Ь ^ Е А К Е 0 И А Т 1 О \ 5 

О Е Т Н Е Р1Р5Т О Р О Е К 0 \ Т Н Е Р Ь А ^ 

А п п о I а I I о п 

1п 1Ыз рарег , 1Ье Ьоипс1агу уа1ие ргоЫ-мп Гог Ше еяиаИоп — 

и;=Хи'х+/ 

!з зо1уес1. 
ТЬе рарег ргоуез 1Не сх151епс.е апс1 ишяиепезз оГ 1Не §епе-

гаПу.ео' 5о1шлоп; 1пе сопИпиа1 с1ереш1епсе о[ (Не 5о1иИоп Ггот 
Ше соеГПаеп! апо" Ьоипо'агу Уа1ие сопсШюпз; апд 15 еуа1иа1е<1 
Ьу Ше ог(1ег оГ а р р г о . ч т а и о п . 
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47. 5Е.1.. 1963. ЦТЧ1УЕК51ТАТЕ5 5КА1ТЬ05А\А5 СЕМКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

А. Я. Ленин 

О Ц Е Н К А О Ш И Б К И М Е Т О Д А С Е Т О К Д Л Я У Р А В Н Е Н И Я 

В первой части работы для задачи Коши в верхней полу­
плоскости (1^о) 

и; (1,х)=х(1,х) и'хц,х)+1а,х), ( 1 ) 

6/(о, X) =ср(.г) 

строится разностная схема и оценивается отклонение решения 
задачи (1) от решения системы разностных уравнений (см. 
[ I ] ) . Во второй части работы рассматривается возможность 
перенесения полученных результатов на системы уравнений и 
на смешанную задачу (см. [2]). 

Д л я замены задачи (1) соответствующей разностной зада­
чей построим сетку 5 с шагом к по X и шагом к по /. Сетка 
5 состоит из узлов 2у с координатами ( г , , х, ) , где 1{ —1к и 
* / - / * . Если обозначить %„=%(гц), !0=1(г0) и ф у = ф ( * у ) , то 
систему разностных уравнений м о ж н о записать так 

где щ = I -кН~*\}.. |, &., = / ; / , - , ),.. Щ ЩшЩт и Е = з 1 ё п ^ 

Решение задачи (1) в точке г« будет обозначаться через 
6 ( г у ) , а под Vц в дальнейшем будет пониматься решение си­
стемы ( 2 ) . Сетку 5 будем называть допустимой, если все 
а » ^ о . Определим область влияния д л я точки е 5 . Сеточ­
ная область влияния 5. , состоит из точки г,.,, и точек сетки г__ 



(п<1), для которых выполняются следующие условия: г ё 
е с л и г

л + 1 р е % И Л И 2 « + 1 р - 1 е 5 , у 1 1 '-«р-1 > ° - Ш *„+, р+у б 5 „ 
и А л р + 1 < о . С а м у ю правую из точек 2 Л Р 6 5,у при фиксирован­
ном п обозначим через 2 П , а с а м у ю л е в у ю — через Тогда, 
соединяя точки 2 (

П , г ? , , . .- , г " отрезками прямой, получим 
ломаную 2 П , а соединяя г ; \ , . . . , , получим ломаную г л . 
Замкнутое множество П, у . , ограниченное ломаными г " , г т и 
отрезком, соединяющим точки 2 П и 2 ^ будем называть областью 
влияния точки г у . Если все апр в П ( /- ( 5 / у ) , то сетку бу­
дем называть допустимой в Цу («$„). 

Д о к а ж е м теперь несколько оценок, которые будут исполь­
зованы для доказательства теорем 1 и 2 . 

Пусть 2у 6 5 , тогда, используя ( 2 ) , д л я любого п (о^п ^1) 
можно получить формулу : 

} % Ц * + * С | р / « + • • - + | % / , - „ ) • (3) 

Ясно, что вне 5 у в с е апр — 0. Найдем зависимость м е ж д у а, ,_, , , 
и и п р . Из (2) и (3) имеем 

| V К - , р Уп-х р + * « - . „ „ ) = 2 алр р С/„_, в+ 
+ 2 «„„ * „ _ , р А „_, р ^ „ _ , „ - 2 Й- а(_, р С/я_, й + 

+ | Д ^ . | р ( % 1Р ) < - ' ' „ - . р = 

= 2 V » , + ДЙ. я С% *„_, р)) Ц, * ; '<„_, „ рл 

откуда 

П о к а ж е м , что 2 а = 1 . Из (4) имеем 
р 

= 2 а„р а„_, р 4 2 алр р - 2 « л р (ап_, р +6(_,<,)= 
= 2 % = • • • = 2 и , у , = 1. 

р р 
Если сетка допустимая , то из (4) следует, что все а 2 з 0 . 



Пусть график (г, у ( / ) ) ( о ^ / ^ / ( . ) решения задачи Кошч 

у'=-}.(1, у), у{11)=х] 

лежит в области влияния точки г1р 

л(т , уИП-Щ у ( / ) ) | ^ / ' т - / | ((т, уЩ) е Пу), 
. / . ( / , л - ) - / . ( / , / / ( / ) ) | < 1 , | х - | / ( 0 ; ( ( г , л ) е П..), 

\Ц1,УШ*5М И у=у(1„). 

Тогда д л я ^ „ ^ У ^ ! — У„ - к'к ( / я _ 1 , у л ) справедлива оценка 

;<г \ -5=* 2 а> , а, = / .М + 2 / . С») 

Действительно, в „ =// ( * „ _ , ) - # ( 7 Я ) - А М / ^ , , у „ ) -

= -Й4Г*а ) -6Л, (< п _ 1 , уа)=к(Щ, у ( Е ) ; - / . ( / „ _ , . ; / „ ) ) . 

откуда 

! * , Г < * [ Ц | . Уй))-т, У (К ))+№ « Д ' я ) ) - л ( / я , у ( ' я ) ) + 

Учитывая , что у„_ , = у „ +а( /„_ , , у„) + 6 „ = у„ +НЬп + Н я > 

где 6 я = А й - , Х ( / п _ 1 , у п ) , оценим 0 „ - 2 « (* - , / „ ) * в предпс-
р 

ложении, что все апр ? з 0 . 

= | % р С*р " У , , - . >2 + - «ад V I Р Д « - 1 р ( - « ? - Л - 1 ) 2 = 

Н ? % V , ( * , + * в - У л - . ) 2 - 2 «„„ V . , , К + 

+ 2 % А я _ | р ( Д ^ - ^ _ , ) Я + 

+ 2 ' ' 2 а „ р А„_ 1 р е Ц - ^ У + А ^ а ^ Ьп_1р = 

= (*,-*/„ - Ч , - в л ) 2 + 

+ 2 А 2 а я / , Ьп_Хр фр-уя-НЬя-Ьа)+НЪаяр Ья^ = 

= 5« л „ = + 



+ 2 А 2 V г[хр-уп -кЬп) +№ « „ р Ьп_Хр-

-2Хипр{хр-уп~П»п)вп + 

-2кЪапрЬп(хр-уп) + 

+№и„р %+2пХоар С , * ( * , - У Я У - 2 А*2 « „ „ * „ _ , „ в& я + 

+ А = 2 а я р * я _ , р + 2 А 2 а я , > я в я - 2 ^ 2 а < ч , * / _ 1 р в Ь л -

- 2 2 а я , ( * р - « я ) « Э я + 

+ 2 и я , в я =Пп + 2к 2 и л р (дгр - „ „ ) в - А „ ) + 

* А » 2 « я р ( * я _ 1 / 1 в - & л ) ' + 

"* й*2 V „ ,< + 2 Й | V - -. „ «К -

+ 2 а л „ В* = Я „ + 2 Л 2 а л / 1 ( * , - | , я ) (/.(*„_, , хр) , у „ ) ) + 

+ 2 к! чар1).(1п_х, М-Щп-Х' у ) « „ -
: ^ % ( ^ - . , „ ) В „ + Х а „ Д . 

Так как 

>.{/,_,. хр)-Ч*„-х . *( ' , , - . . * , ) - М ' „ _ , . г/,-, )-ь 

< Ь | ж, - / / „ | + 2 11 </„_, - </„' « I | хр-уп +2 к I М, 

2 <*„„ I хр -уа | А ̂ 2 с„р (хр -уп)2 + к* = Оп + к>, 
р Р 

то 

*>„_, ^ 0 я + 2 * 2 а я , ( 1 ( ^ - ^ + 2 * 1 ^ 1 ^ - ^ ) + 

+ А2Х «„„ (X : ^ - у л 1 + 2 А /. Л П 2 + А А М + 

+ 2 - 1 а а , 2 а я р ( Х , | ^ - 4 , я . + 2 * 1 / * ) * + 

2 А я , 2 «, ( /, I хр-уп к !-/г '«, 2 - . - />„+2 А /. 0 „ + 4 А /. Л1(0„ + А2) + 



+ к-ьгОп + 4 кЧ*Мфа + к2) + 4 ШШ'ФШМ+2 Лг 2 а, / . (# я + 
+ кг) + 4 / е 4 а , Ш + 2 ках (йр +кг) + 
+ к*а1

2 = 1*п +к((2 6 + 4 
. + 4 А { Д О + 2 к а, 6 . + 2 а | ) Л я + 4 626.Л1 + 4 А:3/.2М + 4 6 3 / Д О 2 + 

+ Ш + 2 А 3а,6, + 4 А 3 а , Ш + 2 а , й 2 + ^ 3 а , 2 ) . 

Откуда 
* ( 0 2 ^ + 0 , ) , (6) 

где а 2 = 2 / . + 4 / . М + 2 а , + А : ( / . 2 + 4 6 2 Л1 + 2 а | / . ) и 
а 3 = А Л 1 + А 2 ( 4 Ш + 2 а , ) + А 3 ( 4 6ДО + 4 / Д О 2 + 2 а , 6 + 

+ 4 а , Ш + а 1 ) . 

И з (6) и 0 ( . = о следует 

О^аза^Сехр а2((,-(„)-1). (7) 

Если у ( 0 = а 3 а 2

- 1 (ехр а г ( / , —/) — 1) , то (7) можно записать 
в виде 

П„<1г«0- (8) 
Пусть со(х) (Л-$:о) — неотрицательная, неубывающая , по­

л у а д д и т и в н а я функция . Тогда с о ( х ) ^ 2 ы{у)у~лх (о<у^х). 
Всюду в дальнейшем будем предполагать , что со (с индексами 
или без них) удовлетворяет этим условиям. 

Оценим 2 ирп с о ( \ Х р - у а \ ) при апр^о 

2 V ш(\хр -у„ | ) = 2 ' а я р » ( ) х р - у п | ) + 2 " а я , <»(: \ 'У» I ) . 

где первая сумма берется по всем р, д л я которых 
| хр—уп | ^ 0 Я ' , а вторая — по всем р , для которых 

\ Х

Р - У п \ > 0 \ ' - Т а к Как 

^ - О ^ Ч / ^ ^ 2 ) о;'"|л,-уя|< 
^ 2 Ю ( Й Ь < А 2 * я , | *, -у„ ; ^ 2 Ш(^)ОГ" ( 2 

-0 я ) 8 )*=2 ( ,>ф я *) , 
то 2 и о п и > ( | * , - У п | ) ^ З с о ф я * ) . 

откуда 
2 а я р ( о ( д : / , - ( / я | ) ^ З о , ( у , Ч г л ) ) . (9) 

О - 4«0 120 



Оценка X а ь>(\х — у | ) | х - у \ проводится аналогично 
р р р р 

2 *НРЬЛ\*Р ~Уп I) \хр-уП\^2'+2"^<0{О*)О* + 

откуда 

2 % Щ \~ У„ 1)1*, - . ' / „ = 5 3 и>(т*а))У*Ю- № 
Если Мп = 2 апр х ю 2 а х = 2 а л р М л и Л*л_ , = 

Р р р 

= 2 " , - , Р Л Р = ^ \ а«-, р + | Л-1 (% *« - . р )*р = 

- | алр ал_,р * р + 2 апр Ь„_1р{хр+Ь в) = 2 алр хр + 

+Л 2 илр р е =^я^^ 2 алр Ц*„_, , у . 

Предполагая , что | ) . ' х (I, у(1))\*^М' и 

/я; (/, Х ) - У : х а, УШ-^ШЦХ-УЩ), 
оценим Сп =\ Мп —уп \. Так как 

Мп_, - у _ , -Мп-Уп + к-^пРМ1^<хр)-'^п-х • У „ ) ) - в „ 

то 

с,,., ^е я+*12« л >х^ р § р ) (л р -у л ) : - : - | е л = 
= С„ 4-А | 2 *яр (>.,(*„_ , , У - В Д , . . , , У„_, )4-

^ С л + А ( 2 « л , соА ( | 5 р - у „ _ , | ) ! л р - у „ 1 + 
р 

^ 6 ( 2 а л р ( и > х ( | 5 / , - У „ 1 ) + ^ ( ; у л - « / „ _ , | ) ) | л г р - у л | + 



^Сп+к(М'Сп -з тЫЧЫ^Ю +<4 Ш*)гк (.*„) + * а » . ) . 

Если VI ( 0 = 3 %(т'* ( 0 ) у ' / , ( 0 + « и х (М в)тЛ
 (О + А а,, то из 

Са_, ^Сп + Л ( М ' С +у>(1п)) и С , = о следует 

С „ < е х р М ' ( / . - г л ) ^ у , ( т ) е х р Л Г ( т - / 1 ) т (11» 

*1 

Если у а ( 0 = е х р М'Щ-Цр'*(т)ехр Л Г ( г - г , . ) й т , то (11) 

можно записать в виде 
С „ ^ у , ( 0 - ( Ш 

Пусть й ( г ) (1^о) — неотрицательная , неубывающая функ­
ция. Д о к а ж е м две теоремы о порядке приближения. 

Т е о р е м а I. Пусть график (/, у(1)) (о=?:/«5/,. ) характе. 
ристики, проходящей через точку г / ; . , лежит в П / у , и выпол­
няются следующие условия 

\Цх, у{())-*•(*, уЩ)ЩЦг-1\ ( (т . у(П)еПа), 
I х) —А (/, у (/))!==$/. ] х—у(1)] Ш,х) е П . . ) , 

1/(т. « / ( / ) ) - / ( Л У ( 0 ) | < О ( | т - ' 1 ) ((т, ; / ( / ) ) е П у ) , 

1т *) -т 0(*)) |«о,( |*-у(о) с(4*) е п,у), 
ф(*) -ф ( " (о ) ) | ^а><р( | . \ - - ( / (о )1 ) ( ( О , Л) 6 П / у ) , 

и сетка 5' допустима в П / у , тогда справедлива оценка 

I VЩ) - ЩКЗ соф ^ (о)) ю/ ( М к > *1 + 

+ 
о 

^ о , ( у ' М т ) ) й т + 2 й ( / г , / . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я н = о перепишем (3) в виде 

Р о р 

= Ф(Уо)+А(/(- 'о, 1 /0+ . . . 1 / , ) ) 4 р ) ; , (13) 
где р}у = 2 а 0 „ ( < р „ - < р Ы ) + * ( 2 а 1 в ( /„ , -

- / ( / о , / / , ) ) + - - . + 2 а1р (/,-_, р — / ( ' , _ ] . У / ) ) ) -



Для оценки р!у. воспользуемся формулой (9) 

| ' 2 а в р 1 Ф , - « р Ы ) | ^ 2 и „ ю» ( | * „ - У о ! ) < 3 соф (у 'Чо)), 
Р о 

1 2 % ( / « - , р - / ( ' л - , . < / „ ) ) ; = : ^ а п о (/(<„_, , * , ) -

- № п - , -Уг.-х) ±№п-Х - У,:-, ) - ^ ( ' л - 1 . У Я ) ) . ^ ^ я р 0 , / ( 1 ^ -

- < / „ _ , 1)4«у([»„_, - У Я | ) ^ 2 а я в и,( , 'х в -
- „ , ) + 2 со, ('{/„_, - у я | ) ^ 3 о , ( у ' ' « ( * я ) Н 2 Ю Д М 1 С ) , 

откуда 

I ^ ^ 3 со „ ( / ' » ) + А(3 о, (у Л ( / , ) ) + 2 «р /Мк)+ 
+ . . . + 3 ( 0 , (у1/. ( / . ) ) + (14) 

'/ 
+ 2 «о, ( М к ) ) < 3 0), ( у ' ' ( о ) ) + 2 й Д М к ) / , + 3 1 со, (у 1 '. ( т ) )</ т. 

о 

Перепишем (13) в виде 
и 

Ц 7 = Ф ( У Н ) + ^ / С т . У(т))<т т + р,у +р 2
у , (15) 

где р 2 .=А( / (г и , { , , ) + . . . 4 - / ( г л ._ | , | , у ) ) /(т. у(х))йх-

- ^ /(т. </(т))<2Т. 

откуда |р„ /(/о. у ( Ы ) + . . . + 
+ / ( ' , _ , .Л) -7(2/. I -

Т а к как 

• У „ ) -7 (2 л .У (1 я ) ) | = 1 / ^ _ 1 , * . > ~ Щ , »д а>4/(*в, у р ) -
- / ( I , У,)+№а> уа)-П1п.у(Ш^(\(п-> + 
+ 0 ( ; / я - | „ |) + о>,(| */„--«/(§„)!) < 2 О (А) + Ш / ( М к ) . 

то 
! Р 2 ! ^ ( 2 й ( А ) + , о / ( М к ) ) / г (16) 



Учитывая , что У ( г ^ ) = ф ( « ( 0 ) ) 4 ^ / ( т , У(х))4х из (15) 

о 

получим 

У1з оценок (14) и (16) следует теорема . 

Т е о р е м а 2. Пусть график (/,{/(0) * ч) характе­
ристики, проходящей через точку г{,, лежит в П , ; , и выпол­
няются следующие условия 

\шут-ш,у№)\^1\г-ц ((т. «/(0) в п..), 
,Х( / , * ) - * ( * , у ( 0 ) | ^ / - | ж - у ( 0 1 ( (*»*) в П, у), 

| / ( т , 1 / ( 0 ) - / ( М / ( 0 ) ^ 0 ( ! т - / ! ) Ш.уЩ) е п,>). 
| / ( / , д : ) - / ( / , 1/(г))|^1о / ( ,х-1/(Г)|) ((•', л) € П . ) , 

\К С . * ) - Я ] , (г, ! / ( * ) ) К < о ' х ( | * - ! / ( * ) ! ) ((*,•>'•• « п , у ) . 

/ > . * ) - / ; (/, 1 / ( 0 ) ( 1 ^ - 1 / ( 0 1 ) ((Г, X) е П Д 

1 ф ' ( ^ ) - ф ' ( 1 / ( о ) ) 1 ^ ^ ( | д : - 1 / ( о ) | ) ( (о , Л ) е П . Д 
| Я ( / , 1 / ( г ) ) 1 ^ м , ^ ( У Ш ) ! ^ ' , 

I/; с. !/(о ж л * ; , у ( 1 / ( о ) ) | ^ л 1 ; 

и сетка 5 допустима в П / у , тогда справедлива оценка 

| Щ)-йу\<3 Ы ; ( Г ' ( о ) ) у > ) Щ ф ) + (Й(А) + н / М к ) , г , + 

+ ^ с з Ц Iу1'* ( г ) ; т + 0 1 , ( М к ) у " г ( т ) +м) у 2 ( т ) ) * . 

о 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя оценки (10) и (12) , оце­
ним р! у в формуле (13 ) . 

' 2 а в , ( Ф в - ф Ы ) | Н 2 а о р Ф ' ( | р ) I * р - / /о) = 2 а о р ( ( ф ' ( | р ) -

- ф' (Уо)) (хр-ио) + Ф ' (Уо) (хр-у0)) | ^ 2 оор ю^(| л р -1/„:) !д в -1 /о | + 

+ 2 % Ф'(1/О) (Мо-1/о) < З Ц ' ,у""(о))у" ' (о) +/М ;у 2 («э) . 

I 2 % (/.,.., „ - / ( < „ _ , , ! /„))! = ! 2 а п / , ( /„_, , 6 Р ) ( ' „ - ! / , , ) ; = 



('„_, • 1р> - 7 , I ' . , - , - У/1-1 » Ц - У „ ) + 

. У „ _ , ) Ц , - У Я ) ) ^ 

^ 2 и я / , и > ; ( 1 р - 1 1 п _ х \ ) \ Х р - у п |.+ 

р 

+М, Гя(У < 3 о,; (у"2 (О)Г 2 ('«) + ' " / ( М к М ' ' 2 (У + 

+ 4 % (О-
Отсюда 

+ |* ( 3 м , (у 1 Чт))у"» (т) + о.; (Мк)у 'Л (т) 4-М/ у 2 ( т ) ) й т. 
[17) 

о 

Из (17) и (16) следует теорема . 
Отметим, что условие допустимости сетки, которое мы тре­

бовали в обеих теоремах, м о ж е т быть ослаблено . Действитель­
но, если просмотреть доказательства , то обнаружится , что допу­
стимость сетки использовалась только для доказательства того 
факта , что апр З з о . Таким образом , если вместо допустимости 

сетки в П1;- потребовать, чтобы выполнялось условие апр З г е . 
то теоремы 1 и 2 останутся в силе. С другой стороны, проверка 
допустимости сетки гораздо легче проверки условия апр Зэ=о. 

Д л я дальнейшего нам понадобится оценка для Ы'пр = Ь'пр+1-

Если сетка допустима в и в П ( / . выполняются следую­
щие условия: | 6 . Х а д | < й и \Ь]пр \"^ЩГ (Л) и | б ф „ (А), 
т о тогда 
\ьипр | < ( 2 1 ) - « { ( 2 и ? О Д 1 + ф / (А) )ехр 2 Цл-щ(А)). (18) 

Д л я доказательства (18) оценим Ь11п^р через т а х |6 Спр\-

В зависимости от знаков / , п р и ' - п р + 1 будем различать три слу­
ч а я . Если | 5 1 § п },пр -ъ'щп Хпр+1 1, то тогда 

I б Ч . + . Р 1 = 5 % I К 1+*„А I б 1'пр 6 ) . „ р : | и л р + 1 -

- А с | + 1 & У ) «5 т а х ; 6 Я , | + к ( I т а х | Ьпр | + И / ( А ) ) . 



откуда 

! б | ^ т а х 1 6 и п р \ + к \ 1 т а х | б 1'яр » +«•,(*))• 

Сели / . п р < о , а А л л + 1 > 0 , то тогда 

^ « + 1 , Н . р + 1 ^ ' „ , + 2 - ^ + ^ -

-КР (ипр--и«Р)+ьЫПр-
Пусть / . ( / „ . б) =о {хр ^ | с г л р + 1 ) и хр -% ^ 0 , 5 А, тогда при­

б а в и м и отнимем Ьпр (Опр+2 - и п р + х ) , если \ хр - | | > 0 , 5 А, то 

прибавим и отнимем А л р + 1 ( С / в р _ , - ' , , р ) . 

: 2 ^ л + 1 , ! < ; б ипр | + Ь п р | ( / „ - и л р + 2 + с п р + 1 ! + 

+ ; 6 Ь „ / ^ р + г - ^ р + 1 б , л р ; ^ т а х [61/^+ 

\-к(2 I т а х | б О \ + шЛп)). 
р 

Таким образом, во всех трех случаях справедлива оценка 
т а х I 6 ' - ' „ + • р | ^ т а х \бО ; - г А ( 2 / . т а х \6 С')+<яЛк))-

Р о 
И з этой оценки получаем 

| б Ьар | < ( 2 о)„(А)/ . + со / (А)) ехр 2 /. /„ - ю / А ) ) . 

Теперь рассмотрим возможность перенесения полученных 
результатов на более общий случай. 

Рассмотрим задачу Коши в верхней полуплоскости д л я 
почти линейной системы 

(*. X) = < \ ( Г \ Х)0'х ( / , .V) +Р((, X, О), 

щ 0 , Х ) = Ф ( Л - ) , 

где С1,Р иФ — «-мерные векторы, а Д — д и а г о н а л ь н а я мат­
рица я-го порядка. 

З а м е н у задачи (19) разностной осуществим аналогично 
тому, как это сделано д л я задачи ( 1 ) . 

^т1=АуЩ+Щ^ау+кРф 

ГАсР,=Р((, щ, ии). 



Если Р (/, х)=Р (/, х, V (I, х)), где 11 — решение з а д а ч и 
(19) , то 11 является решением задачи 

У, (г, х)=\(1, х) У'х((,х)+Р (1,х), 
У(о,х)=Ф(х). 

В силу расщепления изучение задачи (21) эквивалентно изуче­
нию задачи ( 1 ) . Если в П у сетка 5 допустима, а свойства Л , 
Риф нам известны, то тогда д л я оценки | с/ (г^ ) — V» ( м о ж н о 
воспользоваться доказанными теоремами. Пусть в П , , 
I У(гпр) — У п р \^С, а Р удовлетворяет условию Л и п ш и ц а по 
и с постоянной Уи=Уи-Ь0, тогда | 11{*.и) -1>и\ = \ С(<г у >-
— \'у +Уц — V,, \^С + \ VI'у |. Оценим | №у\- Д л я этого з а м е т и м , 
что 

Так как,Р((Лгяр))-Р(1. л р ) : ^ 1 ^ (*„,)-

I : ^ г п а х | " 7 д р | + А ^ ( ш а х | ^ | + С ) . № В Р = 0 , 

откуда | | ^ С ( е х р 1 г 1 , - \ ) . 

Таким образом, д л я \ 11(2у)—1 у\ получается оценка 

! ^ ( 2 , у ) - ^ у , ^ С е х р ^ . / , (22/ 

Д л я квазилинейной системы 
и; и, д - ) = л ( / , х, щигж ( / . .V) +р((, х, V), 

Що,Х)=Ф{Х) (23) 
справедливо аналогичное утверждение . 

Рассмотрим случай, когда разностные схемы задэч (23) ч 
(21) совпадают, а оетка 5 является допустимой для обеих з а ­

д а ч . Пусть в Пу | (У(2у) — Уу ,^С, Л удовлетворяет условию 
Липшица по II с постоянной а Р удовлетворяет условию 
Липшица по И с постоянной / . ^ 

| Д » -у -Уу \^М11, Ъу = Уу -Ьу. Тогда из 

К+гр-А* ^ а д + й л / №

л , + * ( ( Л ( У ( г ч , ) ) -
- Л ( 6 ' я р ) ) ( Д У я р - | / ч , ) А - « + / ( { / ( 2 я р ) ) - Р ( / / 1 Ч , ) ) 



следует 

I 1 < т а х | XV п р \+кфА (| ^ ! + С ) М + ^ ( | Ъ"пр\ + С)) = 

= т а х | .17 | 4 ШАМ+1г) (I ̂  + С ) , 
откуда 

I VЩ ~Щ 1<С ехр | / - А М + / ? ) г,.-
Таким образом, мы получили оценку, которая при Л, не за­

висящем от II, переходит в оценку ( 2 2 ) . 
Рассмотрим теперь смешанную задачу 

О] (I, х) = к(1, х) 1'х (I, х) +1(1, х) (Оо , *<о) , ( 2 4 ) 

V (о , х ) = ф ( ж ) ( х ^ о ) , У%о)=$Щ (12*0). 
При этом мы будем считать, что к((, о)>о (1^го). Если 
/ . ( / , о ) = ^ о , то задача (24 ) , если отбросить условие 11(1, о) — 
= ф ( / ) , превращается в задачу Коши. Случай, когда при х=о 
1 принимает значения к а к большие нуля, т а к и нулевые, а воз­
можно, и отрицательные, значительно сложнее предыдущих и 
в дальнейшем не рассматривается . 

П р е д п о л а г а я , что к, {, ф и ф таковы, что задача (24) имеет 
единственное решение. П р о д о л ж и м к и / на значения (1^о, 
х>о) так , чтобы к было больше нуля, а рассматриваемые д а л ь ­
ше задачи имели единственное решение. Тогда в первой чет­
верти получается задача Коши с начальной функцией ф ( х ) . 
Р е ш а я эту задачу, получим значения и (о, х) при л > о . Обозна­
чим их через ф. Тогда у нас задача (24) сводится к задаче ( 1 ) , 
т. е. решение задачи (I) с так определенными л, / и ф во второе 
четверти совпадает с решением задачи (24) . 

Пусть сетка 5 является допустимой для таким образом по­
лученной задачи ( I ) , и мы можем оценить отклонение решения 
задачи (1) от ее разностной аппроксимации, тогда можно оце­
нить отклонение решения задачи (24) от ее разностной аппрок­
симации. 

Если область влияния точки для задачи (1) лежит во 
второй четверти, то по предположению оценка у нас есть. Если 
же область влияния содержит точки правой четверит, то оценку 
можно провести следующим образом. 

Пусть 1)пр — решение ( 2 ) , а Vпр — соответствующее реше 
иие для задачи (24) и С„ о — ф л ^ С. Тогда XV п р = Vпр - V п р 

(р-^о) легко может быть оценено, исходя из следующих сооб­
ражений . I XV ! = о , I XV „ ^ С и XV =апп ХУпп +ЬКВШяа, 
Г I ор > ' • пр ' л+1 р пр пр пр пр 

откуда следует, что I № ^ С . Таким образом ; 1/(2^)— 



Подобно рассмотрению систем для задачи Коши м о ж н о рас­
сматривать и смешанную задачу для аналогичных систем. Здесь 
мы этим заниматься не будем. Отметим только, что при соот­
ветствующих условиях л е м м а 5 из работы [2] позволяет свести 
оценку отклонения решения от разностной аппроксимации для 
Системы квазилинейных уравнений к оценке д л я смешанной за­
дачи, аналогичной задаче ( 2 4 ) . 
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А. Я. Ленин 

О Ц Е Н К А О Ш И Б К И М Е Т О Д А С Е Т О К Д Л Я У Р А В Н Е Н И Я 

А н н о т а ц и я 

В перзой части работы д л я з а д а ч и Коши 

О', =7,(1, х) !/х -т-Д/. л) (г520, - со <х< со }, 

(У(о. л) =ф(лт) ( - со < л - < с о ) 

строится разностная схема и оценивается отклонение решения 
задачи Коши от решения системы разностных уравнений. 

Во второй части работы рассматривается возможность пере 
несения полученных результатов на системы и на смешанную 
задачу. 



А. 3. Ь е р ш 

АN Е5Т1МАТЕ ОР Е К Р О К 5 М ТНЕ Р1МТЕ 01РРЕРЕГЧСЕ5 
МЕТНОО А 5 А Р Р И Е Р ТО ТНЕ ЕСШАТКМ 

А п п о I а 11 о п 

1п 1Ье Пгз1 раг1 оГ Иле рарег, з о т е ПпНе сШГегепсез з п с т е з 
Гог 1пе СаисЬу р г о Ы е т — 

и\ = \ ((, х) и'х+/& х) (1^о, - о э < л : < с о ) 

Ц (о, х)=Щ {х) 

аге соп51гис1ес1. ТЬе сн^чаИоп оГ 1Ье 5о1и1юп о1 1Ье СаисЬу 
р г о Ы е т Ггогп 1Не зсЛитюп оГ 1Ье 5у51ет5 с/| ГтНе сИп'егепсез 
е^иа^^оп5 15 еуа1иа1еа\ 

1п (Не зесопа" раг1 оГ 1Ье рарег, 1Не ро551ЫШу 15 апаК'зеа -

оГ а ^епегаПгаИоп о[ 1Ье §1\'еп ге5и11з оп 1Ье 5у51ет5 апй оп 
Ше Ьоипс1агу уа1ие р г о Ы е т . 

• 



РЕТЕКА ЯТЫСКАЗ ЬАТУМАЗ УАЬЗТЗ и!<1УЕК51ТАТЕ5 21МТШ5К1Е КАК5Т1 
47. З Ы . . 1963. Ш1УЕК51ТАТЕ5 ЗКА1ТЬ05АЫА5 СЕМТКА НАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

А. Я. Лепин 

СВЯЗЬ МНОГОЧЛЕНОВ БЕРНШТЕИНА С МЕТОДОМ 
СЕТОК 

Рассмотрим задачу Коши в верхней полуплоскости 

С; = с / , V ( о , х ) = ф ( д - ) . (1) 

Д л я замены краевой задачи (1) соответствующей разност­
ной построим сетку 5 с шагом Л = я — 1 по х и кг^/г по I. Сетка 

6" состоит из узлов (/,., х}), где г(. =(к (<=о , ! , . . . ) > а х) —/ к 
(] = о, ± 1 , ± 2 , . . . ) . З а м е н и м (1) следующей разностной з а ­
дачей 

или 

^ + 1 / = ( 1 - и ) Ц 7 + х с ' / / + 1 . 10,=<9р ( 2 , 

где х = к л _ | . Используя (2 ) , выразим Vп0 через ф у. 

Ц , 0 = ( 1 - * ) Ч _ Ю "Мс с я _ 1 1 я = ( 1 - х ) ^ ' п _ . м + 2 ( 1 - х ) х (•<„_,,+ 

+ = • • • = 2 С* (1 - х ) х " ф (*„) = 
р=о 

=„1 * ( я ) с * "-р ( 1 - х ) = ъ « ( х ) • ( з ) 

Таким образом, мы видим, что I)п0 = />„ (х) д л я функции ф. 
Д л я полиномов Бернштейна хорошо известны следующие 

свойства (см. [1—2]). 

| В л ( х ) - / ( л ) ! ^ - | , „ ( п - " ) . (4) 

В„ (.V) - / (х) = ^ | 5 А я (.г) Г (х) 4 о ( « " О . (5) 



где 

Так как ср(х) =11(1 п , о ) , т о из (4—5) получаем следующие 
оценки: 

Упо-УУ* ° ) = 2 ( А / ) - ' 5 А . « ( Х ) Ф < * ) ( Х ) + О ( А О . (7 ; 
Л'=1 

Рассмотрим, как можно получить оценки, аналогичные оцен­
кам (6—7) , д л я задачи Коши 

V', = 1 ( 1 , Х)К> У ( ° . ' ) в Ч > ( 4 (8) 
Возьмем сетку 5 с шагом Л по А - и шагом й по / и заменим 

задачу (8) следующей разностной задачей 

г д е 0 ; у = 1 - А / , - ' л , / , ^Щ^Цщ., 

Фиксируем точку , Хт). Используя (7) д л я л ю б о г о / 
( р ^ й ^ п ) , можно получить формулу 

' „ „ , = * 2 % % . (10) 
р 

Д л я дальнейшего нам понадобятся следующие свойства ко 
эффицнентов а,,,: 2 и,-_ 1 о Щ а._1р г -,1а,- Ь{_х г г 

Р р Р 

и 2 1. 
Р 

Кроме того мы будем п р е д п о л а г а т ь , что в с е а1р З&о, д л я чего 
достаточно, чтобы было У- ^= 1 • 

Пусть у(() (о^1^1п) — решение задачи Коши 

</'= -/.(/. у), //(*„) = х „ „ 

причем 7. ограничено и удовлетворяет условию Л и п ш и ц а . Тогда 
для у, — у ('А справедлива оценка 

= ! г , + * / • ( ' , _ , , > 7 + в . = . ' / , . + ^ . + 0 . к | % | « :А 2 а . 

Докажем, что для 5 ' =— а1р хр — у. \ Г (г=о, 1, . . . ) спря-

ведлива оценка 5 ' =0(Нг1), если к и к одного порядка мало-



сти. Д л я доказательства применим индукцию, учитывая, что 
5 ° = \. Предполагая , что для 5 ' ( г ^ 2 \ ) эта оценка справед-

1 
лнва , д о к а ж е м ее для 5 2 у + 2 . После э т о г о из 2 * + ' < 

( 5 2 ' ' + 2 ) 2 - 'К- получим нужную оценку и для , тем са­
мым оценка будет д о к а з а н а . 

Л - 1 ~ - <*1-Хр\Хр -У = 

+ (2У + '2),1^;рО;_1р^Хр-у1_1)2-'+1 + 

2 у + 2 

+ | 2 С ; . / + 2 / , ' 1 а , / , , р Нг, -!/,_,)2'"';-' = 

-у, -«*,+*,}*•*+ 

+ (2 V + 2 ) Л I ̂  ^ - е , )**+Ч 

+ Д С'2,1+2П<1и1рЬ,_1р Ц% -п Л , - в ; ) 2 у + 2 - ' = 

- | % Ц - - " Г " / ' 6 . ) ' " ' + 2 ' - ( 2 « < , < * , - » , - Н ЬУ"+1 в ,+ 
2у + 2 

+ 3 С 2 У + 2 1 ^ , > ( ^ - ^ - ^ , ) 2 ' + 2 - ' ( -в,)Ч 

+ (2У+2)А 5 а * Ь , _ Х р Щ - У / -I, ь,)2-+1 + 
2 7+1 

+ ( 2 у + 2 ) Л Д < * , + 1 Б - Л 6 , ) 2 ' + ' - ' ( - 0 , ) ' + 

8 у + Я 2 7 + 2 - / 

- 2 а „ (хр - у / < + 2 - (2 У + 2)Л 2 «,„ А. (хр - »,.)2'+,+ 

| - 2 | * си* 2 - / / , ) 2 " + г - ' -

- ( 2 у + 2 ) 2 а ^ - ^ ' » + , в -



2-,-И 

- (2 V + 2) 2 С'2Ч+, I и,р (- Ь, ЩЦхр - в, + 
1=1 

2ч+2 2 у 4 - 2 - / 
* 2 1'2ч+2 2 С ; у + 2 _ / 2 а / р ( - & , Л ) " ( ^ - " / ) 2 7 + 2 " ' " Л ( - в , ) ^ 

( - 2 л-о р 
+ (2 у + 2)А 2 а ^ _ 1 л е ( * , - « , ) 2 * + 1 + 

р 

+ (2 у + 2 ) А Д С ' г , + , Е а ( / м ^ ( - й . А У ( ^ - у ^ ' + 

2у+1 2 у + 1 - ' 
+ ( 2 ч - + 2)А 2 С'2./+1 2 ^ - ^ « ^ ^ . ^ ( - Й . А ) ^ ^ -

1=1 п-о Р 

- г / , ) ^ + , - ' - л ( - в , . ) ' + 
2 у+2 ^ 2 7 + 2 - / - л 

^ 2 » + 2 ^ ^2>+2— / ^2^ ^ 2 74-2—/_л 

2 а „ ( х р - / / , ) 2 - ' + 2 ^ - л - , ( _ в . ) " = 

= 3 * * И + (2 у + 2 ) А 2 а „ (* , ._„ е - 6 , ) Ц, -у,.) 2--

- ( 2 у - г 2 ) 2 а ( в ( * р - У , - ) 2 ^ ' В , + 0 ( А » * » ) < 

^ 5 2 V + 2 ' + А ( 2 V + 2 ) ^ . 5 2 • ' + 2 + А а ( 2 V + 2 ) 5 2 V + 2 + 0 ( А / г • ' + , ) , 
откуда получаем 5 , 2 у + 2 = О(Л*+|). И т а к , нужн а я нам оценка 
получена-

Д о к а ж е м теперь оценки, аналогичные оценкам ( 6 — 7 ) . Пусть 
ш(х) {о^х) удовлевторяет условиям: ы(о)=о и со(>. А) г;; 

о)(х) (>.=го). Тогда, если | ф ( л ) — ф ( 1 / ) | ^ о ) ф (| д : — / / 1 \ 

то 

Ьлт - » ( * . . Хт) = 2 аор ф(лр) - 2 аор ф(</(о)) = 
р р 

= 2 а (ф(^р)-ф(у(о))), 
р 

откуда для р>о и 1> = 5 2 имеем 

* У ; ^ 2 а 0 / , а > ? ( ! л 0 - / / ( о ) , ) = 
р 

= 2 а о р со? (/>-'/. р -1 , Х -уо | 0"йр) ^ 2 аор (0~'1г р - Ч * р - у 0 | + 
р р 

+ 1)о>, (0*Р) = » , ( 0 " ' Р ) + 0 - ' " р - ' % ( 0 * р ) 2 и„ ' *„ 
р 

^о)„ ( Я * р)+р-'ш_ ( 0 * р) = (1+р-«)юф(!>•'. р), 



\ият-и(1я- - ^ ) ; ^ ( 1 + р - ' ) < о ф ^ / . р ) . (ю> 
Если л = 1 и 1п ^п-\ то 0 ^ 4 - ' п и при Р - ^ 2 - ' из (10) по­

лучаем 

что согласуется с оценкой (6 ) . 

Пусть ф ( д г ) = ф ( у ( о ) ) + ф ' ( у ( о ) ) ( х - у ( о ) ) + . . . + 

ь Ф ^ Ш ) ( * - у ( о ) ) * + ф ( * - у ( 0 ) ) ( * - у ( о ) ) « 

и 
1 ф ( л - - у ( о ) ) | ^ о ф ( : х - у ( о ) | ) . 

Тогда 0т-Щ$п, хт)~Ба0,(фЦ,)-ф(«у(о))) = 

- 2 а ч в ( ф ' Ы ( * р - У о ) + • . . + (А !)~У*> & , ) ( * , - у в ) * + 

+ * ( * р - « У о ) ( * р - У о ) * ) = 

= Ф'(«Уо)2а в р ( г , - 0 о ) + . . . + ( А ! ) - у * > Ы 2 а о , ( *„ -< /» )* + 

+ 2 а о р ф(*„ - | , о ) 1 ^ - Ы * . 

Оценим 2 а ^ Ф Й р —Уо) (хр—Уй)к. 

\ 2 - У о ) (* р - 1 / о ) * 1 ^ 2 а о ; , о) ф (| Ж , - | И ) | 

^ 2 а 0 ? ( 1 + а - , | л / ) - г / 0 ! ) ( О ф ( а ) | л ; / ) - 1 / о ! * = Л у ( а ) ( 5 * - г а - ' 6 ' * + | ) . 

При а = 5 * + 1 : 5 * получаем оценку 

| 2 ф ( . ^ - у о ) ( л р - 1 / о ) * : ^ 2 с о Ф ( 5 * 0

+ 1 : 5 * ) 5 * , 

а при с! = р /(''«имеем 

I 2 Ч>(*„ -«Уо) 1 * , - * в ) * 1 < « # (р А'Л ) (5*+р- ' А-1'» 5 * + 1 ) , 

в частности при р = 1 получается оценка 

I 2 ф | Х - У о ) (*. - У о ) * , '^о .ф (А'Ь) (5* -г-А'А 5 * + ' ) . 
р 

Учитывая оценку д л я 5 * , получаем 

2 (л„ - у о 1 * = 0 ( Ш ф ( « * ) * « • ) . 
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Если обозначить 2 авр (хр —у0)г=3', то получим 

иит ~ и Шй, *т) = Ф ' ( У » ) 5 ' + • -." + (к\) - у * > (уо)5* + 

+0(щ (№)«*'»)• ( И ) 

Если л = 1, к = 2 I, к = п~1 и А ^ Л , то д л я точки ( / „ , о) из (11) 
следует ( 7 ) . 
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А . Я. Лепин 

С В Я З Ь М Н О Г О Ч Л Е Н О В Б Е Р Н Ш Т Е И Н А 
С М Е Т О Д О М СЕТОК 

А н н о т а ц и я 

Если задачу Коши 

С] = 1\ , V (о, X) = <р (л) ( / о , - оо < д - < оо) 

простейшим способом з а м е н и т ь разностной, то решение раз­
ностной задачи совпадает с многочленом Берчштейна , откуда 
получаются оценки для отклонения решения разностной задачи 
от решения задачи Коши. В работе этот результат обобщается 
на задачу Коши 

\3\ =}.((, х)С''х , «У(о, х) = Ф ( Л - ) ( / 2* 0 , - о о < д - < оо). 



А. У. ъерьп 
оп 

ТНЕ СОЫЫЕСТКМ В Е Т \ У Е Е \ В Е К № Т Е М ' 3 
РОЬУМОМ1АЬ5 А ^ Т Н Е Р1МТЕ 01РРЕКЕМСЕ5 МЕТНОЭ 

А п п о I а П о п 

И 1Не СаисНу р г о Ы е т — 

и\ = 1/х; 11 (о, х) = ? (х); ( / > о ; - о с < * < 0 с ) 

15 1гапз[огтео! Ьу т е а п з о{ а 81тр1ег те(пос1 1о а ПтЧе сШе-
гепсез р т о Ы е т , 1пеп !Ье зо1и1юп о11Ье Ппке сШГегепсез р г о Ы е т 
сошскзез шЙЬ Вегпзгет ' б рогугкмгпаЬ; ( г о т ^ Ы с Ь сопсЫзюп 
\уе а г п у е а! ап е з И т а г е Гог Ше й&пя#ов о1 1Ье з о М ю п оГ а 
ПпИе шНегепсез р г о Ы е т [ г о т 1Ье зо1их1оп о!" №е СаисЬу рго­
Ы е т . ТЬе гезиИз аге депегаПгес! т 1Ье СаисЬу р г о Ы е т . 

(/, = !((, х)Ц'х; и (о, х) = у ( * ) ; ( * > 0 ; - с о < х < оо). 
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РВТЕКА 5Т11СКА5 1АТУЦА5 УАЬ5Т5 и\1УЕК51ТАТЕ5 21\АТМ15К1Е КАК5ТТ 
47. БЕЛ.. 1963. 1№ЦУЕК51ТДТЕ5 5КА1Т1.05А\А5 СЕN ГКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

3. Я. Плуме 

О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ПУАНКАРЕ ТЕОРИИ 
ПОТНЕЦИАЛА В СЛУЧАЕ РАЗОМКНУТОГО КОНТУРА* 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Пусть в плоскости г—Х+1у з а д а н а разомкнутая дуга Ь = 1\12-
Касательная к /_ образует с положительным направлением оси 
Ох угол, удовлетворяющий условию Гельдера . Плоскость 2 , из 
которой в ы р е з а н а линия назовем о б л а с т ь ю 5 . Точки области 
5 обозначим через г, точки линии Б, не совпадающие с ее кон­
цами — через (, концы линии Ь — через / | , и /г. Положительное 
направление /~ считаем от 1\ к /г. 

Мы будем говорить, что функция Ф(г) непрерывно продол-
жима на точку I линии Л слева, если Ф ( г ) стремится к опреде­
ленному пределу Ф + ( ( ) , когда г стремится к / по л ю б о м у пути, 
оставаясь однако слева от Б. Если функция ф ( г ) непрерывно 
п р о д о л ж и м а слева на к а ж д у ю точку линии /_, то будем гово­
рить, что Ф(г) непрерывно продолжима слева на 

Мы будем говорить, что функция Ф (г) непрерывно продол­
жима на точку I справа , если Ф(г) стремится к определенному 
пределу ф — ( г ) , когда г стремится к г по любому пути, оставаясь 
однако справа от /_. Если функция Ф ( г ) непрерывно продол­
жима справа на к а ж д у ю точку линии /_., то будем говорить, что 
Ф ( г ) непрерывно продолжима справа на Ъ. 

Ф + ( 0 и Ф~(1) назовем соответственно левым и правым 
граичным значением функции Ф ( г ) . 

Мы будем говорить, что функция Ф(г) непрерывно продол­
жима на конец /, (или / 2 ) , если Ф ( г ) стремится к Ф ( / , ) (или 

* Результаты этой работы доложены на всесоюзном совещании по 
применениям методов теории функций комплексного переменного к зада­
чам математической физики. (Тбилиси; февраль 1961 г ) . 



Ф ( ^ ) ) , когда 2 стремится к 1\ (или /2) по любому пути, не по­
п а д а я на V. 

Если функция Ф(г) голоморфная в к а ж д о й конечной обла­
сти, не содержащей точек линии I. и непрерывно п р о д о л ж и м а 
на /- слева и справа , кроме, буть может , концов, а вблизи кон­
цов удовлетворяет условию 

где / — один из концов линии Ь (/] или /2) и й>о и б < 1 по­
стоянные, то будем говорить, что Ф ( г ) кусочноголоморфная с 
линией сканков 

2. З А Д А Ч А П У А Н К А Р Е В С Л У Ч А Е Р А З О М К Н У Т О Г О К О Н Т У Р А 

З а д а ч а состоит в следующем: найти кусочноголоморфную 
в области 5 , непрерывно п р о д о л ж и м у ю на Ь, ограниченную на 
концах, исчезающую на бесконечности функцию Ф ( г ) , дейст­
вительная часть которой и=Не Ф(г) удовлетворяет гранич­
ным условиям: 

Ш^Г+Ш ^ г + с ( з ) и - = !-(з), { 2 Л ' 

где Л ( 5 ) , В ( 5 ) , с ( з ) — з а д а н н ы е на Ь действительные функции 
класса Н, (+, /"- — з а д а н н ы е на ^ действительные функции 
класса Я*, 5 — дуговая абсцисса , п — н о р м а л ь линии 2.. 

Эта задача в случае замкнутого контура была поставлена 
Пуанкаре [9], но решено только в случае , когда А (з) = 1, с(«) —0 
считая притом, что контур /- и функции В(з) и / ( 5 ) аналитиче­
ские. Первое законченное решение в случае замкнутого контуру 
было дано Б . В. Хведелидзе [8]. Д л я случая разомкнутого кон­
тура задача Д и р и х л е решена И . Н. Мусхелишвили [4], когда 
А ( $ ) = В ( 5 ) = 0 , с ( 5 ) = 1. В случае , когда В{з) = с{з) = 0 , полу­
чится задача Неймана . Э т а з а д а ч а решена в частном случае , 
когда контур Ь состоит из конечного числа отрезков действи­
тельной оси, М. В. К е л д ы ш е м и Л . И. С е д о в ы м [3]. Д л я произ­
вольной дуги, кривизна которой у д о в л е т в о р я е т условию Н, з а ­
дача Неймана решена автором [6] при условии, что функция 
Ф ( г ) ограничена на концах линии С м е ш а н н а я задача тео­
рии потенциала, когда В{з) = 0 в случае разомкнутого контор) 
рассмотрена автором в кандидатской диссертации [7]. Р е ш е н и е 



этой задачи приведено к системе сингулярных интегродиффе-
ренциальных уравнений. Так как задача Неймана , а т а к ж е сме­
шанная задача теории потенциала являются частыми случаями 
задачи Пуанкаре , то вместе с решением задачи П у а н к а р е по­
лучим и решение этих задач . 

3 П Р И В Е Д Е Н И Е З А Д А Ч И П У А Н К А Р Е К С И С Т Е М Е С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х 
И Н Т Е Г Р О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

Преобразуем граничные условия (2.1) в несколько иной вид. 
П о л о ж и м 

Ли ои л , ди . -
— = — СО5 0 + — 51П в аз сл ау 
йи ди . _ ди _ 
- 7 - = =г-ЫП 0 + ^ - С 0 5 0 , 
ап сх о у 

(3.1) 

где 0 — угол, составляемый касательной в точке ( 0 с положи­
тельным направлением оси Ох. Тогда условия (2.1) примут 
вид: 

а (во) ои 1 

дх Ь(8о) - щ - - т - с ( 5 0 ) и 4 - = / + ( 5 о ) 

а ( я ° * | ^ - + ^ Ы - 0 - + ^ ( 5 а ) « - = / - ( 5 ° ) . 

(3.2) 

1 д е 

Г а ( 5 0 ) =~А ( 5 о ) 5 1 П 0 + В ( 5 о ) С О 5 0 , 

\ Ь(80) = Л ( 5 0 ) С О 5 0 + В ( 5 о ) 5 1 П 0 , 

во — дуговая абсцисса точки ( 0 . 

(3.3) 

От функции и мы будем требовать, чтобы ее частные про­

изводные 
ди* ои~ ди* ди~ 

принимали граничные значе-дх ' дх ' ду ' ду 
ния, удовлетворяющие условию Н. 

Условия (3.2) м о ж н о записать так : 

Г Яе{(а + 1Ь)[Ф* ( / 0 ) ] Ч с Ф - ( / о ) } = [ + ( / о ) 

| Ке{(а + 1Ь)[ф- (10)У +сФ-(10)}={-{*О) 



К а ж д у ю кусочногомоморфную ф у н к ц и ю , и с ч е з а ю щ у ю на 
бесконечности, можно представить в виде (см [5]): 

где 

Ф Ю - * < / < « ) ) - и м ( з . б ) 
ц ( 5 ) и \ - ( 5 ) — действительные функции д у г и 5 . Следовательно 
Ф(г) примет вид 

ц(д) +1у{я)]Г{*)0$ ( 3 7 ) 

1-2 

Согласно формулам Сохоцкого, граничные значения этой функ­
ции имеют следующие значения 

Ф 1 / Ы ] ^ Ы ^ ( , ) 4 / Ы 5 > + ^ 1 / , ( 5 ) " 

1 ц ( а ) + | у ( д ) К ( д ) Л 5 

(3.8) 

Ф " [ г ( 5 о ) ] = - Ц ( - 5 о ) - 1 \ , ( 5 о ) - 1 - ^ Г - ^ 

Д и ф ф е р е н ц и р у е м формулу (3.9) по г. 

Получим 

I 

Интегрируем правую часть этой формулы по частям. Тогда 

получим 

а//., Ф(М , Ф(А) , .1 с 
* У г > Л 1 ( / » - 2 ) + Л 1 ( / | ~ г ) + Л 1 I < - 2 ' 

^ 

Т а к как мы ишем решение задачи , ограниченное на концах ли­
нии I, положим (см. [5] § 29 и [6]) 

с р ( / 1 ) = с р ( / 2 ) - 0 (3 .1! ) 
или, согласно (3 .6) , 

И о ) = ц ( о ) = У ( / ) = Ч ( / ) = 0 . (3.12) 



Формулу ( 3 . 1 0 ) можно переписать так : 

Ф ^ Д Г Ш ^ г » * ' ( * ) + « • У Ч * ) 1 * ( 3 1 3 ) 

Тогда производные граничных значений примут следующие зна­
чения: 

I 

з\\йЗ 
Ф ' - [ ' ( 5 о ) ] = - [ ц ' ( 5 о ) + » У ' ( 5 о ) ] / ' Ы 4 ^ - Г 

( 3 . 1 4 ) 

Подставляя правые части формул ( 3 . 8 ) и ( 3 . 1 4 ) в граничное 
условие ( 3 . 4 ) , получим 

Щв 11 йЩ + 1 Ь (во)][( (*' ( 5 ° ) + ' V' ( 5 о ) ) (С05 в - 1 51П в ) + 

1 Гр'(з)аз . 1 Г\'(з)с1зл , . . . . , 

да I ' — 'о я ^ ' — «о 

а ( 5 0 ) + 1 7 » ( 5 0 ) ] [ - (ц ' ( 5о ) + 1 У ' ( 5 О ) ( С 0 5 в - 1 3111 в) + 

- 1 С ( 5 О ) У ( 5 О ) + +—^~ I + 
' Ы у У ( 5 ) Г ( 5 ) ^ 5 | ( 3 . 1 5 ) 

^ 

Обозначим 
а ( 5 0 ) = а ( 5 0 ) + 1 Ь(з0). (3 .16) 



Тогда систему (3.15) м о ж н о переписать т а к 

[ а ( 5 0 ) с О 5 в + 6 ( 5 0 ) 5 1 П в ] ц ' ( 5 0 ) — 

- [ Ь ( 5 0 ) С 0 5 в - а ( 5 0 ) 5 1 П в ] у ' ( 5 о ) -

I 

С ( 5 0 ) 

Я н т \ ( 5 ) Л > = / + ( « о ) 

— [а ( 5 0 ) СОЗ в + Ь (зп) 51П в ] ц ' ( 5 0 ) + 

+ [ & ( 5 0 ) С 0 5 в - а ( 5 0 ) 5 1 П 6 ] У ' ( * | ) - (3.17) 

_ с ( 5 о ) 1 1 ( 5 о ) _ ^ М ^ / ? в [ ^ ] ц ( 5 ) ^ + 

М ы получили систему двух сингулярных интегродифферен-
циальных уравннеий с д в у м я неизвестными функциями ц.(.ч) и 
\ ( 5 ) . П о к а ж е м , что эту систему м о ж н о привести к системе двух 
сингулярных интегральных уравнений. 

4. П Р И В Е Д Е Н И Е С И С Т Е М Ы С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х 
И Н Т Е Г Р О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И И К С И С Т Е М Е 

С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И И 

Положим (см. [1]) 
Ц ' ( 5 ) = 6 ( 5 ) , у ' ( 5 ) = 0 ( 5 ) . (4.1) 

Тогда будем иметь 

| ф ) - I ц($1Ш+Сг, * ( « ) = | * о ( 5 , ) ^ , + С 2 , (1.2) 

о о 

где С\ и С-2 произвольные пока постоянные. 
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Последние соотношения можно переписать так : 

Ц ( 5 ) = У 5 | ) 9 ( $ 1 ) Й 5 + С|, У ( 5 ) = С ы(5, 5( ) О (5| ) (13, + С2, 

где 
(1»(5, 51 ) = 1 При 0 ^ 5 | ^ 5 

5 | ) = 0 1 ф И 5 < 5 ] ^ : / , 

если / — длина дуги. 

Тогда система (3.12) примет вид: 

1 а ( 5 0 ) с о 5 в + Ь ( 5 о ) 5 1 П 6 ] д ( 5 о ) — 

— [Ь (5 0 )СОЗ в — О ( 5 0 ) 5 1 П в ] а ( $ о ) — 

+ С ( 5 0 ) ^ " ' ( « 0 . 5 ) 0 ( 5 ) ^ 5 + 

+ С^^еГГуЩ(15 5 , ) о ( 5 , ) ^ 1 = Г ( 5 и ) 

1. I 

- [ а ( 5 о ) С 0 5 в + & ( 5 о ) 5 1 П в ] д ( 5 0 ) + 

-4- [Ь (5о)СОЗ в — а ( 5 о ) 3 1 П в ] О ( 5 о ) — 

1. 1 

— с ( 5 0 ) ^ш(з0, з)о(з)(1з — 



+ с ф ^ с ^ с 1 $ = ! _ { 5 о ) ( 4 4 > 

I 

Таким о б р а з о м мы получим систему двух сингулярных ин­
тегральных уравнений с д в у м я неизвестными функциями 0 ( 5 ) 
и 0 ( 5 ) . Принимаем во внимание, что 

^ Н е [ т Г Г ] й $ = Я е ' [ 1 п - *О) - И Л - М ] = Яе[11п | 12-(0\-

— г /л ; /, — /о | - а г 8 ( / 2 - М + а г 8 ( / , - / 0 ) ] = а г е ^ — ^ 
' 2 — 'О 

/ 2 - / 0 (4.5) 

Тогда систему (4.4) м о ж н о переписать так: 

[ а ( 5 о ) С 0 5 в + А ( 5 0 ) 5 1 П в ] о ( 5 0 ) + 

— [ 6 ( 5 0 ) С О 5 в — а ( 5 0 ) 5 1 П 0 ] О ( 5 0 ) — 

+ ^К\(50, 5)д(8)ё5+ ^К(5о, 5 ) а ( 5 ) ^ 5 = § ^ ( 5 0 ) 

- [ а ( 5 0 ) С О 5 0 + 6 ( 5 о ) 5 1 П в ] о ( в 0 ) + (4-6) 

[ 6 ( 5 0 ) С О 5 0 — а ( 5 о ) 5 1 П 0 ] О ( 5 0 ) — 

А Л + I"К2{5о, 5 ) 0 ( 5 ) ^ 5 + I К(50, 5)о{5)а,3 = 0-{8о) 

1 А 



Ядра К\(з0, 5 ) , / ( 2 ( 5 0 , 5 ) , К ( 5 0 , 5 ) м о ж н о определить сле­
дующим образом. Обратим внимание на то, что 

(15) о {5)45 (4.7) 

Тогда 

VI \ I \ , \ с ' ( 5 " ) Г о Г ' У ( 5 ) с о ( 5 , 5 ) - I . . . 

К\ ( 5 О , 5 ) = С ( 5 О ) СО ( 5 0 , 5 ) ф I Кв I — ± 4Ь 

К9 (50, 5) ш - { С (50) о, (*,, 5 ) + ^ [Ш [ Х ' ( 5

Х

) ^ ' 5 ) ] ® 

2 + 0 о ) = / + N - С,с(«о) + — С , с (5 0 ) аго; -

— — С 2 С ( 5 0 ) / Л 
л 

1-1 - и 

ё~(*о) =Г~(*о) - С , с ( 5 0 ) 4- -5- С | С ( Я 0 ) а г 8 т — ' ° 
Л »2 — 

* 0 

— — С2с(5и)1п 
тс 

'2 ~ /"и 
Л - / о 

(4.8) 

Д а л е е обратим внимание на то, что 

» ' А ( 5 О ) "1 • 1а(50)45 * А ( 5 Ц ) ^ 5 
Р Г 1 А ( 5 О ) "1 • 1 А ( 5 0 ) ( 7 5 , I а(5а)й5 

~*е\Г*=ЬГГ 2 (*-*„) + 2 ( / - М 

» О («о) 1 А ( 5 Р ) Б / 5 1 Ц ( 5 0 ) Г ' ( $ ) Б 1 / 

2 (*-*о) 2 ( Г - М 2 ( / - М 
^ 5 4 -



. I а{з0)1'2(з)(1з 1-{0 

„ Г с х ( 5 0 ) "1 а ( 5 0 ) < & а(з0)1'2(з)е15 

* е П = М 2 7 ^ ? 7 Ч Т=й>— + 

( — «о 

Третье слагаемое правой части не влияет на характеристиче­
скую часть уравнении системы (4 .6) . 

Тогда м ы можем систему (4.6) переписать так: 

[ й ( 5 0 ) с О 5 в + Й (5о)51П В] 0 (во) — 

— [ 6 ( 5 0 ) С 0 5 в — а ( 5 0 ) 5 1 П в ] О<5о) — 

1 а ( Д о ) Гд(5)(15 / а ( д о ) П'2(з)^(з)(1з 
2я } 1-й 2л ] 1-й 

и(50) Г о(з)('2(з)с15 а ( д о ) Га(з)ё5 
+ 2 л ) 1-1и

 + 2 л / 1-10

 + 

4 - ^ * Л 4 , ( 5 0 , 5 ) 0 ( 5 ) ^ 5 + ^ Л / ( в о , 5 ) а ( 5 ) Й 5 = Я + ( 5 „ ) 

- [ а ( $ о ) с 0 5 в + Ь ( 5 0 ) 5 1 П в ] д ( 5 0 ) + 

+ [Ь ( 5 0 ) С О 5 в - а ( 5 0 ) 5 1 П в ] О ( 5 0 ) — 

I аЫ Го(5)й5 1а(з0) П"2(з)о(8)аз « ( я 0 ) Го(з)с1з 
2 л ^ / - / о 2 л ^ / - Г о + 2 - я У 1-(о 

а ( 5 0 ) Г . " 2 ( 5 ) 0 ( 5 ) Й 5 5о) / Г 2 ( д ) о 

Л, 
(4 10) 

1 

4- У Щ*0, 5 ) б ( 5 ) ^ 5 + ^Л;(50, 5 ) о ( 5 ) Й 5 = § - ( 5 0 ) , 



где 

из *~*с 

Т-Т0 м 2(30, з)=К2(30, 5 ) + | | ' о ( 5 о ) ^ ( Я ) ^ - ' » 

й , 1-й Ы(зй, з)=К(зъ, 5 ) + * а ( в 0 ) П « ) (4-11) 

5. П Р И В Е Д Е Н И Е С И С Т Е М Ы ( 4 . 1 0 ) К О Д Н О М У С И Н Г У Л Я Р Н О М У 
И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О М У У Р А В Н Е Н И Ю 

Вычитаем второе уравнение системы (4.10) из первого. 
Получим: 

2[0(5 0 )С05 в + Ь(5 0 )51П в ] (>(5о) — 
- 2 [&($„)соз в - а ( 5 0 ) 5 1 п 0 ] а ( 5 0 ) + (5.1) 

+ 2 С ( 5 0 ) ^(Зо, 3) О ( 5 ) 0$ = / + ( 5 0 ) - / - («о) - 2 С, С ( 5 0 ) . 

л 
Выразим о ( 5 0 ) из (5 .1 ) : 

, а ( 5 0 ) С О 5 0 + 6 ( 5 О ) 3 1 П 0 , . 
6 ( 5 0 ) С О З 0 - а ( 5 о ) 5 1 П 0 

+ - Г Т - ^ 6 ^ 0 ) , ч • а Г<-)(50. 5 ) 0 ( 5 ) ^ 5 -
& ( 5 о ) С О 5 0 - а ( 5 о ) 3 1 П 0 ] 

А 
{'(з0)-1'-(зо)-2 С,с(з0) 
2 [ Й ( 5 О ) с О 5 0 - а ( 5 о ) 5 1 П 0 ] ' 

если 6 ( 5 о ) с о з 0 а(5о)з1п 0 (5.2) 
Подставляя это значение о в первое уравнение (4.10) , получим 

Г ( 0 ) = 4 ^ Л ^ ф Ш + | > ( 5 о , зМз)с1а=Нт, (5-3; 

где у («о, 5 ) , Г ( 5 0 , з ) , Н(з0) вполне определяемые функции. Это 
уравнение всегда имеет решение в данном классе И, если урав­
нение 

Г * - ' 0 (5.4) 

не имеет решения отличного от нуля в союзном классе Н' (см 
15] § 112). 



Если уравнение (5.4) имеет нетривиальные решения, то 
уравнение (5.3) разрешено в классе к тогда и только тогда 
когда имеют место условия: 

/ Щз)Ъ (5)1'(3)45=0 ( / = 1 , 2 , . . . . к'), (5.5) 

где ф;. ( / = 1 , 2 к') — полная система линейно независи­
мых решений союзного класса к'. 

6. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е П О С Т О Я Н Н Ы Х С, И С 2 . 

6 О С У Щ Е С Т В О В А Н И И Р Е Ш Е Н И Я . 

Незивестную функцию 0 ( 5 ) мы м о ж е м о п р е д е л и т ь из урав ­
нения (5.5) . П о д с т а в л я я 0 ( 5 ) в (5 ,2) , найдем функцию 0 ( 5 ) . 
ФУНКЦИИ и ( 5 ) и у-(5) МЫ м о ж е м о п р е д е л и т ь из соотношений 
(4 .2 ) : 

ц ( 5 ) = ^фйОзГ+Си у ( $ ) = рЫФх+Сз (4.2) 
о о 

Т а к как 
ц (о ) = у ( о ) = о , 

то 
С,=С-2 = 0. 

Получим 
а а 

ц ( 5 ) = ^^(5^)с^5,, у ( « ) = ^о(5[)451 (6.1) 

о о 

Т а к как 

ц ( / ) = у ( / ) = 0 , 
то 

^С(5)С15 = 0, ^0(5)45=0, (6.2) 

Э т о значит, что з а д а ч а имеет решение л и ш ь тогда , когда вы­
полнены условия (6 .2) . П о д с т а в л я я значения ц($) и у($) из 
(6.1) в формулу (3 .5) , найдем искомую ф у н к ц и ю Ф ( г ) . 
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О Р Е Ш Е Н И И З А Д А Ч И ПУАНКАРЕ В СЛУЧАЕ 
РАЗОМКНУТОГО КОНТУРА 

А н н о т а ц и я 

В работе рассматривается задача П у а н к а р е : найти кусочно-
голоморфную функцию Ф ( г ) , такую что ее действительная 
часть 0(х, у) удовлетворяет условиям: 

А{$)ж~ + В ( 5 ) ч г +«(*)«<*)-г*(«) 
А{5)ж~ +В(5) ч г +«(*>«(*)-М*) 

па открытой линии /. . Предлагается , что кривая / . принадлежит 
к классу кривых Л я п у н о в а . 

З а д а ч а решена путем ее редукции к сиш улярному инте­
гральному уравнению. 
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Е. Л. Р ш т е з 
оп 

ЗОЬУНЧС ТНЕ РОДОСАКЁ РРОВЬЕМ 114 ТНЕ СА5Е 
ОР АN ОРЕМ 1 Л № 

А п п о х а 11 о п 

Тпе Р о т с а г ё р г о Ы е т — 1На1 оГ ПпаМп^ 1пс р1есе п о 1 о т о г р п е 
ГипсИоп Ф (г) и зисп т.па1 Из геа.1 рагт 0 (х, у) и заПзПез Ше 
Го11оимп§ сопшНопз: 

А($) ^ +В(3) ~ + С(5)И(5) = / + ( 5 ) 

А(з) ^ + В ( 5 ) ^ 4 - с ( « ) « ( « ) = / - ( 8 ) 

оп ап ореп Ппе Ь 15 соп51(1егес1. 
ТНе Ппе I. 15 5ирро5ес1 (о Ье о! ЬларипоГГБ с1аз5. Тпе р г о Ы е т 

15 5о1\'ес) Ьу т е а п з оГ гесЫсИоп 1о а 5 т § и 1 а г т1е§га1 ециаИоп. 



РЕТИНА 5Т11СКА5 ЬАТУЫАЗ ГА1.513 Ш1УЕК51ТЛТЕ8 2ШАТЫ15К1Е К А К 5 Т 1 
47. 5Е.1.. 1963. иМ1\"ЕК51ТАТЕ5 $КЛ1ТЬО$Л\А$ СЕNТНА КЛК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Л. И. Рубинштейн 

ОБ О Д Н О М ВАРИАНТЕ О Д Н О М Е Р Н О Й З А Д А Ч И 
СТЕФАНА С УСИЛЕННОЙ Н Е Л И Н Е Й Н О С Т Ь Ю * 

З а д а ч а Стефана об определении поля температур в среде с 
изменяющимся фазовым состоянием привлекала последние 
годы внимание многих исследователей. П р и этом отчетливо вы­
явилось два принципиально различных подхода к самой про­
блеме. 

В работах первого направления акцентируется то, что за­
дача Стефана является задачей со свободной границей. При 
таком подходе выписываются, тем или иным методом, явные 
\ равнения, определяющие свободную границу (границу раздел:-1 

ф а з ) , причем иногда удается отделить задачу отыскания этой 
границы от задачи определения температуры внутри каждой 
фазы**. 

К этому направлению принадлежат работы наши [2] —[8], 
Ивенса [10], Сестини [11], [12]. Д у г л а с а [13], [14], Кояоднера 
[15], М е л а м е д а [16], Фридмана [17] —[20], Миранкера [21] и Ки-
нера [22]. Методы, применявшиеся во всех этих работах, при 
всем их различии между собой, приводят к построению класси­
ческого решения задачи С т е ф а н а . При этом, как правило , з а ­
дача решается первоначально в «малом», в предположении, 
что область начального существования к а ж д о й ф а з ы не вы­
рождается в т о ч к у * " . Р а с п о л а г а я решением з а д а ч и в малом 
удается осуществлять его продолжение на произвольно задан­
ный промежуток времени, т. е. строить решение в большом [<^ 
[20]. 

*) Доложено на IV всесоюзном математическом съезде. См. также [1]. 
**) Здесь и ниже мы пользуемся термической интерпретацией задачи, 

что конечно, не обязательно. 
***) Имеется в виду одномерная задача. 
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В большинстве работ указанного направления предпола­
гается , что свободная граница я в л я е т с я изотермой. О д н а к о , к а к 
показано нами [5] и Колоднером [15] это предположение не я в ­
ляется существенным. М о ж н о считать , что температура свобод­
ной поверхности я в л я е т с я з а д а н н о й гладкой функцией от коор­
д и н а т ее точек. 

Н а том же пути решаются задачи , в которых на свободней 
границе выполняются обычные условия с о п р я ж е н и я многослой­
ных задач [9]. 

Второе направление , представленое р а б о т а м и Л. Камено-
мостской [23] и О. Л . Олейник [24], приводит не к классическому, 
но к обобщенному решению з а д а ч и . Д л я метода Каменомост -
ской-Олейник существенно то, что свободная граница является 
изотермой. Число ж е ф а з может быть переменным во времени. 
Таким образом метод Каменомостской-Оленник не н а к л а д ы в а е т 
никаких ограничений на область начального существования 
каждой ф а з ы . 

Обобщенное решение задачи строится в кл<«ссе суммируе­
мых функций. Эквивалентность его классическому решению, в 
случае существования последнего, вытекает из теоремы един­
ственности и теоремы, у т в е р ж д а ю щ е й , что классччекое ре^еии<? 
задачи является т а к ж е и обобщенным ее решс.шем. 

Нам представляется интересным отметить, что подход к ре­
шению задачи Стефана , развитый Каменомостской и Олейник, 
существенно связан с т е м , что задача Стефана может б ь п ь 
сформулирована (в случае нзотермичпости границы раздела 
ф а з ) , как обычная квазилинейная к р а е в а я з а д а ч а д л я уравне­
ния теплопроводности с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и . Условие 
сопряжения в местах разрыва коэффициентов (так называемое 
условие С т е ф а н а ) используется при построении обобщенного 
решения только д л я редукции исходного уравнения к уравне ­
нию вида 

Из всего дальнейшего хода анализа условие Стефана север 
шенно выпадает. 

Таким образом при построении обобщенного решения з а ­
дачи Стефана акцентируется то, что э то з а д а ч а , поставленная 
для уравнения с разрывными к о э ф ф и ц и е н т а м " , в то время к а ч 
при построении классического решения акиентируестя характер 
этой задачи, как задачи со свободной границей . Это различие 
представляется н а м существенным по д в у м причинам . С одной 
стороны во многих прикладных з а д а ч а х интерес п р е д с т а в л я е т 
определение одной лишь границы р а з д е л а ф а з , а не распреде -



ления температур внутри области, заполненной к а ж д о й из фаз 
С другой стороны само введение понятия обобщенного решения 
задачи основано на изучении уравнения (1) методами, специ 
фичными для линейных задач . Это д а е т некоторым исследова­
телям повод относить з а д а ч у С т е ф а н а к числу задач со «слабой 
нелинейностью»*. М е ж д у тем отказ от изотермичности границы 
раздела ф а з и акцентирование наличия свободной границы по­
зволяет вводить в формулировку задачи Стефана нелинейности 
сколь угодно сложного характера , притом совершенно естест­
венно с точки зрения приложений. 

Ниже рассматривается следующий вариант задачи Стефана 
с усиленной нелинейностью и акцентированием влияния нали­
чия свободной границы на все течение процесса. 

Требуется найти у(1) и и(х, I) так , что и(Х, I) Ш -ч— и(х, I) 

определены и непрерывны внутри параболической области О'': 

0 = { о < л < у ( т ) ; с<т<1; о<Ксо} 

причем внутри Б и удовлетворяет уравнению 

0д2и . ди • . да ,п , 

и на границе й (т. е. при х=о, х=у (I) и 1 = о) условиям 

^- -1(1, и) при Х=о; (0.2) 

и = ср(лг) при г = о ; (0.3) 

и = у[у(1)] при х = у(1); (0 .4) 

у{1) =1(1, и. ^ , у) при х=у(1); у(о)=1>о (0.5) 

З а д а ч а (0 ,1)—0,5) рассматривается ниже абстрагированно 
от какой либо конкретной физической интерпретации, поскольку 
нас интересует здесь одна лишь математическая сторона во­
проса. Отметим только, что введение в уравнение (0,1) зависи­
мости Г от у и у' позволяет, в частности, включить в рассмот-

*) Так было сделано О. А. Ладыженской в ее обзорном докладе на 
четвертом всесоюзном математическом съезде. 

**) Следуя Пини [25] мы называем область 0 = {/.\ ( " ) < * < Х 2 (*)• 
° < т < [ } параболической, если точки интервала Х1(*)<-*<"/.вС) считаются 
ЕЕ внутренними точками при любом 1 > » , так что граница Ъ состоит из 
отрезка XI ( " X * ( О ) < Ха; 1 = 0 и линий х = х,;(•:)(« = 1,2); о < т < * . 



рение з а д а ч и с излучением материи или энергии на свободной 
границе (на поверхности р а з д е л а ф а з ) , с поглощением этого 
излучения в объеме, заполненном изучаемой средой. 

§ I. И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я З А Д А Ч И 

1.1. Н а ш а б л и ж а й ш а я цель состоит в редукции задачи 
(0 .1)—0,5) к системе интегральных уравнений. Будем сперва 
рассматривать вспомогательную задачу . 

Пусть -/,•(*) (1 = 1, 2.) имеют при о<(< со непрерывные про­
изводные первого и второго порядка , причем растут при 
1-*о не быстрее чем г ~ * и 

Рассмотрим область О 

0={хг(т) < * < Х г ( т ) ; О < ( Т ) Е = Г ; о < / < с о } 
с параболической границей 

Г - ( г = Х / ( т ) (| = 1. 2 ) ; Х 1 ( о ) ^ д г ^ х « ( о ) : * = ° ) 

Пусть и непрерывна в 0 * = 0 + Г вместе с и удовлетворяет 

внутри В уравнению 

Пусть Е(х, () фундаментальное решение уравнения теплопро­
водности 

Е(х, 0 = ( 2 У я " 0 - ' в х / » ( - ^ - ) . (1.1.2) 

Имеет место интегральное п р е д с т а в л е н и е 

и (х, ф аЩ-хУ) ~ 

г 

-иЦ, т) щЕХх-Ъ аЦ(-х)) ]ах + 

+1 иЦ, т) Е(х-1, аЦ1-х))а-1 + 
г 

+ ЦГЦ. х)Е(х-1, а*(Ь-%))й\й%. (1.1.3) 
"'о 



Равенство (1.1.3) бдуем ниже называть фундаментальной фор­
мулой. В ней можно заменить Е функцией Грина любой из трех 
классических краевых задач , определенных д л я области О или 
любой области О ' покрывающей область О. 

Предположим, что область й л е ж и т по одну сторону от пря­
мой л г = л ' 0 . Заменим Е в (1.1.3) функцией Грина второй краевой 
з а д а ч и д л я полупрямой х>х0 ( л ' < л ' 0 ) : 

0(х, |, 1)=Е(х-Ъ, аЧ)+Е(х + 1-2х0, аЧ) 

и введем обозначения 

_ =V^(()• и 

Х=Х! (О 

(1.1.4) 

1=0 
= ф(л"). 

(1 .1 .5 , 

Тогда (1.1.3) можно, пользуясь дифференцируемостыо Ху (О 
( / = 1 , 2 ) , записать в виде : 

I 

«'(*• О = Г [ « Ч - т ) (т )х, (т)] Щх, х , ( т ) . / - 1 

/=1 
Х|(о) 

/ Ф (5 )С7(д - , 

1 

-ЩХ, Х , ( т ) . / - т ) 

1 = 1 

+\ Г ( 1 х I Г { 1  х ) 0 { х'Е <  (~ х ) с 1 1' 
0 Ул(') 

(1.1.6) 

П о л о ж и м 

0 ; х . ( ' ) < л - < х 2 ( 0 ; г ^ о (1.1.7) 

и найдем его интегральное представление, пользуясь (1.1.5). 

Пусть д(х, | , г —т) функция Грина первой краевой задачи 
д л я полупрямой л ' ^ д г 0 : 

8(х, %, 1)=Е(х-\, аЧ) + Е(х+ | - 2 х 0 , аЧ) (1.1.8) 
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Пусть, д а л е е , 2=(т) некоторая д и ф ф е р е н ц и р у е м а я функция . 
Тогда 

•± 0(х, §, 1-т) = - щ е(х, & г - т ) ; 

° * Щ 6 ^ 5 ( т ) - ' - т ) = - Ё ( т ) - щ ) 5(Ж. 1(Т), Г-Т) 

( 1 . 1 8 , ) 

(1.1.8,) 

Пусть X I ( О < * < Х а ( 0 1 ' > ° - Тогда при вычислении б/(*, / ) 
можно дифференцирование в правой части (1.1.5) производить 
под знаками интегралов. П о л ь з у я с ь (1.1.8|) и (1.1.82) и инте­
грируя в нужных местах по частям, найдем 

Я(х, п= 1 (-1)П^}(о)-Ч(%}(0))]е(х, х,(о), о + 
х,(о) 

+ У* Ф ( | ) * ( * . 5 . 

Х1<0) 

+ - д | ( - 1 ) я - « Гы ; (т ) е (А- , / у ( т ) , / - т ) Л + 

о 

I 

( _ 1 ) ; - . а 2 ^ ^ ( Т ) ^ § ( д . , х . ( х ) , / - Т ) < * т } -

о 

I •/.»(-) 

г" а т ) - з ё е{х, 1,1-т)аь. (1.1.9) 

З а м е т и м , что в силу условия непрерывности и Б О* 

о » / ° ) = Ф ( х у ( ° > ) 0 = 1 , 2 ) . (1.1.10) 

и следовательно первые два слагаемых в правой части т о ж д е ­
ственно равны нулю. 



Перейдем теперь в (1.19) к пределу при х-*-%к{1) (к= 1, 2 ) . 
Пользуясь теоремой о разрывах теплового потенциала двой­
ного слоя, согласно которой 

П т ( - 1 ) ' - а 2 / V (х)-^д(х, щ ( т ) , 1-х)йт~ 
х^,и) + {-\)'^0 ^ 

= ^^^1)+(-^У +  1а 2^(х)-^ёи1(0, Х ; . (т) . / - т ) ^ т , (1.1 11) 

' о 
и учитывая (1.1.10) и (1.1.5) найдем 

V, ( Г ) = 2 | Д ( - 1 ) ' + ' У * [ ^ ( Т ) ^ ( - Г . Х / ( Т ) , * - * ) + 
о 

Х»(0) 

+ а 2 У У ( т ) - ^ё (^ , Х,(т>, < - т ) ] Л + ^ Ф(Ю^(А', I, 
х > ) 

/ * / Г а . т ) ^ 5 ( л М , / - т ) ^ } | ^ ( о (1.1.12) 

х,(-) 

Аналогично, переходя к пределу в (1,1.5) , получим 

ш , . ( / ) = 2 | Д ( - П ^ К а ^ , ( т ) + \ ч > ( т ) х , - ( т ) ) 0 ( л : , х , ( т ) , ' - т ) -

д 
- а 2 ш у ( т ) С(дг, Х / ( т ) , / - т ) ] о ' т + 

Хг(о) ( й(<) 

х*(0 
(1.1 13) 

Е (1 .1 .5) , (1 .1 .11) , (1 .1 .12) и (1.1.13) входят одновременно значе-

"Ия " и Ш н а Г Р а н и ч н ы х кривых х = у_1(1) и л' = х а ( 0 - Незави­

симо ж е может быть з а д а н а лишь одна из величин и, дх 



на каждой из этих кривых. Будем д л я определенности полагать, 
что заданы У| И Ш2. Тогда д о л ж н ы считать в ( 1 . 1 . 1 2 ) к = 2 и и 
( 1 . 1 . 1 3 ) 6 = 1 . 

1.2. Уравнения ( 1 . 1 . 1 2 ) и ( 1 . 1 . 1 3 ) могут быть использованы 
для отыскания и(х, I), удовлетворяющей уравнению ( 1 . 1 . 1 ) при 
условиях 

/ . ч ди 

х = У.г(1) дх 

1 = 0 

* = Х » ( * ) 

= ф ( Л ) 

( 1 - 2 . 1 ) 

( 1 . 2 . 2 ) 

Именно, пусть из ( 1 . 1 . 1 2 ) и ( 1 . 1 . 1 3 ) найдены VI (I) и 
Внесем их в ( 1 . 1 . 5 ) и п о к а ж е м , что и(х, () действительно удов­
летворяет всем условиям задачи ( 1 . 1 . 1 ) , ( 1 . 2 1 ) , ( 1 . 2 . 2 ) , если 
только р(х, I) о б л а д а е т необходимой степенью гладкости для 
того, чтобы объемный тепловой потенциал 

Р(1. т ) ^ ( л - | , аЩ-х))сЦйх 

был решением уравнения ( 1 . 1 . 1 ) * * 

В этих условиях очевидно, что и(х, I) удовлетворяет урав­
нению ( 1 . 1 1 ) и начальному условию ( 1 . 2 . 2 ) . Выполнение усло­
вия 

1|П1 11 = й У | ( / ) 
( 1 . 2 . 3 ) 

очевидно, в силу способа построения уравнения ( 1 . 1 . 1 3 ) . Д а л е е , 
переходя к пределу при 1—-о и используя равенства*) .*** 

Игл / у{1)Е(х-1,аЧ)с11 = 
1—4 

о; л < а ; л > р 

^ ф(л-); л = и или Л ' = р 

ф(лг); а < л < р . 

( 1 . 2 - 4 ) 

*) При сделанных выше предположениях система (1.1.12), (1.1.13) яв­
ляется системой уравнений типа Вольтерра с ядрами, обладающими сла­
бой особенностью. Следовательно она имеет единственное решение в классе 
непрерывных функций. 

**) Это заведомо имеет место, если Р(х, I) удовлетворяет условию 
Гбльдера по л- и I. Более сильные достаточные условия найдены Жевреем 
(26). 

*** Заметим, что если * = Х| (о); Э = Хг ("). то (1.2.4) будет справед­
ливо и при х = Ху(1) 0 = 1, 2) или при любой непрерывной х(1) С (а, (3). 



выполняющиеся для любой непрерывной ф ( х ) , убедимся в том, 
что 

Игл о»1(0=Ч)[х1(о)] (1,2.5) 
1—0 

Перейдем теперь в (1.1.5) к пределу при л - * - / 0 ( / ) . Пользуясь 
(1.1.1 1) найдем 

П т и = Ы'АП+'•'(!.-,((). / ) . ( 1 2 6 ) 
*-*&(') 

где Ь'(х, () означает правую часть (1.1.6). Н о это значит, что 

П т Н т и = |сс ' 2 (о)-т-+ф[х. , (о)] ( 1 2 7) 

Отсюда и из щ (о) = ф ( х 9 ( о ) ) следует, что и непрерывна в точке 
(Хд.(о), о ) . Сопоставляя (1.2.2) , (1.2.5) и (1.2.7) убедимся в 
том, что V непрерывна в О*. Но в таком случае из способа по­
строения уравнения (1.1.9) очевидно, что правая часть (1.1.9) 

ди „ 
действительно равна - г - . .Зто означает , что 

П т ^ =Ь1'2(1)+0(х2(1). I). (1.2.8) 

где С — правая часть уравнения (1.1.9). Сопоставляя (1.2.8) 
и (1.1.12) (при /г = 2) убедимся в том, что действительно 

1Ш1 | | = » 2 ( * ) . (1.2.8*) 

Заметим теперь, что по условию задачи выполняется неисполь­
зованное до сих пор равенство 

М0)=ф.л№ (1.2.9) 

Переходя в (1.1.9) к пределу при х-*-хх{1) найдем 

П т ^ ^Ьи^О+СХх^с). О (1.2.10) 

х^хЛО+о 



Переходя в этом равенстве к пределу при 1-*-о и учитывая 
(1.2.4) найдем 

а это, в силу (1.2.9) , означает , что 
ди • 

1Ш И т ш = Ф ( Х 1 ( ° ) ) ( 1 . 2 1 1 ) 

Аналогично, переходя к пределу при 1-*-о в (1 1.12) убедимся 
в том, что 

И т И т ^ =ф(х 9 И). (1-2-12) 

г-*о л'—х 2(0-« 
И з непрерывности и и ^ в О* следует , что к и применима 

фундаментальная формула (1 .1 .3) . П о л о ж и м 

П т « = *,*(0; = „ , . ( / ) ( , .2 .13) 

*^-Х| (О 

В таком с л у ч а е (1.1.13) с з а м е н о й Е на С даст подобно (1.1.5) 

« (х , 0 = А а * р 2 ( т ) + а » 2 * ( т ) х » ( т ) ] б (л-, Х 2 ( т ) , / - т ) ^ т -
о 

- у [ а ^ , * ( т ) - ^ ( т ) Х , ( т ) ] 0 ( х , Х ] ( т ) , / - т ) < * т -
о 

I 

~ й * [ ю * * ( х ) 7% С ( х ' Х 2 ( т Ь 

о 
1 

+ 0 , ^ * 0 ; , (т) С(д-, хх ( т ) , / - т ) Л + 

О 

Х2(о) ' Х20) 
+ | ср(|)0(дг, | 0<*1 + I Г(1,х)0(х,1,1-х)й1. 

х,(о) * х.(-) (1.2.14) 



Положим 

V^([)-V^*(с)=V(^)•, Шг(1)-щ*Р)=т(1). (1.2.15) 

Вычитая (1.2.14) из (1.1.5) получим 

о - - ^ ( т ) х 2 ( т ) С 7 ( л - , Х о ( т ) , / - т ) С ? т - а ^ о ( т ) С ( д - . Х ] ( Т ) . I-()4х-

о о 

I 

- О » у* а>(х) -щ 0(х, Х , ( т ) , / - т ) 4 т . (1.2.16, 

о 
Переходя здесь к пределу при х-*ул({) —о с помощью (1.1.11) 
найдем 

ш ( 0 = 2 | I И т ) Х 2 ( т ) ( 7 ( х 2 ( 0 , Х.(т) . < - т ) Л -

о 

- а 2 ^ 1 ? ( т ) О ( Х з ( 0 . Хз(т) . / - т ) а ' т -
о 

- а = | ю ( т ) - ^ 0 ( Х а ( 0 , Х 2 ( т ) , / ~ т ) л | (1.2.17, 

С другой стороны дифференцируя (1.2.16) по л\ пользуясь 
(1.1.8|) и переходя к пределу при х—у_1(1)+о найдем 

V(^)=2^ Гда(т)х2(т) 4гМ(Х1(1)>Х*(т),(-т) йх + 

I 

+ 0*1 о(х) щ ё ( / г ( 0 . Хх(т). 1-г)4х + 
О 

I 

+ а*1 и»(т) щ ёХхЖ Х 2 ( т ) . * - т ) * } (1.2.18) 

о 

Система (1.2.17) — (1.2.18) является однородной системой ин­
тегральных уравнений типа Вольтера с ядрами, о б л а д а ю щ и м и 
слабой особенностью (т. е. ядрами, все повторные ядра кото­
рых, начиная с неоторого номера, ограничены) . Следовательно 



она имеет только тривиальное решение до(/)=у(«)=о что 
И т. д.* 

1.3 . Вернемся теперь к исходной задаче Стефана (0.1) 
(0.5) . Допустим что решение ее существует и определено при 
о ^ г ^ Г , причем при этих I 

о < е ^ ! / ( 0 . ( 1 . 3 . 1 ) 

ди ' 
В этом предположении Р(х, I, и, , у, у), /(/, и), у (у) и 

ди 

7.(1, и, —, у) можно считать известными функциями от г и л 

Следовательно кипу применима развитая выше теория. 
Примем 

Ха(0=о; ъ(1)=у(1); хи = о; (1.3.2) 

ди 
дх - « * { * ) ; в 

Х=у(1) 
= -о(1); у(!)=г(1). (1.3.3) 

х=о 

При таком выборе хо из (1.1.5) выпадут слагаемые , зависящие 
от и 1 х ш о Поэтому (1.1.5) , (1 .1:9) . (1.1.12) и (1.1.13) запишутся 
теперь в виде: 

и(* , 1)=Ь'(х, Ь\и% Ч1. р , и< Я. Щ О, у, г); 

д(х, 1)=Я(х, ер, % Р, и, у, та, V, у. г); (1.3.4) 

0 ( 4 = 2 Я':х=у(1) = У((\}, Ф, ф, Р. Щ Я, Щ V, у, г); 

а»(/) = V ' х = т /'• Ф- Ф. Р, Щ Я. а», о, & г ) ; 

где 
(7(х, /1 / , ф, ф, Р, и, я, ш, у, у, г) = -

= -а^1(х, * . ( т ) ) С ( л - , о , Г - И Т + 

*) Заметим, что для этого заключения существенно неравенство 

X, ( * ) < * < & (•) 0 < т < * 

Б случае у л (о) = у . г (о) рассуждения должны быть значительно более 
тонкими) 



О О 

Я(х, I)}, ф, ф, Р, и, ц, ш, о, у, г) = 

= ^ ф(е)я(л-. | . Ш+а* |* 11% *) СИ °- <-*)<**+ 
о о 

I 

+ I у\(у(т))г(т)д(х, у(т), 1-х)йх-

о 

1 

- а^ь(х) -щ ё(х, У(х), г-х)йх-

о 

- I их I Р ( | , т. и, д, у, г) ~ §(х, | , / - т ) Л . (1.3.6) 
о о 

К системе (1.3.4) н а д л е ж и т присоединить уравнение (0.5) в 
интегральной форме: 

2(1) =2(1, фд>, </) 

У ( 0 = ' 4 - ^ Г ( т . ф. V, у)йх=Щ », У) (1.3.7) 
о 

При написании системы (1.3.4) — (1.3.7) существенно использо­
вано требование 

Ф ( / ) = Ф ( 0 (1-3.8) 

непрерывности и в точке (у(о),о). Поскольку §(х, о, ()=о и 
Х1 =о слагаемое 

[ ш , ( о ) - ф ( у . 1 ( о ) ] ^ ( л - . / л ( . о ) , 0 = о 

+ ^ [а*»(т) +Ч>Ыт))г(хПО(х, у(х), 1-х)их-

о 

-а'^(УЮ)-ЩО(Х.У(Х), / - т ) < / т + 

о 

1 I УЫ 
+ (<{(1)С(х, | , С йх I Р(г, т. И, ц, у, г)0(х, | , 1 - т ) < / | 

*' • (1.3.5) 



при любых IV, (о) и <р(о). Однако , так ж е как в § 1.2 из уравне­
ния (1.3.4) для го (г) сразу следует, что требование непрерыв­
ности и в точке (о, о) автоматически учиытвается этими урав 
нениями. Точно т а к же, как и в § 1.2, автоматически выпол­

н и . . . . 
няется условие н е п р е р ы в н о с т и - ^ в точке (у (о), о) т. е. условие 

О ( О ) = < } ( / ) . (1.3.9) 

Наконец из априорного условия 

/ ( о , ф ( о ) ) = ф ( о ) . (1.3.10) 

которое мы будем предполагать выполненным, и доказанного 
выполнения условия 

ш ( о ) = Ф ( о ) , (1.3.10*) 

следует, что — = <7, определяемая системой (1.3.4) — (1.3.7), 

непрерывна в точке (о, о ) . 

Система (1.3.4) — (1.3.7) получена в предположении сущест­
вования решения задачи (0.1) — (0 ,5 ) . О д н а к о из рассмотрений 
§ 1.2 и из (1.3.8) — (1.3.10) следует, что если существует ре­
шение и(х, I), у(1) системы (1.3.4) —1.3 .7) , т о оно является 
решением исходной задачи (0.1) — (0.5) т . е. что задачи реше­
ния систем (0.1 — (0.5) и (1.3.4) — (1.3.7) эквивалентны. 

§ 2. С У Щ Е С Т В О В А Н И Е В М А Л О М Р Е Ш Е Н И Я С И С Т Е М Ы 

(1 .3 .4)—(1 .3 .7) 

2 .1 . Н и ж е будем п р е д п о л а г а т ь , что 1=у(о) с (0,1) и что 
Р, / . Ч1- ф н 2 обладают с л е д у ю щ и м и свойствами: а) / , ф и ф 
удовлетворяют (1.3.10) и (1 .3 .8) ; б) Р, / , ф, ф и 2 определены 
при о = ^ х ^ 1 и о ^ / ^ 1 * ) ; в) Р, / и 2 однократно, гр — д в у ­
кратно и ф т р и ж д ы дифференцируемы; г) Неравенства 

о « < 1 ; о = ^ | / 5 г 1 ; о ^ л - ^ 1 ; \ ха\<М,; |и|<ЛГ« | о | < Л / з ; 
1<71<Л/ 4; | г | < Л / 5 (2.1.1) 

*) Длины интервалов (0,1) по х и / выбраны произвольно, так как 
задача решается в малом. 



влекут за собой выполнение неравенств 

\!(1,ха)\^Ми |ф(«у)1; |ф(«/)|^ЛТ 2 ; \2\^М3; 

| ^ | ^ М 4 ; |ср|; ! Ф | ^ М 0 

(2.1.2) 

щ 
01 

«3/ 
дно л, А ; 1 ^ "ВД 

1 07. 
\ш 

01 07 
ду 

дР 
дх 

О? 
01 

дР 
ди 

дР 
дя 

дР 
ду 

(32 # « 1Ф11Ф1; 1 Ф 1 « * А 1 

(2.1.3) 

Рассмотрим, в этих предположениях, следующий итерационный 

процесс. Пусть но0(1), "о (* . I), Яо(х, г ) , 1/ 0 ( /) , 2 0 (/) и у0(1) про­
извольные дифференцируемые функции, удовлетворяющие при 

о ^ л г ^ ! ; о ^ г ^ 1 неравествам (2.1.1) , неравенствам 

(2 1.4) 

где Ь , / . 5 , I,* некоторые произвольным образом фиксиро­
ванные постоянные, и условиям 

&о(0=го(г); ао(уо{1), I) = М О ; «о(о, о = « ' в ( 0 ; 
л 0 (л ' , о ) = ф ( л - ) ; </и(л\ О ) Ф ( А - ) ; а у 0 ( о ) = ф ( о ) ; у0(о)=[ 

(2.1.5) 

Определим, далее , а ; л , . - . ,< /„ равенствами 

» „ = ^ ; <?„=<?„; = ? я ; 2 „ = 2 „ ; У Л = У Я , ( 2 . 1 . 6 ) 

15— 4260 1 7 7 



где* 

^ К - . . V I - V . - V I • • V , • V I ) ; 

0«*-ИС»*. "„-.><?*-!• <«_! • ^ 1 > ^ 1 - ^ 1 , и : 

<?„ = <Э К» " л . V I • V I • V I • V ) • 

2п = 2 К > V » я . * 2 я - 1 • V I >• 

(2.1.6*) 

Нашей б л и ж а й ш е й задачей является доказательство существо­
вания 7">о такого, что при о ^ л г ^ 1 ; о ^ г ^ Т * семейства функ­
ций {и) п }; {ип}; {<7„}; {ьп} и {гп} равномерно ограничены и 
равностепенно непрерывны. Отсюда , из теоремы Арцела и не­
прерывности операторов XV . . . 2 будет, очевидно, следовать су­
ществование в малом решения системы (1.3.4) — (1 .3 .7) . 

2.2. И т а к д о к а ж е м существование Т0>о такого, что если 
а), и, <7, V и г удовлетворяют (2.1.1) при о < л - < 1 о ^ г ^ Г 0 , то 
этим ж е неравенствам будут удовлетворять значения действу-

*) В выражении оператора С входит потенциал двойного теплового 
слоя 

) — Е(х)-у(-), а*(1-х))ах, 

испытывающий разрыв при переходе через точку (х=у(1), г). При пи-
строении уравнений (1.3.4) — (1.3.7) мы считали 6<х<у(1). При опреде­
лении же итераций мы должны считать, что и„ и уп определены при 
о<х<уп т. е. вообще говоря, в области более широкой, чем область не­
прерывности оператора 0 . Во избежание связанных с этим затруднений 
будем считать оператор О. продолженным по непрерывности. Иными сло­
вами добавим в правую часть (1.3.6, слагаемое г)(1—у (()), где т] (х) 
единичная функция, т. е. 

| 0 Х < Й 

Ч ( * ) = <~2 Х=° 

и х>б 



ющих на них операторов XV, (У, С, V и 2. С этой целью введем 
обозначения 

Ли (*. Л I . г, Ь т ) ) = 

т) аЦ1-х))йх; 

Лщ (х, *, | , т | Д х , г, | , Т ) ) = 

/ (-V, 6 | , т) Е(х+(-1)% аЦ(-х))с1х; 

$ (х, Л 11 / О , * , ! ) ) = 

|) Е(х+(-\)%, аЧ)а% 
(2.2.1) 

У4.,(л% I, \, т, а, В | / ( * . I, 1,х)) = 
( 9 

= ^й% 11(х, I, I х)Е(х+(-1)% аЦ1-х))с1%; 
о а 

• Ы * . Л I. т, а. В | / (л- . /, | , т ) ) = 

В этих обозначениях ( 1 . 3 . 5 ) и ( 1 . 3 . 6 ) з апишутся в виде: 

V (х, * | / , <р, К, и, 9 - к>. ». У. г ) = 

= 2 [ Л , (л\ < ,о , т | - / ( т . 0 . ( 1 ) ) + 
1=1 

+ ; , , - (л-, /, у(х), т\о(х)+а->у(у(т))г(т)) + 
+-М*, г, у ( т ) , т | - Ч - 0 / ( т ) ) ) + 

(*• Н1ф(Ю)+-М*. 1. *. о, у(х) \Р(Ъ, т, и, д, у, г))}. 
(2.2.2) 
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0_(х, 11 / , ф, хр, Р, ш. и, ц, V, г, у) = 

= 1 ( - 1 ) ' + ' [У,.,-(л-, I, у(х),х,а-Ц-(у(т))г(т)) + 
1=1 

+ / « (*, г, о, г 1/(т, т - ( т ) ) ) + / 2 . , - (л", / , ь / ( т ) , Т | - » ( * » + 

+ • $ ( * , *, I : Ф ( | ) ) + / 5 . / ( А - , / , | , т, о, у(х) \ -Р(1. т, и, 9 . у, г)]+ 
+ а{с)ч(х-у(1)). 

(2.2.3) 

Итак, пусть имеет место (2 .1 .1) . Возьмем 7*0 > о столь малое, 
что 

о < о ^ / - Л / 6 Г * < / + Л/ 5Г* ^ 1, (2.2.4) 

где д некоторая константа . Тогда з аведомо 

(2.2.4*) 

Пусть л'(г) и й(т) произвольные дифференцируемые функции, 
такие что 

Ш<Ц \х(1)\; \Ш\<Щв при о ^ т ^ / ^ Г о * . 

(2.2.5) 

Пусть, наконец, функциональный аргумент / в определениях 
(2.2.1) удовлетворяет неравенству 

I <М при 0 5 = х , о е = т , / ^ 7 * . (2.2.6) 

Очевидны оценки 
а 

:М; (2.2.7) 

с 

|У,„ ( х ( / ) . / . 5 ( г ) . т : / ) Г - ^ = ^ / 7 ; (2.2. 
^ тс./ \ 1-х V тс 1 

о 

' л 

8) 



| / м ( * ( ' ) . и Щ, г, а, В | / ) | « 
г а 

а]Г^)\г1-х \ ] 

(2.2.11) 

Здесь 

_ л-(0 + ( - 1 ) ' а , _ дг(0 + ( - 1 ) ' В 
° 2 а у 7 ' 2а1Л 

Д а л е е 

л л х ( о , Л Е ( х ) , , : л = ^ / / ^ ^ ^ * = 
О 

1 Г г * ( 0 - 6 ( т ) - 4*р- т) — + Н = г Н -йг/ 

Чтя/ 
о 

а 

отсюда и из 

| | ( * ) | < Л Г 5 ; |(0,*(0 «= [0,1] 

следует оценка 

1/2.1 ( * ( < ) . / , | ( Т ) , Т / ) < ^ 

I *«)-е(о ] 

где 

— 1 5 5 — Г 1 п р и д г ( 0 ^ | ( 0 (2.2.12*) 
* 1 0 при * ( * ) = ! « ) 

Итак - фЯЩМ-, 

1 - М * ( г ) , / , 6 ( т ) , т | / ) < Л * \еАЕф 

(2.2.13) 
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Н а к о н е ц У2-2 оценится т а к ж е , как Т&,1, если в оценке послед­
ней заменить 5 на — | . Таким образом 

|У 2,(л-(0. /, Ш , г\{)\<М [ АЕгГс Ш0Ж+Щ^ 
(2.2.14) 

Сопоставляя оценки (2.2.7) — ( 2 . 2 . 1 0 ) , (2.2.13) и (2.2.14) с 
(2.2.2) и (2.2.3) и учитывая (2.1.2) получим 

\Щ< ШЗ [ а ( / И , + Л / 9 ) + - ^ М 2 Л Г 6 ] + 

\ 2а][( 2а]/( }) 
(2.2.15) 

д | < - ^ [ 2 /И 4 + Л / 5 (М,+М 2 - г -Л1з ) ] + Л М ( 1 + е ) Ег\с 

+ 2 Л / о + А / з Л ( е ^ г / с + & * е + Л / , Ч (х-у«). 
\ 2а\ ( 2 а]/1 I 

(2.2.16) 
Здесь е > о определено согласно (2 .2 .12*) . 

Потребуем теперь выполнения неравенства 

Л ' з > З М „ (2.2.17) 

и з а ф и к с и р у е м Л/3. Д а л е е потребуем выполнения неравенства 

Л ^ Л Ь (2.2.16) 
и зафиксируем N5. Это возможно , т а к как Мо не зависит от 
и, ни, ц, V и г, а Мз з ависит только от М 2 , независящего от 
и, ш, ц, 0 и г и от Л/3, ибо 

2 = 2(1, ^(у), *>У)\ (Мз7&\2\). (2.2.18*) 

Потребуем теперь выполнения неравенств 

ЛГ,; Л / 2 > 3 (Мо+АМ2)-^^3(М0+АМ1)+А.\3 + Ы3. 

и зафиксируем ЛЛ, Л/г и Л/4. Это возможно при зафиксирован­
ных N3 и Л'з ибо /Ио и М2 не зависит от NI (1= 1,2, . . . , 5 ) , А — 
зависит только от /Уз, а М, — только от ЛЛ. 

После того, как з а ф и к с и р о в а н ы Л/, ( / = 1 , 2 , . . . , 5) можно, 
очевидно, выбрать Т0>о так , что при о ^ г ^ Г 0 ^ 7 " 0 * будут од­
новременно выполняться неравенства 

' | Г | 4 3 О Д - 1 V | [ й \ 4 & К - ] 2 \ * & Я * , (2.2.19) 

а это и д о к а з ы в а е т наше утверждение . 



2.3. Допустим теперь, что ы, о», <7, V и г удовлетворяют не только 
(2.1.1) и (1.3.8) —(1 .3 .10* ) , но и (2.1.4) и д о к а ж е м , что тогда 
определяемые ими значения операторов XV, 11, V и 2 т а к ж е 
удовлетворяют(2 .1 .4) , если только о ^ х ^ 1 ; 0 5 ; ^ 1, о ^ т , /=5г 
^ Г ^ Г о , где Т>о достаточно мало . 

Мы не будем приводить все детали вычислении .. . -щ 

й0_ 
ах' 

но у к а ж е м только их схему. 

1. Во всех интегралах по т заменяем т на 1-х и возвраща­
емся к старой переменной в конце вычисления. 

2. П р и дифференцировании функций Грина по I пользу­
емся равенствами 

^ - О ( х ( 0 , \Ц-х), х)=\(1-х)^0(х((), Щ-х). т ) -

-х(г)-^8(х(1).1((-х),х); 

и 2 Ж и \ 0 { Х { 1 ) ' 1 { 1 ~ Х ) ' Т ) = 

= Ё ( г - т ) [ | - + " | ( г - т ) | - ] С(х(1), % (1-х), х) -

- т +!(*-<) | г ) еШ, 1((-х), х). 

и аналогичными выражениями —г- и - т - - г - е . 
г д.1 йх й\ 

(2.3.1) 

3. Интегралы, в которых содержатся —г^ и -щ § преобра 

зуем интеграцией по частям. 

Таким образом получаем: 

сШ(х, /...) ш ( т ) ) 0(х, о, 1-х)йх + 

I 

+ ^[а>'и(х)+г(х)Г(у(х),т...)] 0(Х, у(х), 1-х)с1х+ 



+ IйЩхЩх) -щ- 0(х,у(т), 1-х)4х+ 
О 

I 

+1[й*ф(§) +Р(& о, ...)] 0(х, |, 1)4 1 + 
а 

УЫ 

о о 

- а 2 1 гЫШШ -Щ в(х,У(т), 1-х)4х = Ц* 

(2.3.2) 

Здесь 

о^х<у((). (2.3.2*) 

Аналогично 

-щЖх{(),ц=!ф) ^(/)-«(0)]-

- а 2 ф ( / ) - ^ ( / , о . . . ) | ^ ( л - ( 0 , /, 0 + 

+ Г ( [ в 2 ф { | ) + -щ Р(Ъ, о, I . 0 4 -

о 

+*(05(Й с (*,(/), I, 0 } 
г 

+ ° 2 / 4 / ( Т - И Т , ) 4 Ё ( Х { 1 ) ' ° ' 1 ~ Х ) Й Х ~ о 

I 

- - щ / ( т , ш(х))ОШ, о, 1~х)4х+ 

д 



Здесь 

либо 
о < д - ( / ) < у ( г ) при х(()=/=у(() 

х(1)=У(1) 

(3.2.3*) 

(2.3.3**) 

Точки над знаком функции, как и выше, означают производную 

й д 
по аргументу , полная производная, — полная част­
ная производная, т а к что 

й в / * > , 0 , дР д] \ й\ . дР , дР д! 

дР_ дР_ д[_ 

для любой дифференцируемой Р(х, I, }(х, ()). 

и Г ( | , т, 1(1, т ) ) 

П о л ь з у я с ь (1.3.4) получим 

х = о 
(2.3.4) 

(2.3.5) 
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+ Ф) (У(?) ]вШ,у(х), 1-х) + 
о 

х(1):о([)0(х((),у(х), < - т ) | в " т + 

+ Пг(т)[г(т) ( Ф ( У Ь ) ) Г Ш , *••)]-
V 

- а ^ ( т ) | - ^ § ( л - ( 0 , у (г), 1-х)йх-

~ / ^ / [ с ^ / Г ( 1 , Т - ) ^ § ( Л ( 0 , Е ' ' _ Т ) + 

о о 

+ х(<) - | г ( с , т . . . ) 0 ( л ( г ) , | , г - т ) р т = д * (2.3.3) 



Наконец 

^ = I Ф*(|)е(дг, I ()01- I А /(т. ю(т))0(х, о, * - * ) * + 
о о 

I 

+ ^ Ь(х)0(х, у(т), :-т)<тт + 
о 

I 

+\{г (т) ["(т) ~ *{у) т)* т • • )}~щ>

 0 (х-у (т) •'" т) йх ~~ 
о 

~\ й х /~кт,-)"|С(''5,
 (2.3.6) 

о о 

Введем обозначения 

/ ! . , о = - | ^ ( * . И т / ) ; /!., г ^ + а - е д . э д т ) , ! . . . ) 

, = г ( т ) И т ) - ф ( { / ( т ) ) ] ; 

/V- = а 2 ф ( | ) + / г ( | . 0. . . . ) 

/ о = г (о) МО-9(9)] -а»ф(/) -/=•(/, о. . . . ) ; 

/ , 3 , 1 = + в - » А Г 2 ( т ) (ф (у (т)) - У (т) ] +(-1у^а-*х(ф{х) 

11.о=4г  П х- ш ( т ) ) ; 4*1 =(г*[г{т) + (-1)'Щ. 

. (•(»•(*) ) - « ( * ) ) - ^ М т ) . т . . . ) ] ; 

/2

3 , =а*ф(|) + ( - 1 ) ' + З Д ф ( | ) + о . . . ) , 

=(2.3.7) 



.2.3.7) 

/ . . , - . 0 = - - ^ - !Н » ( * ) ) ; = « ( т ) 

, = г ( т ) [ с г ( т ) - Ч ( г / ( т ) ) ] + ^ ( ( / ( т ) , т, . . . ) ; 

Пользуясь (2.2.1), (2 .3 .7) , (1.1.4) и (1.1.7) запишем (2.3.2) 
(2.3.3) и (2.3.6) в виде 

Ч-У^дт, /. / / ( т ) , т1 / г.,,)+^;(лг, /. ||/» ,)+ 

(2.3.8) + У 4 , ( А Г , г, | , т, о, у ( т ) ; ^ ) | . 

= ^ * ( * , ( * ) , О « 3 1 ( - 1 ) ' + , | / О Б ( А Г ( 0 + ( - 1)'7. о>*) + 

4 ' м ( л - ( 0 . Г. О, Т| + 

+ У, . (л - ( г ) . /, </(т), т | / , . , . , ) +. /«,<(*(*). I, о, х\ ^,.0) + 

+ / , . , (л-(г). + 

+ / | 'Дл- (0, Д. | | 12

3 .) + / 5 .(л- (0, I. I т. о, у (г) | О } : ( 2 - 3 9 ) 

/ ) = | 1 { У , , ( Л - , / , о . г ! / ? . , 0 ) + 

+ ; М ( А - , / , У ( т ) , т ! г;. ,)+ 

+1%1(х, I, у{х),х\ ,,+УЗ;1(А-. 1,141) + 

+ У 5 / (х. Л|. т, о, у(т) /*,)|. (2.3.10; 
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Оценим теперь интегралы У*. ,• в предположении, что их функ­
циональный аргумент / удовлетворяет неравенству 

Очевидно, что 

К , С 4 Ь т | / ) | < г ^ ] Т ^ Т 7 = Т - - ^ 

(2.3.1) 

(2.3.12) 

Д а л е е , аналогично (2.2.9) и (2 .2 .10) . 

/4.1О*. <• 5. т, а, В| /) 

У 5 , ( д - , I , 1, т, а, В | / , < А= Г Л— I / > " л 

•Л1Л11; 

(2.3.13) 

<Ф 
а 

(2.3.14) 

Оценим Уг,,. Пользуясь (2.2.11) найдем 

< И = Г 1 | * ( 0 - К 0 1 
- ] Ух ( / - т 

+ 

4а V 

у х ( г - т ) 

1 х(0-Е(-) I 2 

[ х « Н ( : ) Р 
- Ж 1 <? ***(*-*) ат = У'+У". (2.3.15) 

Здесь у4 определено согласно (2.2.12) .* К а к и при получении 
оценок (2.2.7) - - (2.2.14) считаем, что 

&<0-6(т) |<ЛМ'-т) 
Отсюда следует, что 

Г < Ш. = тМ; (2.3.16) 



Далее , полагая в У 

!*(о-мо8 
, 2 _ 

4 а 2 ( / - т ) + 
А - ( Г ) - К 0 Р 

4 а 2 / ; 1^(0-6(01-0 
(2.3.17) 

4а г ( 

найдем 
со 

„ Л/-е е Ш Г Ли 

а 

Таким образом 

2[7г 

З д е с ь е определено согласно (2.2.12*). 
Совершенно аналогично 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

'л 

З д е с ь 

е * = л(0+6(т) | . (2.3.20*) 
Сопоставляя оценки (2.3.15) — (2.3 .20) , определения (2.3.7) 

и неравенства (2.1.2) — (2.1.4) и р а с с у ж д а я так же, как при д о 
казательстве (2.2.19) убедимся в том, что существуют > о 
(1 = 1,2, . . . . 5) и Л * > 0 столь большие и Г г ^ Г о столь малое , что 
неравенства 

I да|<ЛГ,; | и |<ЛГ 2 ; | г | < О Д I * \ < Щ о ^ х , 6 ^ 1 ; 

(2.3.20) 

< ]А7 ' 
ди 

<\'Т • 

дд 
дх 

при о 

дд_ 
61 (2.2.21) 

влекут за собой выполнение тех ж е неравенств для XV, V, V, О. 
и 2. Но это, вместе с (2 .2 .19) , означает , что существует Т>о 
столь малое, что при о ^ г ^ Т " семейства функций {|А7 № а ( ( ) } ; 

{У*и„(х, 0}; {У*Я«{Х, 0); {1ГЬЯ(0} {П2-(0} равномерно 
ограничены вместе с их первыми производными по I и -V. Сле­
довательно при о ^ / ^ Т последовательности {о»я(0) - • • (0} 
равномерно ограничены и равностепенно непрерывны, чот и т. д . 



§ 3. Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т Ь И У С Т О Й Ч И В О С Т Ь Р Е Ш Е Н И Я 

3.1 Итак мы доказали существование в малом решения си­
стемы интегральных уравнении задачи . М о ж н о , однако, д о к а ­
зать более сильное утверждение . Именно, д о к а ж е м , что после­
довательности { Л У П } , {ип}\ {дл}; {ьп} и {?„} не только равномерно 
ограничены и равностепенно непрерывны, но и равномерно схо­
дятся . Это будет означать сходимость рассматриваемого инте­
грационного процесса к решению системы интегральных у р а в ­
нений задачи . 

Достаточно д о к а з а т ь равномерную сходимость рядов 

I ( " т + 1 - 0 > . 2 ( г т + 1 - г т ) (3.1.1) 
т=о т = о 

Р а в н о м е р н а я сходимость их будет обеспечена при 0 ^ ^ ^ Т | < - р , 

если 

V I - 2 » 1 < Ж Ь Г , ) Т ; Я 1 = 0 , К 2 . . . . 
(3.1.2) 

где М и Ь некоторые положительные , независящие от т кон­
станты. 

В силу доказанной равномерной ограниченности {ип ) . . . . 
\2П} (3.1.2) выполняется при т = о. Таким образом достаточно 
доказать , что из справедливости (3.1.2) при т=п следует его 
справедливость при т = п+1. Рассмотрим с этой целью семей­
ство функций 

{/( .V, 1,1, т)); {Х(1)У, ШУ, (</(')} 

обладающих следующими свойствами: 

а ) л -(г), 1(1), у(1) определены и непрерывно дифференцируе­
мые при о ^ г ^ Т 1 и имеют непрерывные вторые производные 
при о < г ^ 7 \ причем 

о=^!/(0 = 5 1 ; о ^ х ( / ) , | ( / ) ^ 1 при о ^ / ^ Г ; 

\'у(()=г(1){; \хЩ<Щ 



б) {(х, I, | , т) определены при о ^ т ^ г ^ 7 " , непрерывны вместе 
со своими частными производными по всем аргументам при 

т , причем 

\1\<М; г ' 1 Ух ^ :<м*. 

т а х ! 6 = 6 ' " / ; о--

(3.1.4) 
Рассмотрим вариацию интегралов У,-.,- на рассматриваемом 
классе функций. Пусть /, *(*), |(т). у (г) и /*, х*((), | * (0 . у'(1) 
две группы допустимых функций. Будем писать 

1 и {х* (О, (, I* (т), т . . . | Г (** (0 , *, V (х) д)) -
- У . . (х(1),1, 1(х), х ... | / ( * ( 0 , М ( х ) , х)) 

= 6У,, ;. (ЛГ(0, Л Е(х), т . . . | / (д - (0 , 4 |(х), т). (3.1.5) 

И 
г; о ^ д г , | ^ 1 . (3.1.5*) 

/ = 1 , 2 5;I = 1 , 2 . 
и аналогично д л я любого функционала , зависящего от рассмат­
риваемого набора допустимых функций. 

При любых / и I имеем 

» (**(*)> *> Г(х), х . . . б / ) + Д У ; , , , (3.1.6) 

где 
Д У / ( . = / > ,.(л-*(0, *, | * ( т ) , х...ЩхЩ, <,...))-

- У . , (л-(/), I, б(х), т . . . , /(л-(г), I.. •)) • (3.1.6*) 

Имеем 

Д У . . = а 2 ^ а т у -^Е(^, а^(г-т)^ 

дг(0+(-1'5(х) 

или, что то ж е самое 
, а[дг(Г)+(—I)' 

Д / М = « 2 Г / - Л | - | = Я ( х ( 0 + ( - 1 ) ' ' 6 ( х ) + : , а » ( / - т ) ) ^ + 
О о 

< (-О'+ЧйО-Й*)] 
+ а ^ / а Ч | -щ Я и * ( 0 + ( - 1 ) ' ' Б ( т ) + (-1)«"б|(0+С, 

(3.1.7) 
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П о л о ж и м 

' о ^ > . < со 
= ш а х л <> (з л 8 ) 

Имеем 
оЕ 

т 
< °' - . ; б(и0-5(т»).<л-б*1(0-(^-т). 

2 а 2 ] /т : (1-х) 
(3.1.9) 

Следовательно 

| Д / ; ; , . ! < ^ а, г 6*|(0. (3.1.10) 
2 [г 1С 

Д а л е е , при * ( / ) в случае д - ( г ) = / = | ( / ) 

9 [ (0-К-1) 'Ш | 
Д / ; . , = а ' | * ^ [ / { ^ ( д 1 / ) / ( - 1 ) ' | ( т ) + ; а 2 ( / - т ) ) Л , 

или в обозначениях (2.2.1) 

8(д^0+(-1) ' ' 6(0) 

Л/ , , = у* 4,И*Ж; <! (-П'Кт), т|/(л:(0. Л е(т). т)^ 
(3.1.11) 

Пользуясь оценками (2.2.13) и (2.2.14) найдем 

1 Д / „ < м г д & „ 1 М + Ш ± И + Ж ] | 8 С ^ , Л ) ) | 

I 2 а У г 2а)/тс.1 
(3.1.12) 

О б ъ е д и н я я (3.1.10) и (3.1.12) получим 

\Ми | < М , 1 1 г б * | + М и [ 6 * л - ( / ) + , П ( М ] (3-1.13) 

З д е с ь М, , и М12 некоторые константы, независящие от 6*5, 
6*| и Ь*х. 

Рассмотрим Д / 2 | - П о л о ж и м 

г*(1,х)=х*{1) + (-\)%*(х). г(1. т) =х(() + ( - 1)Ш; 
(3.1.14) 



меем 
гг(1,-) 

г(1, т) е 4 а ' ( ' --) _ _1 
гЩ.-.) 

А г Не г ( и т ) * 4 а 2 ' < - ' ) д г 
' 2а!У7 г̂ а ! / ? т ( / - т ) <Эт_ 

(3.1.15) 

Следовательно (см. 2.2.1)) 

О 

о 
I 

- §1% ЬЕШ %),аЩ-Ш* = 

(3.1.16) 

Имеем 

А Л У = / , , , * * ( / ) , / . | * ( Т ) , Т /Л 
5 г 
5т 

3 2 
(3.1.17) 

Пользуясь (2 .2 .8) , (2 .2 .2) . (3.1.13) и (3.1.14) ПОЛУЧИМ 

Д У,,. \<М\ I Ь*1+М\ [о" 

(3.1.18) 

где /И1, и Л1* подходящим образом выбранные константы, не­

зависящие от 6 | , 6 | и дх. 

Д а л е е , 

М\,=\ / Ш, >. Кт); т)б Ег]с ^ ) + ( - 1 ) ' - 6 И + 

+4 / Д / (хШ, / , 6 (т ) , т )ДЯг /с <йг. (3.1.19) 

13 - 4260 193 



Н о 

Шф • Е т ) , а 2 ( / - т ) ) С (3.1.20; 
* 2а у 1—1 ) 

Следовательно (см. (3.1.4)) 

|Д4, < - -|Ц= Г 6 * х ( / ) + 6 * Е ( о ) ] + [ о * л ( / ) + & * с ( т ) ] . 

(3.1.21) 

Объединяя (3.1.21) и (3.1.18) найдем, что 

! Л / 2 , / 1 < М 2 . 1 У Г ^ < ' ) + М 2 , 2 Г т [ 6 * ^ ( 0 + 6 * 6 ( о ) ] . (3.1.22) 

г д е / И 2 . («'=1,2) не зависят от б*|, б*дг и 6*6-

Рассмотрим Д У** ^. Имеем 

л о 
(3.1.23) 

Меняя порядок интегрирования и оценивая по модулю получим 

! А ( 3 . 1 . 2 4 ) 

где а | определено согласно (3 .1 .8) . 

Рассмотрим Д У4 ,• • Имеем 

Д / 4 , , ( А - ( 0 . I, 6. т, о, у ( т ) / ( * ( / ) , *. 6. т ) ) = 

{ ! ( * ( * ) , *, I . Т) 4 | ^ ( - 1 ) ' - ^ * ( * ( * ) + 
а о о 

+ ( - 1 ) ' | + 5 , а 2 ( * — г ) ) ^ + 

/ Г (О 

+ Г с/г Г , ( * ( / ) , / , 6, т) ^ ( * * ( ' ) + 7 « / 
+ ( - 1 ) ' | , а » ( / - т ) )</&=Д ^ , + Д (3.1.25) 



Меняя порядок интегрирования и пользуясь (2.2.10) найдем 

| д / у/б*х(0. (3.1.16) 
аут; 

Д а л е е , очевидно, 

| д / ; ; , к -~утб*у{{). (3.1.27) 

Таким образом 

| Л \ , - | < ^ [ > * ( / ) + 6 * 1 / ( 0 ] • (3.1.28) 

Оценим, наконец, Д У5 ,•• Имеем 

А / ь / (л(0 *, | , т, о, у(т)] /(*, /, 1, т) = Д + д 4,.. 
(3.1.29) 

где 

" о (3.1.30) 

I У М 

А / 5 , / = | * А (/'(ХЩ,1, I. т ) - ^ Я ( л - * ( 0 + ( - 1 ) г а 2 ( / - т ) ) ^ ; 

*(*) (3.1,31) 

Очевидно, что Д У 5 ( оценивается так ж е , как Л У, , . Таким об­
разом 

\Ь'1,\<М1,&*У, (3.1.32) 

где М&{ подходящим образом выбранная константа. 

Рассмотрим Д У 5 , • Интегрируя по частям найдем 

I 

Д / ; | = Г / ( д г ( 0 , (,у{т),т) [ Е ( Л * ( Г ) + ( - 1 ) ' 1 / ( Т ) , а 2 ( / - т ) ) -

О 

- /•( .г(/) + ( - 1 ) ' 1 / ( т ) , й 2 ( / - т ) ) ] йх-
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откуда, как н выше, 

1Д 4/1 < < * * * ( * ( ' ) ) • (3.1.34) 

Аналогично 

| А 4 : 2 / К ^ 6 М л ' ( / ) ) . (3.1.35) 

Рассмотрим, наконец, Д У 5 ' Г Подобно предыдущему имеем 

/ у ( 0 I М О I 

' А / # 1 ^ / * / | ^ / | д 5 + 

о о о 

+ ( - 1 ) ' | + С; а 2 ( / - т ) ) | ^ , 

М е н я я порядок интегрирования и пользуясь (2.3.14), (2.3.11) 
и (2.3.4) найдем, что 

1А/ЙК 6 * д ( 0 - (3.1.36) 

-1/(л-(0, I, о, т) [ Е ( . Г * ( 0 + ( - 1 ) ' / , аЦ(-т))-

О 

—Е(.х(1) + ( - ! ) ' / , а 2 ( / - т ) ) ]<*т + 

о О 

+ ( - 1 ) ' | , ( т ) + Ь о 2 ( / - т ) ^ = Л ^ 1 , Ч-Д/'; 2 , . + Д / ^ - . (3.1.33) 

Здесь 1=у(о). 

Имеем 
г М О АУ1<=1 Нх(П,1, У(т),х)с1т I - |л (л-( / ) + 

+ ( - 1 ) ' < / ( т ) + С а 2 ( / - т ) ) ^ . 



Объединяя полученные оценки найдем, что 

| д / 8 | , < м 5 , . [ д * л - ( 0 + б * у ( 0 ] . (3.1.37, 

Пользуясь оценками (3.1.13), (3.1.22), (3.1.24), (3.1.28) и 
(3.1.37) и замечая , что первые слагаемые в (3.1.6) оцениваются 
посредством (2.2.7) —(2 .2 .10 ) , (2.2.13) и (2.2.14), если заменить 
там М на 6 * / , найдем*) 

б* /,_.<К\ У?©*/,,, 4-М,,, / Ь*\ + Мхг(Ь'х^)+Ь^(1)) 

Б * У, , . < Л 2 \^Ег]с х(1) + ( - \ у 1(1)1 
2а]/I г + 

(3.1.38) 
+ М 2 Л V/ 6 * 6 ( 0 + [ 6 * * ( 0 4 - 6 * 1 ( 0 ) ] ; 

Б * У ? . ? < Б * ^ , . + Л / , , ^ -

Б * У4 , . < < г 6 % , + УИ4 У 7 [ 6 * л ( 0 +6*1,(1) 

в * / * , <^У" 'о* / 5 . , + М 5 [ 6 * * ( 0 + 6 * 1 / ( 0 ] 

Здесь /<]. ; Л/^.; УИ.константы, независящие от 6 х , . . ., б / 5 ( . 

Будем считать, что 

л-(0 = УЩ, либо х(() =л- = сопз1 с [о, у{())', 

1(г) = 4 , ( 0 ; либо 6(0 = 0; 

6 у ( о ) = 0 . 

Тогда 

б * х < Л г / 6 * 2 ; 6 * 6 « = # / 6 * г ; 6*«/=5=/У / 6*2 (3.1.40) 

где Л/=?| г ( / ) | при о = 5 / ^ 7 " . 

*) Мы приписываем здесь индексы знаку /, соответствующей индек­
сам у оператора Уу ,-. 



Ниже будем любую константу, н е з а в и с я щ у ю от вариаций, вхо­
дящих в оценки, обозначать б у к в а м и К, К и т. д . Тогда (3.1.38) 
запишутся в виде 

6* ,. <К У~(6*/ Л у +6*2) у = 1, 4 , 5 ; {= 1. 2. 

* ( * ) + ( - ! ) < «1(01 
б * / 2 , „ <*{[ + 

(3.1.40*) 

(3.1.42, 

2а 1/7 
+ 1/7 6*Г| 

6*/«• / <673,. + / С У Т Б * Г ( о 

Здесь ь- определено согласно (2 .2 .12*) . 

Оценим теперь вариации ф у н к ц и о н а л о в II, "7, С), V и 2 вы­
зываемые вариациями го, у, и, V, у , и г . В силу (2.2.2) , (2.1.3) 
и (3.1.40*) имеем*) 

о*И<К У7[6* го+ 6* и + 6*0+6*0 + 6*2]; 
6*№</\ 1 / 7 [6*10 + 8*0 + 6*0 + 6*0 + 6*2]; 
6*д</< У Т [ Б * И + 6 * о + 6*2]+7?(6*а- + 6*у); 

6*1'<Л У7[6*«+6*о + 6*г]; 

6 * 2 < / Г ( Б 0 + 6 / / ) = К У 7 Б 2 + /?6*-И 

Пусть о ^ т ^ / ; о ^ | ^ 1 . П о л о ж и м 

6*ш = Ллх; = т а х | ш я (т) - ш я _ , ( т ) | ; 

6*и = 6„и = т а х | а я ( | , т ) - и я _ , [% т ) | ; 

6*0 = 6,, у = шах | у я ( т ) - У г 1 _ , (т) ; 

6*4 = 6,, о = т а х | о я ( | , т ) - о „ , 1с. т ) ; 

Л*2 = 6„ г = т а х ! 2 н ( т ) - 1 „ _ | (т ) ; 

Определения (2.1.6) и оценки (3.1.42) д а д у т 

6„+1 т <К]/1 [6„ *> + 6Я« + 6„а + 6Я V + 6„г], 

6 я + 1 « < Л У 7 [ 6 Я + , А,+6 я«+6 /,«7+6ЯО+6„2] : 

О „ + , 0 < Л У 7 [ Б „ + 1 О + 6„ 0+5„ < ? +6 В 2] ; 

*) Заметим, что всюду и выражениях стоит ие варьируемый 

аргумент (г или (р. 

(3.1.44) 



Л л + 1 Я<КУТ[6я+1 и + дп ? + 6 п г ] + / < ( б „ ^ 8 » + б п + 1 г г ) 

К+1'-<КУТ 6 „ 2 + 6 я + 1 V. 
(3.1,1,1) 

Отсюда следует, очевидно, существование Т'<Т столь малого, 
и / , > о столь большого, что если 

6 „ = ш а х {6„а>, 6„ в, 6„ 1 > , 6 л о , б / } , (3.1.45) 

то при о ^ г ^ Г ' будет 

5 я + 1 < 1 / Т 7 б „ (3.1.46) 

Но неравенства (3.1.46) и (3.1.2) очевидно эквивалентны что 
и т. д . 

3.2. Пусть 

и = Н т ип; ш = П т И У л ; о = П т </„ ; о — Н т г.'„; 
п—>-ю , г - > с о н - > ю / / — с о 

г = 1 н п у = Н т //„ 
/ 1 - > - с о Н - * с о (3.2.1) 

Из доказанной равномерной ограниченности последовательно­
стей 

следует, что и ..., г удовлетворяют по ( условию Гольдера по­
рядка А при о ^ / ^ Г . Это значит, что Р (I, х, и, о, V, у, г) об-
ладаст необходимой степенью гладкости д л я того, чтобы можно 
было пользоваться теоремой эквивалентности, доказа 1111011 и 
!} 1.2. Таким образом можно утверждать , что построенное ре­
шение системы интегральных уравнений (1.3.4) — (1.3.7) яв­
ляется одновременно решением исходной задачи (0,1) — (0 ,5) . 

Остается решить вопрос об единственности решения задачи. 
Очевидна единственность решения (и, а/, о, V, г, у) в классе; 
функций удовлетворяющих условиям (2.1.4) ч (2.1.5) — т. е 
функций дифференцируемых по х и / и таких, что их производ­
ные но Г растут при 1-*-о не быстрее, чем г - 1 ' * . Действительно 
для таких функций справедливы оценки (3.1.42). Пусть (и, т. 
о, V, г, у) и ( и \ ю*, </*, гг>*. г*, у*) две таких системы решений. 

Поскольку тогда 

6'с7 = 6*ы; 6 * Г = 6 * ы г , 6*<? = 6*о; 6 П ' = 6*о; 6*2 = 6*2 (3.2.2) 



неравенства (3 .1 .42) можно будет з аписать в виде 

Ь*У; 6*№; 6*0/, 6 * 1 / ; 6 * 2 < / \ |У7б 

| д е Л' некоторая константа и 

(3.2.3) 

6 = т а х {6*&>, Ь'и, 6*о, 6*г>, 6*г} (3.2.3*) 

Сопоставляя (3.2.2) и (3.2.3) убедимся в том, что при I доста­
точно малом 

что невозможно при 6 > о . Очевидно, что пользуясь методом 
продолжения решения м о ж н о распространить этот результат на 
весь интервал (о, 7'), на котором д о к а з а н о существование ре­
шения. 

Однако, доказанным утверждением единственности решения 
нельзя удовлетвориться потому, что существование решения 
установлено лишь в более широком классе функций, чем тот 
класс, для которых установлена теорема единственности. П о э ­
тому вопрос об единственности решения требует специального 
рассмотрения. 

Заметим прежде всего, что для доказательства теоремы 
единственности достаточно было бы д о к а з а т ь справедливость 
следующих неравенств. Пусть , как и выше, (и, . . . . г ) и (и*, .... 
г*) две системы решений з а д а ч и ; пусть, д а л е е , (11 2 ) и 
Ш* 2* ) соответствующие им системы значений функцио­
налов и . .., 2 . П о л о ж и м 

0 = гшп (х, ! - ( / ( / ) ) ; 1/!/) = т ш (/7(0. </*(0)- (3.2.4) 

6 < / С У< 6 < 6 

н допустим, что доказаны неравенства 
0(Х, I . . .) — 11*(х, I. . . ) ]<Л/({>) / . ( / ) и 

0(х. / . . . ) - < ? * ( л \ (...)\<Ы(Я)Ц()Ь 
№([...)-№*((...) <М Ц1)Ь 
\'((...)-\'*{1...) <М Ц1)Ь 

2 ( / . . . ) - 2 * ( / , . . . ) <М Ц1)Ь 

(3.2.5) 

где N и Ь определены при о ^ / ^ 7 " , причем 

Пгп N(с>) = со; Нш / - (0=о, (3.2.6) (Э-^о 1-+ + о 

М — константа, независящая от 6 и 

6 = т а х | [ ти- ю*\, | о - о * 1 ; \г—г*\;\и — и*; <7 —< 

о ^ / ^ Т ; о < 0 ^ А ^ у " ( / ) - е < У ( 0 -

Я-Я* } (3.2.7) 



Фиксируя д > о произвольно малое, найдем снова, что сущест­
вует 7"(о) столь малое , что при о Г(д) и О ^ А - < Г / —о 

и = и*; о = о*; ш = ш*; 1>=о*; 2 = 2*. (3.2.8) 

Принимая 7"(у) за новый начальный момент времени докажем 
справедливость (3.2.8) на интервале (0; 2 Г ( о ) ) . П р о д о л ж а я 
рассуждение убедимся в выполнении (3.2.8) на всем интервале 
(о , Г) определения решений (и г) И ( и * г*) при 
< _ ! ^ л ' ^ г / ( 0 — О'. (у=у—У*)- Поскольку здесь о сколь угодно 
мало, а и и о непрерывны при о ^ х ^ _ ( / ( / ) видим, что при вы­
полнении перечисленных условий теорема единственности со­
храняет силу на всем интервале (о, 7*) определения решения. 

Д о к а ж е м теперь, что оценки (3.2.5) имеют место в классе 
функций, удовлетворяющих по / условию Л и п ш и ц а вида 

\1(()-1(гУ<А^^-; А>0. (3.2.9) 

у п у х 
С этой целью заметим, что требование днфференцируемости по 
г функций и, щ, ц, V и 2 было использовано только при полу­
чении оценок интегралов / 2 и / 5 , . , когда проводилось интегри­
рование по частям. Поэтому оценки (3.1 .13) , (3.1.24) и (3.1.28) 
сохраняют силу и в рассматриваемом случае . Таким образом 
остается только рассмотреть Д / « . и Д / 5 ( . * ) . 

З а м е т и м , прежде всего, что 

Д 7 2 . (л-, /, о, т | /) = о л- = соп51 . (3.2.10) 

Д а л е е , очевидно, что при о ^ л : ^ г / ( 0 — д<у(г) 

| Д / 2 , . (л-. /. | / ( т ) . хЦ)\<Ы(о) б*// ( ( = 1 . 2 ) , (3.2.10*) 

ибо на этом интервале изменения х Е(х+ ( — I ) ' у(х), а2{1—т)) 
ограничена вместе со всеми своими частными производными по 
х и I. П о той ж е причине при у (т) 3 = о о > о ; о ^ т ^ г ^ 7 " 

| Д / „ ( { / ( / ) . I. у(х),х 1)\<М6*у (3.2.11) 

д л я любой ограниченной /. 

*) При вычислении вариаций функции / , у , входящих в выражение 
операторов У,-у требование днфференцируемости /,- у не использовалось. 
Поэтому достаточно рассмотреть А / , у . а не о У,- у. 



Рассмотрим А / 2 д (#Щ, I, У (т), г Дт)). Имеем 

А / 2 , , (№, Ш , Т | / (Т) = 

= Д Л д Л . , ( / / ( 0 . ( , у М , % \ 1) + 

({/(О- Л УЫ, гЦ(х) -{(()) = А 7 2 1 + Д " У 2 , . (3.2.12) 

А ' / 2 1 оценивается согласно (3.1.22), если положить там 
х(() = у((); | (т )=у (т) . Остается оценить А " / 2 | . Имеем 

V»/ • Г [ М ^ Ш 1'*(Л т ) е 4 в * ( < - г ) - М ( / . 
2 • , _ ^ 4а}/тс ^7=7 Г = ^ 

х)е 4а*Ц—.) 

4т, 

(3.2.13) 

где 

Пусть *) 

Имеем 

^=У(П-У(х)= [ г(к)йк 

х 

I 

и* = </*(')-У* (т) = I г* (к) 4 К 

X 

\1(х)-Н1)\<АуГ^. | г | ; | 2 * | < / У . 

(3.2.13*) 

(3.2.14) 

^ ' ( М ) 
д " / 2 1 = У Ч Г = / / ^ ) - / ( 0 _ м Ч / . т ) - м ( Л т ) е 

|1*(*,Т) С2 

Г [ ( т ) - / ( 0 и ( ' т ) а У Г 1е 4 а 2 ( ^ » 
\ / 4 а У ^ У 7 ^ т / 2 Л * ( * - т ) « ( 3 - 2 -

К*. *) 
Оценивая по модулю с помощью (3.2.14) найдем 

|/'|< -44 б * ( г ) ; \П< - ^ г = г 6*(г), (3.2.16) 
4 а|'тс 4 а 2 Уте 

а вместе с тем 

| Д ' 7 2 / <М 16*2; (1 = 1,2) (3.2.16*) 

где Л т > о некоторая константа, н е з а в и с я щ а я от 6*2. 

15) 

*) Первое из неравенств (3.2.14) следует из (3.2.9). 



Итак, необходимая оценка Д / 2 , установлена. Рассмотрим 
теперь Д / 5 / . Заметим, прежде всего, что оценка (3 .1 .32) со­
храняет силу и в рассматриваемом случае, ибо она не опирается 
па дифференцирование /. Таким образом нужно только оценить 

I У(-) 

Д / в ' . = ^ йх I 1(1, г)6-щЕ(х(1) + (-1)%,аЦ1-х))(11 

(3.2.17) 

при х(() = с о п з 1 с [ о , 1 / ( 0 ) н при х = у(1). 

Имеем 

Д / 5 ' ( х , I, \, т, о, у(х)\/(6, т ) ) = « (л- = с о п з 0 (3.2.18) 
и 

| Д / * , ( < / ( 0 . I, 5- т, о, у(х)\ 1(1, х))\<МЬ*у, (3.2.19) 

ибо / 5 ( 1 / ( 0 + 5 . а2(1 — т ) ) ограничена вместе со всеми своими 
производными по 6 и I при о ^ / ^ Т ' . Д а л е е 

Д / , ' , = / ' + / " = ^ ах^ / ( | , 0 б - щ Я ( 1 / ( * ) - 1 а г ( / - т ) И 1 + 

о о 

+ / ах [ (Ш, т ) - / а о ] б { с ( у ( ' ) - й ! ( ' - т ) ) 4 

Рассмотрим Пусть 

О = Т 0 < Т | < Т 2 < . . . < х я = Г 

последовательность внутренних экстремумов у(1), т а к что на 
каждом из интервалов ( т А , т Л + 1 ) монотонна. Пусть для опреде­
ленности у ( т ) возрасатет на интервалах (х2к; х 2 А + 1 ) и т = 2п. 

Тогда полагая у Л = « / ( т А ) ; т = т Л ( ? ) при | с (ук. ук+х) найдем 



т2«г+1 _У(т) 

"г* У г к 
Т 2 * + 2 М") 

+ Г ах Г Щ, №-щЕЩ). (3.2.21) 
т 2 * 4 1 >*2*-2 

Меняя порядок итегрирования получим 

•У2* + 2 г 2 Л- 1 2 

о 

^ 2 * + 2 г 2 * | 2 
г) V 

+ 
"2А + 1 

•У26+1 Х 2 * - И 

^ 2 * 4 - 1 *2А+1 ( § ) 

4- I " Г ( | . | ) 4 | 3 У -щ Её%у (3.2.22) 

^ 2 * 1 2 "г*, | 

Выполняя интегрирование во внутренних интегралах найдем 
> ( 0 - I 

п—1 1 I Г Г' 

2* У*-х 2 * 

.усы 



+ 
^ 2 * 

/ 
^ ( 0 - 6 

2 в У « - х » ( 6 ) 

+ ^ нимб I *-»**)-/;+/; (3.3.23) 

Заметим, что при к = п— 1 

2 " У ^ 2 * + 1 

У * ( 0 - 5 
2 а У * — 

= с о 

2 * + 2 

II ЧТО 

г - т л = 0 ( 0 ; Л # 2 л 

Отсюда, очевидно, следует оценка 

п 

(3.2.24) 

(3.2.24*) 

или, что то ж е самое 

\1\\<МЦ~1Ь*г. (3.2.25) 

Рассмотрим ] \ . З а м е т и м , что в выражении ] \ варьируется 
у(0, но не варьируются т 2 А ( | ) и т 2 А . + 1 (6). Будем временно пи­
сать 1/(0 вместо | / (0 . у к а з ы в а я чертой над у, что у(() подле­
жит варьяции. Вводя в первом из интегралов под знаком суммы 
в качестве независимого переменного т = т 2 А . (е) и во втором 

т = т а * + 1 (*) н а " А е м 

х 2 * + 1 

, 1 _ V 
2" У*-Ък7, 

у{()-у(-) 
1а \П=Г-



1 2 * + 1 
З ^ Ш (3.2.26) 
2а 

Поскольку 

2а у1=т 

найдем, как и при оценке / [ , что 

] У 2 | < / И У 7 б * 2 . (3.2.26*) 

Объединяя (3.2.251) и (3.2.26*) найдем окончательно 

| / | < Л * У 7 б * 2 (3.2.27) 

Рассмотрим теперь У". Имеем 

* > м < У ( О - Е ) * 

о о 

о о 

Из (3.2.9) очевидно следует 

|<Л1УТ6*// (3.2.29) 



Далее 

о о 

' } 2 а 2 ( / - т ) 
(3.2.30) 

о 
Меняя д в у к р а т н о порядок интегрирования получим 

О О о 

• ( { / (0-6) ( 6 + 0 ( 0 - 6 ) * 4 а ><'"^ ^ (3.2.30*) 

Отсюда следует, очевидно, что 

Г2\<му1ъ*у (3.2.31) 

Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно заметить , с по­
мощью подстановки 

А У;',,. ( 1 / (0 , Л 6. т . о, у ( т ) |/(6, х))\<М1'"о*г. (3.2.32) 

Но это вместе с (3.2.18), (3.2.19) и (3.2.16*) означает, что при 
выполнении условия (3.2.9) теорема единственности сохраняет 
силу. 

Поскольку, в силу равномерной ограниченности последова­

тельностей | ]/ (-г-? \ . . . | ]/1 —гг \ . { " „ } • • • {гп) равносте­

пенно удовлетворяют условию (3.2.9) видим, что теорема един­
ственности имеем место в том же классе функций, в котором 
установлено существование решения . 
3.3. Будем называть а 2 , /, /, ф, ф, 2 и Р параметрами з а д а ч и . По­
лученные оценки позволяют утверждать устойчивость решения 
относительно малых возмущений всех параметров . Точнее, пусть 
наряду с а2, I, / , г|з, ф, Р и 2 з а д а н а система параметров а 2 , /, /, 
ф, ф, Р и 2 , о б л а д а ю щ а я требуемыми дифференциальными свой-

&+*/(0-1=2аа,у*-т, 
что двойной внутренний интеграл в (3.2.30*) есть 0(]/(). 

Объединяя оценки (3.2.31) и (3.2.27) найдем 



ствами, и удовлетворяющая условиям , получаемым из (1.3.8) — 
(1.3.10) заменой а2 2 на а2 2 соответственно. 
Пусть и, до, о, V, у и г решение системы (1.3.4) — (1.3.7) при 
новых значениях параметров . Пусть , д а л е е , и, .,,, у и и, ..., у 
определены одновременно при о ^ / а ^ Г , причем при о ^ г ^ Г и 
о ^ л ' г с : 1 

\и\; | о | ; | г_\; < /У; 
| и I; | ю |; | ц \\ \ V |; | 2 |; < # ; (3.3.1) 

Тогда д л я всякого е > о м о ж н о указать т а к о е т ) > о , что на неко­
тором интервале (о, Г 1 ) , где 7*1 ^ 7 * не зависит от е, неравенства 

Л иЩ Д о < в ; Д до<е; Д о < е ; Д 2 < е ; Д </<е (3.3.2) 
выполняются, как только модули разностей а2 и а2, I и /, /Л / , 
2 , 1{- и ср и, соответственно, Р, /, 2, \{- и ф и всех их частных 
производных первого порядка , взятых при совпадающих зна­
чениях аргументов, удовлетворяющих неравенствам (3 .3 .1) , не 
превосходят п. Здесь V 
Д и = т а х \ и(х, ()—и(х, Д о = т а х \д(х, {)—д(х, г)|, 

О ^ Л " ^ Г Т П П ( ( / ( / ) , ( / ( / ) ) = / . О ^ Л ' ^ 1^ 

Д г = т а х г(1)-г(1) ; Д(/ = т а х \у(()-у(()\ (3.3.3) 

Дг.' = т а х | о (^) — о (/) |; Д ю = т а х | а»(/) — ш ( / ) ; 

Пусть сперва 
а* = а»; / = /. (3.3.4) 

Тогда д л я оценки &и Д у можно воспользоваться оценками 
(3.1.40) вариаций функционалов / , - , * ) • 

Пусть /( .V, I, а ь (22, • • •, а л ) и7(Л". г. « I . аз а л ) опреде­
лены и дифференцируемы при 0 ^ / ^ 7 * 1 ; | а л \<Л/ ; 
( й = 1 , 2 , . . . , я ) . Положим 

/ ? / = т а х тах 

0 / а/ 

а/ а/1. 1 ф 
~дх Г 1 а/ о1/ | 

; к=\Л... я | 

(3.3.5) 

*) В силу результатов § 3.2 эта оценки остаются справедливыми для 
решений, удовлетворяющих условию (3.2.9), но не дифференцируемых 



Пусть, далее , 

ш . .п. М . Ж . К . Й. . <И . Ж. -к 
" | / | * дх ' дх ' 01 ' 01 ' дак ' Оик "~ 

(3.3.6) 

где К — некоторая константа, независящая от Я/ - Имеем 

I {(х, I, и, и, о, V, г, у) — ](х, I, и, ад, о, о, г, у)\< 

<й/+К(^и+Аы}+^^+^V+^г+^у) (3.3.7) 

Сохраняя прежние обозначения рассмотрим теперь вариации 
функционалов V, \У, <3, V и 2, обсуловленпые вариациями пара­
метров задачи и вызванной ими вариацией и, ш, ..., у. В силу 
(3.1.40), (2 .2 .2) , (2.1.13) и (3.3.7) получим, как и при выводе 
(3.1.41), 

Ь*У<К VI (Д и + А о» + Д ^ + ^V + А г) + К*Р; 

Ь*ЧР<К У~( (^и+^т+^^+^V+^г)+к*я^, 

Ьй<К V* ( А ы + А 9 + А г ) + ^ ( Д а ' + Д о)+К*К 

6*У<К у 7 ( Д и + Да + Д г ) + / ( * Л 

6 * 2 < / С ( 6 V + 6 у) < Л' 1г7(Дг+/СД«) + Л'*/? 

Здесь Л', Л'*, /С не зависят от Ли Дг и /?. но только от 7"; 
и 

/? = т а х {/?,, / ? . , Щ и Л , } (3.3.9) 

Поскольку и у и, соответствен но, ы у являются реше­
ниями задачи, соответствующими сравниваемым системам зна­
чений параметров , в (3.3.8) можно заменить &*(/, . . . . 6*2 на 
Дм Дг. П р и / > о достаточно малом неравенства (3.3.8) мо­
гут быть разрешены относительно Ди Дг. В результате по­
лучим 

Ди, До», Дя, До, Дг , А / / < / - / ? (3.3.10) 

где Ь подходящим образом выбранная константа, з ависящая 
только от I, но не з а в и с я щ а я от Ди Ау, и возрастающая 
вместе с I. Н о это и доказывает нагие утверждение в случае 
(3.3.4). 

I I - 4 2 6 0 



Пусть теперь (3.3.4) не выполняется . П о л о ж и м 

' / а2 I2 а"! Р 
> I а2 /г а 2 /г 

/ /л 2 

»*(/*)= у!/( / ) ; 2*(г*) = - - 2 ( 0 ; 
/ /а2 

и*(л*. /*)=ы(*, /); »*(/*)= да (*); 

<?*(**, Г ) = 0 ; •>*(**) = у Щ 

Положим, д а л е е , 
(* «* У*) = =% - | г Й * . 1,и~,...,у) 

а2 1 

<*((*, а»*)= | Г(' , » ) 

**(**)-*(*) 
7 

(3.3.11) 

Ф * ( * * ) = Т Ф И 

(3.3.12) 

2*( |* ,1Ь. у\у*)=2Ц, ф, », у) Й;. 
/ а ' 

Тогда будут выполнены равенства 
и*(Л-*, / * ) = СУ(Л-'. / * , и*, . . . . (/*) 

(3.3.13) 
/ / ' ( / * ) = У ( / * , . . . . г* ) 

где, как и выше, с7 У — операторы, определенные равен­
ствами (1.3.4) , (1 .3 .7) . 

Имеем теперь 
Ди = т а х | и(х, 1)—и*(х*, 
Дш = т а х ! о»(0 —о» (/**'• 

\ 9 = т а х о(л-, 0 - •=- Ч*(х*. {*)\; 

Д о = т а х у о* ( г* ) | ; 

//7° 
Д г = т а х | г ( / ) - 2 * ( г * ) | ; ; 

/ о 2 

Д « = т а х \у{1)- - у*(1*) 

(3.3.14) 



В силу (3.3.12) и, . . . , < / и и*, . . . . у* соответствуют равные зна­
чения а 2 и /. Следовательно величины 

Д*ы=тах ] и{х, 1)—и*(х, г ) | . 
(3.3.15) 

Д*у = т а х у(1) -у*(1)\ 

оцениваются согласно (3.3.10) . Но разности 
| Д и — Д * И | \Ау-А*у\ 

стремятся к нулю вместе с 

а = | а 2 - а 2 | + | / - 7 | 

вследствие непрерывности и у и и, . . . , . / / по х и / с одной 
стороны, и равенств 

Ит л-* =х; \\т(* = (. 
а-*о а—-о 

с другой. Но это и означает справедливость нашего утвержде­
ния устойчивости решения. 

Устойчивость решения д о к а з а н а нами на интервале времени 
(о, Т\) меньшем, вообще говоря , чем интервал (о, 7") на кото­

ром совместно определены решения возмущенной и нсвозму-
щекной задачи . Поскольку, однако , Т, не зависит от е, по только 
от оценок «параметров» /", Р, \ |\ ор и 2 и их производных (а вме­
сте с тем и от оценок решений и, а», . . . , у и и, па, ..., у), оче­
видно, что вывод о малости величины Дм Ау может быть 
распространен на весь интервал (о, Т). 

Пусть, действительно, 7*1 наибольшая длина временного ин­
тервала, на котором из неравенств 

, ~ а 2 - о 2 ! < т ) ; ; / - 7 | < ц ; / ? ' ; г ' < п ; Р': г ' < п 

следуют неравенства 

Д / в « < Д е ; \ и><г; Д, о о < е ; Л,о о < е ; Л / ( 2 < е , 

\У<г-
Здесь Р.1* г ' определены т а к же , как в (3.3.35), но не на 
интервале о ^ / ^ Т ' ь а на интервале / и ^ ^ / н + 7 " | и 

Д / в м--=тах \ и(х, ()-и(х, 1)\ Д, » = т а х \у(()-у(1)\; 

о < х < т т (//(О. «/(О) 
Как укгзано выше Т, не зависит от Р, Т) И (О. 

14' 211 

(3.3.16) 



Пусть е(т)) монотонно в о з р а с т а ю щ а я функция, т а к а я что не­
равенства (3.3.32) выполняюстя при з а м е н е в них е на е (т | ) . 
Пусть т) (е) обратная ей функция . Пусть п целое, такое, что 

Я — 1 < -яг- ^ Я 
I I 

(3.3.19) 

Положим гк=кТх (й = 0 , 1 , . . . , л ) . Возьмем произвольное 
е > о и определим последовательность 

е л _ , = е; гп_к =г\(чп_к+, ) ; ( * = 1 , 2 я - 1 ) ; п = е 0 

(3.3.20) 

В таком случае неравенства 

й 2 - а 2 | < т 1 ; \1 — 1\<г\; М°/Тг <Щ Й%п<г\; 

Я°;т- < П ; % < П ; / ? Н ( , . 0 ) = , < Л 

обеспечивают выполнение неравенств (3.3.17) на к а ж д о м из ин­

тервалов (1к , < л + 1 ) ( А = 0 , 1 , . . . , Я — 1 ) , что и т. д . 

(3.3.21) 

§ 4 . Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е З А М Е Ч А Н И Я 

4.1. И з доказанной сходимости пикаровского итерационного 
процесса н из устойчивости решения относительно всех пара­
метров задачи вытекает, очевидно, возможность проведения 
следующего итерационно-разностного процесса. 

Возьмем некоотрое, достаточно малое 7 " > о и последователь­
ности 

/ и = о < г , < . . . <1=Т; л - 0 = о < л - , < . . . <*• < 

•<хт,--1<--<хл = 1 (4-1-1) 

Рассмотрим, далее , функции и п к [х, I), (]чя (х, г), тпк {(), 

%.н Ю . ( '>• « » . * ( * • 0 . 9 , , , (д-. 0 . ^ я , к Ш Я . * Ш 

* - . . : Ю . У , , , (0. % (•*. 0 , <7„ (д-. П. (*), 0,(0, (0, у л ( 0 , 
определенные условиями А| — А»: 

А.: И Я , * Ц О, 9„,Л*Л <Ч*Ф» %*(*) <?„.* (0 не­
прерывны вместе со своими производными первого порядка 
всюду в о б л а с т и 

й ^ а м е & м (0; о ^ г « „ 



Л 2 : а я л (л), о )=ф(л - . ) ; о , , , (х,, о) = ф ( * / ) 

г < ! А ( о ) = - 2 (о. ф(о, Ф(/) . 0;л,.л ( о ) = / 

Лз: Если и я , а„, доя, с я , 2 я и {/„ определены при о ^ ^ ^ . а 

*„.*• ?«,*• у„.,< и */«,* " Р и « К ' К ' н * . т о 

при о ^ < ^ Г ( . 

л п р и ^^ <*Шц1 \";.. 
- { доя при о ^ / ^ / ( 

ш " - * - и - „ . , п р и г , . < ^ / , + 1

; 

- _ Г Чп при ̂ .«Мг 
1 7„ . . при / , < ^ ж ' 

-: 1 с„ при о < * < 1 ( 

" I при / , . < ^ / , . + 1 ' 
- _ | 2 Л При О ^ / ^ Г , . 

***~~ I 2,,,, при * , < * « , + | 

(т)йт. 

(4 .1 .3 ) 

А,: и я = И т и л д ; о„ = М т ЯПК\ В » я = Н т ю в > . 
/г—>- со А:-*- со й—' со 

•''„ = 1 ' т г „ = ' ' т * м ; ; / „ = Н т »/„ , 
й->- со к-> со А> —>- со 

(4.1.4) 

А 5 : Если ы Я ) . . . . уп определены при о ^ г ^ ^ . то значения 
ип.0(х1- ' / + , ) г „ .„ ( ' /+/) задаются произвольно. 

\ в : Пусть ип к гп к , у к и их производные по А' И / опреде­
лены при о ^ г ^ / ; . . Пусть д а л е е , Н? д , , , • • • > 2 Д к с о в п а д а ю т со 
значениями операторов п 2 я , определенных согласно 

(2.1.6*), если в них тт , ..., ут ( т = л — 1 , п) заменены на 

"^л.т • • • •• Уп т- ("* = & — 1. к) соответственно. Пусть , наконец, 
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XV 
п. к' 

п. к 

и: п. к значения производных по I от операторов 
, . . . . 2 . , определенные равенствами (2.3.2) — (2.3.5), 

если в них и ••> У, заменены на и. п. т 
(т=к—\, к). Аналогично определим 
оператора (} п к по х. П р и м е м тогда 

производную 
. Уп.т 

и „.*+> (х,(/)=Опк+1 {х.С....) 

ф - * * . 4 1 Су ••) 

(4.1.5) 

/ I . I I 
41 

йг 
л.*+1 
йг 

дх Я п. к 
1 ( % • < / ) = < ? * , % : , ' / • • • ) ; 

(4.1.6) 

Л 7 : Внутри каждого прямоугольника .V. < л ' < л ' . + 1 ; • { , <1<1} 

й,*+1 
' /I. * + I определяются с помощью какой либо фикси­

рованной интерполяционной ф о р м у л ы , обеспечивающей непре­
рывность ю г я 4 , вместе с их производными по А- И 
г в замыкании этого прямоугольника , и использующей значения 
ш „ (..,, > • • •» *„ к^1 и их производных по х и / только в верши­
нах ( . г , . , / , ) ; ( А - ' . + 1 , Ц; ( л , . , / ,_ , ) и (А-,. + | , / , _ , ) . 

А 8 : При любом рассматриваемом I 

-'/,., (О = / + [ гпк(х) их (4.1.7) 

Обоснование сходимости процесса, определяемого условиями 
А|—Аа может быть осуществлено с помощью уже полученных 
оценок и оценок им аналогичных. Поэтому мы на нем не оста­
навливаемся. Замети м только, что из доказанной устойчивости 
решения и из выбора интерполяционной формулы высокой точ­
ности вытекает возможность вести расчет при не слишком ма­
лом шаге но времени. Н у ж н о иметь только в виду, что вблизи 



1 = 0 этот шаг д о л ж е н быть возможно более мелким, так как 
при /-»-о я=0(У{) и г = 0(У I); у = 0(]/7). П о мере ж е уда­
ления от 1=о шаг по времени может быть увеличен. 
4.2. Р а з в и т а я выше теория применима и д л я случая многофаз­
ного процесса, при наличии п неизвестных границ раздела фаз 

о<У10)<уг{{)<... <УЯУ)<1 
если 

гшп (ут (о)-у1 ( о ) > о ; у, ( о ) > о ; уп (о)<I 
( = 1 , 2 , .... п-1 

и если внутри каждой из областей 0!={у1 (х) <х<у.+1 (т); 
о < т < ^ < < = о } выполняются уравнения типа (0.1) , а на границах 
раздела ф а з условия, аналогичные условиям (0.4) и (0 .5 )* . Все 
доказательства остаются совершенно неизменными. 

") Именно, пусть и( (х, I) температура в области О,- . Тогда ищем 

И/ и У/ и такие, что «/И-д—",• непрерывны в параболическом замыкании 

О,-. внутри О,- удовлетворяют уравнениям 

2 д ' н / г- д а 1 - ди 
а1-3хт+ ( * ' "'• Ш'у" у''У'+А = Ж' 

на границах х=о и х=1. условиям вида 
ди ди \ 

и) или и=Ф[1.ж) 

(Ь можно считать со . В этом случае надо потребовать регулярности 
на оо ) и на границах х=ук условиям 

Щ I к (У к) (*='• 

йук . ди, дик . 

-аг =*<.*(<•щ -тх; ч-Ш'а*)'Ун"='• <+1>-
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Л. И. Рубинштейн 

ОБ О Д Н О М ВАРИАНТЕ О Д Н О М Е Р Н О Й ЗАДАЧИ 
СТЕФАНА С УСИЛЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

А н н о т а ц и я 

Изучается краевая задача : 

д2и . „ / , ди а"у , д2и _ / ди йу\ ди , ^ ... 

ди I .... . 
Их . =1{1'и) и =ф(л:); « 

о 
= 'И/у(') 

Результаты , подробно излагаемые в статье , были аннотированы 
автором в докладе на IV всесоюзном математическом съезде и 
в заметке «Об одном варианте задачи Стефана» , опубликован­
ной в Д А Н С С С Р , т. 142, № 3, 1962 г. 



Ь. I. КиЫгЫет 

А У А К 1 А М ОР А 0 \ Е 0 1 М Е \ 5 1 0 ! Ч А Е 5ТЕРА1Ч-1ЛКЕ 
РКОВЬЕМ УУГГН РОКСЕО 1Ч01Ч-1ЛЧЕАК1ТУ 

А п п о I а 11 о п 

Тпе Ьоипйагу уа1ие р г о Ы е т — 

д2и г. I ... , ди йу\ 
а1 

ди 
дх 

дх' 
г I 1 ди <1ч\ ди „ _ ... 

+Р(.х, и и'Тх'У'1п)=-д7''0<х<у{()' 
= !((. и) 

ди 

= ф ( х ) ; и -'!•(!/ (/) ) ; 
х=у{1) 

( • ' • 7 ^ ' у ) \ ' У(°)=1>° 

15 $о1\'ес1. 

Тпе аЫпог 'з ге$и11$, апа1у5ео! т с!о1а11 ш 1гиз аг11с1е, \ \ еге 
аппоипсес! т а герог! та<1е а! (Не РоигЧН М а т е т а И с а 1 Согщгезз 
оГ (Не V. 5 . 5 . К., апа1 т Ы$ аг(1с1е «Оп О п е У а п а п ! оГ (Не 5(е-
(ап Р г о Ы е т » , риЬНзНеа т (Ье ^оигпа! ОАг^, 5 . 5 . К., УО1. 142, 
N0. 3, 1962. 
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47. 5 Ы . . 1963. 11МУЕк31ТАТЕЗ 5КА1Т1 ,05А\А5 СЕМКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Л. И. Рубинштейн 

ОБ АСИМПТОТИКЕ Р Е Ш Е Н И Я ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ 
ОСЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ ТЕРМОКОНВЕКТИВНОЙ 

З А Д А Ч И ПРИ БОЛЬШИХ З Н А Ч Е Н И Я Х 
К О Н В Е К Т И В Н О Г О ПАРАМЕТРА*) 

Н и ж е рассматривается асимптотическое по параметру V п о ­
ведение решения и (г, г, (). краевой задачи 

т г з + Н т - = — дт ' • о<г<со; о<г< со; Оо; 
дг2 дг- г дг а2 д1 

(0,1) 
д2и . 1—2У ди ди ди . , 

Тг + а Ж = ТО 0 < г < • 5 2 = о : / > о ; (у'а>о) 

(0.2) 

= о; о ^ 2 < со ; о < г < со; Н т И — о ; 1^о 
г 2 + 2 » _ » - в 0 (0.3) 

«и , г = 0 '><» <°-4> 
З а д а ч а эта была поставлена нами ранее и решена с по­

мощью двойного преобразования — Ханкеля по г и Л а п л а с а -
Карсоиа по I в связи с вопросом об изучении температурного 
поля нефтяного пласта при тепловой инжекции, осуществляе­
мой путем нагнетания в пласт нагретой несжигаемой жидкости 
[1]. [2]. Именно, было показано следующее . Пусть и-изображе-
ние Л а п л а с а - К а р с о н а от и т. е. 

0=р I е~* и (г, 2 . Оси. (0.5) 

*) Результаты, полученные ниже, кратко сообщены в [7]. 



Представим V в виде 

ь= I е \(р, $)1о(вг)8А$ (0,6) 

где / 0 — функция Бесселя первого рода нулевого п о р я д к а , и 
положим 

Ф ( р , 5 ) = / 1(р, т-Л>. (0,7) ), 5 ) = р 

Тогда (р я в л я е т с я интегралом уравнения 

(0,8) 

при начальном условии 
Ф(о, р ) = 1. (0,9) 

Интеграция (0,8) дает 

-ЪЦз, р) 

Нр,8)= " В , (0 ,10) 
82+р+а\82+р<а? 

где 

• - А й ^ _ ^ _ 7 > 7 / « (0,11) 

, - / 1 * * , 2 - ^ 

'«.• = - т ± 1 / т ^ 1 ^ ( 0 Л 2 ) 

Отметим, что в частном случае а 2 = 1 — (0,10) сводится к 

" " • 5 ) - ^ ( а + т а - д , 0 ' 1 3 ) 



З н а я / представляем и в виде двойного интеграла 
со 

ц = ^*ф(в; г; ()10(8г)8(1$; 

о 

е НР, в) 

(0,14) 

В [1] б ы л о показано т а к ж е , что в пределе (при (-*• со) и, 
определяемое равенство (0 ,14) , переходит в решение 11 ста­
ционарной задачи, соответсвтующей задаче (0,1 — (0,4) , причем 

и (г; г) = 
2 у а 2 > 1а(г8)й8. 

(5 + а ) 2 ' ' + ' 

В частности 

и ( г , о ) = 1 - 1 + _ 1 | 2 ' ' У , ( т ) < г т ; о = « г . 

(0,15) 

(0,16) 

Числовые расчеты по формуле (0 ,14) , д а ж е в простейшем 
случае а 2 = 1 , весьма затруднительны из за осцилляционного 
характера инетгралов, входящих в (0 ,14) , а при больших зна­
чениях конвективного параметра V они становятся просто не­
в о з м о ж н ы м и , б л а г о д а р я тому, что амплитуда колебаний подын­
тегральных функций оказывается при этом чрезвычайао боль­
шой. Таким образом оказывается необходимым получение 
асимптотического по у р а з л о ж е н и я решения. Кроме того жела­
тельно преобразование решения к более обозримому виду и в 
случае \- малых. Ц е л ь настоящей работы и состоит в решении 
этих вопросов. 

Вначале мы сосредоточиваем наше внимание на простей­
шем случае а 2 = 1 и 2 V — целом. В § 1 с помощью формального 
применения правил операционного исчисления и интегральной 
теоремы Ханкеля мы приводим решение и к виду 

( - 1 ) " Г елК йп I -я п в , К \ е л85"йз. 

где 
/?2 = л 2 + ( 5 + г ) 2 ; „ = 2 V. 

(0,17) 

(0,18) 

В § 2 показывается , путем прямого счета, что ы, определяемое 
таким образом, действительно д а е т решение исходной задачи 



(0,1) — ( 0 , 4 ) . В § 3 решение (0,17) представляется , с помощью 
интеграла Коши, в виде двойного и н т е г р а л а , к которому дву­
кратно применяется метод перевала д л я получения асимптоти­
ческого р а з л о ж е н и я решения при «->-оо 

В § 4 выписываются первые два члена полученного асимпто­
тического разложения : 

1 с . / ? - 1 

д I 

Тх и°~ т \ду* + у ду) 

(0.19) 

где 
№=(1+х)г+у*; 

(0,20) 

и показывается, что они являются решениями следующих крае­
вых задач : 

д_ 
дх 

Ы + ^ + Т ф " " э т ) " ' = о : л > о ; у > ° ' т > 0 ; 

\у, +-ф, = о ; х=о; у>о\ т > о ; ( 0 , 2 1 , 

(0,22) 

и щ 

V I = Ч Г 

З д е с ь 

Фо = « ; ^ 0 = 1 ; 

П р и этом не требуется, чтобы п было целым. 

З а м е т и м , что Щ ( *=6 ,1 ,2 . . . ) , определяемые согласно 
(0 ,22) , являются членами ряда 

! 01 . л"' , (0,23) 
1 = 0 

сумма которого была бы решением з а д а ч и (0 ,1) — ( 0 , 4 ) в пере­
менных (0 ,20) , е с л и бы р я д (0,23) и р я д ы , п о л у ч а е м ы е из него 
почленным дифференцированием , сходились бы равномерно . 



Совпадение первых Двух членов ряда (0,23) с соответствую­
щими членами разложения, полученными методом перевала, 
ясно у к а з ы в а е т на асимптотический характер этого ряда . Од­
нако строгим доказательством этого факта мы не располагаем. 

В § 5 ищется асимптотическое разложение решения исход­
ной задачи в общем случае а2Ф\. При этом используется ме­
тод § 4 . Формальное применение правил операционного исчис­
ления и теоремы Ханкеля приводят к следующему выражению 
первых двух членов р а з л о ж е н и я 

" | | = тг Е г 1 с т у , ; 

+ 

X 

- I о г ах г , . V 

_ Гии(х, ц, т - Х ) 

Г 2?-
у ' - и а 

(0 ,24 ) 

что при а2=\ совпадает с (0 ,19) . 

Н и ж е мы пользуемся следующими обозначениями: 
2 : — з н а к асимптотического соответствия. 
-г=- — знак соответствия м е ж д у изображением и оригиналом 
при преобразовании Л а п л а с а - К а р с о н а , т. е. 

Р(р) -Н-^ ( 0 означает, что Р (р) = щр р-р! •'/(0<#. ( 0 , 25 ) 

° ° — знак соответствия м е ж д у трансформантами Ханкеля ну­
левого порядка , т. е. 
Р{х)<-^}($) означает , что 

со со 

р{8)10(Х8)8аЗ] / ( 5 ) = у Р(х)/и(Х5)Х Ы X. 
(0 ,26 ) 

Наконец ~ и ^ знаки соответствия при двойном преобразо­

вании Л а п л а с а - К а р с о н а и Ханкеля, так что 
Р(з, Р)± !(х. / ) ; Ф(Р. 5 ) ^ 7 ч (г, х) (0 .27) 



означают 

со со 

ГЪ, Р)=Р У е-"' 41 I/(л, 1)1ф$)х4х; 

О II 

со со 

Ф (р, 5) =р у / и (Л" 5)Х(1Х у С ' - '"ф ( / , Л) й I 

( 0 , 2 8 ) 

Наконец используюстя следующие стандартные обозначения 
специальных функций: 

/ ^ ( г ) — функция Бесселя первого рода порядка ц, 
/«(Ж)— функция Бесселя от мнимого аргумента первого рода, 

порядка ц, 

Ег\с д-= 1 -Ег{ х= [ и х . 

§ I. Будем считать, что о 2 = 1 и 2\=п — целое. Тогда 
1(р, з) из (0,13) запишется в виде 

и * -*Г*+Р « ( Н " У~Г») е _ 1 1 ( Л \ 

(1.1) 

где 

р« т ; у=*г. (1.2) 

Пусть 

Г(р)-^<?(1) (1.3) 

Тогда по известному операционному правилу [3] из 

№ . * ) б ^ ^ - г - Ф ^ , 2, I) (1,4*) 



и из (1,3) следует 

Ф = Ф ( * « 0 - ^ (1.4) 

Имеем 

„ т -уЩ* 
Р(р) = I Гт Ц"-"/» ~ , * г = ^ — г (1.5) 

Пусть 

РЛР)=Р(Р')\ Ф , ( Г ) ^ Л ( Р ) . (1.6) 

Тогда по известному правилу [3] 
СО Г » 

ф(/)= гт== | в ~41 ф 1 ( т ) Л . (1.7) 
о 

Имеем 

р V1 + р1 е 
Р1(р) = 2 С В " - т р - И п И - 1 . . 

+Л-2 ( р + УН-р*У+1 

= 2 С ; р - * * — « .-Е— Г*(уТ+р) (1.8) 

Пусть 

Р*( Р )^ -<р*(0 (1.9) 

Тогда [3] 

3 ТТР^ ИУТ+Р 1 )^- / /О(У^)Ф*(Т)*Г. (1.10) 
и 

Имеем 

Т ^ Г ^ 
(1Л1) 

где т| (д-) - - единичная функция Хевисайда . Таким образом 

У (1.12) 

1Я - 1260 2 2 5 



Отсюда видно, что <р непрерывна вместе со своими первыми 
л—1 производными при (=у. Действительно 

Ф 0 / - о ) = ф ' ( { / - о ) = . . . = ф С - » ( у _ 0 ) = 0 1 (1,13) 

так как т)( — о) = о . С другой стороны при у = +о эти равенства 
выполняются благодаря наличию в подынтегральной функции 
множителя ( т — у ) п . 

Из (1,12) , (1,13) и (1,5) следует , что 

ф , ( / ) = т 2 ]-1Гт—^-у)пг1((-г)1о(У1^их. 

(1,14) 
Внося (1,14) в (1,7) н а й д е м 

Ш _ А 2 А 4,(0
 = Л С " - Т Г / ' 4' " ' \ Ч У ^ ) е-*(--у\х-у)"с1г. 

X у 

Интегрируя по частям и з а м е ч а я , что 

а1"-1 е 4 1 йт
 Е к 

найдем 

со 

Ф ( 0 = 2 Ст (-1)" [-В—Еф-^ ах-
у 

X 

• Г /о (УР=**) Г * * * 9 ( т - ^ ) " Л . (1.15) 
У 

В силу формулы Л е й б н и ц а это означает , что 

• ^ /о (УЗР11*5) « Г - » ^ ) (т —/у)"с/т. (1,16) 



Внося (1,16) в (1,4) найдем 
со 

ф- (-'> У 
X • I /о (У^=^) Г***0 (т-$,)«<**. (1,17) 
у 

Положим здесь 

т = 5 п; >. = 5 | 

Тогда, учитывая (1 ,2) , получим 

ф. Ег\с « Ц . 

Е • I/о (вУР^?)^-*^ (г\-г)»Оц (118) 
Положим, наконец 

Найдем 

г 

I Мзг)е-«^-г)(У^-гУ -0= (1,19) 

Внося (1,19) в первый из интегралов (0,14) и меняя порядок 
интегрирования получим 

г 

- . 2 0 ) 

о о 
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Пользуясь интегральной теоремой Ханкеля [4] найдем отсюда 

^ . ч С У ^ - г ) • ̂ ( У Р * М 0^*^ - г г = ^ 

или, что то же самое. 

0= (^П1 7 е*—1<Г* Егс -М 

Положим в (1,21) 

так , что 

/?= У ^ + ^ + г ) 2 (1.22) 
Получим 

со 
( - ! ) - Г в ^ 

(1.23) 
Выражения (1,21) и (1,23) эквивалентны. 

§ 2. Представление решения в виде (1,21) или (1,23) полу­
чено путем формального применения операционных правил и 
теоремы Ханкеля без проверки законности всех проведенных 
преобразований. Убедимся прямым счетом в том, что II, так 
определенное, действительно является решением задачи (0,1) — 
(0 .4) , если только а2=--\ и 2 \ ' = л — целое. П о л о ж и м , с этой 
целью, 

с'< Я <//?••' \ 21/7'' ' ' 
т а к что 

0 0 

и= /* ~°"' е~а5 5" ^$ (2'2) 



П о к а ж е м , что и является решением уравнения (0,1) при 1>о. 
Имеем 

+ о1 А? I. дг2 + г с! г Т д А ' 

Н о 

д% _ г . дЯ_г + з сУР __\ г \ д 2 / ? _ 1 (з + г)2 

дг ~~ Я ' д г ~ Я ' дг*~ К Я*'' д г 2 ~ Я Я3 

Следовательно 

д2и„ 2 дг< 1 Л2 

Н о это означает , что 

^Vя=а*Vя+2аVа+^+Vа^. (2,4) 

С другой стороны при 1>о имеем 

= е * « — { е-** — ЕгГс — V (2 5) 

Д а л е е 

(2,6) 

Следовательно 

пли, что т о же самое, 

1 = о + 2ао + а Ч - ( 2 - 7 > 
Я д I "+* л + 1 



Сопоставляя (2,3) и (2,7) видим, что 

причем (2,8) выполнено при Оо и 2 3 = 0 . 

С другой стороны при г $ = г 0 > о ; 2 5 = 0 интеграл (1,23) схо­
дится равномерно вместе со всеми производными по /?. П о э ­
тому из (2,8) и (1,23) следует , что 

д и *+&\и = <К п р н 1>0; г^о. (2.9) 
" \дг7- г дг дгЧ " д I 

что и т. д. 

Д о к а ж е м , что имеет место (0 ,2 ) . В силу (2,9) достаточно 
доказать , что 

дги ди п ди _ ,„ ... 
Ь и= - а - 3 - Н - 5 - = о при 2 = 0; л > о . (2,10) 

дг2 дг г дг 

Воспользуемся представлением и в виде (1 ,21) . Положим 

1 __ е-АУ^-П ( у р ^ 5 _ 2 ) » = , ^ я ; 

Ниже для простоты считаем л З г 2 . В обозначениях (2,11) ин­
теграл (1,21) запишется в виде 

0 0 

(2,12) 

В силу (2,11) имеем 

- = а т г . - л Ч ' 

Следовательно 

^ - « а ' Ч 7 „ - 2 а „ ^ я _ , +п(п-1)Ч„_г 



Таким образом 

( 5 -«4-)*• | _-«•<»-'>*.-,-«-*_*| _-
п - З 

= е-аУг»-г» ( | 2 _ Г 2 ) 2 | У|2-7*| . (2,13) 

Кроме того 

Ч Г » = И г " 0 при | = У ^ + Т 2 ; 2 > о . (2,13*) 

Следовательно 
со 

г-*-о г 

• [ « ( « - 1 ) - а "УР^Н ] Щ-

С другой стороны 

п—3 
2 _ Г 2 ) — . 

(2,14) 

и 

ос 

=/' 
г=о ^ 

л—1 

И»я(|, *) е-'Н'-г2
 ( | 2 _ г * ) 2 й|. (2,15) 

Следовательно при л > 1 

(2.16) 

Сопоставляя (2,14) и (2,16) убедимся в том, что (2,10) выпол­
няется при « 3 = 2 ; и г > о ; 2 2 г о . 

Выполнение условий (0,3) очевидно. Д л я того, чтобы убе­
диться в выполнении (0,4) при 2 = о и г-+о, з аметим, что 

эр | 
» ( Г , о, г ) = | ^ _ | _ ( е - 5 Е л ? с _ | ^ ) е - У Р = ^ ( 1 * - г » ) ~ * | . 

' ._ (2.17) 
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Следовательно при л > 1 

п — краткое интегрирование по частям покажет теперь, что 

и (о, о, /) = 1, 
что и т. д. 

§ 3 . Отмеченная во введении трудность вычисления квадра ­
туры (0.14) обусловлена наличием осцилляции с очень большой 
амплитудой колебаний. Эта трудность сохраняется и при ис­
пользовании представления решения в виде (1 ,23) . О д н а к о , 
это представление удобно д л я получения асимптотического раз­
ложения решения по п а р а м е т р у п. 
С целью построения этого р а з л о ж е н и я воспользуемся интегра­
лом Коши. Поскольку с ~аНЕг\с (/?/2 ]/1) — целая функция от 
# — имеем 

й" I г Я \ я ! С -о.с р ! ь 4 ( а" I 

(3 ,1) 

где /. — любой з а м к н у т ы й контур , о х в а т ы в а ю щ и й точку С = Я-
Д л я того, чтобы м о ж н о б ы л о воспользоваться представлением 
(3,1) при вычислении интеграла (1 ,23 ) , нужно выбрать контур-

Ё так чтобы была гарантирована абсолютная сходимость двой­
ного интеграла 

X 

Ь г 1 с пЛП " 2я» / в К ] * С Г / С 2 У 7 ( ; - / ? ) " 
О Л 

1 » 

(3,2) 
Поскольку 

Е г , с 2 Р = Т Т ^ 2 | / 7 , , + 0 [ ( ф ) " ) ] -
видим, что д л я этого достаточно, чтобы контур л е ж а л внутри 
угла, образованного полупрямыми 

; = 0 С - у 4 7 ; о < е < со, 



где е>о сколь угодно мало . Возьмем, в качестве /. эти лучи об­
ходимые в положительном направлении. Тогда /. будет инва­
риантен при преобразовании подобия, что и будет сейчас ис 
пользовано. 

Сделаем замену переменных 

аг иг и2( , аз а!, ,0 „ ч х = — ; у = — ; т = — *. / •= — ; со= — (о,о) 
П 9 п п- п п 

II;:идем из (1.23) и (3.1) 
со 

(3.4) 

где 
Р2=(). + х)2 + у2. (3.5) 

Воспользуемся теперь двукратно методом перевала . Напомним 
его осневную идею [5]. Пусть 1(1) и § ( ( ) аналитические функ­
ции в части О плоскости комплексного переменного (. Рассмот­
рим интеграл 

1=((?т§Ш1> (3.6) 
{ 

при /« - • со . Пусть / « ' е й - критическая точка, т. е. корень урав ­
нения \'(г)=о. Пусть , далее , контур /. можно деформировать 
так, что оп проходит через /о, причем в окрестности ( 0 направ­
ление Ь совпадает с критическим направлением, определяемом 
из условия 

1"((о)((-1о)2 

действительно и меньше нуля. ( П р е д п о л а г а е т с я , что 1"(1а)Ф а) 
Тогда при /1-»-со значение / определяется частью интеграла, взя­
той по отрезку контура, л е ж а щ е м у в сколь угодно малой окрест­
ности критической точки / и . 

П У С Т Ь 

!(<о) = Я - ю - 1 - / л ( / ? - ю ) . (3,7) 

Критическая точка о>о определится из уравнения 
П с о ) = _ 1 + _ 1 _ = 0 

т. е. 
ыо--=/?-1 (3.8) 



Т а к как 

(К — ы)' 

видим, что вдоль критического направления ы — ыо чисто мни­
мое. Положим, поэтому 

( 3 = Я - 1 + в л *»; - л в < 0 < я 8 , о < 6 < 4 . (3,9) 

Найдем 
1 

Это дает 

т~лп-Ы 1 й О Т ! = 

т = о ' " т 1 

= + 1 ( е я ~ А , ' ) т 

2 Л т = 3 

) 2 ] / х м - Я 

_ I 

а . - л * | Г Т + Я ^ - ^ - № ^ - 1 ^ й <' *е 
2 ] / : 

(3,10) 

Имеем 

I сс _ 1 

Г Т = - 0 0 п ») ; 

1 - 1 е л 7 я ' " ° 

1 Ег\с^ 

> гут Д « ! V 2 у т / ' 1 3 , 1 1 ' 

где 

| ^ Е г ^ ( 2 ) = ( - 1 ) - ' е - " Н т _ , (г) 

при т > о ; (3,12) 

и /•/ (г) — полиномы Эрмита [6]. 



Таким образом 

, о - 1 + о л " * I 
2 П 1 - 1 с г; * 

со — ' * I /? — I / 1 \ т 

да * I дт /? — 1 

Д а л е е 

т = 3 * = о " • 

что м о ж н о записать в виде 

/ , ~ 2 / Г Т Л л (о ) , (3,14) 

где Л л (о) — поликомы. 

Таким образом 

и — Г / * I г)"1 . /? — 1 
/ , / , - 2 п 2 А у _ . ( в ) ( о О * 2 - г д ^ г Мс^гТ. 

(3,15) 

Внося (3,15) в (3,10) получим 

Г ^[в-н-х-ьцв-»)] Е г к _о>^ . 4т а 

= / л ' Д п ] Д " 2 -V* (о) (о О*" 
- я 8 

Переходя к пределу при я-*- оо в интегралах правой части по­
лучим асимптотическое разложение 



где 
+ О р р 2 

О*. * = / V * (О) (О 0* е 2 ф . (3,17) 
—ос 

Заметим теперь, что при / — нечетном а} к = 0. Действи­
тельно из (3,13) и (3,3,14) следует, что Ак (о) образована как 
сумма произведений степеней о таких , что если 

& = ( т - 2 ) Й - ( л - 2 ) / , 

то в эти произведения д входит со степенью 
А + 2 / + 2 / 

Таким образом четность степеней о, входящих в АК, совпадает 
с четностью к. Н о это, в силу того, что и у к является интегра­
лом с симметричными пределами, означает , очевидно, что 
а ' к = о при / — нечетном, что и т. д. Н и ж е будем писать 

«,-,*= / в 2 (оо* V * (о) ̂  <3-18> 

/ - 0 А о т - с т . О К 2 у Т 

г 
Внося (3,19) в (3,4) получим 

(3,20) 

где 
К 2 , = (л+д-) •-'+//* (3,21) 

Прибегнем снова к методу перевала . Критическая точка 
здесь равна / . = 1 и критическое направление совпадает с на­
правлением действительной оси . П о л о ж и м 

оо 

Г Ге«\-',+,п,) 1 Е г } ( . Я о ^ 1 й 

о 



\ = I + с й ~ * ; - л * < с < н * ; о < 6 < | . (3,23) 

Получим асимптотически 

т = _ | г ) / ? " ' 2Ут я/ 
- л 5 

(3.24) 

Имеем 

1 д т „ , , , 1 1 , - 1 « 1 ^ / 1 9* Г . . С . Я - 1 

(бгГЩк, (3,25) 

где 
/ ? 2 = ( 1 + л " ) 2 + г/ 2. (3,26) 

Д а л е е 

р> 

* *Й «-з Ш ! 

а «? 2 2 В , ( с,) /г 2 . (3,27) 

где # й (д) — полиномы. К а к и выше в выражении Вк встре­
чаются степени о л и ш ь той же четности, что и четность к. Внося 
(3,25) и (3.27) в (3,24) найдем, что 

• | с 2 вЛ(е) в^е, 
-> 

или снова переходя в интегралах к пределу при п-*-ж 

1 П ~ Т | - 1 4, Р*,. (3.28) 



где 

(3,29) 

К а к и выше р* з =о при к — нечетном. Б у д е м писать 

2 

Получим окончательно 

«> * 2 к 1 
] ^ п ' 2 л 2 — / 8 . 

Л' — О 5=0 Л . 

Внося (3,32) в (3,20) получим 

и=% 2 ы , " - у , 

где 

(3,31) 

(3,32) 

(3.33) 

~ = —— 2 2 2 2 
2 л * = 0 т = о !=« т ! 5 ! 

2 - ^ = г т - Д т Р ,_„ , , . (3.34) 

§ 4. В ы п и ш е м первые два члена р а з л о ж е н и я (3 ,33) . Имеем 

" о = о — аоо /оо Роо; I п 

" 1 = я — { а 0 0 Рю + а1ороо + а | 2 Роо + а п Роо)/о,о + (4,1) 2 л \ 

+ ОвО Рп / | 0 + ( и ц Роо Ч- Ы!1 Роо)/о1+4 «00 Р 1 2 ?80+4 « 1 2 Роо ? й 1 ' " 

Далее 
я I л

 1 О3

 л О' О6 

л ° = 1 ; л ' = з • Л 2 = Т - Т 8 ; 

: з з 



Следовательно 
+СО р 

а0-

+ 0 0 

= У е 2 с70=У2я; 
—со 

+со _ р2 

—со 

о р" 

= - Г е 2 ц Ч о = - \Тк; 

+ 0 В 

Роо=У2я; р ю = ^ ; р н - У §я ; Р.2=У2Я 

Внося (4,3) в (4,1) найдем 

" о = / 0 , о ; 

« 1 = / ю + / г л —/ог. 

Внося сюда / у из (3,30) получим 

1 _ . Я - 1 

Я ' 2У х 

д 1 а 2и 0 1 д°- г, 

Но 

д2 _ I д д2 1 д \ 1 д2 „ 
дх* и°~ \Ъ~~Ъу--у-~ду~) "0= ~Я ~дЯ2 Ни°~ 

д* 1 д I б2 1 о \ 

Следовательно (4,6) м о ж н о записать в виде 

д 1 / д2 I д \ 



П о к а ж е м теперь, что и0 и и, удовлетворяют всем условиям 
(0,21) , (0,22) при 1 = 0 и 1 соответственно. Относительно 11а 

это почти очевидно. Действительно из 

Еф(0) = 1; ЕГ]с(™)=0\ / ? 2 = ( 1 + Л . ) 2 + , / 2 

следует 

"о 

Д а л е е 

х=у=о -=в; к>\ 
=01 «о = о. 

/?->-эо 

дк _ \ +х а / ? 

дх т 

Следовате-тьно 

д I -д 

Я ' ду 

ди0 1дР I дР, 
\дх у д у ) и о \ х = 0 - дР\дх у О у ) \ х = 0 °-

(4,8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

Наконец 

/ д2 , д- , 1 д д \ \ I д2 д \ •„ . Ш- 1_л 

( ^ + о у + Т ^ - ^ ) ио=Ж\т~Тх)Еф1^=^ 
(4.12) 

С о п о с т а в л я я (4 ,9) . (4.10) и (4,11) с (0,21) и (0,22) убедимся 
г. том, что ии удовлетворяет всем требуемым условиям. 

Рассмотрим теперь Щ . Очевидно, что 

"1 =о; ы, 
-.=о; х*+у*>0 

(Г- . д2 . 1 д 

д 
= о ; Д - — | и , = 

0 
= ( дР + Щ + Т Ту ~ Тт) Щ=° ПР" Т > 0 ; *>°> У>°-

(4.13) 

Пусть, д а л е е 

7 , / д \ ё Л (д2 \ д и\ 

(4,14) 

Внося сюда ы, из (4,7) найдем 

I (И,, Но) = —гг / - ( " и ) (4,15*) 



где 

1 = \дх у ду) \ду* + у ду) + у дхду' 

Пусть 

м= [ъ? + 
1 _ _1 Ал 

у ду) \дх у ду) 

9 ду\дх у ду) 

В силу (4,11) имеем 

М и0 + Ы и 0 = о при х = 0 

Поэтому достаточно д о к а з а т ь , что при л = 0 
1*иа=(1-М-Ы)и0 = о. 

Но 

д2 . з а 

г/ 0 < Л ° у ^ у ду) 

1 г) 
+ У ду)(у ду)-°' 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4,20) 

так что (4,19) действительно имеет место. 

1 д а 

Имеем, д а л е е , 

д 1 / д" д 1 / О4 1 С 3 1 а \ 

(4,21) 

З а м е т и м , что при т > о и0 непрерывна вместе со своими произ­
водными в точке л ' = у = 0. Отсюда и из (4,21) следует, что 

/ 6 , 1 д2 \ . . 1 а . . 
- - 9 - 5 - "о(о , о, т) 

(4,22) 

Н о 

«о (о, о, т) = 1 т. е. «о (о, о, т) = 0 . 
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Следовательно 

д . 1 д2 

V 
д . 1 д г \ Щх - / 1 4 . 1 — 1 _ / 1 + И \ 

**мГ [дх + 2 ад:»/ "° | х = у = 0 \дх^ 2 ах») 
1+л- Х=0. 

(4,23) 

Но 

\ а * ^ 2 ал-2 ; 2 / \ 1 +л- / 

Ег\с 
2 ^ , I 

X' 

"4-

( 1 + л - ) 2 + " 2 

Следовательно 

[1+х)\т 

2 

!_ (1+х) УЧХ-(\+Х+ 2х)+ а+х)>Ег!с

2]/х-. 

" 1 = О. 
Х=У=0 

(4,24) 

Сопоставляя снова полученные результаты с (0,21) и (0,22) 
убедимся в том, что их удовлетворяет всем поставленным усло­
виям. 

З а м е т и м теперь следующее . Введем в систему (0,1) — (0,4) 
независимые переменные х, у и т, п о л о ж и в 

аг а г ач (; п = 2х. (4,27) 

Найдем 

а 2 . д2 . 1 д I д7 д2 1 д д \ 
Ы + ^ + ^ ^ - Т х ) и = 0' А > ° ; У > ° ' Т > ° ; 

(4,28) 

/ а2 , 1 - я а , б , а \ . . 
\ а//- у ди дх дх} 

(4,29) 

= о при х2+у2>о; и 
1=0 

= 0. 

и 
Х=У=0 

ХГ+У--"Х 

= 1; т > о . 

(4,30) 

(4.31) 



Будем искать решение задачи (4,28) — (4,31) в виде ряда 

и= 2 ит- п-т. (4,32) 

причем потребуем, чтобы его члены удовлетворяли условиям 

-о; ип 

-=о 
= о; т=*6, 1 , 2 , . . . 

х=у=о 
= 1; » т 

- о ; т= 1, 2, 3 . . . 
дг=у=о 

(4,33) 

Тогда сумма ряда будет решением рассматриваемой задачи, 
если ряд (4,32) и ряды получаемые его почленным дифферен­
цированием сходятся равномерно, а члены ряда кроме условий 
(4.33) удовлетворяют условиям 

А А А А 
\ дх* + ду2 + у ду дх 

и_ =-о; 

х>о; у>о; х>о; т = 0, 1 , 2 , . . . 

1 д I д 1 д \ ^ 
и - Т Ф Г ° = О : Л ' = О : У > ° ' Т > О : 

(4,34) 

(4,35) 

I д 1 д \ , / д2 1 д „ д \ 

\ Т ~ У Ту) " ^ ' + ( о у + У Ф ~а Тх)и»=°' 
х = о; у>о; т > о ; т = 0 , 1, 2 (4,36) 

Сопоставляя (4,34) —(4,36) с (0,21) —(0 ,22) видим, что при 
а2=\ они совпадают. М о ж н о было бы доказать , что это совпа­
дение имеет место и д л я других членов ряда (4 ,33) . Это ука­
зывает на то, что и в общем случае а2 Ф 1 р я д (4,33) д о л ж е н 
иметь асимптотический характер . Мы однако не располагаем 
строгим доказательством этого утверждения . , 

Имея в виду указанные во введении технические приложе­
ния и оставаясь на «физическом уровне анализа» , мы ограни­
чимся ниже получением, в случае а2=\ только первых двух 
членов ряда (4 ,33) . З а м е т и м , в связи с этим, что именно таким 
приближением пользуются обычно в теплофизике при решении 
конвективных задач . 
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§ 5 . И т а к выпишем первые два члена ряда (4 ,33) . К а к и в 
[1] будем пользоваться двойным преобразованием — Л а п л а с а — 
Карсона по т и Ханкеля по у. Пусть 

V " ' - 0 . 1 . . . . (5,1) 

та (р, 5) =,( />, 5) Иг*****&9т{х4 у, р)/т (5,2) 

т а к что 

!т {Р. 5) е хУр+!* щ « (л-, у, х) (5.3) 

или. предполагая законным изменение порядка интегрирования 

\ м (р, з) е-хУР+*~* ~ ип (х, у, г ) , (5,3*) 

П о условию " „ = 0 при т = 0. С л е д о в а т е л ь н о с т д о л ж н ы быть 
интегралами системы 

<Э-У дго_ 1 ди. 
~дх* ду~ У "оу -Р"» = 0 ' 

х>о; у>о; т > о ; т = о; 1; 2. . . . 

дV. 

(5,4) 

дх у дд + т ) ' т = о ; х = о; у>о; т > о ; т = о; 1, 2. . . . 

(5.5) 

= о ; е = ° ; т = о, 1 , 2 . . . 

V = 4 ' л. = о. 1 , 2 . . . 
т т 

I ; у=о 

(5,6) 

(5,7) 

где 

••) 



Представление Vт в виде трансформант (5,2) обеспечивает 
ф о р м а л ь н о выполнение (5,4) и (5 ,6 ) . Условие (5,5) сводится, 
в силу (5,2) и (5,8) к равенству 

00 

Л /«(р. $ [-УР+** МУ «) - у А ] + 

т = о, 1 , 2 . . . (5,9) 

Мы принимаем здесь, д л я сохранения единообразия записи, 

/ _ , = о (5,9*) 

Так как 

/ Д г ) = - / , ( г ) ; / ( г ) + 7 в ( * ) + / « , ( * ) = о (5,10) 

видим, что (5,9) равносильны равенствам 
СО 

/ * { / „ (Р. >•) [-УРТ^10 ( Л / / ) + | /•(>.//) ] -

о 

(Р. >.) (> . 2 +а 2 р)У„0>У) } (5,11) 

Умножая (5,11) на у 10(зу), интегрируя по у и меняя в слага­
емом, содержащем Л , порядок интегрирования, получим 

со со 

^у ы$у)йу ^ [/я(р, >.) 1/"рт>.7+ 
о о 

+ (* 2+а 2р) / „ _ , (Р. А.) ] Пау)Ьй%-

оо со 

- ^ г / т ( Р - №Ь рфу)Шз№Ь=6 (5,12) 



Первый интеграл в левой части (5,12) является двойным инте­
гралом Фурье-Бесселя . Следовательно , формально , он равен 

!Т(Р,З) У~РТЗ~* +(3Г+А>Р)(Т (р, 5 ) . 

Внутренний интеграл во втором слагаемом является разрывным 
интегралом Вебера-Шафхейт.тина [6]: 

оо 

Г ( у - ц ) I" * ( а * ) / , (Ь 1)41= 

1 0 Ь<а 
(5,13) 

в котором н а д л е ж и т положить ц = 0, \ = 1, а = 5 , » = /.. Следо­
вательно он равен при 5 < л и н у л ю при 5 > Я . Т а к и м обра­
зом (5,12) сводится к у р а в н е н и ю 

оо 

У~Р+~5Г] Т(Р, З) - I)./т (р, %)Й ).+ ( а ' р + * - ) / „ ,_ , (р . 5 ) = о 

(5,14) 

Положим 
со 

ф т (р. 5 ) = { \ ] т (р, /,) а Г.. (5,15) 
т 

5 

Из (5 ,2) , (5,7) и (5.8) следует , что 

Ф т («• Р)^% ( « = о ; 1. 2. . . . ) (5,16) 

Д и ф ф е р е н ц и р у я (5,15) и внося результат в (5,14) получим 

+ Т ф"> + $ ^ ~ (з2 + а2Р)5 5 ) = ° - (5.17) 

Интегрируя (5,17) с учетом начального условия (5,16) получим 

^М-УЩ (5.18) 

Ф . + 1 - " ^ / | ± Ц -ЦР. Шаг.. (5.19) 

О 



Отсюда и из (5,2) следует, что 

О) 0 = 
Ур+8 

о 

- * + а * р щт(р, $); т = 0 , 1 , 2 , . . . (5.20) 
УУ + 5 2 

Пусть 

Ш^Шщ. (5,21) 

Тогда в силу (5,3*) 

и„<^Фт. (5,22) 

ы> т. а следовательно и ит вычисляются рекурентно. Проведем 
д о конца вычисление и0 и щ. Из (5,20) следует , что 

ш,-- — аУо-У52-гр т - — — ШоН г,—р1п 1+— = 
I у5* + р - \ Р, 

= а , ц + к. ,

! 2 + -иУ|з + а 'ц . (5.23) 

Пусть 

ш „ ^ №„• ; И1/со ; «7,, ( / = 1, 2, 3 , 4 ) . (5,24) 
т а к что 

1Г ,= 2 щ= 1 и, '- (5.25) 
1=1 /=1 

Имеем 

ш „ = - у г̂ 'о (5.26) 

Используя известное свойство трансформант Ханкеля найдем 

Следовательно 

1 / (92 I д \ о с , 
И и = - ~ 1-^5 + ' — — 1"о. (^.28) 

2 \ а у

2 т
 1/ ^ 



Д а л е е из (5,20) следует 

д 
ш , г = - у Р + 5 2 Ш 0 = О^Щ- (5,29) 

^ . 2 = 4- Н70 (5,30) 

Следовательно 

«7 = _ 
ал 

т. е. 

" . 2 = - ^ "о (5 ,31) 

Д а л е е , из (5,20) следует, что 
с* 

» 1 3 = - ( а » - 1 ) р ^ « М Б . (5,32) 

Н и ж е будет показано , что 

№„($, л , о ) = о (5,32*) 

Это означает , что 
оо 

Г 1 3 = - ( а 2 - 1) - 1 у Г о ( 5 , | , т)а-% (5,33) 

и вместе с тем 

(5,34) " 1 3 = — (а 2 — 1) / «о(1, У, х)а% 

X 

Найдем и». К а к известно [3] 

р 1п ( 1 + - ~ ) ^ — \ (5,35) 

Отсюда, из (5,32) и теоремы о свертках следует, что 

Г ц - -щI 1 ^ ' о ( 5 , т - Л ) < т / . (5,36) 

о 



Потому (см. (5 ,22)) ф о р м а л ь н о 

ии= -^у1 1 ЫХ / —I тЫ х, т-К)10(5у)5 48. 

(5,37) 

Н о 

оо 

« 7 0 ( 5 , х, X) = ^и0(х, I), л ) / о ( 5 л ) Л *1 (5,38) 

о 

Внося (5,38) в (5,37) найдем 

а 2 - \ д Г'. И - е А , , . , 

О О 
в о 

" У « О ( А - , Л. Т - >.)/о(5л)л^П- (5,39) 

З а м е т и м теперь, что ф о р м а л ь н о 
00 со 

^ ]0(зу)<15 ^ и0(х, г\, Х)1о(5ц)ц(1ц = и0(х, у, А). (5,40) 

о о 

И ЧТО [6] 

**Ч(*//)/„(* ч ) 5 < ^ = е

 2 х ' о (^) - (5,41) 

о 

Следовательно (5,39) сводится к 

а 2 - 1 й ГЛ. Г . 

о 



Внося (5 ,28) , (5 ,31) , (5,34) и (5.42) в (5,25) получим 

д 1 / д2 , ) а \ # 0 ? . 

, а 2 - 1 3 Г « Л Г , 
+ - 2 - ^ т ] х [ " о ( Л ' - « • * - * > -

о 

ОО 
" О (л -, т | . т - л ) 

.У2-И|» 
4). 

{° Щ ( 5 - 4 3 ) 

Остается внести сюда «о. Поскольку и0 не зависит от а2 оче­
видно, что оно совпадает с найденным ранее 

21Г-
(5,45) 

в чем можно убедиться и непосредственно, о т п р а в л я я с ь от 
( 5 , 2 0 ) ' . 

П р я м а я проверка того, что решение (5,43) действительно 
удовлетворяет всем требованиям (4,33) — (4,36) затруднитель­
на. Именно без труда проверяется , что щ, определенное согла­
сно (5 ,43) , удовлетворяет условию (4 ,34) , условию на беско­
нечности и начальному условию (4 ,33) . Д а л е е легко убедиться 
в том, что имеют смысл операторы 

1 
х-

Г/ 1 I а \ , / а* . I а , а л 1 

Ит Пт 
х->о у-*о 

(5,44) 

О д н а к о прямым д о к а з а т е л ь с т в о м равенства их нулю, что необ­
ходимо д л я проверки условия (4,33) в точке х=у = о и условия 
(4,36) мы не располагаем . Тем не менее можно быть уверенным 
в неформальном характере построенного решения, поскольку 
легко обосновывается законность всех операций, приведших к 
построению решения (5 ,43) . 

•) Отсюда, очевидно следует (5.32*). 
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Л. И. Рубинштейн 

ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЯ О Д Н О Й КОНТАКТНОЙ 
ОСЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ Т Е Р М О К О Н В Е К Т И В Н О И 

ЗАДАЧИ ПРИ БОЛЬШИХ З Н А Ч Е Н И Я Х 
КОНВЕКТИВНОГО ПАРАМЕТРА 

А н н о т а ц и я 

В статьях автора «Об одной контактной термоконвективной 
задаче» ( Д А Н С С С Р , т. 135, № 6, 1960) и « О температурном 
поле пласта при тепловой инжекцип» (Ученые записки казан­
ского гос. университета , т. 121, кн. 5. !"961 стр . 129—156) рас­
смотрена краевая задача 

д*и 1 ди д-и ди 
—>+ — Й7 + й^ = ^Г-д-(' о<г<оо; о<г<«>; 1>о дг 

сРи 
дг2 + 

дг 

1 - 2 

+ 

дг* 

дг 

а 2 

ди ди „ 
+ а — = - г т ; г=о\ о < г < « = ; 1>о; 

ог 01 

Г=2=0 
— о; Нт и = о. 
1=0 Г 2 + 2 2 - * - * 

В аннотируемой статье дается асимптотическое представление 
ее решения пригодное для расчетов при больших значениях кон­
вективного параметра V. 



Ь. I. К и Ы п з 1 е т 

0 N ТНЕ А 5 У М Р Т 0 Т 1 С А Ь В Е Н А У Ю 1 Ж ОР ТНЕ 5 0 Ы Я Ю 1 Ч 
ОР 01ЧЕ АХ15-5УММЕТК1САЬ ТНЕКМО-С01ЧУЕСПУЕ 

С О \ Т А С Т РРОВЬЕМ ВУ ОКЕАТ У А Ы Ш 5 ОР С01ЧУЕСТ1УЕ 
РАКАМЕТЕК 

А п п о 1 а 1 | о п 

1п 1пе аи1пог'з р а р е г з еп1111ес1 «Оп опе Т п е г т о - С о п у е п с Ц у е 
Соп1ас1 Р г о Ы е т » , (риЪПзпеа т Б А Ы , 11.5.5.К., УО1З, 135, 
N0. 6, 1960), апа1 «ТЬе ОН Ьауег Т е т р е г а 1 и г е Р1е1с1 \упеп хпеге 
15 Т п е г т а 1 1п]ес1юп» (Тгап5ас1юпз оГ 1пе 51а1е 1_1шуег511у оГ 
Кагап , УО1. 121, Воок 5, 1961, р а ^ е з 129—156) , тпе Г о П о и т д 
р г о Ы е т \уаз зогуео": 

&и _ 1 _ ди сРи __]_ 
дг2 + г дг + дг* ~ а 2 

ди 
дс ; ; о < 2 < « = ; о < г < 

О2и [ 1 - 2 уо 'и 
1,2 + 

ди ди 

ог- -д7+ад1 = - о Ч ' ' 0 < г < с а ' ' г ^ с п и 

Нт и = о 

= о 
ЫО 

= 1; 
г=г=о 

ТЬе агИс1е, о\ \УЫСП (ГПЗ 15 ап а п п о Ы ю п , с о г И а т з а герге-
з е п Ы ю п т а з у т р 1 о ! е Гогт о\ 1Ы? р г о Ы е т ' з з о М ю п , уа1иаЫе 
Гог с а к и Ы ю п >упеп §геа{ уа1иез а г е изео* Гог 1Ье сопуесИуе 
рагате1ег V. 



РЕТЕКА 5Т1_!СКА5 ЬАТУЫАЗ УАЬ5Т5 С1МУЕК51ТАТЕ5 21МАТМ5К1Е РАК5Т1 
47. 5Е.1.. 1963. Ц"№\'ЕК51ТДТЕ5 5КА1Ц.05А.ЧА5 СЕМИА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Э. Я. Гринберг, М. Л. Шнепс 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ПОТЕРЯННОГО ПОТОКА 
ТЕЛЕФОННОГО СООБЩЕНИЯ 

1. Рассмотрим телефонную систему при следующих усло­
виях: 

1) расстояния м е ж д у двумя последовательно поступившими 
вызовами являются одинаково распределенными, взаимно не­
зависимыми случайными величинами с функцией распределения 

Н(х) = 1—е-Ь*, 
т. е. поток вызовов является простейшим потоком [2]; 

2) в системе имеется V линий с номерами 1 , 2, и; 
предположим, что поступивший вызов занимает ту из свобод­
ных линий, которая имеет наименьший номер: в случае отсут­
ствия свободных линий поступивший вызов теряется ; 

3 ) продолжительности обслуживания являются одинакого 
распределенными, в заимно независимыми случайными величи­
нами с функцией распределения 

С{х) = \-е~*. 

Качество работы изучаемой телефонной системы характе­
ризуется вероятностью потерь, зависящей от интенсивности по­
тока Я и числа линий V. 

Вероятность потерь дается формулой Эрланга 
V Г * / . ' I - 1 

«а* « и * 1 а и ] • 
Интенсивность потерянного потока, т. е. среднее число вызовов 
потерянного потока в единицу времени, дается формулой 

//(>., V) =1- Я (Я., V) = 



П о формуле Эрлаига м о ж н о рассчитать вероятность потерь д л я 
любой подсистемы, образуемой начальными / линиями 
изучаемой системы. П р е д с т а в л я е т существенный интерес срав ­
нить м е ж д у собой вероятности потерь на различных линиях при 
одинаковой интенсивности поступающих на них потоков. В ра­
боте Хинчина [2, стр. 84] упомянуется гипотеза П а л ь м а [1], ут­
в е р ж д а ю щ а я , что эта вероятность возрастает с номером линии, 
т. е. если 

(при /., ц > 0 и целом А ' ) у(1, х) = у ( и , х+ 1), 
то 

//(/., х+\)<у(ц,х+2). 

В настоящей статье получены некоторые свойства функции 
у (К, V), из которых следует правильность гипотезы П а л ь м а . 

При инженерных расчетах телефонных систем не всегда учи­
т ы в а ю с ь свойства потерянного потока. 

П р и м е р , приведенный в конце статьи, показывает , что это 
д а ж е д л я весьма простых схем приводит к очень грубым ошиб­
кам в оценке качества схем. 

2. Н а р я д у с функцией 

! ' = 0 4 • 

рассмотрим функцию 

со 

Г (к, х)=- I е-Х1((+\)^(, (2) 

и 

определенную при любом конечном х и действительном Х>о 
(в области Л ) . 

В области й, где л > 0 и х целое неотрицательное, 

Нк х)=Р(к, х). 

Соотношения, легко получаемые из ( 2 ) , д а д у т т а к и е ж е со­
отношения для функции /, если они д л я нее имеют смысл. 

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е (2) д а е т 
эо 

^Гд~ =(-^У р-^Щп{1+\)}(1+\УсИ. (3) 
о 

Все эти производные определены в области Д; при действи­
тельном х к а ж д а я из них имеет постоянный знак, определенный 
четностью (. 



Л а п л а с о в о преобразование тождества 

-1(1+\у=-(1+\)*+>+(1+\)> 
при с= I, / = 0 д а е т 

о / 7 (Я, х) 
= - ? % х+\)+Р(к,х). (4) 

Из формулы для изображения Л а п л а с а от интеграла ориги­
нала ( /+1)-* мы получаем 

).Р(к,х+\) = (х+\)Р(к,х) + \. (5) 

Исключение Р(Х, х+1) из (4) и (5) дает линейное дифферен­
циальное уравнение 

л ^ + ( - л + л - + 1 ) г " + 1 = 0 , (6) 

для которого (2) является частным решением. 
Д а л ь н е й ш е е дифференцирование (6) по Я д а е т однородное 

дифференциальное уравнение с тем же свойством. 
Соотношения (4) — (6) легко проверяются (или получаются) 

д л я / (Я, х) т а к ж е и непосредственно из (1). Понятно , (3) пра­
вильно для / только с / = 0. 

Д л я интенсивности потерянного потока (5) д а е т нелинейное 
рекуррентное соотношение 

,;>...•).. г ; " Х ' " п+ 1 + ;/(Я, п) 

Соотношения (5) и (6) по существу совпадают соответст­
венно с (6.17) и (6.8) в [4]. 

3 . Используя ( 4 ) , гипотезу П а л ь м а можно сформулировать 
следующим образом : 
если 

ДЯ, д - ) = / ( | 1 , л - + 1 ) , (7) 

10 

д1(к,х) > № , . у + П ( 8 ) 

д). <Эи 

Мы установим несколько более сильный результат : если 
х^О и К(х) является функцией от .V, определенной соотноше­
нием 

^ ( Я , дг )= / 7 о = соп51 (9) 



• М —
 а - ^ Р . СО) 

ТО 

<*ф(ж) 
йх 

< 0 . (11) 

Если (11) имеет место, то интегрируя выражение левой ча­
сти от любого целого х д о х+ I и полагая 

ВД=Х; ? . ( л г - Н ) = ц , (12) 

мы получим (8 ) . 

В дальнейшем использованы обозначения г = —, г \ = -
* дх' дКдх 

и т. д . 

Д л я доказательства правильности ( 1 1 ) , мы дифференцируем 

(9) и (10) по дг и исключаем ^ ~ - ч т 0 Дзет 

т ~ РХ 

В силу (3) / ^ ^ О и ( Н ) имеет место, если 

С=Р.л,Гх-ГХхГх>0. (13) 

Д л я расчета С, производные от Р будем брать в виде ( 3 ) , 
при чем д л я Рх, Р-Кх в качестве переменной интегрирования бе­
рем 5. Т а к как переменные / и $ и соответствующие пределы 
интегрирования не з а в и с я т друг от друга , мы имеем 

ОО 00 

0 = I ^ е~Хи+,) (5 + \у(1+\)^1п(5+\)]((1-$)сИс15. 
1=0 1=0 

В области 5 > / переименуем переменные, з аменяя 5 на / и 
наоборот. Тогда 

00 * 

0 = у у *е~ Х ( 5 + 1 ) (5+1)* у+1у[Пп{5+\)-51п(1 + \)](1-5)а,5 сИ. 
1=0 5=0 



В (14) подынтегральное выражение аннулируется на гра­
ницах 5 = 0 и 5 = / области интегрирования. Во внутренних точ­
ках этой области, где г > 5 > 0 , имеем 

/ / 1 ( 5 + 1 ) > 0 , / л ( * + 1 ) > 0 

1п{1 + \) 1п(з+\) 
> 0 , 

т а к как ^ П Р И ' - > ^ является монотонной строго возра­
стающей функцией. Следовательно значение разности в квад­
ратной скобке подынтегрального в ы р а ж е н и я в (14) положи­
тельно, т а к ж е как и все остальные множители. Поэтому имеет 
место ( 1 3 ) , ( И ) и ( 8 ) . 

Неравенство П а л ь м а можно выразить в различных эквива­
лентных видах. Пусть , напр., имеет место ( 7 ) , ( 9 ) , (12) и 

1 
г/о= -Е- • 

ГО Тогда 
^ > х+2+уо 

/. х+1+уо 

4. Отметим еще следующие обобщения. Заменим (2) на 
со 

/ • ( / . , л-)--- I е-'-1 д(х, 1)сИ (15) 

о 

с § > 0 при 1>0 и х в некоторой односвязной области значений. 
Предположим, что в с е функции, о которых идет речь, сущест­
вуют и что имеет место (9) и ( 1 0 ) . Почти дословно повторяя 
предыдущие рассуждения , видим, что достаточным условием 
д л я правильности (11) является следующее: функция 

? < * О - 4 - • § Т 

при / > 0 и всех рассматриваемых значениях .V является невоз-
растающей функцией от I, которая строго убывает на множе­
стве значений I с ненулевой мерой. 

Пусть из (15) е щ е вытекает соотношение типа ( 4 ) , напр. 

З Р % Х ) - ' О - . х)[-Р().. х + п) +Р0,. Л ) ] 
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с знакопостоянным А и /г = сопз1. Тогда, при выполнении ука­
занного условия на у, из 

А (Л, х)Р(к, х)^*А(ц, х+а)Г{ц, х+а) 

с а > 0 , следует 
А(К, х)Р(Х, х+п)>А(\1, х+а)Р(ц, х+а+п). 

5 . П р и м е р . В инженерной практике часто применяют 
формулу Эрланга для расчета величины потерь более сложных 
телефонных систем, чем полнодоступная система. Это приводит 
к грубым ошибкам . Пусть з а д а н а телефонная система, изобра­
женная на рис. 1. 

В систему поступают д в а одинаковых простейших потока П{ 
и / 7 2 с одинаковыми интенсивностями л. Вызовам потока П\ до -

. ступны линии /| и /3. Если о б е 
/ линии свободны, то с н а ч а л а з а -

Р| т (у Сг нимается линия 1\. В аналогич­
ных условиях находятся вызо­
вы потока П 2 по отношению к 
л и н и я м / 2 и /3. 

Д е й с т в и е этой системы при 
условии, что п р о д о л ж и т е л ь ­
ность о б с л у ж и в а н и я распреде -

I | -—"С/ М лена по показательному зако­
ну, описывается марковским 

Рис. 1 процессом с 8 состояниями. 
И з - з а симметрии потоков и 

схемы м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь процесс н а д 6 состояниями. Ре ­
шением линейной алгебраической системы шестого п о р я д к а 
м о ж н о найти ф и н а л ь н ы е вероятности, а оттуда вероятности 
потерь [3] и интенсивность потерянного потока. О к а з ы в а е т с я , 
что интенсивность потерянного потока уч равна 

, 9 1 у _ 4 з Г 8 А 3 + 2 0 А 2 + 1 6 А + 3 л 

УЧА*) к у 4 А ' + 1 6 ^ + 27 А 3 + 2 5 / / ' + 1 3 л + 3 ] 

Однако в инженерной практике д л я расчета подобных неполно-
доступных (или ступенчатых) схем применяют следующую ме­
тодику (например, [5 ] ) . 

П о формуле Эрланга находят интенсивность потерянных по­
токов для линий /1 и / 2 и считают, что эта с у м м а р н а я интенсив­
ность, равная , как легко видеть, 

1 + А М К ч ~ш  ( 1 6 )  



поступает на линию /э- Д а л е е считают /з второй линией в з а ­
даче Эрланга и ищут т а к у ю интенсивность V, поступающую на 
первую линию, которая бы д а л а потерянную интенсивность 
(16) , т . е. приравнивают 

V 2 1 + л 

откуда 
1 4 - у 2 л 2 ' 

Л + 1 

Д л я схемы, изображенной на рисунке 1, эта приближенная ме­
тодика по формуле Эрланга дает следующую интенсивность по­
терянного потока 

V 3 

У^-2Т2ЧТ^- ( 1 8 ) 

Подстановкой (17) в (18) получаем, что при л > 0 

у1(2Х)<у2(2Х). 

При уменьшении X относительная ошибка возрастает . Напри­
мер, при Х = 1 

г/, (2) = 0 , 5 3 4 ; у2(2) = 0 , 5 3 9 ; 

но при л = 0.1 

// ,(0,2) = 1 . 0 5 - Ю - 3 ; у2 (0,2) = 1,30 • 1(И, 

т. е. относительная ошибка достигает — 2 0 % . 
Столь грубые ошибки я в л я ю т с я следствием того, что не учи­

тываются свойства потоков, потерянных на линиях /, и 12. 
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Э. Я. Гринберг, М. А . Шнепс 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ПОТЕРЯННОГО ПОТОКА 
ТЕЛЕФОННОГО С О О Б Щ Е Н И Я 

А н н о т а ц и я 

Рассмотрена полнодоступная телефонная линия при пока­
зательных законах распределения расстояний между вызовами 
и длительности обслуживания . 

Д о к а з а н а гипотеза П а л ь м а , у т в е р ж д а ю щ а я , что потери воз­
растают с увеличением номера линии. Приведенный пример по­
казывает, что в случае, если не учитываются свойства потерян­
ного потока, возникают грубые ошибки . 

Е. С п п Ь е г ^ з апа1 М. 5 Ь п е р з 
ОК 1 

§ О М Е РКОРЕКТ1Е5 ОР ТНЕ 
РЬОУУ ОР Ь 0 5 Т САЬЬЗ М Т Е Е Е Р Н О \ Е 5 У 8 Т Е М 5 

5 и т т а г у 

ТЬе ГиП-ауаНаЫе 1е1ерЬопе з у з х е т 15 е х а т ш с о ! \ \Ьеп 1Ьо 
оЫпЪиНоп оГ Иге т1ег -агпуа1 И т е з о!" са11з апа" 1Ье оМзнчЬиЛюп 
оГ Ьо1(Ьп§; и т е з аге п е ^ а Н у е схропсгпла1. РгооГ 15 &1\ 'еп оГ 
Р а 1 т ' 5 Ьуро1Ье515: !Ье 1озз т с г е а з е з \\ч'1Ь 1Не дгоиЧЬ оГ (Не 
п и т Ь е г оГ !гипк. ТЬе § 1 у е п е х а т р 1 е зЬо\\5 Ига! \\'Ьеп 1Ье рго-
регПев оГ 1оз1 НО\У аге по! 1акеп т 1 о ассоип!, И Ъпп^з а Ь о ш 
д г е а ! еггогз т са1си1аИп§ 1е1ерЬопе з у з 1 е т з . 
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УНИВЕРСИТЕТА I. 

М. А. Шнепс 

О П Р И М Е Н Е Н И И МЕТОДА В Л О Ж Е Н Н Ы Х ЦЕПЕЙ 
МАРКОВА К М О Д Е Л И Р О В А Н И Ю СИСТЕМ МАССОВОГО 

О Б С Л У Ж И В А Н И Я С ПОТЕРЯМИ 

ВВЕДЕНИЕ 

Действие системы массового обслуживания определяется 
потоком поступающих требований, правилами предоставления 
свободных устройств д л я обслуживания поступивших требова­
ний и функцией распределения длительности обслуживания . 
Ввиду распространенности телефонной терминологии далее под 
системой массового обслуживания будем подразумевать теле­
фонную систему. В таком случае требованиями являются вы­
зовы. Отметим, что з а д а ч у м о ж н о рассматривать т а к ж е в тер­
минах теории надежности. Тогда поступлению требования соот­
ветствует выход из строя какого-либо элемента или блока, а 
время ремонта его соответствует продолжительности обслужи­
вания. 

Рассмотрим телефонную систему постоянно дейсвтующую 
в период о ^ / < 0 0 . Пусть о—Хи т 2 т л , . . . — случайные мо­
менты поступления вызовов на станцию. Предположим, что ин­
тервалы времени т ( | + 1 — т п (л = 1, 2, . . . ) — одинаково распре­
деленные, взаимно независимые случайные величины. Обозна­
чим их функцию распределения через Р(х), т . е. 

Рип+х-Х^х}-?^ (л = 1 , 2 , . . . ) (1) 

Следуя Хинчину [4], можем говорить, что поток вызовов обра­
зует поток с ограниченным последействием, определяемый 
функцией распределения Р(х). 



Предположим, что з а д а н а произвольная коммутационная 
система, и м е ю щ а я п входов Ь. (1=1, 2, в ) и V выходов 1] 

(/ = 1, 2, . . . . V). Очередной вызов поступает на вход Ь. с веро­
ятностью а,. ( / = ! , . . . . п). Пусть множество выходов разбито 
на п пересекающихся подмножеств /_ / (1=1, 2, . . . , /()• Вызову, 
поступившему по входу Ь1, доступны выходы подмножества Ьг 

Если в момент поступления вызова по входу Ь. есть свободные 
выходы (линии) в множестве /- (., т о один из свободных выхо­
дов предоставляется д л я о б с л у ж и в а н и я поступившего вызова. 
Следует у к а з а т ь , что одновременно с предоставлением выхода, 
рызову предоставляется непрерывный соединительный путь в 
системе. Если ж е свободного выхода нет, то вызов теряется и 
не влияет на д а л ь н е й ш у ю работу системы. 

В такую схему действия системы включаются много различ­
ных систем массового о б с л у ж и в а н и я с потерями, начиная от 
полнодоступной системы в классической з а д а ч е Эрланга д о мно­
гокаскадных систем существующих телефонных станций. 

Предположим, что длительности разговора являются одина­
ково распределенными, в з а и м н о независимыми случайными ве­
личинами с функцией распределения 

Я ( * ) = < ? - * (л-2= о) (2) 

Без потери общности предполагаем , что среднее время раз­
говора равно единице (т. е. п а р а м е т р показательного закона 
равен 1), к чему всегда м о ж н о прийти изменением масштаба 
времени. В нашем случае действие телефонной системы описы­
вается марковским процессом с непрерывным множеством со­
стояний. Однако задачу м о ж н о упростить, потому что моменты 
появления вызовов являются марковскими точками. Н а д мно­
жеством этих моментов м о ж н о определить цепь Маркова , т. наз . 
вложенную цепь Маркова . Н о система линейных алгебраических 
уравнений относительно ф и н а л ь н ы х вероятностей цепи для 
сложных схем является очень громоздкой. Практически ее не­
возможно решить д а ж е на универсальной электронной вычис­
лительной машине ( Э В М ) . 

О д н а к о на Э В М в принципе нетрудно воспроизвести дейст­
вие описанной телефонной системы [5] и методом Монте-Карло 
получить статистические оценки работы системы. Н о обнаруже­
ние вложенной цепи М а р к о в а позволяет сильно упростить ме­
тодику моделирования и сократить используемое машинное 
время. Тем самым удается увеличить класс моделируемых схем 
и точность получаемых результатов . 



I . П О Л Н О Д О С Т У П Н А Я С И С Т Е М А 

Заимствуем у Кендала [1] и Такача [2, стр. 97] методику 
решения задачи для полнодоступной системы линий. В этом 
случае в системе имеются один вход и каждому вызову доступ­
ны все ее линии. Построим вложенную цепь Маркова над после­
довательностью т ь то, . . . , т я , . . . моментов поступления вызовов. 
Рассмотрим последовательность случайных величин 

ч„ = П (г„ ~ ° ) . 

где г) (/) показывает число занятых линий в момент I и г\а 

показывает число занятых линий непосредственно перед поступ­
лением л-ого вызова. 

Составим матрицу вероятностей перехода Р = {р//} вложен­
ной цепи Маркова . Л е г к о найти, что 

СО 

РЦ = р { н л = / ч - . =и=е$-' [ (\-е-*у"-Ь-1*йР(х) 

о 

( 1 = 0 . 1 0—1; / = 0 .1 , . . . . 1 + 1); 

П о матрице Р находим стационарное распределение р( ( 1 = 0 , 
..., У ) , где Р . — абсолютная вероятность быть в системе I 
обслуживаемых требований (см. Феллер [3, стр. 334]) . 

2. ПРОИЗВОЛЬНАЯ СИСТЕМА 

М о ж н о описать алгоритм составления матрицы вероятностен 
перехода вложенной цепи Маркова для произвольной системы 
с потерями. Однако , т а к как изучение таких систем практически 
возможно только методом Монте-Карло , то д а л е е приводим 
лишь описание программы моделирования таких систем. 

Пусть вызовы поступают в моменты %и тг т л Рас­
смотрим состояния системы непосредственно перед и после по 
ступления очередного вызова, т. е. рассмотрим случайные ве­
личины 

л7 =ч(*„-°) 
и 

ч п

+ = ч ( т „ + " ) . (н = 1 . 2 . . . . ) . 

где г|(1) — состояние системы в момент I. 



Ввиду предположения (2) в моменты и п и п„ число и рас­
положение занятых выходов полностью определяют состояние 
системы. 

Д л я моделирования действия произвольной системы необхо­
димо р е а л и з о в а т ь на м а ш и н е последовательность т1 |~ , Т|,', г)Г» 
т]^ ц ~ ц*', . . . . Д л я этого необходимы два алгоритма : ал­
горитм занятия А и алгоритм освобождения В. К состояниям г\~ 
( л = 1 , 2, . . . . ) применяется алгоритм А. Алгоритм А сначала 

согласно распределению о, ( 1 = 1 . • • •, л ) выбирает один из к 
входов Ь. (обозначим его через Ь^), потом ищет по закону, 

з ависящему от данной системы, свободную линию среди линий 
множества и, и з анимает ее, если т а к а я свободная линия есть. 

'о 

После применения А к г\~ система переходит в состояние г\*• 
В случае, если поступивший вызов теряется , состояние сов­

падает С Т)~. 
Алгоритм В применяется к состояниям т)* ( / 2 = 1 , 2, ) . 

Обозначим через г\п число занятых выходов в момент т„ +о. 
Алгоритм В выбирает число освобождаемых линий I согласно 
распределению 

оо 

('=о, 1 ч„). 

Потом с равной вероятностью д л я всех ц я линий алгоритм 
В выбирает I линий из т|„ и их освобождает . Оставшиеся за­
нятыми (т| я—/) линии определяют состояние ц " ^ . Чередованием 
алгоритмов А и В реализуем моделирование . 

4. З А М Е Ч А Н И Я 

При помощи описанной методики легко моделировать про­
извольные системы с конечной очередью. Методику моделиро­
вания м о ж н о приспособить д л я моделирования систем с (ко­
нечной или бесконечной) очередью и с «нетерпеливыми кли­
ентами», выбывающими из очереди по показательному закону. 
Нетрудно воспроизвести неординарный стационарный поток с 
ограниченным последействием. В таком потоке в моменты по-



ступления вызова Х\, Хг, . . . одновременно поступают случайное 
число / вызовов , определяемое заданным распределением. 

В случае, если вместо потока с ограниченным последейст­
вием з а д а н частный случай его, а именно, простейший поток, 
методика моделирования при помощи цепей Маркова еще 
больше упрощается [6]. 
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М. А. Шнепс 

О П Р И М Е Н Е Н И И МЕТОДА В Л О Ж Е Н Н Ы Х ЦЕПЕЙ 
МАРКОВА К М О Д Е Л И Р О В А Н И Ю СИСТЕМ МАССОВОГО 

О Б С Л У Ж И В А Н И Я С ПОТЕРЯМИ 

А н н о т а ц и я 

Вложенные цепи М а р к о в а применяются в теоретических ис­
следованиях систем массового о б с л у ж и в а н и я , если 1) расстоя­
ния между поступающими вызовами имеют произвольный за­
кон распределения; 2) закон распределения длительности об­
служивания —• показательный. Д а н о краткое рассмотрение ал­
горитма с использованием вложенных цепей Маркова д л я мо­
делирования на электронной вычислительной машине произ­
вольно сложных систем массового обслуживания . 

М. ЗЬперз 
ОМ 

ТНЕ АРР^1САТЮN ОР 1МВЕООЕЭ М А Р К О У С Н А 1 № 
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5 и т т а г у 
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2) ТЬе а Ы п Ь и М о п о\ Ьо1аЧп§; И т е з а г е пе^аЦуе ехропеп-

\Ы. 
ТЬе рарег с о п Ы п з а ЬгЁеГ с к з с п р й о п оГ (Ье аррНсаНоп оГ 
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РЕТЕКА 5Т1ХЖА5 ЬАТУЫАЗ УД1.5Т5 1;М1\'ЕК51ТЛТЕ5 21ХАТ1115К1Е КАК5Т1 
47. 5ЕЛ-. 1963. С1ЖУЕК51ТАТЕ5 5КА1Т1-05АКА5 СЕNТКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I 

Симонян Л. 

О Б О Д Н О Т И П Н О С Т И Б У Л Е В Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

1. Если дано некоторое множество конституентов ки к2, . .., 
&1я, т о д л я отличия каждого отдельного конституента к / о т про­
чих, принадлежащих данному множеству, будем записывать к) 

в виде х\щ .. .хп, где х\ есть либо хг лиоо х,. 

О п р е д е л е н и е 1. Число инверсированнй аргументов, 

необходимое для перевода конституента к. =х[ х'.2 . . . х'п в кон-

ституент к/=х1 х2 • • • хп , называется расстоянием между кон-
ституентами к. и к-{ и обозначается символом о (кг к,). 

О п р е д е л е н и е 2 . Число инверсированнй аргументов, не-

обходимое для перевода конституента щ =х1х2. .. , х л вконсти-

т у е н т к) =х{ . . . А"̂  , будем называть расстоянием м е ж д у 
конституентом кл\ констнтуентом 

к. =х\ хг2 . . . х^ хп+1 . . .хт и обозначать символом о (к(, к^. 

Произвольную булеву функцию п переменных /" (х\, х2.. ла) 
будем записывать с помощью с. и. ф. в виде 

Г = Р 1 V р« V . . . \рл, 

где р. ( / = 1 , 2 5 ) есть коиституент единицы по л перемен­
н ы м . Констнтуенты некоторой заданной функции могут обозна­
чаться т а к ж е другими малыми латинскими буквами . 



О п р е д е л е н и е 3 . Функции / (.V, х2 • • • х п) и ё (х\ х2 .. • 
хп) назовем изометричными, если матрицы их расстояний, с 
точностью д о одновременных перестановок строк и столбцов, 
совпадают. 

О п р е д е л е н и е 4. Конституенты рщ, р„3--- Рак назы­
ваются подобными констптуентами функции / = Р| Vр% V . . . V р5 

если строки 0 | , а2, ..., ак матрицы расстояний / совпадают с 
точностью д о перестановок элементов в них. Конституенты р\, 
р2 рг называются подобными, если строки матрицы рассто­
яний функции р\ V Рг V . . . у рг с о в п а д а ю т с точностью д о пе­
рестановок элементов в них. 

Н а первый вз гляд может показаться , что изометричность 
функций эквивалентна их однотипности. Однако это не так . В 
то время, к а к из однотипности функций следует их изометрич­
ность [ 1 ] , обратное случается не всегда. В самом деле , возьмем 
в качестве примера следующие две функции 

/(лгугоу) =хугхю V хугт V хугга V хугха 

8(хугъи) =хугю у хугт х хугха х хугш 

Функции / и в изометричны, но не одного типа. 

О п р е д е л е н и е 5 . Поразрядной конъюнкцией конститу-
снтов 

, " 1 " 1 " I " 2 *2 "2 и ""т'т "т 

к, = х , х2 .. .хп, «»=»*, щ . . . \„ кт = хх х2 ... л„, 
обозначаемой символом к\ О к2 О . . . О кт, назовем следующую 
операцию 
• и г- ^ и " 1 "2 "т " 1 "2 " т . . "I "2 " т 
*| О Аг О. . . О кт = Хх Хх . . . .V, V Х2 X , . . . Хг V . . . V Хп Хп . . . Ха . 

Будем говорить, что литер д,. входит дизъюнктивным чле­
ном в поразрядную конъюнкцию 

А, О к2 О . . . О кт, 

если х1 =х. х. . . . X; . 

VI И И 

Конституент, полученный из коиституента к = х^х2...хп инвер-
снрованием всех переменных, будем о б о з н а ч а т ь ч е р е з к*. То , 



что литер х, входит (не входит) в запись конституента к^ бу­
дем сокращенно записывать 

Щ € А", (к/ € Л",). 

и м -

Д л я некоторого конституента к=Х\Х2... ха и последователь­
ности конституентов единицы по п переменным к\, к2, ..., кт 

построим систему поразрядных конъюнкций следующим обра 
и 

зом. Д л я литера х(э к и последовательности конституентов 
Л|, к2 кт определим новую последовательность констнту-

А . Л. Л ( 

ентов й, , к2 кт, 

Лу если к. е X/ 

к* если к. е х( 

В этом случае литер х} является дизъюнктивным членом по-
разрядной конъюнкции 

А, Л,- Л . 

к[Ок2О....Ок,

т, 

так как х. входит в запись каждого конституента 

Ц (/=1,2. . . . . т). 
Эта п о р а з р я д н а я конъюнкция будет обозначаться символом 

З а с т а в л я я / пробегать множество натуральных чисел от 1 д о п. 
получим некоторую систему поразрядных конъюнкций. Догово­
римся называть ее системой, порожденной конституентом к и 
последовательностью конституентов к\, к2 кт. То, что л и -

тер х ( . входит дизъюнктивным членом в поразрядную конъюнк­
цию 

А, А . А . 

к\0 к^О ....Ок'т, 

где 



будем сокращенно записывать 

*> с П ф " к2...ктУ 

Л е м м а 1. Расстояние м е ж д у д в у м я конституентами еди­

ницы по п переменным к. =х\х\ . . . х'п и к1 =х(х^ ... л л 

гыражается формулой 

с. (к., к,) = 2 о (ке Щ,)2 с (?„ . *,) 
Л=1 Л=1 

О п р е д ел е н и е б. Будем говорить, что система поразряд­
ных конъюнкций 

к\ О к'2 О . . . О к'т (1 = 1.2, . . . л ) , 

где к. ( / = 1 , 2, . . . . т ) есть конституент единицы по п пере­
менным, определяет некоторый конституент единицы по п пе­
ременным, если: 

1. все поразрядные конъюнкции непусты; 
2. из каждой поразрядной конъюнкции можно извлечь по 

одному литеру, я в л я ю щ е м у с я дизъюнктивным членом этой по­
разрядной конъюнкции, так, чтобы конъюнкция их была кон-
ституентом единицы по п переменным. 

То, что конституент р входит (не входит) в с. н. ф. функции 
/, будем сокращенно записывать р е / ( р е / ) . 

Пусть нам д а н ы две функции п переменных 

/ = Р1 V р 2 V . . . V Р5 II § = V ? 2 V . . . V 

Возьмем произвольный конституент р е / ( р е / ) . Построим си­
стему поразрядных конъюнкций, порожденную конституентом 
р и последовательностью конституентов р\, р2 р^ 

П Р 1 Р > Р 2 . . . Р \ ( , = 1 2 П ) 

• \ Р\ Рг - • • Рв I 
Далее , в каждой поразрядной конъюнкции системы заменим 
по некоторому закону взаимнооднозначного соответствия между 
конституентами функции / и конституентами функции § 

2 5 ) 



конституенты функции / конституентами функции д. Получим 
новую систему поразрядных конъюнкций 

п , / Р . Р » . . . р , \ ( 1 = 1 > 2 п). 

Будем г о в о р и т ь , что конституент р е / (р б,г) индуцирует д л я 
данного соответствия р . н — * - д а . конституент дед (д е д), если 
система поразрядных конъюнкций 

*г,х-.\) ('-- 2 > 
определяет конституент д единицы по п переменным. 

Л е м м а 2. Пусть даны д в е булевы функции п переменных 

/ = / > ! V Рз V . . . V Р; И # = <71 V 0а V . . . V <^ 

причем нумерация конституентов согласована с некоторым вза­
имнооднозначным соответствием между конституентами (ад. 
Если д л я этого соответствия некоторый конституент р е / ( р е /) 
индуцирует конституент д е д (<7 е § ) , то 

д (<7. <7;> =1» (Р, Р у ) 

О п р е д е л е н и е 7. Б у д е м н а з ы в а т ь взаимнооднозначное 
соответствие р у . - » — и ^ . м е ж д у конституентами изометричных 

ФУНКЦИЙ / = Р | V Р2 V . . . V р} И # = <?1 V <72 V . . . V д 5 ИЗОМетрИ-
ческим, если 

9(Р,-. Р ; ) = 0 (<?„,, да)) ( ' , / = 1 , 2 , . . . 5 ) . 

Т е о р е м а 1. Если функции / и д однотипны, то для неко­
торого изометрического соответствия между их конституентами 
произвольный конституент р е / ( р е / ) индуцирует некоторый 
конституент д 6 д (д е д). 

Т е о р е м а 2. Если для некоторого взаимнооднозначного со­
ответствия ру-<—*-д о . (/ = 1 , 2 , . . . , 5 ) между конституентами бу 

левых функций п переменных [=р, V р 2 V . . . V р5 и д= 

д\ V дг V . . . V д$ некоторый конституент р е / ( р е / ) индуцирует 

некоторый конституент дед (д е д), то и любой конституент 
г е / (г е /) индуцирует для данного соответствия некоторый 
конституент I е д (г е д). 



Пусть р—Х\Х% . . . л'„ е / ( / ) . Составим систему поразрядных 
конъюнкций, порожденную конституентом р и последователь­
ностью конституентов р,, р2, ..., р1% 

иР I РхРг • • • РЛ ( » = ! , 2 п). 
' \р1Рг...р*1 

П о предложению теоремы существуют ( /такие , что 

' ' \ о о ... а I 

И 1/1 1/2 • • • {/„ = <7-

Д л я произвольного г е I (г е {) имеет место 

П о к а ж е м , что г индуцирует конституент 

Так к а к 

П ? ( Р 1 * • 

1*0 

3 

II' Р [Рх Р? •Щ з л-,.. 
р-2 • • • р ; . 

З а п и ш е м конституент г в виде г = 21 г2 .. . гп, 

где 

2 / = х { , если с,=0 

л:,, если с(. = 1 

тогда 

' \ Р\ Р'2 • • • Р5 I 

п' Р\Рг-Р5 

Р1Р2... р, 

Т,Р[РХ Р2 - -РЛ 
пЛР:Р1...Р;) 

, если с(. = 0 

, если с. = 1 



Наконец, определяя 
и 
у., если г. = 0 те, = _ ' 
Ур если с 4 = 1 

получим, что конституент 

{=тт ... • у - л ^ . ^ б й •••»„] 
индуцируется конституентом г б /' (г 6 /) для данного соответ­
ствия Р,'*—*да, 

Из леммы 2 следует, что 

е ( р , г ) = е ( ( 7 я . , I) (/•= 1 .2 5 ) . 

В таком случае, если г е ] (ге {), то I е § (I и, если г е / 
и совпадает с некоторым конституентом рк из /, то г есть кон­
ституент да^. Но тогда из соотношения 

^ (Р)-Ря)=я(ча/.да)!) (У = 1.2 5) 

следует, что соответствие р у . -«—-д^ изометрическое. Таким об­

разом, попутно доказана 
Т е о р е м а 3. Если д л я некоторого взаимнооднозначного 

соответствия между конституентами функций / и д некоторый 
конституент р е / (р е / ) индуцирует некоторый конституент 
д € % (д € д), то это соответствие изометрическое. 

З а м е ч а н и я : 1. Д л я конституентов р. и р. 6 / и индуци­

руемых ими конституентов д. и ц, е § имеет место; 

9 (Рр Р,)=&(Чр Я/) 
В самом деле, если конституент Р1 е / индуцирует конституент 
ц е §, то по доказательству теоремы 2, конституент р ; . , равный 
^с,с 3 с Р{> индуцирует д л я того ж е соответствия кон­
ституент <7;

 = ' ^ с , г , с Яг Н о тогда , как о ( р , , р ; ) . так и 
0(9, , ) равны числу единиц в записи двоичного числа С1 с2 

•.. с . 
п 

Резюмируя все сказанное , получим 
Д в е произвольные нзометричные функции { н § однотипны 

тогда и только тогда , когда для некоторого изометрического 
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соответствия между их конституентами произвольный консти-_ 
туент р е / ( р е / ) индуцирует некоторый конституент с? е § 
(Я *8)-

2. Введение операции, называемой поразрядной конъюнк­
цией, позволяет не только указать необходимое и достаточное 
условие однотипности, но и построить преобразование однотип­
ности, если это условие выполнено. 

Как и прежде, нам д а н ы две функции п переменных 

!=р\ V рц V . . . V р5 и 8 = Я\ V дгV , . . V я3 

Возьмем произвольный конституент р е / (р е / ) и составим си­
стему поразрядных конъюнкций, порожденную конституентом р 
и последовательностью конституентов р\, р2, ..., р5 

П>( Р*Р*-'Р*\ ( 1 = 1 ,2 п). 

При выполнении достаточного условия однотипичности для не­
которого изометрического соответствия р]- •*—*-ца.существуют 

такие у г что 

П Р ( РхРг...р,\ 
' Я а) 

и у\у2 • • • У„ = Я е с т ь конституент единицы по п переменным. 
Тогда подстановка 

( "х"х2 "х\ 

УхУг - • • ~УП/ 
= о 

дает искомое преобразование однотипности. 
3 . Применим полученные ранее результаты к вопросу об 

опознании групповой инвариантности произвольной булевой 
функции. 

О п р е д е л е н и е 8. Пусть з а д а н а произвольная булева 
функция п переменных \=р\ V р2 V . . . V р5. Д л я произвольного 

б / построим систему поразрядных конъюнкций, порожден­
ную р ; и последовательностью консистуентов рц, рг, . . . р5 

\УА РЧ,2--Р-Л ( , = 1 , 2 п). 
Р1Рг...р,1 



Назовем подстановку 

( 
Р\ Р2 • • • Р„ 

) 
на множестве конституентов функции / нормальной, если си­
стема 

определяет конституент 

Л е м м а 3. Группа инерции произвольной булевой функции 
гомоморфна группе всех нормальных подстановок на множестве 
ее конституентов. 

Л е м м а 3 дает возможность найти группу инерции произ­
вольной булевой функции. Процесс нахождения группы инер­
ции состоит в переборе всех подстановок на множества кон­
ституентов функции и в выделении среди них нормальных под­
становок. Д л я каждой нормальной подстановки находится ее 
прообраз в группе инерции, изложенным в 2 методом. 

Ядро гомоморфизма находится следующим образом. Д л я 
произвольного конституента р рассматриваемой функции строим 
систему порязрядных конъюнкций, порожденную конституентом 

р=х,х2 .. . хп и последовательностью всех конституентов функ­
ции. Берем все конституенты, которые определяются построен­
ной системой поразрядных конъюнкций. Ясно, что все получен­
ные таким образом конституенты будут отличаться лишь по­
рядком вхождения в них литеров и потому они все совпадают 
м е ж д у собой и равны р. Но нам в а ж е н именно порядок вхожде­
ния литеров в конституент, чтобы иметь возможность построить 
все преобразования однотипности, образующие ядро гомомор­
физма . Пусть конституент х^ хы . . . л:, определяется постро­
енной системой, тогда преобразование однотипности 

принадлежит ядру. 
П р и м е р I. Пусть нам д а н а функция 

1(Х, . . . X , ) = Х\Х2ХзХА V Х\Х2ХзХА V Х1Х2Х3ХА V ххХ&зЖ* 

П ? ( Р 1 Р * - - Р > \ ( , = 1 . 2 п). 
\ Ра, Ра, " 1 Ра1 I 

18* 275 



Занумеруем конституенты слева направо числами 1, 2, 3, 4. 
Система поразрядных конъюнкций, порожденная конституен-
том 1 и последовательностью конституентов 1, 2, 3, 4 имеет вид 

1 О 2* О 3 О 4* 
1 О 2* О 3* О 4 
1 О 2* О 3* О 4 
1 О 2* О 3* О 4 

П о д с т а в л я я вместо чисел 1 ,2 , 3, 4 обозначаемые ими консти­
туенты, ПОЛУЧИМ 

1 О 2* О 3 О 4* =лг, 
1 0 2 * 0 3 * 0 4 = х 2 у . у _ 3 у . с 4 

1 О 2* О 3* О 4 ^хгххзух, 
1 О 2* О 3* О 4 = Л - 2 У Л - 3 У Л - 4 

В ядро гомоморфизма входят преобразования 

\ Х| лг3 А"4 х21 \ X, х3 х2 Л"4 / 

Поэтому ядро гомоморфизма состоит из всех перестановок ар­
гументов л'г, Ха, л'4 и только из них. 

Процесс выделения группы всех нормальных подстановок в 
группе всех подстановок на множестве конституентов рассмат­
риваемой функции м о ж н о в некоторой степени упростить. 

Всякую подстановку на множестве конституентов функции 
можно р а з л о ж и т ь в произведение независимых циклов. Такое 
представление подстановки будем называть циклической за­
писью подстановки. 

Л е м м а 4. Д л я того, чтобы подстановка на множестве кон­
ституентов функции была нормальной, необходимо, чтобы к а ж ­
д ы й цикл в циклической записи подстановки заполнялся л и ш ь 
подобными конституентами. 

Из всего предыдущего м о ж н о извлечь следующий алгоритм 
опознания групповой инвариантности произвольной булевой 
функции. 

1. Разбиваем множество конституентов функции на классы 
подобных конституентов функции. Р а с с м а т р и в а я каждый класс 
к а к новую функцию, снова разбиваем на классы подобных кон­
ституентов и т. д . . пока процесс не оборвется. Получим разбие­
ние множества конституентов на классы. 

2. Среди подстановок на множестве конституентов функ­
ции, каждый цикл в циклической записи которых заполняется 
.тишь подобными конституентами из одного класса, выбираем 
те, которые являются нормальными. 



3. Д л я к а ж д о й нормальной подстановки строим преобразо­
вание однотипности ее вызывающее . 

4. Находим ядро гомоморфизма группы инерции в группу 
всех нормальных подстановок. 

П р и м е р 2. Найти группу инерции функции. 

/ (ЛТ| . . . Хц) = X, Хз Х3 X* Х5 V ДГ ( Х2 Х3 Х< ХЪ V 7С\ Х2 Х3 Л'4 Х5 V 

X, Х2 Х3 Х< ХЪ V Х\ Х2 Х3 X, Х5 V ДГ| Х2 Х3 X* ДГ 5 V Л'1 Х2 Х3 Х< X;, 

Занумеруем конституенты /(лГ|...лг5) слева направо чис­
лами 1, 2, . . . , 7. Матрица расстояний функции: 

0 4 2 4 2 2 2 
4 0 4 2 - 2 2 2 
2 4 0 2 4 2 2 
4 2 2 0 4 2 4 
2 2 4 4 0 4 2 
2 2 2 2 4 0 2 
2 2 2 4 2 2 0 

Классы подобных кон'ед-итуентов функции 

1, 2, 3 ; 4, 5; 6, 7 

Классы подобных конституентов функции 1 V 2 V 3 

2; 1, 3 . 

Итак , множество конституентов функции }(Х\ ... х5) разбивает­
ся на классы 

2; I, 3 ; 4, 5; 6. 7. 

Проверке подлежат подстановки 

1; (4, 5 ) ; (6, 7 ) ; (4, 5) (6, 7 ) ; (1 . 3 ) ; 
( 1 , 3 ) ( 4 , 5 ) ; ( 1 , 3 ) ( 6 , 7 ) ; ( 1 , 3 ) ( 4 , 5 ) ( 6 , 7 ) 

Система поразрядных конъюнкций, порожденная конституентом 
1 и последовательностью конституентов 1, 2, . . . . 7, 

1 О 2* О 3 О 4* О 5 О 6* О 7 
1 О 2* О 3* О 4* О 5 о 6* О 7* 
1 О 2* О 3 О 4* О 5* о 6 С 7 
1 О 2* О 3 О 4 О 5* о 6 О 
1 С 2 О 3* О 4* О 5 о 6 О 7 

Нормальной является подстановка 

/ 2 13 45 67 \ 
\ 2 31 54 76 } , 



так как 

з О 2* О 1 О 5* О 4 О 7* О 6 = *4 

з о 2 * О 1* о 5* о 4 О 7* о 6* = * 6 

3 О 2* о 1 о 5* 0 4* О 7 о о = х3 

з О 2* о 1 о 5 о 4* о 7 о б* = Х | 

з О 2 о 1* о 5* о 4 о 7 о 6 = * 2 

Точно также проверяется, что остальные подстановки не яв­
ляются нормальными. 

Преобразование однотипности, в ы з ы в а ю щ е е подстановку 

12 13 45 6 7 \ 
\ 2 31 54 7 € / ' 

есть 
/ *, А 2 7 3 Х 4 М = 5 4 и 1 2 . 
\ лг 4 Л'з л 'з ЛГ| л'г / 

Ядром гомоморфного о т о б р а ж е н и я группы инерции в группу 
всех нормальных подстановок является единица. 

Группа инерции функции Цх, ...Хв) 

{е, 5 4 5 3 | 2 } . 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

[1] Г. Н. П о в а р о в . О групповой инвариантности булевых функций 
Применение логики в науке и технике. М., АН СССР, 1960. 263—340. 



Л. А. Симонян 

ОБ ОДНОТИПНОСТИ БУЛЕВЫХ Ф У Н К Ц И И 

А н н о т а ц и я 

В статье предлагаются два алгоритма. Первый позволяет 
определить, являются ли две булевы функции однотипными. С 
помощью второго м о ж н о построить группу инерции произволь­
ной булевой функции. 

I.. А. 51гпошап 

ОN ВОО^ЕАN Г Ш Ч С Т Ю № ОР ТНЕ ЗАМЕ ТУРЕ 

А п п о т . а 1 1 о п 

1п Низ рарег 1\УО а ^ о п ш т з аге оЫашес!. ТЬе Пгз1 о{ 1Ьет 
сап Ье аррПес! Гог с!е1еггтшпо; и-Ье1Ьег 1%о Воо1еап ГипсИопз 
аге оГ опе 1уре. ТЬе зесопа" опе 15 ргезепхес! Гог с!е1егт1П1П§ а11 
регти1а110П5 апа" р п т т § 5 о1 1Ье ш ё е р е п ё е п ! \ г апаЫе5 \ \ЫсЬ 
1еауе 1Ье ГипсИоп ипс.Ьап^еа\ 



РЕШКА 5Т11СКА5 ЬАТХЫАЗ \АЬ5Т5 Ш1УЕР51ТАТЕ5 21\АТМ5К1Е КАК5Т1 
47. 5Е.1. 1963. и\'1\'ЕК51ТАТЕ5 5 К А Щ О $ А \ А 5 СЕГ^ТКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ П. СТУЧКИ. ТОМ 47. 1963 ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

Л. А. Ладыженский, И. А. Попова, С. А. Хозиоский 

О ВЫЧИСЛЕНИИ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИИ И 
ПОЛИНОМОВ Л Е Ж А Н Д Р А ВЫСОКИХ П О Р Я Д К О В 

1. П р и нахождении решений волнового уравнения часто 
приходится суммировать ряды вида 

1 - \ ] к ( х ) (1) 

где / . (А ) — сферическая ф-я Бесселя : 

а коэффициент Ак быстро растет при возрастании к. В связи 
с этим возникает вопрос о табулировании функций ']к (х) с вы­
сокой точностью для больших значений индекса и аргумента . 

В настоящей заметке , ни в коей мере не претендующей на 
какое-то бы ни было теоретическое значение, предлагается удоб­
ная, как нам кажется , для электронных вычислительных машин 
методика такого табулирования . Необходимость иметь особую 
методику такого рода объясняется следующими обстоятельст­
вами: 

а ) Использование обычных рекурентных формул для бес-
селевых функций д а е т удовлетворительную точность только при 
к<х. 

б) Вычисление бесселевой функции при помощи ряда воз­
можно без дополнительных усложнений только для больших 
к, причем при больших значениях аргумента к должно быть 
значительно больше аргумента и, таким образом, «склеивание? 



счета по рекурентным ф о р м у л а м и счета при помощи ряда 
встречает серьезные затруднения . 

в) Д л я встречающихся на практике рядов типа (1) часто 
бывает затруднительно д а т ь оценку остатка ряда . Ж е л а т е л ь н о 
поэтому, чтобы была возможность практически неограниченно 
продолжать вычисления / Л ( г ) без существенной потери точ­
ности. 

2. Потеря точности при вычислении ]к (х) по обычной реку-
рентной формуле 

1Ш ОД = ̂ г 1 '* ( Л ) - / * -» М ( 2 ) 

связана с тем, что общее решение разностного уравнения 

2 к+\ 

имеет вид 

причем функция 

•г. = С1/' (х) Л-Сг пк (X) 

«. м = * * * * м 
очень быстро стремится к —«° при 6—<- °°. П р и этом, быстрый 
рост | п (х)\ наступает при к>х. Отсюда ясно, что применение 
формулы (2) для вычисления пк (х) не связано с потерей точ­
ности и вычисления по этой формуле м о ж н о проводить сколь 
угодно д а л е к о . 

Воспользовавшись известной формулой 

(см., напр., [1]), легко получить формулу 

пк(х) «? 1 
/» (*> = - — м п.(х)п1+1 (х) ( 4 ) 

П р е д л а г а е м а я методика табулирования заключается в сле­
дующем: 

1) При к ^х 1к (х) вычисляются последовательно по фор­
муле ( 2 ) . К а к показывает эксперимент, при этом не происходит 
существенной потери точности. 



2) При к>х ]к(х) вычисляется по формуле ( 4 ) . При этом 
ряд, стоящий в правой части представляет из себя очень быстро 
сходящийся ряд с положительными членами. 

3 . Эксперименты, проведенные на машине Б Э С М - 2 Вычис­
лительного центра Л а т в . Госуниверситета показали, что вычис­
ления полиномов Л е ж а н д р а по обычным рекурентным форму­
л а м , практически не приводят к потери точности. Д л я значения 
Рвч(х) ( — 1 ^ А ^ 1 ) например, верными оказываются 7 зна 
чащих цифр. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1 В а т с о н. «Теория бесселевых функций». ИЛ. 1949 г. 

Ладыженский Л. А., Попова И. А., Хозиоский С. А. 

О ВЫЧИСЛЕНИИ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИИ И 
ПОЛИНОМОВ Л Е Ж А Н Д Р А ВЫСОКИХ П О Р Я Д К О В 

А н н о т а ц и я 

В заметке предлагается вычислительная процедура, удобная 
д л я вычислении на быстродействующих машинах бесселевых 
функций при больших значениях индекса и аргументах, боль­
ших единицы. 

I*. А. Еаш'гЬепзку, I. А. Роро\ г а , 5. А. Кпогюзку 

ОN 

С Л Ь С Ш - А Т Ю ^ ОР В Е 5 5 Е Ь Р И т М С Н О ^ А \ й 
Ь Е С Е ^ К Е Р О Е У \ О М 1 А Ь 5 ОР ОКЕАТ О К Р Е К 5 

А п п о 1 а П о п 

1п 11ш ЬпеГ рарег, с о п т р и Ы ю п ргосеёиге, е з р е а а П у сопуе-
т е п 1 [от е1ес1готс с о т р и ! е г з , 15 ргорозег! 1о са1си1а1е Вез5е1 
ГипсИопз УУЧЧЬ 1аг^е т т с е з , Гог аг§шпеп15 ехсеесПпо; опе. 



РЁТЕКА 5Т11СКА5 [ЛТУМА5 Ч'АЬЗТЗ ЦЛ'1 \'ЕК51ТАТЕ5 21ХАТМ5К1Е КАК5Т1 
47. 5Ё.1.. 1963. 1ШУЕК51ТАТЕ5 5КА1ТЬОЗЛ^5 СЕМКА КАК5Т1 I 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ЛАТВИЙСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
ИМ. П. СТУЧКИ ТОМ 47. 1953. ТРУДЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЦЕНТРА 

УНИВЕРСИТЕТА I. 

М. И. Коробочкин 

К ВОПРОСУ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ 
ПРОЕКТИРОВАНИИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 

Определение взаимного положения пунктов геодезической 
сети основано на проведении угловых и линейных измерений, 
требующих установления непосредственной видимости по к а ж ­
дому направлению сети. Такая видимость или естественно обес­
печивается условиями местности, или, что встречается значи­
тельно чаще, достигается постройкой на пунктах сети специаль­
ных сооружений — наземных геодезических знаков . 

Процесс проектирования геодезической сети заключается : 
1 ) в выборе планового положения пунктов и конфигурации сети, 
2 ) в расчете высот наземных знаков , обеспечивающих непо­
средственную видимость по к а ж д о м у запроектированному на­
правлению. 

В статье рассматривается метод оптимального решения по­
следней задачи . 

Стоимость постройки двух знаков , обеспечивающих прохож­
дение визирного луча на заданной высоте над препятствием, 
весьма существенно зависит от конкретных высот каждого зна 
ка этой пары, причем минимальная сумма высот знаков, в об­
щем случае не обеспечивает наименьшей стоимости постройки. 

Точно так же , с у м м а р н а я стоимость постройки на всех пунк­
тах геодезической сети, развиваемой на определенном объекте, 
существенно зависит от конкретного набора высот знаков , с 
помощью которого проектируется обеспечить нужные видимо­
сти. 

Д л я каждой геодезической сети существует множество до­
пустимых (т. е. удовлетворяющих техническим требованиям) 



наборов высот знаков, один из которых обычно и реализуется 
на практике. 

Постройка является наиболее дорогим и трудоемким процес­
сом геодезического производства, поэтому, если проводить ее, 
реализуя не один из допустимых, а оптимальный набор высот 
знаков*, то как будет показано ниже, м о ж н о получить значи­
тельный экономический эффект . 

Пусть о данной геодезической сети имеется следующая ин­
формация: 

1) абсолютные или условные отметки пунктов и препятст­
вий; 

2) расстояния м е ж д у пунктами и соответствующими пре­
пятствиями; 

3) минимально допустимая высота визирного луча н а д пре­
пятствием, установленная д л я данного класса работ; 

4) высоты уже отстроенных знаков и включенных в сеть 
местных предметов; 

5 ) ограничения допустимых высот знаков снизу (за лес или 
искусственные сооружения в непосредственной близости от 
пункта) ; 

6) поясной коэффициент, категории сложности постройки, 
трудности земляных работ и переездов; 

7) стоимость лесоматериала на месте заготовки или ф р а н -
ко-склад и стоимость гвоздей; 

8) расстояние перевозки леса к к а ж д о м у пункту, применяе­
мый транспорт . 

Д л я пунктов к и /, разделенных препятствием, условие не­
посредственной видимости м о ж н о записать в виде следующего 
неравенства: 

а1**н+аи * | > * г (1) 

Здесь хк и х.— любая пара высот знаков удовлевторяю-
щая (\),а1к ч ак1— расстояния соответственно от пунктов / 
и Л д о препятствия 

+аыН, ( 2 ) 

* Оптимальным будем называть такой набор высот знаков, который 
обеспечивает заданные технические требования при наименьших суммар­
ных затратах на постройку по всему рассматриваемому объекту работ. 



где Нк и / / , — пара высот знаков, визирный луч между кото­
рыми проходит над препятствием через точку с заданной вы­
сотой*. 

Неравенства типа (1) составляются для к а ж д о г о препятст­
вия на направлениях сети и в совокупности образуют систему: 

1 а^х^Ъ, (4) 

(»=1 ... т) 

З д е с ь п — число знаков , высоты которых п о д л е ж а т определе­
нию; т — число препятствий на направлениях сети. 

Когда препятствия (лес, искусственные сооружения и пр.) 
расположены в непосредственной близости от пунктов, нера-
венсвта (1) принимают вид 

х^Х;, (5) 

где х. — высота знака , необходимая для перекрытия близкого 
препятствия. 

Ограничения типа (5) возникают также при необходимости 
обеспечения видимости на уже отстроенный знак или местный 
предмет. В дальнейшем будем считать, что система (4) содер­
жит и вырожденные неравенства типа (5 ) . 

В общем случае, система (4) имеет бесконечное множество 
решений. Однако физический смысл рассматриваемой задачи 
таков , что нас могут интересовать лишь решения удовлетворяю­
щие условиям неотрицательности 

х^о, 0 = 1 . . . л) (6) 
Очевидно, что всякое решение, удовлетворяющее ограниче­

ниям (4) и (6) определяет собою допустимый набор, так как 
знаки соответствующих высот обеспечивают видимости по всем 
запроектированным направлениям. 

* Величины кк и Л, можно определить в процессе рекогносцировки, 
измеряя высоты, с которых устанавливается взаимная видимость между 
двумя пунктами с заданным превышением визирного луча над препятст­
вием. 

При наличии соответствующих данных эти величины могут быть опре­
делены также по формулам В. Н. Шишкина [ I ] : 

Нк=Нк + с + *к 
Н^=^г^ + с + VI

 ( 3 ) 

где ЛА и Н1 _ превышения препятствия над основаниями знаков в * и /, 
с — установленная для данного класса работ высота визирного луча над 
препятствием; Ук и V^ — поправки за кривизну Земли и рефракцию. 



Чтобы из совокупности допустимых наборов выделить опти­
мальный, реализация которого связана с наименьшими затра ­
тами на постройку, рассмотрим зависимость роста стоимости 
знаков с увеличением их высот. 

Основные затраты на постройку, з а в и с я щ и е от высоты зна­
ков, складываются из: 1) стоимости с о д е р ж а н и я строительных 
бригад и их транспорта, 2) стоимости лесоматериалов , 3) стои­
мости гвоздей. 

Анализ показывает , что рост з а т р а т на содержание строи­
тельных бригад и их транспорта с увеличением высоты знаков 
хорошо аппроксируется кривой второго п о р я д к а : 

0 , = а , д : 2 + & | * - + С | (7) 

Зависимость расхода леса от высоты знака т а к ж е представима 
квадратичной кривой: 

У' = а2Х2 + Ь2х+С2 (8) 

Расход гвоздей растет с высотой знаков по линейному закону: 

1/з = ЬзХ + с3 (9) 

Стоимость 1 м:< леса на месте постройки /'-го пункта м о ж н о 
представить в виде: 

о + р / , (10) 

где а — стоимость 1 м 3 .теса ф р а н к о - с к л а д плюс стоимость по­
грузки и разгрузки при перевозке к пункту на данном транс­
порте; р — стоимость перевозки 1 м 3 л е с а на данном транспорте 
на расстояние 1 км; I, — расстояние подвозки леса к /'-му 
пункту. 

Цепа 1 кг гвоздей у на объекте принимается постоянной. 
Таким образом, зависимость роста стоимости постройки от 

увеличения высоты знаков можно записать в виде: 

<ру. = (сих' +Ьхх) + С | ) + ( « + р /;.) (О»*! +Ь-х1 + с.,) •+-

+ \(Ь3х/+с,). (11) 

Теперь вопрос об отыскании оптимальных высот знаков д л я 
фиксированной в плане геодезической сети формулируется в 
виде следующей задачи квадратичного программирования . 

Имеется система ограничений вида 
п 
2 а,- х, з = 6 1 = I . . . т 

'"=' . (12) 



Н у ж н о определить такие значения л';., которые удовлетво­
ряют системе (12) и в то же время о б р а щ а ю т в минимум функ­
ционал: 

Д л я решения этой задачи было испробовано несколько ме­
тодов. Вначале кривая (13) аппроксимировалась вписанной ло­
маной [см. 2]. 

Решение такой линеаризованной задачи итеративным мето­
дом В. А. Булавского [3] не дало положительных результатов. 
Применение ж е симплексного метода значительно ограничивало 
объем разрешимых задач* . 

Чтобы избежать увеличения объема задачи связанного с ли­
неаризацией**, симплексная процедура была модифицирована 
таким образом , чтобы при очередной итерации проводилась за­
мена соответствующего базисного вектора таким небазисным, 
который реализует наибольшее уменьшение выпуклого функ­
ционала . 

Т а к а я модификация существенно улучшает положение, од­
нако объем задач разрешимых на машинах класса Б Э С М ос­
тается неудовлетворительным. 

Наиболее эффективное решение удалось получить на основе 
метода, предложенного Ю. А. Клоковым. который был разрабо­
тан в Вычислительном центре Латвийского Государственного 
университета им. П. Стучки И. И. Коробочкиной. Сущность ме­
тода состоит в следующем. 

Выпуклый многогранник «-мерного пространства, опреде­
ляемый неравенствами (12) , аппроксимируется семейством, 
гладких поверхностей, которые задаются уравнением 

т о 

Ф (дг, . . . . * „ ) = П х- ( а„ х, + . . . + а,я л„ ) 2 = Л* (14) 

/ = 1 , 2 п 

где 

* Программа, составленная для БЭСМ-2, позволила решать задачи, 
удовлетворяющие условию п + т + 3 ) -<6600 элементов (без использования 
магнитных лент). 

** При линеаризации число переменных увеличивается до 2 п, а число 
л 

\словим до Я1+ 2 к,, где к,— число звеньев ломаной. 
1=1 I > 

19 — 4260 



С уменьшением л эти поверхности сколь угодно точно ап­
проксимируют исходный выпуклый многогранник. Поэтому, 
если найти на поверхности Ф = я 2 точку, координаты которой 
реализуют минимум функционала (13) , т о выбором я погреш­
ность решения может быть сделана меньше любой заданной. 

Отыскание такой точки сводится к решению системы урав­
нений: 

(о-параметр непрерывно и монотонно зависящий от л). 

Х„) (16) 

Система (16) решается с п о м о щ ь ю итераций: 

л ^ п - у ; + \ о,к <) ( 17) 
( / •=0, 1, 2, . . . / = 1, 2 п) 

которые сходятся к решению со скоростью геометрической про­
грессии з н а м е н а т е л ь которой /., если К>о достаточно 
мало . 

Описанный алгорифм запрограммирован для Э Ц В М Б Э С М - 2 , 
причем составленная программа д а е т возможность решать за­
дачи любого объема , возникающие на практике. 

Приведем некоторые данные , полученные при определении 
оптимальных высот знаков д л я триангуляционной сети, распо­
ложенной в залесенных районах . Сеть состояла из 73 пунктов, 
оптимальные высоты знаков на которых нужно было опреде­
лить. П о северной границе участка имелось 8 отстроенных 
пунктов; на которые следовало обеспечить видимости по соот­
ветствующим направлениям. Остальные границы были сво­
бодны. 

Исходными данными при машинных вычислениях служили 
материалы производственной рекогносцировки. 

По этим данным была составлена система ограничений, со­
д е р ж а щ а я 112 неравенств т и п а (1) и 56 неравенств типа (5 )* . 

Если заменить неравенство .\\ уравнением 

х. +Ахр (18) 

") Выполнение условий (6) предусматривается самой методикой ре­
шения.' 



где Д х I — некоторая новая переменная и подставить правую 
часть (18) в неравенства типа (1) вместо соответствующих ве­

личин х] , то после элементарных преобразований система (4) 
приводится к виду 

Д % А * / > * ' ( ' = 1 . . . г ) (19) 

где 

А«5л, г<т 

Ь) -Ь, 

( « = 1 

В результате такого преобразования, проведенного по спе­
циальной программе, входящей в общую программу вычисле­
ний, размеры системы неравенств уменьшились с 

т Х л = 1 6 8 Х 7 3 
до 

гХк= 74 X 64. 

В соответствии с (18) функционал (13) преобразуется к 
виду: 

# = Д ^(а + ЬЦАх) + [ ( 2 о д :

/ + а 1 ) + (2ЬТх- У 4-6 ' ) / . )Дл / + 

+ [ (а ^ +а х, + а") + (Ь7. + Ь%+ Ь") / , ] . (21) 

Д л я рассматриваемого объекта 

а = 1 , 3 8 9 2 Ь = 0 , 0 2 4 6 4 
а ' = 1 8 . 0 0 1 Ь' = 0 . 0 3 6 4 
а" = 211,95 Ь"= 1,239 

Постоянная часть функционала стоимости 

/?,= 2 [{ах) +а'1с. + а") + (Ьх] +Ь% + Ь")1,] 

при данных ограничениях снизу х) и расстояниях лесовывозки 
о к а з а л а с ь равной 

Яс = 6 2 2 7 4 рубля . 

2 
.т) 

а а х / 
(20) 



(Я — сумма , которую нужно затратить на постройку, чтобы 
перекрыть лес, находящийся в непосредственной близости от 
пунктов) . 

Оптимальные высоты знаков ИопТ. полученные в результате 
решения системы (19) , (21) приведены в таблице 1.1*. 

Проверка высот, назначенных рекогносцировщиком, путем 
подстановки их в неравенства типа (1) показала , что в 17 слу­
чаях неравенства не удовлетворяются , что свидетельствует об 
ошибках в расчетах рекогносцировщика . (Следует отметить, 
что расчеты высот знаков на практике не сопровождаюстя ка 
ким-либо эффективным контролем. Поэтому не является нео­
жиданностью, что ошибки были о б н а р у ж е н ы во всех рассмат­
ривавшихся нами производственных материалах , включая и 
рекогносцриовку выполненную а в т о р о м ) . 

Чтобы обеспечить соблюдение условий типа ( 1 ) , высоты 12 
наземных знаков , определенные рекогносцировщиком, были ис­
правлены. Значения высот знаков, полученные в результате ре­
когносцировки, с соответствующими коррективами даны в таб­
лице 1.1. 

Подставив значения Нпракт в функционал стоимости, полу­
чим общие затраты на постройку: 

О б щ а я стоимость постройки при оптимальных высотах знаков 
составляет 

Я т - 8 5 2 9 0 рублей. 
опт. г * 

Таким образом оказалось , что в д а н н о м случае непроизво­
дительные затраты составили 8,4% от необходимой стоимости 
постройки, или ЗГ% от варьируемых з а т р а т (Явар =/?ояГ>— 

Попятно, что экономическая эффективность оптимальных ре­
шений будет тем больше, чем шире возможность вариаций. Это 
значит, что процент экономии за счет реализации оптимальных 
наборов высот знаков д о л ж е н расти с увеличением размеров 
совместно о б р а б а т ы в а е м ы х систем, а т а к ж е при уменьшении 
роли непосредственных ограничений снизу. 

* Решение системы вместе с печатью результатов заняло 17 минут 
машинного времени. 



Таблица 11 

Практические Оптимальные 
п/п 

Практические Оптимальные 
высоты знаков высоты знаков п/п высоты знаков высоты знаков 

п/п нпракТ нопТ. 
п/п нпракТ. "опт. 

1 15.0 14,4 33 25.5 27.4 
2 18.0 20.1 34 16,4 11.3 
3 31.0 31.9 35 12.0 11,3 
4 13.0 0.5 30 22,4 22,0 
5 17.0 25,1 37 Гё.'б 19.2 
6 26.0 23,5 38 17.0 18,2 
7 12.0 8.4 39 26,(1 26.2 
8 12.0 11.9 40 18,0 12.0 
9 27.0 27,0 4! 16,0 12.2 

10 18,2 21.8 42 34.0 27.6 
11 18.0 !5,6 43 20.0 18.4 
12 32,0 32.0 44 17.0 15,3 
13 46,4 32.0 45 27,0 25.7 
14 25,0 26,9 46 15.0 19.0 
15 25.0 23,7 47 27,0 26,0 
16 29.0 30.3 48 23.0 24,2 
17 36.0 27.0 49 23.0 22,9 
18 30 0 29,8 50 1-1.0 10.1 
19 27.0 22,4 51 17.1 17,7 
20 17,0 17.8 52 29.0 26.0 
21 28,4 27,1 53 15.0 9.7 
22 24.0 

30,0 
21.9 54 22.0 0,5 

23 
24.0 
30,0 30,3 . 55 14.0 0.1 

24 25.0 33,0 56 28.0 28,2. 
25 32.-: 30.0 57 12.0 8.1 
261 15,0 15,0 58 25.0 25.0 
27 27.0 27.3 59 30 0 27.3 
28 31.2 31.-1 60 25.0 30,0 
29 29.0 29.0 61 23,и 25.3 
30 18.0 20,6 62 25.0 25.0 
31 20.0 22.1 63 24.9 26.1 
32 21.6 8,6 64 10,0 7.9 

Отметим, что определение оптимальных высот знаков не 
только позволяет устранить непроизводительные затраты при 
постройке знаков, но и способствует повышению качества гео­
дезических сетей, т. к. знаки меньших высот, как показывает 
практика , имеют большую жесткость . Причем, в силу квадра­
тичного характера функционала стоимости, оптимальный набор 
имеет не только меньшую среднюю высоту знака , но и сущест­
венно меньшие максимальные высоты (т. к. они являются наи­
более дорогими) . 

Излож е нна я методика позволяет без какого-либо усложне­
ния определять оптимальные высоты знаков и при условии обес­
печения видимости по линии: визирная цель ( о т р а ж а т е л ь н а я 



установка) — место установки угломерного инструмента или 
дальномера . 

В этом случае, вообще говоря, для каждого препятствия 
нужно составлять д в а неравенства непосредственной видимо­
сти типа ( 1 ) , соответсвтующие двум линиям визирования . Од­
нако, в силу постоянства превышения визирной цели н а д столи­
ком в знаках распространенных конструкций, одно из нера­
венств этой пары оказывается менее сильным и может быть 
опущено. 

Получение оптимальных высот знаков при различных пре­
вышениях визирных целей над столиками на разных пунктах, 
также не связано с принципиальными трудностями. 
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В статье математически формулируется задача об отыска 
нии оптимальных высот наземных знаков д л я фиксированной в 
плане геодезической сети. 

Приведены алгоритм решения поставленной задачи и резуль­
таты экспериментальных расчетов. 
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