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ЮЯЭЛОГИЧЕСКИЕ АНАЛОГИ ЗДДОШ РАМСЕЯ 

ЙЛ.Брегнан 
Латвийский государственный университет 

Хороша известна комбинаторная теорема Р&мсея (см.,например, 
[ I ] ) » утверждающая,что для каждого множества %Х найдется 
такое множества *С% , что для любого его представления в ви­

де (Ей* множество содержится либо в У, , либо в Ул ; 
здесь ^ о б о з н а ч а е т множество всевозможных сочетаний из р 
элементов по £ . * Топологическим аналогом этой проблемы сле­

дует считать такой вопрос: существует ли для произвольного 
пространства X такое пространство У , что для каждого р а з ­

биения У= У,^У2, У вкладывается либо в У , либо в Ул 

Эта проблема была положительно решена пражскими математиками 
Пелантом и д р . , однако построенное при этом пространство У 
не является хаусдорфовым даже в олучае, когда X еоть отре­

зок Г о ; 1 ] . В данной заметке мы будем интересоваться специаль­

ным случаем, когда в качестве пространства У можно взять 
исходное пространство X • Вся иопользуемая терминология оо­

ответствуете^] ; Л обозначает вещественную прямую/Й> про­

странство рациональных чисел. 

Теорему I» Пусть X ­ счетное регулярное пространство, 
обладающее счетной базой и содержащее плотное в себе подмно­

жество. Ес^ I У представлено в виде объединения двух своих 
подмножеств X ­ X, 1^Хг # *р0 X гомеаморфно либо подмноже­

ству в У, г либо подмножеству в Хж . 
Лемма!. Пусть X } , 

У* \.У»~С> Щ* >Уг«'- У ­ подмножества, плотные в отрез­

ках £а,в7 соответственно.Тогда пространства X и 
_Ч гомеоморфны. | 

Доказательстэо.Построим по индукции гомеомор^нов отображе­

ние £ . %¥* У , положив и для каждого в 
» 

ц Имеются более общие формулировки теоремы Рамсея. 



качестве / / * V в з я в элемент о минимальны!,: номером из множества 

(Пл{(j(n),d):zi<*«))n{p<K {(t,J<**)):** <*«}) 
В самом деле, легко проверить, что определенная таким образом 
функция является непрерывным, взаимнооднозначным, возрастаю­

щим отображением пространства X на аросвранстша У и при 
этом обратная к ней функций также непрерывна. 

JteMMa £» Если X ­ плотное в себе подапожаство­ рациональ­

ных кисел й X представлена в виде объединения своих подмно­

жеств X, и Х| 9 то , па крайней мере, одно из них содержит 
подмножество Л г плотное в некотором отрезке Га/'№£$ 0 

Доказательство. Прежде всего заметим,, что, если В ­ плотно 
в себе , т . е . не имеет изолированных точек, то найдется псд­

множество Ас& 9 плотнее в некотором отрезке C&-;&]ciR- с. 
Поэтому наша задача сводится к тому ? чтобы построить подмно­

жество Sc X, , или ßc Хг , плотное в себе . При этом, очевид­

но, Oes ограничения общности, можем считать, что X, О XZ*£%Q~ 

ли X, ­ плотно в себе , то положим У** В противне ; случае, 
в пространстве X, - существует изолированная точка * Тогда^ 
как нетрудно видеть, можем найти такую окрестность М%Е точкк 

] что ПУ £ XL •• и можем положить В # UXO ПX . 
Доказательство теоремы. Покажем, что в X существует счет­

ная база , состоящая из открыто­ замкнутых множеств. Из регуля­

рности и существования счетной базы следует метризуемость 
пространства X . Пусть d ­ некоторая метрика на X . По­

скольку пространство X счетно, для каждой точки Хс*У и про­

извольного L >о , найдется такое что 
{х:хе X, d(**>x)*4} - Ф , 1огда, как нетрудно видеть, 

шар S (*;Ulрадиуса i c с центром в точке является множест­

вом, одновременно открытым и замкнутым в X , поскольку его 
граница пуста. Отсюда ясно, что совокупность / 3 всех откры­

то­замкнутых шаров пространства X образует базу его тополо­

гии. Поскольку X ­ пространство со счетной базой, можем вы­

брать счетную базу А*сЛт 

Покажем, что Хс > г д е &-{о;1\ _ дискретное двое­

точие. Для этого построим счетную систему функций J*{/<':X-+ä}m 

Для каждой окрестности Ui& Ас положим fi*Y-u;9 где rpU; 



характеристическая функция множества . Очевидно, все 
функции /V непрерывны. Тем самым мы построили счетную сие** 
тему непрерывных функций Т* {/< £>) § которая различает 
точки и замкнутые множества пространства Л' . Тогда, по тео­

реме о вложении 12 3 , диагойальное отображение А Х * ­ * . £ * в
г 

(определенное равенством к(ж)= ) р является 
гомеоморфизмом пространства X в пространства 

Покажем теперь, что X гомеоморфно некоторому подмноже­

ству рациональных чисел, Поскольку ^вкладывается в отрезок 
С о; 1] 9 то, по доказанному, пространство / можем рассмат­

ривать как подпространство С с; 11 . 
Представим пространство X в виде объединения дизъюнктных 

плотных в себе подмножеств. С этой целью для каждого * € X 
определим множество Аж равенством 

Легко заметить, что Х= \/Ах , и при этом для различных * 
множества А у не пересекаются или совпадают. Поэтому считаем, 
что Х= ^Аж- Цщ% где все Ас- дизъюнктны. Каждое множество 
Л' является точкой или плотным в некотором отрезке &3 
множеством. По лемме 1 , для каждого множества А: существует 
возрастающий гомеоморфизм Ас на некоторое подмножествЬ про­

странства АЛ С<}(Ь 1 . Ас&. 0[<}рЗ .определим атобра­

жен ие / ­"У — £ I Пусть &ПСо;и% г д е , / 
Но индукции, / Л Ч- 9 где / ­ /V и, если 
Л г < / . ( У;<« ) , то ^ 
/з* * ; если А ? ^ ,то ^кг^Щ;А[Н 
Ж*, * ­/ $в остальных случаях ^ 

Легко проверить, что построенная таким образом функция есть 
вложение. ф 

Покажем, что, если Xс $ и -Х* У* & Щ , то X гомео­

морфно либо подмножеству в X, 9 либо подмножеству в Хг .Но 
лемме 2 , существует подмножество А в Хс (где или 

) , плотное в отрезке. Поскольку А гомеоморфно под­



множеству О. 5 а Ф , по лемме 1 , гомеоморфно подмножеству 
в Л , то X вкладывается Л'лбо в Xi , либо в Хг . 

По индукции эту теорему иокно обобщить на случай конечного 
разбиения: 

Теорема 2 . Пусть X ­ счетное регулярное пространство, 
обладающее счетной баэой и содержащее плотное в себе подмно­

жество . Если X представлено б виде ог^едЕнеш­:я конечного 
числа своих подмножеств Xs Xi U.t. У Х& , то X гжщжЩш 
подмножеству з Xi \ где / 4 i$M . 

Замачакке. Требование наличия в пространстве X ­потного 
в себе подмножества является существенным. Легко построить 
йример счетного, регулярного пространства со очетной базой, 
не обладающего свойством типа Рамсея: 
Очевидао, что при Х^^О), Хг' { пбА'}, пространство 

X не вкладывается ни в , ни в Хг . 
Однако требование наличия в пространстве X плотного в 

вебе подмножества не является необходимым. Можно построить 
пример счетного регулярного пространства со счетной багой, 
Йб обладающего плотным в себе подмножеством, но для кото­

рого имеет место теорема типа Рамсея. 
Автор выражает свою благодарность А„П.Шостаку аа руко­

водство и помощь при подготовке этой работы. 
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об одном зэде сходаости ПОДПРОСТРАНСТВ 

НОРМИРОВАННОГО ПРОСТРАНСТВА 
Б.И.Бурштейн 

Латвийский государственна университет 

Б работе даются ноше определения сходимостей подпрост­

ранств нормированного пространства и линейных операторов, дей­

ствующих в нормированных пространствах. Они навываютоя в 
дальнейшем СА­сходимостью подпространств и СА­сходимостью 
операторов соответственно. Выясняется связь меэду СА­сходи­

мостью подпространств и сходимостью по раствору (си.[з]) 9 а 
также между СА­сходимостью операторов и компактной аппрокси­

мацией С {Ъj ) • Доказываются тахже теоремы об устойчивости ин­

декса и полуустойчивости дефектных чисел пары подпространств 
банахова пространства. 

§ I ­ Обозначения, определения» используемые в статье . 
X ,У ­ нормированные простпанства нс­д полем IK ((K = tH УЯШ* £)] 
H ­ множество натуральных чисел с обычным пордаом; 

X " M является векторным подпространством пространства X ; 

X~M&N-MJX§ N *Х l X* M*N Ъ MON ={B\à 

множество линейных операторов 2Г с областями определе­

ния 5&{г0 4 X и областями значений RCtQ^^V \ 
«SfuX^J­ пространство линейных непрерывных операторов, опреде­

ленных на X и со значениями в ; 

i^dcH,N) - ли£(М:ф <Щ(Н} N) s где 

4 ­ направленное множество с отношением <? ; Д' coiA f А -
А - конфинальная часть А ( /4]); направленность 
в ~L ([4J ) . В дальнейшем понадобится следующее вспомогатель­

ное 



Утверэдение i . Пусть X ­ банахово пространство, Х~Мв>Н, 
(Ucti^M^)^ N . Тогда 1(лмл^^)-У J ^ v h U j & 1 ^ . 

Определение 1 . Направленность(Хи)^ Л навирается А­ком­

пантной, если для любойА'ом^А найдется A"ow­f А такая, что 
( iu ) л „ сходится к некоторому Х£ Л t 

Определение 2 . ( [ б ] ) . Пусть Х , У - ноомиэованные прост­

ранства, iftLM^^^Ut^), ШЮ -

Грворят, что направленность (1и)д А­компактно аппроксимирует 
V (обозначение: t)^-^* а), еоли выполняются условия: 

­ ограничена в пространстве Хл J ,то ( ¿ 0 Лд* Л и Ъ * 
­ А­компактна. 

Определение 3» Пусть Х - нормированное пространство, 
У* * А A U ^ / T , Af с / . 

Назовем направленность (/Ча)д СА­сходящейся снизу к А/ jf/fc ca*^J9 

еоли выполняются условия: ^ 
а ^ если А'о?и./М , & е А Х*бА/^ и К* дТ" А' т о х е А / . 
a g ) если А '^и/А и tek«­A' Xj сг Afi , причем(А*;,/ ­ огра* 

йичена , то найдетсяА"<х>и[А и ( ^ ; ^ л < ­ А / т а к и е , чъо1клу>(к^-^у 
Определение 4 , П у с т ь / ­ нормированное пространство; 

VoU­A М ^ ^ Х f N c A . Назовем направленность(Ā/d)^ СА­сходя­

аейся сверху к М ( **** ) , если выполняются условия: 
з А ) если Хе Л/ и А1сои£А , то найдется А ^ ^ / А ' и 

(Х^д, , <̂  Л такие, что \/** б А" А**, t­ Hd & (Х<0 ^ Г * X . 
Bg) еслиА'и>и|Аии^)^ с Af» причем (ХсО/у ­ ограниченная, 

то найдетсяtfuonļА' и ( ^ О ^ такие, что ktacA* ч±еЩъ 

Определение 5 . ПустьД ­ нормированное пространство, 
V*L£k М^сг/ , |Мс/(. Назовем направленность Щ^Х сходящей­

ся в смысле СА (или СА­сходящейся) к М , если (Нл) д С А 
сходился к.Ми снизу и сверху. 

Непосредственно из определений вытекает 
Следствие 1« Если в нормированном пространстве X 

Н±($-*М J Āti СА ­ /Y; , то /V­ Л/1 . 
Вснщу в дальнейшем, если не оговорено противное, на А 

налагается условие: для любой ее конфинальной части А най­

дется А"co*f А такая, что А"­ счетна и ее элементы мс эдо за­



m 9 ­

нумеровать тан. что t/ л с~ /К! oí ^ Ы* . 
§ 2 . СА­сходимость подпространств и сходимость по 

раствору. I. 
Всюду в §2 мы будеи считать, что К ­ нормированное про­

странство, /Ч* <fXf . 
Предложение 1 . 

U Если Щ ^ /W , то # 
В., Если ¿A* Н г т 0 ТА* М 

Предложение 2 , 
Если М < X и (S(HétM)) Щ* б , то Н^сА9 Н • 

Предложение 3 . 
Пуоть $Щ Тогда Hi С А * М ¡ 

доказательства предложений 1­3 несложны и опускаются* 
1 предложениях 4 ­ 5 А ­ произвольное направленное множество. 

предложение 1. 

П у с т ы е Я < Р и Н* ^ # i Тогда $1 HJ 'g» О S ^ 0 K¿ **« 

Предложение 5 . 

Предположим i что п £ г ^ /Уи найдется Al<x>*f Л и число PtlÑ 
такие, что Ч4&А* сОмлН* й р . T & í ^ W 

.замечание 1 . 3 доказательствах 4 и 5 не испольеуется 
условие В£ определения 4 . 

Предложение 6 . . 
cLoXAst MdL ^ сЬли. М-

доказательство осноьывается на теореме Хана­Банаха, 
аналоге утверждения 1 и теореме 4 . 2 4 из [%] (стр. 2 8 7 ) . 

Следствие 2 « х Пусть М±СА ­ » М . Тогда 
а) еслкАли Н < *~ , то(^(М,Ш})^0 $ Jou сЬлл* Hj ^cLm< Мл 

в) есл^ найдется A'co^fA щ p&tU такие, что ЪиеАсйлнМ^р* 

Рассмотрим некоторое примеры. 

Определим M = tf<-Kpr-0), rtt - (f*-X f(Í) ' 0 1 i 

*См.также следствие 4 из §3 настоящей работа, теорецу 17 
из [ б ] , а также теорему 1 из [ 2 ] . 



Ясно, что И % X, 4Ла с - А Н ^ Л , 
Легко видеть, что имеет место Мл С А ~*М $ \/л\ьа£(М*>№)*£(^Ма)4 

П. Х- Сх 9 (^с)^т полная ортонормированная система. 
Определим (€^к)^\\ \/и*/ММ,* ($4Ж' '• 
Ясно, что /Ч < X ) Мле/Ы X. Имеет место Ы« С N ­»/У 
и вместе с этим ^Щ(*))&й % £(Н>Ми) 
Этот пример показывает, что з случае СА­сходимости, в отли­

чив от сходимости по раствору, не имеет места двойственность 
даже в Сд( £з}, теорема 2Э, с т р . 255). 

§ 3 . Теоремы устойчивости* 
Всюду в §3 , если не оговорено противное ,^­ банахово 

фострэнство, Н 2 X / М± $ К } N Я а , N • 
Предложение ? . ЕслиХ=/7^ и М^с^М, то ^ 

Предложение 8 . Пусть выполняются условия! * X 

ШХ: Х*(НПЫ)&5, Н±-саН} Ш* са Ы 
Гогда: Ми 1 Л/^ПЬ = {&/. 

2) всляьш£(М,/\/)<.<у~ , то з * ' с ' М*+Ш '<Х • 
Доказательство 1) Покажем, что Л/а /') Л/<* /V (9 Л/ • 

Условие а^) определения 2 тривиально выполняется. Проверим 
* 2 Ь Пусть А еди I Л И УеМ ­ А х * с­ //ыЛЛ/л,; (Х^)Лг ограничены. 
Тогда н а й д а т с я ^ ^ ^ / ^ ^ С у ^ ^ /У такие, 
что З & Х * 2 ^ ' Х * ­ 2 л ) . Значит кЩ^СЧ^^), 
Но Г Д А" ^ ­ ^ = ^ = ЬоИ­5ы , т и $ М Ш, 
Х+*т$ > " Л £ Л/ Д Л/, ^± М О Л/ ­ Так как М + М *X , 

то ­Зилгс сбы. 1 3 ' - § ^ Г ^ ^ ^ ? Г * * 
Следовательно, 1Х*-Р*\. Значит М*/\А1± ($Й$А}> 
и по предложению 7 3»&+ \/<**с<-* НаОМ*/}^ Л | # ] 

Доказательство 2) докажем, -2Т0 Л * &«Мс //*/)$­+Л/4'/Т$ * X 
тогда предложение 3 будет доказано, Предположим противное: 

Выберем о#<*>*| А \Шя,(£$ * елъ*>/ Л/ и занумеруем э л е м е н т ы ^ 
по порядку: \11лыЫ . Так как X ­ банахово простра­

нство, то из теоремы о замкнутом графике вытекает, что \/и&^ 

Определим * * 1 Ц ; %ч££*т* • У * ^ 



Из доказательства пункта 1) настоящего предложения вытекает, 
что ^ А У т с я ( * A S O % такие, что 
íCvma (Цт~ ¿áM) i | luvA. (Чму tfif¿$ • Так K3iRiu4(H,Nj¿*~, 
то (km¿ U j í j „ к с ) - т - g / X c f S й N ПН * f$l 
оначит X0-&i что противоречат равенству Uim**i*l 

Следствие 3 . Если в условиях предложения 8 #/)Л7 = / # ] , т о 

Предложение 9, Пусть выполняете* условия предложения 8 
и <Мт. М')/У i b , «5 X X =(/~1 + N)d> $i » причем U¿M.if **** 
Тогда 3 ^ e *У ^ rf# c ¿ e ^ f A¿¿, //* j ­ ^ ( H, Áf), 

Доказательстве основывается на предложении S к следствии 3 . 
Предложение 1 0 . Л , то tfá*¿0 M<L^X 
доказательство основывается на л е ж е Рисса о почти пер­

пендикуляре и весьма просто. 
Предложение I I« Пусть Х±М+&¿ Щ±.Щ*№е ±-^-*N . 

Тогда 5Ыс \/ы^^-о MdL ^ ^ Д ­

Доказательство. Предположим сначала, что найдется д £ ; 

счетно и Ь'и* /М,Яи4­/>у ц, ^ e W A f ^ . J c . v A e N¿\'. 
I / / ^ * ¡ fe , 7 ¡ i / 

Тогда J ( x ¿ ) ^ X : //a ' . / j ­X & y ^ / X 4 > ] ^ ¿ . Г * * , « х^ = а ч M k 

где ^ * > a j < Н : 3 té* За/ с Д ' A í ) ^ и W*}j4 p ограничен­

нее последовательности (тесрема ö . 2 " £ ? J стр. 155)% Следова­

тельно найдутся такие ( ^ « ^ ) д ^ с Х / ^ « ч л . ш что TK&éí 
Щщщ £ На„к £ AAtitK " с У­­ с твуют чределы 
^ ( й и Г ^ , ) ) ^ ^ ? * * * * * ^ ) „ Итак, Ы + к ­ ¿t***^ ^ k J j T ^ £ • 
Ко t я #•*í > где аеД­/ , 04-/íp Поэтому найдутся Ы**£$£^д/^" Л 
&ь*е)с*.!Ы G А такие, что VC^^J¿ i t jg* s / V ­ ^ S t s ^ * M i » * ¿ и 

f ­ * * ^ Значит : X * * £ ­ ü u ^ ­ ­ И Е * * А ) ­ g * ^ 
Отсюда >«fc£¿ Следовательно \/Съ>б 

t-f^ftybt* j ¡ i ч г с противоречит соотношению 

Следовательно, наше предложение не имеет мест а . Отсюда, как 
и з предложении 8 , лзгио сделать ьы^од, что J o ¿ 0 Уи^Ы-о 

Следствие 4 . Предположим, что , Ни CA ~~* И) 

JA*соиf A \/oL^Al¿ubvt M¿ • 
Тогда o¿Cvlv Ш'<**? и d^c t/c¿ ¿¿Ju/i * 



Доказательство основывается на предложениях 8 ДО и следствии 2« 
Следствие 5 (из предложения 1 1 ) . Пусть выполняются уело­

вкя М+Ы 9 Х Т З У ^ Х : ЫН+Ы)*$ ; П^^М, Л/* 
Тогда З^с $&%4т Ш *Л/* + Ь ­ X . 

Предложение 1 2 . Е з̂ли в условиях следствия 5*6>уи то 

ЩтШ место следующий вариант предложения 12 : 
Предложение 12 >. Пусть 112 X / А Ь< X ;. $Ц%£Р$) $иь-А 

Предположим, что ~-^> Н £4­*/I/. 
Тогда а*/, Чоои / Ч г ^ М н Х $ Ш*** Ы%(^М * °^МА ^ Н + М • 
Доказательство основывается но. предложении 12 и предложении 8 . 

Предложение 1 3 . Пусть имеет место Х­ ¿1 НгЫ<<Л}Иц^4Ц 
й* (М ФI , ъи£ (/% ; Ы^м ё * * * , &<г А На +Мл ¿11* . 
Предположим также, что Ы± С А IX > Н*_СА ~^Н) л/и СА~*Л/ . 
Тогда Зс10 \к ткт^ШН ^ШЩШЩк *Х}с1ш±£-.=сЬ*м и%^л 

Доказательство основывается на предложениях 8 , 9 и следствии 5 , 
Если X , У ­ нормированные пространства и УёЬ(\]}9 то А*7 , 
где л О ­ прямое произведение X и ^ с нормой ЙI'Х'л J ) 
&0Т1Й1р4 Таким образом, для ликейнкх операторов имеют смысл 
понятия СА­сходимости* Изучению СА­сходимости линейных опера­

торов будет посвящена отдельная работа. Здесь приведем лишь 
необходимые для дальнейшего результаты. 

л предложениях 1 4 , 1 5 , 1 6 X , ^ ­ нормированные пространст­

ва. '. 
Предложение 14 , Пусть /е #СЩ 3) ЬI Щ ^), 

и имеет место {Гл са ^' - > 
Тогда найдется С>0 таксе , что Л * * \/ы н^МИШЦ 

Предложение 1 5 . Е с л и { ^ 4 \ % 4 т о ^ 
В доказательстве используется: предложение 1 4 , 

Предложение 1 6 . Едт^Щ СХ&Д й с * * Л М с г Г 
3 доказательстве используется теорема 3 из 

Предложение 1 7 . Цуить л , 4 ­ нормированные пространства, 

Тогда: 1) V* са ^ > "с>Г ^ г Г \ 

5 доказательстве используется предложение . 4 , 



13 ; ­

Замечание 2 . В условиях предложения 17 требование 
" можно заменить на 11 ̂ /­банахово"; при этом утЕер­* 

здение не изменится. 
В предложениях 1 8 , 1 9 , 2 0 , 2 1 , 2 1 » / ­ банахово пространство 
Предложение 13 . Пусть Х~ М & № , Р ­ проекция Л на М 

параллельно N , М± сл* М 1 \/* £ А у>ы # Р/^л . 
Тогда Зьа. У^ъи* у>ы . изоморфное вяояенае* 
Доказательство основывается на предложении 8 и теооеме 4 ' 
из [ 1 ] . 

, Предложение 1 9 . Пусть Х ^ НФ Л / } М*. С А** М . 
Тогда 1и0Ч<& * Л - Мы & А/ & Щ (Мл> М) • 
Доказательство основывается на предложениях 8 , 1 1 и 18 . 

Предложение .20,» Пусть М фИ, Мы. С А -* М \ А**[и*А 
^^$^^С^^){ 1 п * ^общественное отображение М на 
себя. Тогда ^{Ш^к /=±м~ 

Предложение ,21. Предположим, что М+Ы^Х ; М^(М^)<°0', 

Тогда: 1) ^ &ЭИ# « Л , си? (Мы, А/и) £ Ыл£(Н,А1) • 
2) 2сли*и*1'М,Л))= с ­=>, 
3) йсли и410{М,Л/)*с*­ , т о ^ й и ^ 4 А , Л / с 1 ^ 

* \чЛ-1Ы,А})Ъ *1 • 
Доказательство. Утверждение 1 ' фактически доказано в 

следствии 5 и в предложении 1 2 . Дадим здесь другое доказа­

тельство, методика которого будет использована при Доказа­

тельстве утверждений 2) и 3 ) \ 
Так как<^7Н,Л/)<«~, то 3ТЯ$ \ сХлллл / * ^ ~ £ X я 

В силу п р е д а н и й 
Тогда ^ 7^5 ^ ^ * Ноатоцу из предложений 16,17 вы­

текав* ^ Щ } £ Л < Ц Л Д 1 5 • Следовательно, учитывая предло­

жение 8 , Зс1с"^ На*$Г(№)*X. Легко видеть, что//^ * 
+ & 7 М 1 $ ) ^ / ^ + Л М { . Отсюда и из следствия 5 вытекает, что 

Тогда Л,!.1 Ыл) ^ • 
2) Используя следствие 3 , легко доказать, что М±+/СА-* 

-*Н*Т • Обозначим Р = М * ­ Т ; \ / ^ А Р а ­ ­ ^ ^ Т . . Тогда 



he предложений 8 , 1 1 вытекает, что 3d.1 Чьъл}Л= Р*Ф$>'ШЯу. 
Гак как y ^ t 7 s 0^ I'?\}j.,Nj , то oCisM.(P* IAJol)- силм (fĻf) 

N).4sx к а к ^ ^ Т ^ ^ , т о 

3) Согласно предложению 8 i - f e
J %'^^(Мл^л)£-ыЛ (Ķti). 

Имеем ил1£(рЫ)К±) = 1лм1(?;А1): нмЛ(М.Л/). Тогда, согласно ре­

зультату улраянэкия 4 . 6 [ 2 , с т р . 2 7 6 J , получаем, что 3^. foiuc 

Имеет место следующий вариант предложения 2 1 . 
Предложение 2 1 ' . Пусть W« Л, Л/'­Л/* U/, <>at*i * **; tke Л 

M * ? X j Н[ < Ш -}UCA С A — Л/, VJjl С A ­*1»Л 
Тогда: 1) если ļi< X, ļUX .' X = \л/»2. = ('МПА/)9 S 
то Ц, f&jļtiļtbĻ vfyb^^aUM* ^/h+zj; 
если к тому же IaajUL ( Ht AI./ = «•* , то nidi CM* t fJ^J- ьи*?и% Af) 

2) если inM*"*, то 3*° ум1 1Мл,NV)^ 

Доказательство 1) следует из предложения 2 1 ; д о г з а т з л ь ­

Ство 2) осноЕавается на предложении 8 и следствии 3 . 
Используется также следующее 
1":овдложение 22 . 

1ссли НфСА -*М, k<N,cLvu k&**j Х = кФ$, то fa/}') СА +Н/)У 
\оедложе'ние 2 S . Пусть X ­ нормированное пространство, 

Vw<­Ki Vtttrfyl4 № с пат- с //</­//. 
Тогда Hf]N= ('&}' i ^U<č N \>WeN ,/U*lT//~J ZHU'u* Cue."//. 

Предложение 2 " . Пусть Х ­ банахово пространство, Щ&А 

\/ A. U.U.4 VII * С UU И *• С а 1ГП . 
Тогда Х-Нф N%. У и. i М Ч if (г N ft и *• Vii п Ш-
Доказательство основывается на предложении 2 3 . 

Замечание 3 . В условиях предложений 23 ,34А ­ произволь­

ное направленное множество и в доказательствах не использует­

ся пункт в0) определения 4 . 



§ 4 . СА­рходимость подпространств и А­компактная 
аппроксимация проекторов. 

Предложение 2 5 , Пусть Д ­ банахово пространство, Х ­ Н&М 
Р ­ проекцияХ на Щ параллельно/V >№*.Ск~*N, М*СА~*1% Пусть, 
далее, < ^ А такое, что Х ­ (см.предложения 8 , 
1 0 ) , я Щ ­ естественная проекция. 
ГОРДО Ри A?JL£± р . ? " 

Предложение ¿ 6 , Пусть у( ­ нормированное пространство ,* 
Р ­ проекция, щ&А %­* проекция, Р* Тогда 

ЯС^)£А—* КС Ю 
Доказательство основывается на теореме 5 из 

В заключение автор выражает искреннюю благодарность 
М.А.Гольдману за внимание к настоящей работе и ценные заме­

чания. 
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Топологические пространства и их отображения, 3 , Рига. 1Э77У 

УДК 5 1 3 . 8 8 

СБ ОДНОМ НЕЛИНЕЙНОМ АНАЛОГЕ РАСТВОРА 
Е.Л.Вейлер 

Латвийский государственный университет 

В предлагаемой работе вводится нелинейный аналог раство­

ра ; по нему задается полуметрика в пространстве^всех подмно­

жеств нормированного пространства X . Исследуются некоторые 
свойства полученного полуметрического пространства. Установ­

ленные ракты естественным образом используются для изучения 
устойчивости различных свойств, вообле говоря нелинейных, 
операторов в нормированных пространствах. 

!• Определения. Пусть X нормированное пространство над 
полем К вещественных илк комплексных чисел С , , 6 ^ , й , * А 
­ произвольные множества и з Х . 1 ^ ­ тождественный оператор 
на С,\ / ­ 0 : й ­ * Х ­ оператор, удовлетворяющий услозию Липшица 
на 6,1 т о ' е с т ь За*Ш+ '41^^^И&а1\х-^)/^^б^ . нижняя грань 

всевозможных констант а, удовлетворяющих этому неравен­

ству, называется константой Липшица оператора . 

Г { * ЧИ$> к А * Х ) ' (1) 

9 ( 4 ' А Р * 1 3 Р ^ ; ­ а > (3) 
Г(С19Ь)**Ь40С1ЬА) (4) 
^(6,,^й,тахС.г10.,& ,Г(^ЛЛ (5) 
Замечание 1» Д)Ф^,01№»<*)*?> 0 * * Ф Л ) * / , о* 
Действительно, пусть 2 * й х , положим/>=х.,^х= 2­х • 

Очевидно / / ^ х ­ Ц у / / ­ ^ ­ ^ ^ ^ ^ . ^ ) , \ ^ . Д о ­

оценка у($,(уг0 следует из определений ¿3) и ( 4 ) . Отсюда в 
силу произвольности множеств и определения (5) 

Непосредственно из.определений ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) и (4) следует 
Лемма 1 . Пусть X нормированное пространство ££*Д^А*0М£*^ 

Тогда У ^ о З Р ^ й А ) Й у . ^ А ^ : * * 
2 . Топология. Зададим топологию в пространстве 2 х всех 

подмножеств нормированного пространствах . 
Ниже мы будем полагать, что 

* Под К , понимается множество полоклгельных чисел. 



*Ш2Ш ,a*2K 

Очевидно, что = G'*2* & * 0 

Лемма 2» ПустьХ нормированное пространство Щ^^^ЩлЫ* 

Доказательство,, Пусть ¿ £ . , 6 ^ 6 ^ не­пустые подмножества 
пространствах и £ р * Р ( 0 А Д ) , Ķ Т о г д а Г ^ г 0 ^ 

Положим L - L ^ + L . ( 4 ^ и > тогда 1 Г и - ^ ^ ( 1 ^ ^ у 1 1 Н 1 ^ 1 Г ^ Ц > 

Отсюда Р*Яб^,б^и в силу произвольности ^ * Я < * Д ) н F & ^ t i ļ , , ^ 
выполняется неравенство (6) и следовательно 

Ко в ире^идущих рассуждениях множества £^и С^можно по­

менять местами,'поэтому 

Неравенство (7) непосредственно следует и з " ( В ) , ( 3 ) и опреде­

ления ( 5 ) . 
В случав, когда аино или несколько подмножеств нормиро­

ванного пространстна X пустые, неравенства (&) и (7) прове­

ряются непосредственно. 
Пусть Ь 0 ­ 2 х , t*R+ 

kt&JJ&№*fif ­ < М * * 0 (10) 

Оче видно, что Ц ^ { » ^ ' № ^ 

Теорема Ļ Пусть X нормированное пространство. Тогда Ш. 
­ база топологии в 2 * • . 

Доказательство, 1) Пусть С¿2* и t*/R f, т о г д а G 2 £ . 
2) Пусть 6*11(6,>£,)Пи(£иО\1 tLi^rCCifi) L^ii щ Тогда по оп­

ределению (10) 'i^jķ l ^ U . Покажем, что U.£G, ¿¿(¿¿,0 ^ ' 2 * 
Пусть G ' * t t ( 0 , * f £ j j , тогда ? # , д > ^ * ^ , Но в силу 
леммыЙ $С%Ш +?.«*•/» f^fi'h^Pd^ch^^ «щ". 
поэтому с ОледсБательно^/Х^оО/ 1 ^,^) 

Latvijas 
Universitātes 

B I B L I O T Ē K A . 
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теореме 2 ( стр .82 ) работы Г й З ^ - бава некоторой топологии Т 
в пространстве 2 х

 # 

Теорема 2« ПустьX нормированное пространство, С*?*, X ) 
топологическое пространство всех подмножествХ с топологией Г , 
Тогда пространство ( 2 х лОполуметризуемо и 

семейство эквивалентных полуметрик в (2 согласованных 
с топологие^Т. 

Доказательство, Пусть ^ • Очевидно, что С ? , * ^ 3 * * 
р^Ф&И* 1 И^А)^^,^) У £ , А < 2 , * ^ • Покажем неравен­

ство треугольника. Пусть Тогда р ^ « М Л * Д < Ж Д / ­

^ ( / * Ж < У ) & » и * ? й * > < * ) * > ? ( & , 4 Г М А ) ; г ^ 
' ^ ^ Г * ^ - • з ы ¿¿¿11+0 ' 

Отсюда в силу леммы 2 и монотонного возрастания логарифмичес­

кой функции ^ < У ­ » я ^ ( б " 
Покажем согласованность с топологией г . Пусть 

открытый шар полуметрического пространства (2*/%«/^ . Но 

В с т с ^ ^ ^ ^ ^ ^ Отсюда 
любое открытое множество пространства ( 2 , £ ^ ) открыто в то­

пологии г и любое открытое множестве пространства ( 2 х , г ) от­

крыто в пространстве (2 , следовательно, полумэтрика 
согласована о топологиейг и в силу произвольности Д ^ * 2 1 

полуметрики этого семейства эквивалентны. 
Замечание 2 . Отметим полуметрики # Д)= 6 1 * 

* Я д ^ Д ) ^ ^ Г / * ? ( й А ) ^ , причем равенство ^ ( $ д ) * И 
эквивалентно £ х )~/ > где 6«, ¿ , « 2 * • 

Замечание о . Пусть * Тогда не влечет 
за собой &1~&х , где £ , Д * 2 Х . 

действительно, пусть йяХ,й*Ф>**&­ Тогда множест­

во , оададим Р ^ ^ * * * < 4 г ^ х \Л,*£ 
Тогда Р0ЩшЩ^Щё1^О . Аналогично получаэ?/., что у>(&,£)~0 
Отсюда ч(&,ё)=0 к,следовательно, ¿71 
Поэтому ( 2 х , £^) не метрическое пространство У Г с ^ е й . 

3 . Сходимость. Пусть X ­ нормированное пространство. 

& Йб1 х ла 'Я­уй^^­ 0 ™ е т И 1 ^ ч т о последовательность и с х о д и т ­
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оя к в(йл-Чх) тогда 2 только тогда, когда ЩлЩ^Щ&ф 

«замечание 4 . 13 эквивалентности (12) следует, что пре­

дельные соотношения %Щ«$}0Ь эквивалентны и 
сходимость Ць*& можно определить с помощью г • ^С)(С^° 

Ниже Ш воспользуемся обозначениями С 1 стр. 251.^7 
Те о рема 3 . Пусть А ­ банахово пространство. ­ ли 

нейные замкну тые жояеот в а . Тогда ЬЩ&) ­ уЩ \ щ} 
Шш^ШШьетш> Пусть иеф ^ ^ ^ Р * ' ^ , , ^ ) > * ^ * Ц * 

Положим 1га»сл *^и­Ц 1 .& * Очевидно Ц^в^е*Ч^е*<* г > поэтому 
ив линвйнооти в , »»<^ • Но Ц\>~и11 = П1^*-1^*1 ьа^иш^ъ* 
Отсюда в силу произвольности §ЗД,4£ £ 

оа м км с 5 . | Теорема 3 показывает, что в случае линей­

ных замкнутых множеств банахооа пространства X» если 
то ^ ( \ ^ ^ » б ^ б ^ Х 

Теорема 4 . Пусть X гильбертозо пространство. £,^Х~ ли­

нейные замкнутые множества. Тогда 5(£ у /7 г ) * 
Доказательство» Пусть Р оператор ортогонального проекти­

рования на линейное замкнутое множество*^. Положим Г&Т^СРЩ , 
где под 1| понимается сужение оператора Р­1 на / ^ 

Отсюда Р?Щ$$Ш, Г ^ ^ ­ Н б Д ) ^ 
Из теорем 3 и 4 получаем 
Следствие 1 . Пусть (̂ гильбертово пространство. й^62^Х 

­ линейные замкнутые множества. Тогда ­ > 

оамочакие о . Следствие 1 показывает, что в случае гиль­

бертова пространства и линейных замкнутых множеств &(&п,6)£>о 
< ^ > $ £ А £ ) ­ * о » т . е . сходимость в смысле £ и по раотвору £ 
эквивалентна. 

4 . Теорема о достаточном ч;;сле множеств. Замечание 1 
показывает, что интерес представляет тот случай, когда р 
меньше единицы. Оценим мощность семейства 

Леша 3 . Пусть X нормированное пространство над полем 
вещественных или комплексных чисел | С ­ . £ ^ Х , £ а * Я ^ Я ^ О 
Тогда существует 5 " ^ Х такое, что } у>(£уЙ~М* 

Доказательство. Пусть 5 " ­ \н \у х ^ * , Ч*ЩЧ Тогда 



0 гомеоморфизмах (локальных гомеоморфизмах) сумм линейных 
непрерывных и ежмаюхих операторов смотоите, например'f 

работу L 3 ] пункты э . 1 . 5 ­ 5 . 1 . 8 и ЗС*оу1Д. 

Теорема 5 V x Пусть X нормированное пространство над лслзм 
в е щ е с т в е н н ы х к о м п л е к с н ы х чисел К .G^K * * Л + . *-фо 
Тогда Ж)*гт (под Ж понимается мерность мяо^еств 
У(С-) и Х\<? соответственно). 

Доказательство. Ив определений (1) , ( 2 ) , ( 3 J , U ) и jievara 3 
следует, что ^/бии)** V#SXV£ Отсада i<^­£l /a p ­ '^*2 x x 3 } 
Но из задания G следует, что отображение >­Х­*('*±)х Vx f r xf^ 
вваимно однозначно пережцит Х \ 6 в Х Ч # , поэтому 2 х = 2 Ж Ч 

и Я * 2 Ш . Отсюда Ш ^ С ? . 
5 . Теорема о гомеоморфности. 
Too, ема 6... Пусть X нормированное пространство; ftA^X : 

tf&A)*l •Тогда существует й£§г#, такое, что (?, гомесмар­

fHO(j5 . 
Доказательство. 3 силу леммы 1 существует F*T^+L* ЯЙЗ^Д) 

такое, что * Тогда ИРх-^игцхуНЧ^х-^ ^¡1 ъи-*\Шу\\ъо 
V'x^e^ * Отседав обратим и обратный непрерывен. Опе^тор 
F непрерывен как сугаа непрерыйн&х операторов и Lg. s Для 
завершения доказательства положим &а~£(А)< 

Замечание ? . Теорема 6 показывает, что если ?(£ ,Д.]М , 
го V4»A*2* 

Полученные результаты используются ниже ;лля изучения 
устойчивости различных свойств, вообще говоря нелинейных, 
операторов в нормированных пространствах. 

6 . Определения. ПустьХ , У ­ нормированные пространства 
над ОДНИМ и тем же вещественным или комплексным полем К. 
^ < Х , У ) ^ * > Ш : ^ > * + У > ­ множество всех отображений и? X в 
Пусть Ai€WtCK,4) и гшуик оператора^­ L=i,X /' 

Отметим, что иэ замечания 1 

В силу теорем 1,2 и замечания 4 в пространстве Э2Т'(Щ*}) 



можно ввести полуметризуемую топологию V , в которой сходи­

мость последовательности отображений 4 ^ ftrfy4) пшзе отобра­

жению A* W f i ^ y ) эквивалентна сходимооти в смысле t&%M£j$ 
Замечание 8» ПустьX , У банахош пространства?vl t l ^f 

Тогда в силу тэооемы 3 имеют место соотношения 

Отсюда сходимость последовательности операторов Аи* )Б(Х,У) *** 
к отображению Аь в (X,у) з смысле ^ ( ^ Д ^ в л е ч е т сходимость" в 
смысле раствора S*(A^A)cA° 

оамечание j. Пусть)( ,у гильбертову пространства; 
Ai Л ^ б О ^ У ) » Тогда Б силу следствия! и г/, с ют место соотноше­

ния* ШМ * r&A) t&tM 11 {**> Ы 
и, следовательно» топология в б £ Х , Ч) , определенная хаусдорро­

вой метрикой d (или, что то же, функцией раствора i ) совпа­

дает с топологией, индуцированной в б£Х,Ч) топологией Г . 
Следуюи,ую лемму мы часто будем использовать в дальнейшем 
Лемма 4. Пусть X , У ­ нормированные пространства.­

At А ета,Ч) • Тогда УРсПМЛШЩ: 
№jjf*4(At) причем Ft ­ 1 Ю 0 М Н­,, где 1 ^ , ­ тоадественное 
отображение на 3>(Af) , а для справедливо следующее соот­

ношение: I I L ^ ­ L ^ l l ^ ^ i X ^ ^ L ^ A ­ A j x ­ ^ a ^ a ^ ^ t ^ y ­ ^ ) / / ^ 
^ Uit-^i-llAf* -At?Ux) s Ъ(А<) (13) 

Если при этом Af обратим (инъективен) f то 

причем f i = f f t L 4 ; ^ L A , где I ^ j ­ тоздественное отображение на 
#64,) , а для LA справедлиао следующее соотношение 
R, х -L ( ?t l x +IILA*-L j t : j i l x ±а%Си§^а*Щ*ЩЩ УьуеЩШ 

Доказательство. Пусть f * H £ 6 U , £ 6 ^ ) 9 Обозначим через 
Я, и ^ следующие отображения Р,4b#)*X*9,pJ(£<*Au &«Я*%) 
Положим LJ^f>*L°Pl9 Ff^R°Fop^ Тогда 

ЩАщЯМ^Щщ) V M * ) * $ C * f ) и ­

I/L,х­L, y«^/MaFe х M , f И И L t i A , ) Щ * < * > -̂ млЩФ** 

П\*отьЛ, т обратим. Обозначим через Я и Я"следугощие ото­

бражения *&$№*9 Р*<*^(*№) №ШУ 
(оператор Рн определен корректно ввиду обратимости операто­



ра Л/ ) ; Положим 1рР'*1-<ш,)РР > ПМШЖ Тогда 

™ , Л * > « ^ х , Р л А , * ) У(хЛх) * * 6 4 , ) и так как 
У х е ф б * , ) , то неравенство (14) имеет место. 

3 дальнейшем­через ^,1,1­/и ^ ш будем обовначать отобра­

жения, построенные в лемме 4 по отображениям Р и ) 
соответственно. 

Из оценок (13) и (14) непосредственно следуют неравенс* 

Н ^Л |х­^|у//^а^(//х^//>/М,хЧ>//> У / у * (17) 
7. Обозначения и замечания. Пусть (̂ , у ­ нормированные 

пространства над полем вещественных или комплексных чисел К . 
Положим Ь ^ ^ У ^ ^ - ^ ^ Х ^ / Я а е й ^ М И А г ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ¥ * , л « » й ) } 
Нижняя грань &А всевозможных констант а в предыдущем неравен­

стве называется константой Липшица оператора А . 

{ X , У > ^ { / 1 «С*>ЕХ,УЛ : А а ^ У 

и ( X , у } : £ 6 4 ) ^ X ~ * У 1 Л ­ линейный оператор} 

ь а х , у]^и*и < Х у ; | д к я и х > 
Очевидно, что 1ф(Х,У)пШ,9) = 1£<Х,у) , и Р СХ,У] Я Ш У > 

Ц > 1 х , у ) л и х , у ) ­ и с х ' , « 
Непосредственно проверяется, что множества Ь>СX,у7 и 

Ь)>{'Х,У) являются лкнеиными пространствами над полем К . 
Пусть уСА)&аА УАе-ЦркХ^ Непосредственно проверяется, 

что у полунорма з пространстве ЫрИХ^У^ . Но у № .твляется 
нормой в ^/эСХ,У]. Действительно, для лтобого Аб1~р£Х,УЗ и 
{'икеированного ^ , * У , у** 6 ' * отображение /4 ' такое, что 4И=Мх*у* 
У**Х лежит в ирЫ^П; А'ФА и . 

Пространство /у>{Х,У.У обладает следующим свойством: 
М ^ 4 ^ Ш У**Х , /4б ^ { Х у У> (18) 
действительно, 

Отсвда следует, что пол­./ноома у­ язлястся нормой Б ЦЬ£Х 9 } 
Положим Ш ц ^ ^ г ^ ***ЬрЫ,Ч) 
Очевидно Щ = 1 * * * ^ , § ЧА*Ш%Я=•иР1Х^^П НУ.,У) 

­Замечание 10, Пусть Х ­ нс^ирооаггное п р о с т р а н с т в . У ­



банахово пространство. Тогда 
а) пространство 1*р{Х,Ч)ъ нормой банахово; 
б) пространство ЦрСж,ЧЭполное * топологии, порожденной полу­

нормой у . 
Доказательство» а) Пусть (^^^^(Х^^П^К^^Л^ 

Тогда кэ неравенства (18) получнмг ю^-А^^и^Ы^Я* 
Поэтоцу последовательность (А^Лшт фундаментальна для любого 
|г«­К в пространстве У й,следовательно, в оилу полноты У 
имеет в У'предел #&) * Положим У**Х . Тогда 

. Покажем, что Л**£1К,У> • Пусть х „ « 4 * Х 
Тогда Ш14г£*Ш^А#у+ЙАл)ьЛ*ш11 * М А ^ « * ' * 
^ ^ ^ ^ « М ^ ^ в х , ^ ! * '> (19) 
Из определения оператора 4 оледует, что г*>*ЗД£*1» ; *>Л£** 
* Й * * ­ А М Из фундаментальной*» поодвдо&е­

тельнооти { Д * ^ з а к л ю ч а е м , чуо Зе>в^ 
Поэтому иа неравенств (19) следует, что Щ^А^& &н)*ь%$ 

**А & Х 1 Отсюда Ле1*/&СХ,УЗ • Равенство ^ следуем 
из того # что АьАш**Уьч»ь построения оператора А . Поэтому 
Л*6^{Х,УЗг и, с л е д о в а т е л ь н о . ( X , У ) ­ банахово пространство* 
б) ПустьЦ) а ^£^>СХ,У)и ^ ^ Н ^ Й ? * З ^ А ^ отображения Л* 
оледу&цйм образом А^^А^-А^ ^**Х , * Очевидно 
и И > ^ > £ ^ № * # ^ Отсюда иА*№ 

з*рг*&^ и в силу полноты Цэ1Х,У$ существует ^ ^ { Х ^ ! * такой,' 
что ИА-Ц-Ай^щ^Но ие построения операторов ^ 
следует, что №№&*МъШ4ъЪУ*&9ъ**+* Поэтому 
М ^ ^ ^ т й ^ и, следовательно^ пространство Цр£Х,9Л полное 
в топологии, порожденной полунормой ^ , 

9 . Устойчивость непрерывности и уранн^енности, 
Теорема 7. П у с т ь Х / У ­ нормированные пространства. 

К*Ш(К%А#Цр&$%Ш,\*ШЛ • Тогда ^ 6 < * А Ц ь > & л * д 

В частности, если Ак11$£я$, то ^(Л^А^А^ ^^(А^) 
если Л / Ч ° < * # * ° у ^ о ^ М ^ А И ^ ^ ^ ­

если то ? С 4 , Л * * 4 * ' М Л * 

Тогда Й1^} ( * А ^ ^ , ) ( * Л > ^ * / ^ 

Доказательство. Пусть Р и Ц 



- 2 4 -

Отсюда FiF((itAt)9Ō№j)) 4.ŗ(AuAģ+AU%- Неравенство 
у^ДЛЦпокаэывается аналогично. 

Теорема 8« Пусть X , У ­ нормированные пространства. 

и ал *&Ш^Ф$ , Если при этом а ) *^Л4}Ч1**Л*9 то 

б) АхьЦХ, Ч) , то . 
В Ы % ^ в Ю ^ ( 2 1 ) 

Доказательство, Пусть Ax*LpUt,4) , F * ? £ < M , ) > 6 f t J ) 
Ft it Ь отображения, построенные nof­'в лемме 4 . То^да 
*Ш~№1^А№*^ Ч*#**>Ш . Отсюда в 
силу неравенства (15) 

С другой C T o p o H H , / M / ^ A ^ ^ / w # * 4 y ^ W ^ ^ ^ ­ M / r ; 4 > ) l / Мж^ьШ,) 
Отсюда в силу неравенства (16) 

Сравнивая неравенства ( ¿ 2 ) и ( 2 3 ) , получаем 

Отсюда в силу произвольности оператора Р и з КШ^убЩ*) 
и условия fOltīAj^lIrtt/ļT1 получаем, что А,вЦр(\^) и 

а)Пусть f(A2ļA9)<0^4)4• Тогда, если л Л > а 4 г , то 
i 4 ­ ^ y V ^ « ^ ' r f и, следовательно, из предыдущего ^ 7 ^ 
т ^ ^ й Й i ž г ^ Ш ^ г т ^ ­ Е о л и a i * т о необходимое 
неравенство непосредственно следует из неравенства ( 2 4 ) . 
б) Пусть А^еЦХ,У) . Тогда Й М г ^ х ­ М ^ ^ ^ И ' ^ ' ^ + М ^ Й * 

Поэтому в силу неравенств (15) и (16) получаем, что 

Отсюда а силу произвольности F*?<#6U,#/Ļj) следует оценка ( 2 1 ) . 
Теорема Э> П у с т ь / ­ банахово пространство. У ­ нормиро­

ванное пространство. Af ^ТГШ^) ^^Upi^^J. $СА„Алуа^(А,)У* 

Если при этом А « Д О , У/ » то 

4 ч , Г/*(МЛ) Х vtAi.AJ (26) 



- mi* 
Доказательство, Пусть f tt,,**)*(***С4Р 1 . Тогда в силу 

леммы 1.существует FeTtu0t)9ō(M) такое* что ft**ļ#fЧгЛв* 
Пусть Ķ и Lļ- отображения> построенные по отображению F в 
лемме 4 . Из оценки (15) и условия Л**Ц»С Х/У] следует, чте 
Н , х Ч ^ « ^ % 0 1 Л ^ ^ й ^ х Л у * > 4 М ^ ^ ) ) ^ ­ у V x , y * X 

Отсюда L, ­ сжимающее отображение и в силу П 5 . 1 . 5 й dC 5 . 1 . 
1* в [ 3 ] отображение P , ­ I * t , ­ сюръекиия. Но £ ( f , H & 6 * , ) 
поатоау Ш , ) ­ Х * Отокда в оииу теоррш 3 a , * i y t K , V 3 Щ 
оценки и (86) следуют из оценок (20) в Ш) соответст­

венно. 
Следующие два шгедатаий непоередсгвенно аыгеяают «в теоремы 

Следствие 2^ Пусть Х ­ банахово пространство* У ­ нормиро­

ванное n p o c T p a f f C T B O . ^ t W W ^ y h ^ ^ t t ^ . ? ( A j f J < t f rtMtvu^)"', 
= ' в силу теореьи Тогда 

Следствие З г „ Пусть X ­ банахово пространство; У ­ нор­

мированное п о о с т и а н с т в о Д ^ ^ ^ ^ / И ^ ^ } .^Н­ЛХ^З . ? f l i A ) < 
. ­Тогда ^ H L C t X ^ J ^ H ­ M ^ ^ ^ j ^ j 

Замечание 11 , Теоремы 8 и 9 показывают, Что пространст­
в а Ц>(%,4) м Ь р С Х ^ ) ЯВЛЙЮМЙ открытым множествам» B V W C X , ^ 
в топологии, пороаденной функцией у . 

Замечание 12» Теорема 7 и следствие 3 поааз^ают, 
топология в/.ССА,УЗ, определенная функцией £ , совпадает с 
топологией, порожденной норйоЙ ^следовательно* в силу за­

мечания 1У.2 .16 ц 111 , совпадает с топологией в 1£ОС,У] , 
определенной хаусдорфовой йетряшй (или, что то же, !$ушвдоЗ 
цией раствора £ ) . 

замечание 1 3 . Теоремы 8 и 9 и следствие 2 являются нели­

нейными аналога ri теоремы 1У.2 .13 в [_Л. 
Теорема 6 показувает, что оператор близкий в, задавае­

мой по <f , полу метрике в пространстве Я^О^уХили, ЧТО ТО же 
в смысле малости функции ?) к опеоатору класса и,/эО(/у)являе^­

ся непрерывным и ограниченным. 3 общем случае имеют место 
следующие утверждения. 



Теорема 1С. Пусть )<, Ц ­ нормированные пространства. 
A ^ é W l í X , ? / ) ; /1 х ­ непрерывный оператор. у(А^Ах)^1 . Тогда 
4, ­ непрерывный оператор <=*ЗР*^(ОД > , 4 О Д ) . ' ( а , * / ) ¿ 

( Ц ­ непрерывный оператор) (где оператор, построенный по • 
оператору F в лемме 4)« 

Доказательство. ПустьЛ,­ непрерывный оператор. В силу 
лемш 1 существует оператор F^^(0(A4)9U(AJ)такой, что . 
Тогда ив оценки (15) следует непрерывность оператора lf9 по­

строенного по оператору F в лемме 4 . 
Пусть ЗРсЯ&ОДС-iAi)) '&рлО Í \ Ц ­ непрерывный оператор), 

где i­, ­ оператор, построенный по оператор/ г в лэмме 4 , и 
W w f e i ü t t * í > * * * ¿ ¿ f í к К*&* • Тогда для оператора F, , 
построенного по F Б лемме 4 , имеем F,x^­*^ L f ^ ­ ^ = р * х • 
Отсюда и из непрерывности оператора Ак гнтекает, что 
F a ^ ^ J ^ ^ x . H ^ ^ Í ^ ^ ^ F . ^ ­ ^ A ^ д е т о м у и э ' О к а с , ^ л ь с т ­

ва теоремы 6 следует, что ( X ^ ^ x j ^ <­* у 4,х) • Отсюда 
следует непрерывность оператора At . 

Теорема 11 . ПустьХ»У ­ нормированные пространства. 
huALbjrtCX^) *>/4Аг ограниченный оператор и. Т о г д а 

Д ­ ограниченный оператор^фЗР ¿W64,) ,6(/) ¿ W: ( а ^ Л г 
( L, ­ ограниченный оператор) (где L f ­ оператор, построенный 
по сператору F в лемме 4 ) . 

Доказательство. Пусть А, ­ограниченный оператор и М&$>Щ 
­ ограниченное множество. Б силу леммн I существует лс \гп 

р*^<?ЛД,б£4л)) такой, что aF¿-1 . Ко из неравенства С Ш 
следует, что IIL,*I¡ £aP(uxli+!¡ygHtAttll+UAt^) +ULr¿ü V^m 
при фиксированном í^^M . Отсюда множество L, Могргкпчено 
последовательно, L, ­ с 'раниченкый оператор. 

Пусть существует оператор FefteíAtJ^ÍAJlTiKC?, что / 
и ­ ограниченный оператор. Пусть А*£а)64,)­огганиченное мно­

жество. Тогда множество A^ÍM) ограничено в силу огряцичен­

ности операторов Ах и ^-J^+L,, Поэтому Jce/ft^c^f/y)^*// +­1М/(̂ Н 
V+,ytN Отсюда я силу 

неравенства (16) сгМ^-А^^а^сихуЦ+иЬ*-*^) Чъ.уеп 



ниченности оператора И, . 
Замечание 14, В этой чясти работы (пункт 8) мы получи­

ли устойчивость различных свойств, вообще говоря нелинейных, 
операторов при возмущениях малых в том смысле, что данный и 
возмущенный операторы близки в полуметрике, порожденной функ­

цией ^ (или, что тс же, близки в смысле малости функции ^ ) , 

Автор выражает благодарность своему научному руководите­

лю 1,:.Л.Гольдману за внимание к работе. 
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УДК 5 1 3 . 8 3 
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВ 

НЕЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 
Е.Л.Вейлер 

Латвийский государственный университет 

В работе изучается устойчивость, в смыоле нелинейного 
аналога раствора статьи ļZlJ , различны* (в том числе и спект­

ральных) ог.ойств нелинейного оператора, действующего в норми­

рованных пространствах. 
3 статье без специального пояснения применяются понятия 

и обозначения, ввечекнье автором в работе СП* Так как обе 
статьи находятся Е одном выпуске данного сборника, то это не 
должно вызвать затрудений. 

1 . Устойчивость непрерывной и ог^­ычо^иэи обратимости. 
Определение 1 . П у с т ь Х Ш Ч - нормированные пространства. 

k*lfftCAķ4)- произвольный оператор и э Ф М ^ Х в £(А) 
- график оператора А . Множество 6-*(А)~ 1<№)*У*Х I &ьп*&Щ\ 
называется обратным графиком оператора Л • . 

Пусть X , У - нормированные пространства. АпАг<= УПСХ,у) Ķ 

F*£7£6U» (x(AJ) и fj ­ оператор, построенный пб опе^аторурв 
£емме 4 в С U . Тогда оператор F такой, что F'CA,*,*) — (V;*,/ ;/) 
VlA^ihCiA,) f в силу оценки (13) в Ш лежит в 
P(6'(A<),&W ­ Отсюда fleW,№tyi*f 

Обозначим через ТТ^ДХ^подмножество Б ТЯ^Х^у), состоя­

щее из всех обратимых ^инъективных) операторов из WXOC,yj­

Очевидно, если АсШ&^у), то А"*ь7П(Э%Х) * £(А~')=&(А) 
Следующая теорема немедленно вытекает из сделанных замечаний 

Теорема 1 . ПустьХ , у ­ нормированные пространства. 

Замечание 1» Теорема 1 дает нелинейный аналог теоремы 
1У.2 .20 в [ 2 J . 

Определение 2 . ПустьХ ,У ­ нормированные пространства. 
к*7ПСХ,Ч) " произвольный оператор изаХАЮ<в Я(А)*У. Будем 
говорить, что оператора обладает свойством ( О , если сущест­

I Понятие обратного графика i .ля зашгнутого оператора 
встречается, например, в dl .b .2 . з С¿1. 



вует се$1¥ такое, /Мх,Лх^/^сИх, *х/1 У * , ^ * 3 ) 6 * ) 
Теорема 2. Пусть X # У ­ нормированные пространства. 

обладает свойством ( О . 
Доказательство. Пусть 4*ЭДДКд^ и А'бЦрЩХ). Тогда сущест­

вует а*/Д^ такое, что \\АчА%г^А^\ *<*М*г#М Ух^е­ЯК^) 
или #*гМ ^а/Мх^Ах^Й Ух , ,***©60 , ­тс:­: :а следует СБОЙСТВО 

( П . Пусть опер:.тор/1 обладает свойством Полежит,­; х^х^ф^А) 
и А * , ^ / Ц . Тогда из свойства (О с//^М*^*,­>1 и так как 
о с , то х , ~ х л и. следовательно, оператор 4 обратим. Но из 
свойства (/) г.мтекает, что сМугА^Н* Н ^ухеЛ(А), где 
О С . Отсюда Д Л ^ ( ^ Х ) 

замечание 2 . ^ линейном случае свойство (П окэивалент­

но необходимо^ и достаточному условию непрерывной обратимое*­­

ти лкнейноРО оператора; следовательно, теорема 2 дает распро­

стпмненло соогзетств.­т.чего утверждения на случай нелинейных 
операторов. 

Покажем, что мно^ит^о олеп'/гор* Ае 1ППс{у,^) таких,что 
%?ШрХ%%) открыто в й топологии, порожденной ^ (не­

линейным ГЛ\ ­ЛОГОМ О ' .ОТБОГ^Ь 

Георема д. ПустьХ , У ­ нормированные п р о с т р а н с т в а . Щ ^ ) ) 

[мили при РТОМ а) ^(АУ)А,)^и^аА-.у1 / т о 

Доказательство. В силу леммы 1 в Л17 существует оператор 
Р*£бб%),£#У) такой, что % 4 ( * / % 0 " ' и пусть Рг и ­

операторы, построенные по оператору Р в ле^ме 4 з [ 1 ] . Тогда 
из оценки (16) в С-П следует, что 

Отсюда и из того, что А^еЦрС^Х) получаем неравенство 

ил:;, из ­деления оператора , 

Отсюда з силу оценки (15) в [ О 
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VKfjXi + fXAf) или, так как й . p * - U % то 

Отсюда получаем, что оператор/, обладает свойством 0 ) и , в 
силу теоремы 2 , оператора обратим и обратной удовлетворяет 
условию Липшица. Искомые неравенства имеют место в силу т е о ­

ремы 6 a [ l ] и теоремы 1 . 
оамечанио 3 . Щ теоремы 3 следует, что если A^A^lftttX^) 

оператор AL обладает свойством (I) с константой с и y(At3Aj) < 
£~ ; то оператоо А, обладает свойством (/) с константой 

Из те о ре L 1 и 3 и теоремы 9 в L­U непосредственно вытекает 
Следствие 1« ПустьХ ­ нормированное пространство, У ­

банахово пространство. А<*ТСХ,Ч); А^е&г&М и £BLTF$,%% 

ШМ^Ф^)У^ . Тогда Я'*Щ>1%*2 и 

|еш при этом ^ , Ш , У ) , то f ^ ^ ^ S & ^ O 

са^ечакие­ 4 . Из следствия I .­.ытекает устойчивость 
екктьективкости обратимого отображения, если обратное отобра­

жение удовлетворяет условию Липшица и возмущения малы в смыс­

ле нелинейного аналога раствора работы [ Q . 
Замечание 5 . Аг следствия 1 зытекает, что множество опе­

раторов AtVfliCijу)таких, что A~'eUpCУ,Х] открыто з прост­

ранстве ?flCX,LJ) в топологии, порожденной ^ . 
Следующие оледстьия непосредственно вытекает из следст­

вия 1 . 
Следствие 2 , ПустьХ ­ нормированное пространс':­ьо. У ­

банахово пространство. ^,1№сх,У)\А^Ж1<х,Ч)-,А2'бир1Ч,Х) ; 
$(А<АН£*^$ Тогда А,е7П;(Х,У) 
A^tLipfyX)^ справедливы оаонки следствия i . 

Следствие 3 . ПустьХ ­ нормированное пространство. У ­

банахово пространство.А<*Ш(*УУ)ПШ,Ч) , ЛА* ЛГСДХ^и 4£4&l%lQ 
F(A,A)<1+"YI[)~' . Тогда А%*ТСЪК,Ч>) , ^ ' * u c y , x j 
и ^^fis^^^^^^ii^ есть в качестве следствия мы 
получили результат об устойчивости непрерывной обратимости 
линейного оператора). 

Замечание 6 . Теорема 3 и следствия 1 и 2 дают н линей­

ные аналоги теоремы 1У.2 .21 в £ 2 ] . 



Замечание 7« а) Результата лункта В а (ЛЗ и этого пункта 
можно улучшить с точки зрения количественной теории, исполь­

зовав при доказательстве теоремы В в £ 1 3 оценку (13) вместо 
оценок (15) и ( 1 6 ) . 
б) Результаты этого пункта и пункта 3 в [ 1 1 можно усилить с 
помощью приема, указанного в 1У'»2*'2Й в С23 . Применяя, напри­

мер, теороцу 7 в £ 1 } а следствие 1 к операторам и лАг,«Нена­

видим, что оп&ра^эр 
ЩлЧ^\»;^ит В д ^ * Д О Д О Отсюда 49*&*Щ-ХКУ) 

и иМ*Т'*1ч1Ч,\<]9 если аА<(у1*;4)Г1 

пример 1 . ПустьХ ­ банахово пространство. У­'Х­* Х ­ линей­

ный вполне непрерывный оператор. (1*ир{Х,Х). Рассмотрим урав­

нения 
Х­Ук ( I ) (2) 

Заметим, что если Л / ( Л Х Г ­ 1 ' ) ­ Х ) \ то в силу пер­

вой теоремы I редгольмаЯ1Г­1/)­ X 1Л#г­У;­{й)и ПО теореме Бана­

ха об обратном операторе оператор 1 ­ у ­ непрерывно обратим 
( I ­ тождественней операт О Б X ) . 

1.ри сделанных предположениях имеет место 
Тооовма 4 . Луоть линейное однородное уравнение (2Л 

имеет только тривиальное реШние и Г^&^оЫ ^^^/^'УГШ)"­Тогда, 
вообще говоря,нелинейное уравнение (1) разрешимо при любой 
правой части и '/разнение ( Ц ) имеет только тривиальнее 
решеййе. 

^."к:'.оательотро, 13 силу теоремы 7 вС1} и следствия 2 с ш * 
рагорМ/^ а оСратим и Ц-УМГ'е 1^(Х,Х} . Отсюда ЯЯ-МШ) = Х 
и так как уравнение Л 0 ) имеет тривиальное решение, то оно 
имеет единственное тривиальное решение. 

Аналогично получается следующая 
Теорема о. Пусть линейное : •внонле ч2) разрешимо при 

любой правей чистиу*Х ^ииИ^^инШ-УГиО'1. Тогда, вообще 
говоря,нелинейное уравнение Л ) разрешимо при любой правой 
части у>Х и уравнение (1 ,) имзет только тривиальное реше­

ние* Р 

* Результаты арШера 1 мотно получить иным способом, напри­
мер, из С . З Л . 7 в 13] в виду ЗС. 5 . 1 Л в Щ . 
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2 . Замечание о сходимости, 
. Теорема 6Л Пусть Х , # ­ нормиоованные пространства. 

А Д ^ а ^ . в ^ М . Т о г д а у а ^ , л ^ ) ^ 2 ( ^ ш А ^ м ъ л ) . 
Доказательство, Пусть F^TldAl)iG(Ax))3 Ft и L, ­ операто­

ры, построенные по оператору г в лемме 4 в [13 . Тогда, учи­

тывая оценку (13) в Cli , получае?л следующую непочку нера­

венств: itLt*-Lytix+uiAs^* -ia*+b)* -foB^+iļ+B)^ ± 

Отсюда операторр, заданный йледующим обпазом: 

и a F i =2(^//fiW i ^ > j ļo8To^ Б силу произвольности итератора F 

Замечание 3 . Теорема б дает нелинейный аналог теоремы 
. У . 2 . 1 7 в L 2 3 *, 

Замечание 9 . Теоремы 7 , Я , i 1 , 1 0 , I I в £ l ļ , следствия 2 , 3 
в ЦП , теоремы 3 , 6 и следствия 1 , 2 , 3 дают естественным об­

разом необходимые и достаточные условия сходимости последо­

вательности операторов из И Х б С , ^ ) (­прострочетва всех опе­

раторов с областями определения, щщфШ в нормироз.анком 
пространстве X и областями значенкл, л ;лщик:и в нервирован­

ном пространстве У ) В полу метрике, эротдеиней нелинз йнь:?.­: 
аналогом раствора работы Q l J . Используя, нал . , теорему 
7 s £ i ļ и следствие 1 , получаем следующий результат: 

ПустьХ ­ иодированное пространство, У ­ б&нах&вю Цро­

! с т р а н с т м . Д А * * ^ > ^ ; , 0 J ш АеШс(Х, Ч) и Л' 'бЬ>СУ,Х] , 
то А^А тогда к толь­сс тог»­i., когда A^7fli^-t%\ Л ^ Ц о Ц Х ] 
для достаточно больших ft . Причем для того,*ттобы Ак;+А необ­

ходимо, чтобы,начиная с некоторого it , W(A~1)-yLA"VI ^ 6 ,i 
достаточно,чтобы,начиная с некоторого гь, уСА1!-А~*) —* О 
1сли Л ­ лине/ный оператор, то последнее условий является 
необходимые и достаточным. 

Результаты, ош:ченчые в замечании 9 , дают подшейный 
аналог теоремы U . Ž . Ž S в L 2 J . 



3 . Устойчивость спектральных свойств нелинейного 
• оператора ( 

Определение 3 , Пусть X , ¡ / ­ нормированные пространства 
ел­' нолем комплексных чясы, К • А*1ШЗЬ,Ч), 8*ир(Х ,У>, $>(А)±$*в) 

******** • *** ' 

мы будем называть резольвентным множеством оператора А относи­

тельно оператора 6 . ¿ * -i 
Плеть Л < ^ 6 4 ) ­ Тогда оператор Я.^л;А.°) — ^де 

мы будем называть резольвентой оператора Л относительно опера­

тора В . ;/.HOT3CTiO <3FI СЛ) = К Ш 
будет/ i;rбывать с пестром оператора А относительно операто­

ра О. 
оамечание 10, йа теоремы 7 Б Cl3 и следствия 2 резольвен­

тное множество f>R(A) оператора А относительно оператора В 
открыто и. следовательно, спектр G^W оператора А относитель­

но оператора б замкнут в К . 

ЗЛедуюшй простым утверждением мы воспользуемся ниже: 
лемма 1 . П у с т ь Х , У - нормированные пространства. 

BélttiMh e V ü / э С ^ Х З . T o i ^ 
1 rk I.'.L Пусть нормированные пространства. 

AteeUp(X,<J), &ÍA)cf>(e) , в eWL¿í^H) и Q^UPÍ%)Q. Тогда <rQ(A) 
ограниченное множество и 1Л1 ±аду(&^') \/л*<га(А) 

доказательство. Пусть л *о . Тогда x*At\jff¡A¡ÍtoL ct^-UUo^ 
Поэтому в силу замечания 7 и леммы i , если а^уСёО^и! 9 то 

получаем заключение 
теоремы. 

оамечагче 11 . В линейном случае для ограниченного опера­

тора Л из теоремы 12 мы получаем, что Ul^WAIl Уле6(А) 
Теорема 13, Пусть X , У ­ нормированные пространства. 

№*ЬрСХ/Ч),®СА)±Ш),ВбЖ1СХ,У) н B~'éUpL.yX3 
Тогда у(Я.Ь]А;В))-*о при |я|— 

доказательство. Применяя следствие 1 данной работы и 
теорему 7 в £13 к оператору г ^ В и оператору­в , получаем, 



Непосредственно проверяется, что ал-,л = ы Ча4 . Поэтому в 
силу оценки (3) получаем, что у(Я1л;А;В)) = ш-'^Цг*А-ВТ')~*о 
при /л/­» <*• 

Теорема 14 . Пусть X , У ­ банаховы пространства. А*ШСК,Ц) 
Ъ^ирСА.Ч) ,®Ш£ЮСВ)н ряШ*0 \ Тогда &(А) = 6(А) 

доказательство. Пусть ' М Л 4 И Г £ © 6 » > , х^­>х , Ах^г+р 
покажем, что ХьЮ(А) и Ах-у . (Задари (А-хЯ)**-** , где 
л±раСА) . Тогда в силу непрерывности оператора 0 и полноты 

пространства У последовательность 2 Л ­ > 2 * У . Отсюда х^= 
Й М ' 0 ^ г « ^ й . ^ и > с л е Д о в г 1 Т е л ь н о , &Сл;А;В)£=м , поэтому хь$(А-л8) = 
$ХА) £ ¿ 0 3 ) • Отсюда в силу непрерывности оператор! в после­

довательность г^^^Лх.­^ч^­лвжи^ледоБательно./хМ­дбГ'^­^вх) 
Отсюда Аж-гВж~у~*&х и,следовательно, Дх =^ 

Замечание 12. Теорема 1 4 в качестве частного случая д^ет 
известный результат о замкнутости графика линейного оператора 
с непустым резолььенткым множеством. 

Теорема 15 . ПустьХ ­ нормированное пространство,У ­ ба­

нахово пространство; АиА1ь1ШХ(%1^), &41£[хЧ}\ Г ­ компактное 
подмножество регодьзектного множества ? (А±) . Тогда кущеот­

в.>ет такое, ч т о Г е ^ М , ) , если <?{А<>А2_)^ 
Доказательство. Пусть А*Г£ ? М А) . Т о п а в силу следст­

вия 1 , если ^ ^ ­ ^ ^ " ( ^ ^ М * ^ Но, согласно 
1?ореме о, последнее условие выполняется, если 

3 силу теоремы 7 в Д >; замечания 3 Тулкция у (Я.и;А1;8)) 
непрерывно зависит о т д . Отсюда пил1.и+1л\1\Ш1)11+ч[Е.1л1А1;В11))-Ьуо 
Поэтому Ле ра(А,) , е о м ^(А&АЗ^А 

замечание 13 . Теорема ¿5 диет нелинейной аналог теоремы 
1У.3 .1 в [_<3 о полунеп[ерывкости спектра сверху. 

Замечание 14 . Если А1=А1+А , где А*ир(Х,У), то теорему 
14 можно уточнить, а именно: з силу замечания 7 Г&в|ДД ° с ­ ' ' и 

о ,д" т ^ 1 ( . р ( Я и ; 4 л ; б ) ) ) ~ ' . с^сли, кроме того, 4 г * Ь > ( х у у),б4»Х­0ф; 
в""'е­Ь"рС^Х^ > то Г может быть любым замкнутым \не обязатель­

но ограниченным) подмножеством в р 0 ( Л , ) ; в этом йпуч^е(^1Жл;Ал;В)))' 
имеет положительны*; минимум н*. Г , так как га о ремы 13 
ГЛй,А;в)­> — » 0 при 1я| ~» о" 

.замечание 15 . Теоремы 14 к 15 дают а случае банаховых 



­ a s . . * 
пространствX и Уустойчивость, В смасле нелинейного аналога 
раствора, замкнутости графика нелинейного оператор? с непус­

тым резольвентным множеством относительно оператора из1_ССХ,$г] 
Теорема 1 6 . Пусть Х ­ нормированное пространство.У ­ бана­

хово пространство. А*дК(Х,У) , B*LC(X,y) Тогда для любых 
А.*Ш,У) , fiL*LCCX,«W. и £>о оудс­стзует S>о таксе, 
что Д*||Ш и у ( А и ; 4 / В ) ­ * ^ Я , А ) К в с л и И : ­<М*#Д»У** я ^ЙКК 

,^оказатс­льот50л Пусть А0*УХ,У) , б с
6 L C C X ^ J , д . ^ ^ и £ > о . 

tie следствия S зытекает, что', если |х­<гв^4,ч*<­Ш^11Г'( У *­
ЦЯГл»;Лда; Ов)Я>~' , то Д ^ О ^ . Поэтому из тзс­ремы 7 a C i ] и след­

ствия 3 вытекает, что, если 6^(0,6,] к Аг< ^(/*-Ш^;\%)10~11 /+•£ +-

И«».;'#;;ÏÈ'Л Г 1 , то V 
Из следствия 3 a f i l вытекает", что, если В*1С(Х,У) й $(в,вв)< 
^ < ( М / б с / / Г ' , то BeULX^J и / 7 5 ­ 6 , » ^ ^ ^ . Поэтов 
е силу теосомк 7 з C i 3 , тезремн 6 и следствия 3 а.­лучаем, 
что, если V ^и+ШЖЩ+М.ЦУ'и бч^тлАвЖЪмГЬ-Ь+'н'иву1)'', 
то At-f (А0) , >:сли ?(В,Вг,) . .'.а сяексТпия 3 гаггекает, что, 

И 9 ^ 8 Л ; < А " ^ , то «ЛаЛ;8)-Ла;Л,;В„)Н fS j 
i­.s теороив 6 и еле 1 СТБИЯ i яктв^чет, что, если б^Х'И*-

штМЧшШШ <?ЙД>«* е , то **р„«> . Пусть А^ь(0Л 3» 
^<4(/+//«(Д;/». ;в)//ГЧ'*Н««" 'Л;в>/' ;Г , ^ # )^,гсгда р. силу след­

ствия 1 т(Яи;А;В)-Я(Х;А.;в))< | (б) 
Отсюда, учитывая оценки . . 4 ) , \Ь) H Сб) получаем, что д « ^ М ) 
и r LR.U;A;B)-HL^:AA)) ; А ; В ) - R + ///?<*A;W­ ИU;A,;8JU 

• ели и-л,/^4, п Ç ( f i , , где 
замечание 15, Георема 16 дает нелинейный аналог теоре­

мы i v . a . i ô u L U . 
Автор шраж&ет благодарность своем ­' научному руководи­

телю ,'.'./». Гол ьдмаку за внимание к работе. 
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УСТОЙЧИВОСЙ СВОЙСТВ ОПЕРАТОРА ПРИ ВОЗМУЩЕНИЯХ, 
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В статьях £ 2 ­ 3 7 установлена устойчивость ряда свойств 
Линейного замкнутого оператораЛс замкнутой областью зна­

чений ;прк этом в качестве возмущений операторов берутся 
малье по нсоме и коммутирующие с А линейные оператор 8 -

6 настоящей работе рассматривается случай, когда возму­

щающий л'*нейный операторв необязательно непрерывен, но обла­

дает тем свойством, что оператор/ЫЗ замкнут; кроме этого ­

требования к операторам А и В предъявляются и другие, более 
слабые, чем в£2­о_/. 

В дальнейшем используются обозначения и некоторые ре­

зультаты статей ¿"2 ­37 и книги (I]* Дополнительно введем с л е ­

дующие обозначения^^ и £ д ? ­ сужения оператора в на множест­

ва <#ГЙУ)£$)соответст венно. 
Всюду далее рассматриваема оператор И ­ линейный зам­

кнутый оператор с замкнутой областью значений * ££А^ , 
действующий в банахоьом пространстве X . для краткости |ор­

«.^лировок теорем занумеруем используемое в них предпосылки: . 
1 } Н(А) ^ Ш(А); 
2) & ­ линейный оператор, яом^'тирукздй с Л, и тгл.:*о^, 

что о п е р а т о р о в замкнут; 
3) существует линейный непгипивный оператор про&дтирсн 

ванна £1А пространства л И? Я ( Д ) ^ 
4) В ­ линейный оператор, коммутируящйй сА, и такой, 

что операторы/?гб лАк^О замкнуты; 
о) В ­ линейный оператор, коммутируй: ий с.А , и гчкой, 

что операторА+# щП^В зимннуты; 
6) оператор б^г ограничен: 

9) оператор в щ ограничен; 

11) существует Линейный Непрерывный оператор проекта* 



­ 37 ­

родания Гд пространства X на ЫСА); 
12) У(А)< #*; 
13) Ма+ь.а) 
14) «В <• (011/)" 'и <5 С О Д А) < £> 
15) II 6 : л ? ||* ©с(д|1?д«)"'и < М + б Л ) < £ , 

Рассмотрим операторы, введенные а статье 2 : " 

Определения операторов £ ¿ 0 ^ Т Т В # ) корректны, вала вы­

полнены условия I ) ,й) , 5 ) , 7 ) ; определение оператора ( Х 8 а > ) 
корректно при выполнении предпосылок 1 ) ­ 8 ) , 6 ) , 8 ) ; а црк и&* 
полнении услодий 1) , 2 ) , ¿0 ,10 ) справедливы равенства ХН'Л)" 

Теорема 1 , нусть выполнены условия 1 ) , 2 ) , 5 С , 7 ) . Т'огла 

г) У ^ А Ж ) 
г ,ок . . . •: _ ? и ч л о г и ч н о дог Г£ат«?льстьу теоремы 1 в 2 , 
лемуд 1 , Пусти выполнены условия о ) , 4 ) , 1 3 ) , Тогда 

^•жааательстгю. :{уг*ъиъ£(Ан^&) я\\Ы/*+%е)и£Ц 1 
Рассмотрим элемент (идА^лк*.} графика СИ &*.<У оператора ЛкЗ 
с нормой///4Д**'У«чЬ' * П о к а ж е м , то 6 * | ^ Предположим про­

тивное, т . е . что £ > И^АЙ . Тогда, т . к . М ^ 4 > 4 , получаем: 

­А­1Уч /; С'//С А н^й).//; + /­ .4 + 8 ) ^ ) * * * * * 

уД8даваТ0Льно, £ ^ь'и/и' . 1ребуемое неравенство вытекает из 
следующих соотношений: = ^ 0 Л б ^ г в ) , * * Л Л ) ­

((£?иШПШ*. $Ц аА\Ге. 

*;>нт'.т б) ) л доказан Е.Л.Бейлером в его дипломной работе. 
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Теорема 2» П.уоть выполнены условия 1) , 8 ) , 4 ) , 6 ) , 8 ) . Тогда 
а) Ц<А+<**& 

Доказательство, Иэ леммы 1 следует, <^ЛН^в)*|%Ни ъ 

£. вто в СБОЮ очередь влечет, согласно п.б) теоремы 1 , малость 
раствора КЫ(А+Щ Учитывая это , равенство/ <=У 
моано доказать подобно п . в ) теоремы 1 ; равенство б) следует 
из а ) , п.в) теоремы 1 и очевидного равенства Оы(Р$ 

Теорема 3 . Пусть выполнены условия 1 ) , 2 ) , 9 ) , 1 0 ) . Тогда 

Локазательотво. Если в доказательстве п,7 теоремы 1 
статье & 7 заменить оператор $ (В>) оператором то получим 
докавательство нашего утверждения. 

Теорема 4« Пусть выполнены предпосылки 2 ) ,11) , 1 3 ) .Тогда 
а) оператор/^ устанавливает взаимно однозначное и взаимно 
непрерывное соответствие между# (А+й) и М Д ) ; 

б) существует линейный непрерывный оператор проектирова­

ния ^ ^ п р о с т р а н с т в а X на№(А*Р,) тзкой, ч т о Е £ Г ­ £ ) £,¿1 
доказательство, а) Рассотрим величину * у ~у(Ыи'\) Л'(>7»))­

(см. ЦЛ определение 1 7 , 4 . 1 ) . 
Так как X е * ЫШШЫС^ 1У,4 .2 в [ 1 ] . 
Если £**0 выбрать таким, что с ) » т о и з п * ° ^ теоре­

мы 1 и леммы 1У, 429 в П 1 будет следовать, что 

Теперь докажем, что ^ отображает Ы(А*В) на все ША) . йё#от* 
в и т е л ь н о / У ^ Щ ) ) ( З г е / ^ ? ( у ­ ? + V ' . , 
следовательно /г­^­гс и £ г ­ 5 0 ^ * > ^ Ч г * т ^ » т . е . Р/4^*^ у 
3 силу дивъюнктности^ЧТ^в) иь :с'.>)это отображение взаимно 
однозначно, а поскольку Л/(А­г в ) и Ы\А) ~ замкнутые подпрост­

ранства банахова п р о с т р а н с т в а х » оно и взаимно непрерывно. 
б) Это утвервдвние следует из равенства предыдущего пун­

кта . 
Теорема 5« Пусть выполнены предпосылки 1 ) , £ ) , 6 ) , 7 ) , 1 1 ) . 

гНе путать с ^ ( Д ) , фигурирующей в предпосылке 1 ^ ) , 



­ 39 ­

доказательство. При оу^^оУшвании оператора^ оператор 
А можно сделать линейным ограничены?^, определив ого равен­

ством Á ч т о в свою очередь влечет линейность 
о п е р а т о р а м и ^ ) . Щ р а в е н с т в а ^ R ( S ^ í ' % ) ) i 
и п.в) теоремы" 1 получаем, что СВд)) =V#t£ Требуемое 
вклшение следует из равенств, привод*н~нл з n . ¿ reo ремы i 
статьи ¿"6.7 , в которых оператор в с л е з е т заменить вдэрвдо* 
ром В$ -

Теорема б. Пусть вод ол не нь; у ело вия 5) , 6 ) ; i 4 ) , 
Тогда ' с ­

'Теорема 7, Пусть заполнены предпосылки с) , 6 ; , ¿2) , 1 4 ) . 
Тогда cU^iN^ñ ^SJ ^ oU^N(A)L 

Тесцема 0 . Пусть выполнены условия 5 ) , 6 ) , 1 2 ) , 1 $ ) . 
Тогда ¿ ¿ ¿ ^ g ^/jf­a) ^ ^ ^ v i Y t ^ ) ­

г" сказа те льет за теорем б,7 л Я сходны с доказательства­

ми теорем ..JA 2 статьи £1*7 ; используемое в нкх равенстве 
№{Af/7J&) усадйавайзает^я аналогично равенству 
а) теоремы 2 при выполнении предассылок S ) t 6 ) , 1 2 ) и 1 4 ) ; а 
не;п.5онотзэ '^6J*J}7íJ f кетовое необходимо при доказа­

тельстве теоремы 7 устанаi Ш.зается ьфт S ) . ¿ дока­

зательстве теоремы 8 используется результат тео, емы 8 , кото­

рая шравёдяцваи пря С<у(А)^*** . 
J'iCiVuV­i Пусть выполнено услох лс 1 5 ) . Тогда: a) R(А)П 

Доказательство< а) Возьмем произвольный элемент 
Ч%Ш&)пЩА} » тогда ^ ^ . 4 ^ ­ один из его прообразов. 
Т.к. А (при любом его выборе) удовлетворяет условию0(&п/) 

Щ) « Ж Ш ­ т о у Щ . т . е . т Ш % ) * $ 
и п^^а^ Таким образом, у о а и н е н и е ^ ^ ­ ^ разрешимо 

Пункт б) легко следует из пункта а ) , т . к . K(Á?j) 
>мма о. Пусть выполняются условия 5) , 6 J , 1 2 ) , 1 4 ) . 

Тогда J f ( / Í W + Ш Н ЦШ- . ^ 
Доказательство. Рассмотрим оператор(А^/^б)^ +'1*^ 

т . к . J7(/fH7^(V<r , что доказывается аналогично 
теореме 6 , T O ^ ¿ / ^ a f f ^ j 
, ,адее, учитывая непрерывность и малость оператора Пн^^9 



а также справедливость включения f M ^ w J £ß ( , 4#j 
полупим, ч т о ^ ( А й Ь ^£СШП+&)^. 
Таким образом, из в к л ю ч е н и я Я ( А я } Н 1 С ( Н ^ в ) ^ } ^ ^^Ш^ 
и равенства #(Aft)-ШЩ^) следует, 4 T o j t i f / ^ % * J f > f j y J . 
^o^(fyHlAß) ^gAtO&ß)^)t Ь&аФЩЩг ­ такое сужение 
оператора # + 4 . Ä , при котором n t f # f / V 2 k ? * 
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Топологические пространства к их отображения* 3 . Рига, Щ$Ъ 
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НА В Ш О Ш К Ш Е РАСШИРЕНИЯ 
ь.Г.Евстигнеев 

Московский институт управления 

Показано, что, следуя известному способу пополнений мет­

рических пространств v [ l ] , с т р . 357), можно, при определенных 
условиях, распространить метрику данного метрического прост­

ранства на его (тем самым, метризуемое) бикомпактное расшире­

ние. Для втого вместо фундаментальных последовательностей на­

до рассмотреть функциональные направленности и в основу рас­

суждений положить метод направленностей построения бикомпакт­

ных расширений топологических пространств чi2J , [3] , [ 3 J ) . 
Библ. 3 наав. 

Введем оледуюа^ие обозначения. ( X , í ) ­ вполне ограниченное 
метрическое пространство.У ­ бикомпактное расширение ( Х , р ) . 
S ­ класс сужений на X всех непрерывных на У функций. 

Теорема* .воли класс 5 различает замкнутые и/%?) множес­

тва , отстоящие друг от друга на положительное расстояние,то 
метрику f можно (единственным образом) продолжить с X до 
псевдометрики $>' на У , поровдающей на множестве У ТОПОЛОГИЮ 
меньше заданной. 

Отождествляя в У точки с кулевым у'­расстоянием, полу­

чим фактор ­ пространство У/р' со следующими свойствами; У/р' 
есть метризуемое бикомпактное расширение ( Х ; у ) о метрикой, 
совпадающей на X с р , Щ1 гокеоморфно, при неподвижных 
точках X , пополнению пространства (Х ' ,р ) , 

Доказательство. Допустим, что выполнено условие теор§аш 
и построим бикомпакт У$ , совпадающий с данным бикомпактным 
расширением У , следующим образом. 

Направленность Í * J С Х навозам S направленностью, зала 
V ) é 5 3 ti* J U J и 5 направленности^] отовдэотзим,ес­

ли V3«5 : bm./(*J в ¿ t r r v J ú ^ j % в множестве У5 всех Í направ­

ленностей в X введем топллсгию, относительно которой направ­

ленность & ) С У 5 сводится к точке } ' € У 5 (где у л я ¿J».j*} f 

P « J ¿ и J (*^**J ­уть * направленности) тогда и только 
тогда, когда 3^ 4^$*%$ "bp/tXfl Согласно С[31,етр.5Э 



У.5 = У , причбм каждая точка х « Х отовдествляется с сходящейся 
к ней в (Х,р.) направленностью. 

Если в(Х,р) найдется не фундаментальная $" направленность 
1^} • т о из можно, извлечь (пользуясь вполне ограничен­

ностью метрики5») две фундаментальные поднаправленности,лсжа­

щи в, соответственно, в замкнутых сферах £^ таких, что 
? ( 5 1 . * д ^ > 0 ' коатому для функции ^ из 5 , различающей 5 Х и ­5А , 

направленность расходится. Следовательно, каждая 5 на­

правленность в(X,?) фундаментальна. Отсюда вытекает: 1 . ' каж­

дая равномерно непрерывная на(Х^) функция^ имеет своим не­

прерывным продолжением на У 5 функцию ffi¿jfa*-Ш&А У 
2 . %нкция р ' ^ , у л ) \ есть псведо­

метрика на У £ (считаем, что Ы \ т о г д а и только тог­

д%, когда я 1 * ± у £*Щ ). 
Покажем, что тождественное отображение!бикомпактного 

расширения У4 (У*=ьУ) на поввдоиетрическое Пространство 
(У&,р7 непрерывно* Для этого раосмотрим направленность {#*}^ 
сходящуюся к ^ вУ$ ^где ^ « Г Ч / Ь ^ Й * и ~ 5 направ­

ленности). Согласно (ГЗЛ , стр. 5 6 ) , * {х*,ги)) , где 
у ^ П б * и Ы'у'­Ы^у'.) тогда и только тогда, когда и 

для воех ч . Из фундаментальности **«л) , 
для £ > о найдем индекс Л * ^ у # ) такой, что при любых 
и^%)л имеем! ¥(и^),^,ги^)< * ­ Следовательно, для 
ф и к с и р о в а н н о г о ^ ^ находим при у) >ЫшЛ'*)'- до*Д^г!<£ 
для всех уи в ^ у р*¥с(+')* Поэтому &{&Ж'44 Ь при. ­с ^ 
Таким образом, из сходимости к %й в бикомпактов иыте­

кает, что 1\г*, ¥'Щ: Я*.} *ь 
Далее, образуем фактор­ множество • элементами ко­

торого являются множества / : Р «* с) . ̂ е с У* 
На У^/р' можно определить две топологии: фактор­топологию, по­

рождаемую проекцией бикомпактного расширения У$ на >^/^' , и 
метрическую топологию, лороадаецую псевдометрикой р* (за 
расстояние меяду множествами ¥?1у.1 и , принимаем 
число ¥ '(Ус, уЛ) ( [ 5 ] , ртр. 168)). Учитывая непрерывность тож­

дественного отображения бикомпактного расширения У3 но псев­

дометрическое пространство * теоремы в ; Г 5 ] , с т о , 
1йЗ, 1 9 1 ) , легко видеть, что указанные на Ш/р* типологии 
совпадают. 
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Обозначим через Ц (Цс$ ) класс всех равномерно непрерыв­

ных на(Х#) функций, Хяасо Щ : содержит константы на К 5 вместе 
с двумя функциями содержит их сумму а произведение; замкнут 
в пространстве всех непрерывных и ограниченных на (Х,^ функ­

ций, наделанном топологией равномерной СХОДИМОСТИ на X ; р а з ­

личает всякое замкнутое в (Х,р) множество от не принадлежащих 
ему точек. Ив ( [ 3 ] , стр . 5 7 ) находим поэтому, что простран­

ство У и всех ц направленностей в X (построенное по образ­

цу У 5 ) есть бикомпактное расширение X » а класс и состоит 
иа сужений на X ясех непрерывных на Уи функций» Остается по­

казать , что пространства У$/$* иУи гомеоморфнк, при неподвиж­

ных точках X ­

Для 5 направленностей ^ в Х имеем! &м,р{Х*,х^*о 
43* ( У # « и : щ Следовательно: можно 
корректно построить 1­1 отображение I' У?//з'­*у^ , полагая. Уу = 
* /-О^У* *1Р*№) * Покажем, что С еоть отображение на. 

Пусть 1*г\<* У а « Из (хг1 выделим универсальную подна­

правленность Щ±\ ([ъ] , с т р . П б ) , Согласно ( Г 4 ] , с т р . 4 1 ) , 
\**} есть $ направленность. Поэтому для % н а х о д и м ! 

Докажем непрерывность с , Для этого построим отображение 
т;У*-*Уи , полагая, У# = * ­ */)€Уг : л ^ * / ^ / . Поли направлен­ '; 

н о с т ь / у ч ] сходится в ^ к точке у , то непосредственно из 
определения топологий в У> , Уи Ыс5) получаем, что ( 
сходится вУц к точке т(^) . Следовательно, т непрерывно. 
Пусть р ~ проекция У5 на Ул/у/. Тогда Ыр^1ф'С^фЩ 
Следовательно, УАс У­и ; тч[м^^щ1^Ш), Если А открыто в Уч, 
то РЧ^Ш) открыто в >̂  , С4(а) открыто в У5&' . 

Наконец, совладение У*/?' 0 пополнением (х,$) зытекает 
аз того, что классы сукений на X всех функций, непрерывных 
на этих бикомпактных расширениях, совпадают. 

Зам­чание.1. веди, в условиях теоремы, предположить 
исполнительно, что каждая функция иэ 5 равномерно непрерыв­

на на (К,д) , то $ 9 есть М;трика на У $ ­ У . Как указал .авто­

ру Б.И.Пономарев, этот результат может быть получен также 
из теорем о близостях на топологических пространствах 
, Г е ] , £ 7 ] >­
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­ Замечание 2 . Кед и J*<X)расширение Стоуна­Чеха простран­

ства ( X , í ) , то непересекающиеся замкнутые a(Xj>J множест­

ва имеют непересекающиеся замыкания в f>Q() . Из теоремы на­

ходим, что мэтрика s мо^ет Сж^ь (единственным образом) про­

должена по непрерывности с X до псевдометрики р' на fi(X) 
и соответствующее фактор­пространство J ^ í X i / f ' есть бикомпакт­

ное расширение(X,?) с метрикой, совпадающей на X с у . 
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Возрастающая потребность в вероятностных методах в при­

кладной математике привела з последние десятилетия к возник­

новению самостоятельной математической дисциплины ­ вероят­

ностного функционального анализа. !<отя многие возникающие Р 
этой теории понятия и результаты непосредственно переносятся 
с детерминированного случая, введение случайности приводит к 
различным иным проблемам. Например, встает вопрос об измери­

мости решений случайных операторных уравнений, изучение кото­

<« рых составляет центральную проблему теории . 3 работе Л.Наше­

да и Х.Салехи[о] измеримость наилучшего приближенного реше­

ния случайного операторного уравнения исследуется с помощью 
привлечения понятия пооздообратного оператора н случайному 
линейному оператору. Псевдообратные операторы имеют различ­

ные приложения в анализе, j частности, с их помощью можно 
записывать интерполяционные и сглатывающие сплайн ­функции 
(см.,например, [ 2 ] , стр. 1 9 8 ) . Поэтому полученные в [ 5 ] т е ­

оремы об измеримости псевдооСратного отображения к случайно­

му линейному ограниченному оператору и позволили нам в на­

стоящей работе ввести з рассмотрение случайные сглаживающие 
и икг­рполяционные сплайн­функции и сформулировать теоремы 
их существования и единстБенности. 

Напошим основные понятия,необходимые для дальнейшего. 
Пусть(С1,Ъ)- измеримое пространство и И­ топологическое 

пространство. %ккиия р пространства Cl в пространство Р на­

зывается случ­лЛной ввлюшной. если р~~ :­юбраз кзздого боро­

левского мно;леетви Р принадлежит б '­алгебре S . 
!.усть^П,'Ь)­ измепимоэ пространство, Р­топологическое 

пространство и X ­ произвольное множество. Отображение ­f 
пространства Л * Х в лоостранство Р навываетоя случайным 
оператором, если для каждого Гиксированкого х«Хфункция f (уф 
является случайной Еели^иной. 

Пусто ('11УЪ)~ измеримое пространство, Р ­ топологи­

ческое векторное пространство и X­линейное пространство. 
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случайный оператор ­£ на Х 1 х / Х , принимающий эначения из Г , 
называется случайны/! линейным оператором, если для кяэдого 
таксированного « Л функция Х(б>­/) является линейным опера­

тором. 
П у с т ь ( Л Д ^ ­ вероятностное пространство,X и Р ­ топологи­

ческие пространства. Случайный оператор наО*Хсо значениями 
из Р , называется п . в . (почти всюду) непрорывным случайным опе­

ратором, если почти для всех функция £(и\\) непрерывна. 
.«роятностное пространство (Л/5>,/*) навивается полным, 

если каждое подмножество измеримого множества меры нуль при­

надлежит (5*­алгебре 5Ъ . 
Символом$4$% Щ будем обозначать гдро случайного ли­

нейного оператора £ при данном фиксированном 6)^X1 ; сим­

волом ^Я^^>­ область значений £ при данном . 
Дадим определения случайных сглаживавшей и Интерполя­

ционной сплайн­функции. Соответствующие поАятия для детер­

минированного случая имеются, например, в \ щьЖШ+1Щ% 

Пусть ( Л ^ , у О ) ­ вероятностное пространство, X , У, 2 ­

гильбертоаые пространства. Пусть ± ­ п . в . ограниченный 
случайный линейный оператор на Л Х Х ,.принимающий значения 
из У ' ; а ­ п . в . ограниченный случайный ллнеиный оператор 
н а Л * Х , принимающий значения из 2 (в отличие от [ 2 ] , мы 
не предполагаем, что t и а являются отображениями н а ) . 
Пусть задана случайная величина 2 на вероятностном прост­

ранстве Л со.значениями в 7 . 
Определение л. 1ункция <э , определенная на простран­

стве Л и принимающая значения в X , называется слаживающей 
сплаин^гункцией, соответствующей ~Ь 9 а 9 л и некоторой 
константе § > 0 , если для почти всех а е.П в• полняетея р а ­

венство: || Ь(о9б(*>))$ + ^|| Л{ЩЩЩ*.$#$$** 
*2^иЩ%ЪЩЩ. * * 1 аСи9^М)-2(со)\\1

гу (1) 
Ьсли функция 6 \ удовлетворяющая равенству ( 1 ) , измерима, 
т . е . является случайное рдачнной, то б называется случай­

ной сглаживающей спдайн­функцаей. 
предположим, что случайная величина Ж удовлетворяет 

условна: п . в . Л ( ' ^ ) в 3 1 а ( а ) ; ^ Я а С ы ) и обозначим 
^{х:£1^Х\ п . в . а(о9сс(и>)) = 2,&)}.. 
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где £<(*>) есть ортогональная п р о е к ц и я н а &а<*о . 
Определение 2 . Функция <5 , определенная на пространст­

ве Л и принимающая значения в X , называется интерполяци­

онной сплайн­функцией, соответствующей t , а, и 2 , если для 
почти все\о£Х1 выполняется равенство: ! 

ЩЩгЩ&Ъу = £1% || 4 ( б ) , л ( ^ ) ) У г . (2) 
Ысли функция б , удовлетворяющая равенству ( 2 ) , измерима, 
то б называется случайной интерполяционной сцлайн­функцией. 

Дая доказательства теорем существования | единственнос­

ти случайных сглаживающей и интерполяционной сплайн­г/пкций 
нам понадобится уже упоминавшаяоя теореиа Ка­гела и Салвхи 
об измеримости псевдообратного оператора к елучайноцу линей­

ному п . в . ограниченному оператору. Напомним определение 
псевдообраткого оператора. 

Пусть ( Л , © , / * ) ­ вероятностное пространство, X и Р ­

гильбертовы пространства, £ ­ случайный линейный п . в . огра­

ниченный оператор н а Л * Х со значениями р Р . Для кавдого 
Фиксированного со с X I . такого, что ограничен, оп­

ределим обычным способом псевдообратный оператор (*>;•) к 
на множестве Ъ^*^ — Я ^ ^ 

А именно, для произвольного элемента р е 2 ) { * д о ­ Р найдем его 
ортогональную проекцию р4 на $ выберем в замкнутом 
мно:*:оствв = [ л е Х | $ С^эс) = рн } 
элемент х4 минимальной нориы: \\осЛш = V эсЪ 
и положим £ ( ¿ 0 , р ) Ш Э£л , 

Гак г веденное отобрълггнив £*мс­?лс считать определен­

ным на некоторой части пространства Л Х Р и принимающим 
значения из пространства X . 

Тоорьма На^е ;л и Сплели ( [ с ] , . с т р . £ 3 6 ) . 
Пусть ( 1 П . , й , / 0 ­ полное вероятностное пространство, 

X и Р ­ се^расельнае гильбертовы пространства. Пусть ^ ­

- пяв. ограниченный случайный линейны.: оператор на . 0 . * Х 
со значениями в Р . Пусть для зеех (ос ¿1 ь для которых 
^ ( ^ , ­ ) ограничен, £ * ( * у ) осезначает псевдообратный опера­

тор, а |*"(*с, ­ сопряженный оператор к $(ь)>-)л 

Тогда: а) почти для всех о>€Ц для любого оС . 9 . 
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сходится к | ' * ( < 1 ) , р ) для кавдого 
б) ^ я в л я е т с я случайным линейным оператором и з . 0 * Р з Х ; 
в) для кавдой случайной величины р наГ1 со значениями в Р , 

такой, что п . в . p(v) е S . r í v ) отображение являет­

ся случайной величиной со значениями и X • 
С помощью втой теоремы мы можем установить теперь с л е ­

дующий результат: 
Теорема 1 , Пусть (­и,®,/*) * полное вероятностное про­

странство, X % V. , Z ­ сепарабзльные гильбертовы простран­

с т в а . Пуоть i , ­ п . в , ограниченный случайный линейный опера­

тор н а / 1 * Х со значениями в Y , 01 ­ п . в . ограниченный слу­

чайный линейный оператор HaíÍ*X со значениями в Z . Тогда 
для любой случайной величины & на И со значениями в Z , т а ­

кой, что п . в . г С ^ е а ^ ^ ^ + а С М ^ ^ существует случайная 
сглаживающая оплайн­функция €t<¿> » отвечающая t , a , ¿ и 
f > О . Если n . B , J £ , w > rtJV^f {о}, то такай функция единствен­

на. 
Доказательство. Следуя аналогичной конструкции для д е ­

терминированного случая (см. £ 2 ] , с . 1 9 9 ) t мы введем вспо­

могательный случ?*йный оператор Jf? так,, что его псевдообратньй 
оператор и будет случайной оглаживающей сплайн­функциел, 
соответствующей i , а , а и $ > 0 . 

Рассмотрим гильбертово пространство Р * Y*2 со скалярным 
произведением * j ¿ 4 & ^ r í e ^ Г & ' З Д fi*í%*h* 
У^З»*Т|"*ĵ *f 4 * * * определим отображение £ н а Л х Х , прян/ 
мающее значения из г , равенством: ­f (OÍ, j c ) ^ ( i ^ , ^ ) , a C * » t e $ 
Нетрудно проверить, что тая определенный оператор -f является 
линейным оператором для кавдого фиксированного а > « Л . Далоз, 
так как п.в^ЦъфЯ^СМЫ* и || а ^ х ^ с ^ Н Ц х ^ , то п. в , 
I U ( « . a c ) b ­ ( | t ( « f x ) | | t + И а ( ы , * ) и ) * * И 1 ^ ( ^ ( е + $ С * С ^ 
и, значит, ­f является п . в . ограниченным оператором на Л *X 
со значениями в Р . 

Фиксируем ¿ f c ' X . Покажем, что X (^Яр) я в л я й с я случай­

ной величиной н а П со значениями в Р . Нетрудно просле­

дить, чтет'доказательство этого факта без изменений перено­

сится а доказательства аналогичного результата Б £ i } , c . 3 9 1 , 
где "составное" отображение действует на метрическом про­
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отранствв с борвлввской в ­ алгеброй, а не щ произвольном 
измеримом пространстве ( Л , 5Ь) , как в нашем случае. 

Итак, ^ является линейным п . в . ограниченным случайным 
оператором на XI Х , Х со значениями с сепарабельном гильбер­

товом пространстве Р . По теореме Нашеда­Салехи, 'пункт в ) , 
отображение {\б>>р(ш)) будет случайной величиной для любой 
случайной величины р н а П с о значениями в Р , такой, что 
п . в . р ( « ) ^ Э ^ * Я ^ . Положим р о (и/ )^ (0 , * ( *О) . Так как 
и £ ( Щ , и дикция, тождественно равная нулю пространства 
У на Л , являются случайными величинами на Л , то для д о ­

казательства иэмеримости р 0 мы можем, как и ранее, сослать­

ся на [ 1 ] у с . 3 9 1 . ' 
Из предположения, что п . в . Х(ь>)е 

легко следует, что п . в . ре(ю) с 5С^и>
 + 3 \ . ­

Обозначим &о (ь>) ̂ ' ­ £ ^ р с ( « У ) и покажем, что <% является слу­

чайной сглаживающей сплайн­функцией, т . е . удовлетворяет 
уравнению ( 1 ) . 

Из определения $ следует, что \ $(и9а:{ы))- р в(о>;|| р
 3 1 

для любой функции ос на О со значениями в X и для любогоыеЛ. 
Поэтому уравнение (1) можно записать в виде. 

Очевидно, этог,г­ уравнению удовлетворяют те и только те 
функции б н а Л с о значениями в Х , которые принадлежат мно­

жеству Ур= {б'£1-+Х\ П . В . ±(0Ь9б((О))арч(0))}9 

где р4(а>) есть ортогональная проекция ре(ь>) на множество 
5^к*>>* Значит, С/Рв есть множество сглаживающих сплайн­

функций, соответствующих \ , а , я и О . Нетрудно прове­

рить, используя определение псевдообратного отображения,что 
функция б0(1о) = ре(со)) принадледит множеству;' Я.,., при­

чем п . в . й ба (а>)||д * || <5(о>>||. 
Значит, С\(со) является случайной сглаживающей сплайн­

функцией, соответствующей 1; , О. , 2 и $> О л 

далее, условие: п . в . Л £ ( ш ) П { о } , равносиль­

но, очевидно, условию: п . в . Л^(и> » { о } ­ В атом случае 
множество 3 Г г состоит и:­ единственной функции б (Отображение 

взаимно однозначно для п . в . 1 , и етой функцие! 



очевидно, будет 60 ( » т 4 * р с (^)) . 
Следствие. В предположении теоремы 1 при условии, что 

п . в . множествоХо*>>^^> замкнуто, сглажизагслая случайная 
сплайн­функция существует для йюбоЙ случайной величины Ж 
на Л со значениями в 71. 

доказательство. Нетрудно видеть, что условие замкнутости 
множества Жа*» +ЛС|м> равносильно замкнутости множества а 
(см. [ £ ] , стр. 1 3 7 ) . Но тогда 2 * О­ а почти для 
всех со * И „ 

Обратимся теперь к случаю интерполяционной сплайн­функ­

ции. Для доказательства теореш существования и единственнос­

ти нам понадобится следующая лемма, являющаяся в некотором 
смысле обобщением теоремы Иашеда и Салехи. 

Лемма. Пусть (Л>й,/<) ­ полное вероятностное пространст­

во, X и Р ­ сепарабельные гильбертовы пространства. Пусть в 
X наряду с походным скалярным произведением определена сис­

тема скалярных проиаасдений , п.в.эквивалентных данному, 
причем для любых л , у с Х функция <а»у>и> от иеС1 измерима. Гиль­

бертово пространство X со скалярным произведением «****^# 
обозначим Хи . Пусть ­ п . в . ограниченный случайный линей­

ный оператор н а £ 1 * Х с о значениями в Р . 
Пусть ( к о . обозначает исевдообратный оператор к 

оператору ^(ш,­), рассматриваемому, как отображение на X*, со 
значениями в Р . Пусть п . в . |*(й>,­) обозначает сог. яженный 
оператор к ­£(<У,\) на Х^ . 

Тогда: а) почти для всех для любого , 
0 « « ( < ^ О Д , 1 Д О сходится в Х , К { (Сь>,р) 
для каждого ре^)^*^) ; 

б ) { + является случайным линейным оператором и з Л * Р 
в X ; 

в) для каждой случайней величины р на Л со значениями 
) Р , такой, что' п . в . р ( ь ' ) б Э , ^ ы Ь отображение ^ ' ( Я , 0 ^ ) являет­

ся случайной величиной со значениями в X . 
Доказательство, а) В [ 6 ] , с .о43 , доказывается для д е ­

терминированного случая сходимость ряда ¿ ^ ( 1 ­^^*_[\Г(­Гр) 
к | ' ( р ) ^ р'с , где * . Фиксируя каздый 
раь йУ**М. и норму }­|| ^ с , соответствующую скалярному 



произведению <%">IUO Б X , о затем применяя сформулированный 
выше результат , мы получаем требуемое утверждение. 

о) Гак как, о и е з и д н о . Э ^ ^ ^ Й ^ ^ г л ^ + л ^ щ вос­

пользоваться следующим, доказанным в [ 4 ] , с.6'­&, фактом: для 
любого фиксированного р^Р шс^еотво {со{ р е Т)^} измеримо. 

С другое сторснь:, так как исходная норма пространства Л 
эквивалентна норме \*1¥ почти для всех CJESL , то из а) с л е ­

дует, что почти для всех cotSl для любого U. , 0<cLtC 

ряд %.<^О-~(ЦХЫ)ОЦШ))Х\ХЫ,0) сходится к^(сс ,р) Б норме прост­

ранства X для каздого РЕ 2 3 ^ . Нетрудно покззагь, несколько 
изменив доказательство теоремы об измеримости сопряженного 
оператора к случайному линейному п . з . ограниченному операто­

ру 9 [ 4 ] . с . 130, что £ * ( a v ) является случайным оператором 
Из этих двух утверждений с использованием известной тео­

реш сходимости случайных величин (см. [*3] , с . 8 7 ) следует, 
что для каждого фиксированного р е Р отображение р ) 
является случайной величиной на Л со значениями в X . 

в) Этот факт является следствием предыдущего пункта 
и теоремы l . i . из [5*3 . , с . 6 8 3 . 

Теорема Пусть (£1%/$- полное вероятностное прост­

ранство, X , Y , Z ­ оепарабельные гильбертовы пространства. 
Пусть т, ­ п.в* ограниченный случайный лилейный оператор 
наЛ\Х со значениями в Y , а ­ п . в . ограниченный случайный 
линейный оператор иа£1*Хсо значошщыя B Z . Пусть п . в . Л С ^ П 
л ^ м * М и п * в * множествоХА(^$~ЧШ) замкнуто. Тогда для лю­

бой случайной величины £ ка Л со значениями в Z , такой, 
что п . в . £ < ь ; е Д а . м ­ г ­ , Я и ( ы > , существует единственная случай­

ная интерполяционная сплайн­функция, соответствующая t , <х 
и 2 . 

доказательство. Для каадого фиксированного cot£l рассмот­

рим на векторном, пространстве X билинейную форму: 

Так как п . в . Д ^ л Д н = { ° Ь то является скалярным 
произведением почти для всех cuejfl. Соответствующей атому 
скалярному произзедению нормой будет: 

„еь'торное пространство X со скалярным произведением 
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<\*>к
 и соответствующей нормой | ­ обозначим Хщ -

бйвдам в рассмотрение, как и в доказательстве теоремы 
1, отображение £ н а Л х Х в гильбертово пространстго Р~У*^1 
$(и;,х)~(Ь(шъХ),а(<о>х)) , где скалярное произведение в Р оп­

ределено по формуле: < р<, ^ ^ У ч ' Д О у * < * * ^ Ч , р ^ С ^ ^ Р ^ Д ^ Я ) . 
иак было показано, £ является п . в . ограниченным линей­

ным случайным оператором: ||(<У,'̂ (1р
 й с (^) !1^11д поч;и для всех 

. Но, согласно определению нормы з Р , п . в . 

Поэтому почти для всех имеем: ЦхЦ^ ^ с(иЛ|л|) А , 
С другой стороны, нетрудно показать, что условие замкну­

тости п . Б . множества Жхш + равносильно замкнутости п . в . 
множества 5? ^̂ ы> Сем. ("2] , с , 1 9 2 ) . Кроме того, £ являетоя 
почти для всех &>еГ1 взаимно однозначном отображением, так 
как п . в . Л£(и)ПЛ£( ы ) ={0) • Тогда по теореме Глнаха об обрат­

ном операторе существует такая константа Сл^0 у Сн= . 
что для любого х е X п . в . || л||д ^ С4(«*0 II £ (о), х>||р , 

Но так как |/ (̂̂ зс;||Р
в||ос||ы , мы получаем неравенство: 

Таким образом, п . в , Цсс^/С^со) ^ || ас|/^ < С(ь»)||х||д­ щ 

и, значит, п . в . нормы || • эквивалентны норме проетрачетва X . 
Заметим, что, наоборот, условие: п , в . 

легко следует из неравенства: п . в . |х(|л ^ С,(&>)\Щ& -
Применим теперь к случайному оператору а предыдущую лем­

му. В силу пункта в ) , для каждой случайной величины 1 на I ! 
со значениями в 2 , такой, что л . в . ЩШ№Фя*щ~3^(! '51^ . 
отображение <5(ц)^ а/(и)92(и)) является случайной величиной о̂ 
значениями в X . 

докажем, что так определенная функция <3(Й>) является 
случайной интерполяционной спла^н­^ункцией* 

Нетрудно проворить, используя определение псевдообрат­

ного отображений, что почти для всех со<• Л 

где {зи£1-+Х |п.п. сх(й)ч зс&» = ^ 
а |||ь?) есть ортогональная проекция­«ЕС )̂ на множество $а(и,> . 

Но.для любого г л лента х <н , з том чис;;е и для 
функции б , имеем: ||*(^)!|^ ^ ( И П ^ Щ у + || а К * ^ ) ) * ) ' ^ 
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Поэтому равенство Йб^Й)!^* 1 " £ (Л*­

можно переписать в виде: f i{^,<2fe>)fiV — |j t ЭЧ'^ЛЦ 
Но это и есть равенство (2) и, значит, cir ((л>,х(ь>)} является 
случайной ^интерполяционной сплайн­функцией, соответствующей 
t , а и # . 

Покажем, что эта сплайн­функция единственна. Пусть6i(^) 
иб*(Ц) таковы, что п. в. t (̂ Ч t £ * ^ » ^ ( * $ 1 1 

К *>(Ч^И)||у ^ g * ^ li II, t I * 4 , 2 . 
Тогда п . в , (5<(ы)-бл(ш) & J£m\ t С Другой стороны, так как 
б|(OJ) ­ <52(ш) е.Ъх , то п . в . (5, 0^J-^{u4) в JV^{U))а Но так как 
п . в . ЛЦци,) r\ ^{°} , Щ <5i(u)~почти для всех 
и с П . 

Автор выражает благодарность своему научному руководи­

телю доценту й.А.Гольдаану за постановку задачи и внимание 
к данной работе. 
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; Щ 5 1 3 . ­ 3 . 
КОМПАНТНЛЯ с х о д а о с г ь л^нклшх; ОТОЕРШ^й, 

ЗЛМННЕХ НА [^ПРОСТРАНСТВАХ 

ЙТЙ Лабеев 

Латвийский государственный университет 
В статье С Л.Соболева С В ] было дано сообщение сходимос­

ти по норме для последовательности линейных: вполне непрерыв­

ных отображений, получившее в статьях Г.Х.^айн/кко название 
компактной аппроксимации. Причем ГЛ.Вайникко изучал свойствг 
компактной аппроксимации в той общей ситуации когда области 
определения отображений, входящих в аппроксимацконную охему, 
вообще говоря, не совпадают, а связаны дополнительными 'УСЛО­

ВИЯМИ. Б этой общей ситуации многие свойства линейных отобра­

жений оказались неустойчивыми или для их устойчивости необхо­

димы дополнительные предположения (так, например, в С и и£&] 
при доказательстве верхней непрерывности спектра требуется 
дополнительное условие, касающееся остаточного спектра ап­

проксимируемого отображения. 
Если же рассматривать компактную аппроксимаиию в случае 

совпадения областей определения отображений, входящие в ап­

проксимационную схему (как это делалось в статьях \Аз , [5Л , 
[ 6 ] , [ 7 Д то тогда многие свойства линейных непрерывных и 
линейных замкнутых отображений оказываются устбйчивы^и. В 
ряде отатей такая сходимость называется секвенциально ком­

пактной аппроксимацией и определяется следующим образом. 
ПустьХ иУ ­ нормированные пространства над полем дейст­

вительных или комплексных чисел. Будем говорить, что после­

довательность линейных отобтаадн;Я­£ :Х«­*У секвенциально 
компактно аппроксимирует линейное отображение ^ ; X *У 
если а) для любого вектора осе X / ^ з : = 

б) для любой ограниченной последовательности векторов 
( « У с X последовательность векторов ( ^ Х ^ / Ь ^ с тноеительно 

компактна в пространстве X . 
В "предлагаемой статье мы рассмотрим сходимость, .редс­

ленную для отображений, заданных на подпространства*, *;:и­

зость которых понимается в смысле с . к . а . 



§ ±. компактная сходимость подпространств банахова 
пространства. 

Определение 1 . Пусть Х ­ банахово пространство над нолем 
действительны* или комплексных; чисел. Будем говорить, что 
последовательность подпространств (.К^) ^ пространства X ком­

пактно сходится к некоторому подпространству Х с
 С Х \ если с у ­

ществует тахое банахово пространство Z и существует такое 
множество отображений^}^д/^г^ , что для всехкеЛ/1Н"о1 
является биекцией2Г на и последовательность линейных не­

прерывных отображений Zl­">^A' секвенциально компактно 
аппроксимирует линейное непрерывное отображение^]*^; ?Йн*Х . 
В этой ситуации для краткости Щ$$Ч писать, что >Хс» 
О т о б р а ж е н и я ! ^ } :удем ШШШШЬ связующими отображениями. 

Гфодлсаззнае 1 . Бели Х й ­ банахово и Х„ Ч с-» Х ь » то с у ­

ществует такое число п^е Ы , что для возх >ъ> Но Хтакже 
является банаховым пространством. 

доказательстве. 'Лг полноты пространств Х с и 2* следует, 

Значит, если рассматривать естественное элс­кение^­<^х'опро­

странства X* то отображение ^ « ­ ^ будет линейной не­

прерывной относительно открытой иньекцией пространства 2 1 . 
в X щ Так как ^ , то а силу теоремы 15 из 

СЖЗ существует такое число Уис-Ы , что для всех & £ /^ото­

бражение ^ ­ я в л я е т с я линейной непрерывной относитель­

но открытой иньекцией пространства 2 а пространство X . От­

куда и из полноты пространств 2 и X следует замкнутость и 
полнота пространства X * , . 

«Замечание. В теореме 15 из Г$3 доказано большее: суще­

ствует такое число а > о , что, 

^пимор 1 . Отметим, что из полноты ьсех подпространств 
Х ^ н е следует, вообще говоря, полнота пространства Х л т 

ДйЙствзйтельно! п у с т ь Х * 2 * ¿ 2 , , Х^ ж &± Уп»еЛ/ 

С лгх­ символ \ронекеоч. 
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Слредедиц линейную непрерывную бие.щию и после­

довательность линейных непрерывных баекиий следующим 
обгазом: У о с е % V * ] £ (*< Щц£е2к.д + 1 ~ к С** 

Тогда не трудно убедиться в том, что последовательность ли­

нейных непрерывных отображений : & — > ^ секвенциально ком­

пактно аппроксимирует линейное непрерывное отображение 
&^\%к!$щ ^сютоцу последовательнооть подпространств Х а ­ & 
компактно сходится­к подпространству X. „ Однако Х^»^й^"­ всю­

ду плотное в ^ не замкнутое пространство ,несмотря на то, 
что для л ю б о г о ^ с ^ 

Замечание. Если с/си^ Z ^ + ­ г » , то, как нетрудно убедить­

ся Ук&Л/<Ло} + ^ 
пдочем У к о ­ К ^ Ы с*хгмА С4хл<4?-

ЬСЛИ с4>*~2^+*>*» , Т 0 \ / ^ 4 ^ и / с ^ 0^>И "X в X к ^ + 

§ 2 . Компактная сходимость линейных отображений, задан­

ных на поидространствах банахова пространства. 

Определение %г Пусть X и У ­ банаховы пространства над 
полем действительных или комплексных чисел и последователь­

ность ­подпространств X* пространства X компактно сходится 
к подпространству Х в ^ X относительно последовательное*! г 

связующих с т о б р а я е н и * ^ ^ ^ ^ ^ и пространства 2 * ЦуДвм 
говорить, что последовательность линейных отображений 
& ' Х И*|У компактно сходится к лииейноцу отображению £/Г,/­*У 
<

 Ии писать, что 
если а) для любого вектора а с 21 2 * Т * | ^ * > 

б ) , для любой ограниченной последовательности векторов 
( в * , ) ив пространства2 последовательность лекторов 

/о" 7^'?>) относительно компактна в пространстве V • 
Замечание. Нетрудно заметить, что условия, приведенные 

в определении 2, 'означают, что ^ Я V**» 

Предложение 2 . &;сли^.—3»^, , то ­ ­ 1 ^ 4 ^ , 
Действительно, в этой .ситуации достаточно п о л о с т ь 

Предложение 3 . Если последовательность лиьейных ззн*­» 
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нутых отображений ^ ­ Л ^ Х ^ Х сходится к линейному замкнутому 
отображению |(^'й* X в 'обобщенном смыолв и ^ { ^ ) ^ & 
<см. И ] , отр. 256)., то ^ Ь А * ^ 

доказательство ; 3 силу теоремы 2 . 2 5 . из £"3 ]) существу­

ет такое число л* еА/ , что для всех И * л*. %ШЧ$Ш е с л и 

*Хх.^$(\Ц . то существует такое число /?4 е / У 1 что для всех 
*^п± Яь&§($* причем последовательность линейных непрерыв­

ных отображений ^ Л . Х Г ­ ­ ^ ) : Л ^ ^ ­ г О Х о д и т о я к линейному непрерыв­

ному отображению^ Д - &У;Х*­*Х п ° Н 0 Р М В » ^° и а сходимости­по 
норме, как известно, следует секвенциально компактная аппрок­

симация. Т.е . ( $н Р4^Ш^ С^Ш^ * 3 4 
Отметим, что тогда *.С\Г­ X А й < Х 1 ­ & Г ­ 1 , 
и из равенства У^сь/\/иЫ ( Я Д Ч ^ М ^ ­ ^ Г ' ^ Х 
следует равенство: У ^ Д / ^ } £ с < З . Г ­ ^ У Ч $ * Г ~ 1 . 
Тогда справедливость предложения 8 следует из того, что для 
ь е е х достаточно больших * £ Л / С ( о } отображенияС^Г­&) 'являют­

ся биекциями банахова пространствах на подпространства Кф* 
а "последовательность линейных непрерывных отображений . 
^ с ^ Г ~ 4 , ) ­ Г с в к в е н Ц И Э Л Ь Н и компактно аппрюкоимиоует линейное 
«епрерывное отображение Д в С ^ © Х Ч ^ ) 4 ~ 1 ­

замечание, Лспоиьзуя схему доказательства предложения 3 , 
ложно доказать более сильное утверждение: ; 

предложение 4 . /сть последовательность линейных замкну­

тых отображений ­ ^ Л ^ Х ь­* V сходится к линейному замкнутому 
отображению ^ ь ; ^ с У о обобщенном смысле и отображение^ 
является биекцией Х „ Н ' 1 У > г^.ичем^"* является непрерывным 
отображением. Гогда ^ ^ с ­ » ^ 

§ 3 . некоторые свойства компактной сходимости 
линейных отображений. 

3 дальнейшем,если гто не будет оговорено особо, мк бу­

дем рассматривать компактную сходимость линейных отображений 

Указанная ?апись не совсем корректна, т . к . области значе­

ний приводимых отображений, вообще говоря, не совпадают. 
Но ввиду того, что все они являются подпространствами одноГю 
н того же пространства X мь, если это нужно, будем понижать 
скЛ. о т о б р а ж е н и й л ^ Г ­ £ Г и L1&Ыэ? * l* ­ естеегг 
венные вложения Х.Л 1 Я * з Х 
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по отношению й овязуювдм сад 0 ра ?ен и ям '(Ш^^Щ^Л И п ° отно­

шению к банахову пространству 2 . ПрщйЬй если и предложении 
или в теореме встречаются две поело^эв^т^льчооти линейных 
отображений, та их компакт­нуге фсШНъЩЪ Щ будем рассматри­

вать по отнощетг. к си ной и той же системе свясуюарх отобра­

жений и к одному и тому же пространств/. 
предложение о. 

Доказательство, * ' * 

Предложение Пусть отображу­ ие 4 относительно открыто 
и последовательность линейных компактных отображений у ^ . У 
компактно сходится я линейному непрерывно^ отображению 
Тогда отображение^также является компактным отображением. 

доказательство^ В силу полноты пространства > У | того, 
что для любого*»^ отображение £«~£.£г*У яиляетоя компактным 
и того, ч т о £ ­ { ^ с ­ ^ 2 * £ < . £ отображение <?*~* К также яв­

ляется компактным ( с м . П ^ теорб «а П К Из биективнооти и 
открытости отображения о 4 2*­*И, следует существование такого 
числа , что У ; г < * ' £ 11%'* II2&ЦъЧ. Ш 
Пусть теперь +• произвольное ограниченное множество ь 
пространстве Х ф * В силу неравенства ^ К ^ ' С ^ ) Т 0 * з являет­

ся ограниченным множествам, Зосполь'г/емся' перь компактнос­

тью отображения £ ° . Тогда множество $£'и)-^%> (% Ц) 
будет являться относит?йьно компактным в пространства V , 
т . е . компактность отображения^ доказана. 

Предложение 7. Предположим, что о т о б р а ж е н и е ^ ­ откры­

т о . Тогда для непрерывности отображения необходимо и дос­

таточно существования таких ч и с е л д ^ А/ и <4 > Ц что для 
всехн*2*п* отображения являются непрерывными и 

доказательство. Необходимость. Ясли предположить про­

тивное, т . е . предположить существование такой подпоследова­



т е л ь н о с т и ^ ^ последовательности отображений и такой 

последовательности векторов <=^Х> ч т ° 

то из относительней открытости и лнъективнооти линейного не 
прерывного отображения * J © с л е ^ / е т существование таких чи 
сел it*è~hJ и ê >0 , что 

Отсюда»в частности,следует, чхо если последовательность век 
торов (И^) с копределить равенством: VW/V' rx^_ ̂ gU^ ^г^. 
С в силу биективности отображения это определение одно­

значно) ; T O V < ^ / v it^<^^rii^2<n - 4 - t i 4 c 4 = j r . 
Таким образом, последозательность векторов £ 2 ­ * ) является ог 

• раниченной и так к?к отображение непрерывно, то з 
силу условий (2) и ('­}) получаем следующее равенство: 

которое противоречит относительной компактности последова­

тельности векторов 
достаточность, предположим противное. Тогда существует 

такая последовательность з е к т о р о в ^ ^ ^ У 0 , что 
V n c A / 1(ЪС*.11*± j ^ Ц ^ / ( г г г о о ( (4) 

Далее, в силу биективности и открытости отображения^ суще­

ств ет такзя единственная ограниченная последовательность 
некторов ( cTZ. » что V «jfr Л/ ? * , 
Так [г\к для всех цос^аточно больших пеА/ Î / ^ / S C C C M , HsJ 
теооема 3Ï, а СЬ , то 

Тогда stë последнего соотношения н из условия ( 4 ) следует 
равенство: H \&*%'&*lt ^ f 
которое противоречит относительной г­­6мнакткэети нектороЕ 

§ 4 . Устойчивость зчмкнутести области значений, полу** 
устойчивость де ектньх чисел ;i устойчивость ин­

декса ланелных непрерывных отображений при 
компактное сходимости. 

_УЛС a i;.* у. тгъ последовательность линейных 
непрерывных отобра­тт­ниП £п Хп-^>/компактно сходится к 



линейному непрерывному отображению ^ У . Предположим, ч'г 
отображение ^ открыто, а ^ ­ игг^ективное 'относительно от­

крытое отображение,' Тогда существует такое ­гислоПс^А/, что 
для всех а^»П*> отображение ^ является относительно откры­

той инъекцией, причем 

доказательство, относительной'открытости ^тобракения 
^ и из открытости отображения ^ следует относительная 

открытость отображения ^ ^ , Так к а к 4 
то в силу теоремы 15 и з £ У З существуют такие числа *\,£­Л^и 

<А>0 % что для часах достаточно большихп$ф1 (*>Пй) 

а ив теоремы 3 из [ У } следует существование такого числа 
о о , что ШС$%й Ф 
Пусть в е к т о р £ е У « ( * ^ избран произвольно, 3 силу биек­

тивности отображения %у существует такой единственный вектор 
" 2 м ^ " ^ • ч т 0 46) в & В о с п о л ь з у е м с я теперь неравенствами 
(5) и (6 ) и получим ну иное нам неравенство: \ 

Следствие. Пусть последовательность линейных непрерыв­

ных о т о б р а ж е н и й У компактно сходится к линейному не­

прерывному отображению » У ­ Предположим, что <̂ > ­ от­

крытое отображение, а ^ ­ инъекция с замкнутой о";л стью ­зна­

чений. Тогда существует такое число ПъС^Ь/ , что для всех 
К?* отображение Л^яа^яетоя инъекцией с замкнутой 

областью значений. 
Аоказательство , действительно, ;ля лине, ного не^рорав­

ного отображения £ в банаховом пространстве следующие два 
утверждения эквивалентны: 

А) / ­ инъекция о замкнуто:1* областью вначений; 
Б) ^ ­ относительно открытая а секция; 
Предложение 9» Пусть последовательность линейных непре­

рывных о т о б р а ж е н и й У компактно сходится к линейному 
нещчгрывноцу отображению ^/ Х 0 У . Предположим, что ^ ­

отображение с замкнутой областью значений <^г^ ^+• «л 
и существует топологическое дополнение к ^ Хо в простран­

стве У . Т о г д а существует такое число лие­АЛ адо ДОЗ з с е > : 
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njruобласть гначеЧ;.й отображения­Д, эш^иута. существует 
топслогкчес/сэ дополнение я ­ Д Х ^ S У , ^ ^ ^ ^ ^ , причем 

^окааатольство, отображения ^ и Ш$ последоза­

/ельноетл'о;обрч^он! «"/­полков все условия теоремы 
23 .^C^J' Поотому существует ?£.г:ое числе *и&-/У' :

 T f o для 
^обх >^ отображение .^о кшт замкнутую область значен 
ний, ­сторч* йме$Т топологическое дополнение р про^'р­шотве 

Гогда спраБс.­.яиаость нреяложния 2 вытекает из рьзенств: 

Ппеддозгеклв iO, Пусть последовательность непрерывных 
отображение.^, Х и ^ ^ компактно сходится к ­линейному непре­

рывному отображению /1, / . предположив, что отображение 
^ открыто, а yjļ - отображение с замкнутой областью значе­

ний, конечномерным ядром и коядром, имлхиим топологическое 
дополнение в )(0 . .Тогда существует Щкщ число >^ % /I/, °^то 
для : с э х п > /Хь отображение ягш^ется отображением с 
за***а$той область:­: гиачений, с fljļģoiL, имеющим топологичес­

кое дополнение в X*,tf лонечиокерньх коедром, причем 

доказательство. Раовдофрку ядро отображения В 
силу баэктивности отооратачйя £ справедливо следующее равен­

ство: т s i у. V у # * ?Щ * -

Пощадам теперь, что подпространство fcA­ijk»^ имеет топологи­

ческое дополнение У 2 ­ Лейстьктельно, пусть ^г/ е с т ь ли­

нойный непрерывный проектор п,остранстза >( : в себя вдоль 
( т . е , уосгу, ) . чо:са'Гйм, что отображение ^ ­ ^ ^ * * я з ­ ­

ляется линейным напрезывннй проекторам­ пространства ; £ з д о # ь 
кщ1**1щ • Действительно, непрерывность ^ следует из непре­

oLSK~orn^' и «з г ш * 1 ш и 5 е ^ с ю ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ С в & й с т Б а про­

ектора доказываютол следующей цепочкой равенств : 

Дгшее, пусть zetui Цл% * Т и г д а ^ a c i * fo и поэтому 



Обратно,* если для некоторого ь е к т о р а » ^ ? й ' Э * £ , 

™fiíkm%g*Q • Т а к K a K £ V E f c « f o / 2 ^ то ) k 4 f « í f ; 
поэтому <£ъекхо& » а из последнего г?ьте'^ т, что 

M w t , Отметим теперь справедливость равенства 

поэтому можем ьоспольаоваться теошмой 27 ; 4 s £ V 7 , яз ко­

торой следует существование такого числа Нс&А/ , что для 
é 0 f t ^ 3 * / % является отображением с замкнутой областью 
значений, с ядром, имеющим топологическое дополнение, и­ ко­

нечномерным коядром, причем . 

Ив равенства^Хи г Д^А й 3 неравенства (7) получаем замкну­

тость области значений отображения ­Д, , конечномерность ко­

ггдра и неравенство: 

Дод завершения докавательства осталось покивать, что для всех 
достаточно больших пе­Л/ существует топологическое дополнение 

i к адру отображения ^ « Пусть ^ ­ линейный непрерывный п^о­

* сктор пространства ¿ вдоль х#л^о^в o^a. л теперь, что ото­

бражение ^ « J L ^ * » » ^ я в л я е т с я линейным непрерывным проектором 
пространства X ^ вдоль ыяъ для всех ^ т а т о ч н о бодывИХ 
* г € г А Л Действительно, з сшг/ замечания i справедливо нера­

1Я нсех достаточно больших *» <^ л/ . Далее, • 

.Поэтому ­ линейный нелрерь^нк,; проектор. Нед ост­лось 
доказать справедливость бедующего уазенотр'л: kutjL» г /сг^Д.. 

Е д л и д ^ т с в О , то & ^ * * ^ U * ^ 0 . Р силу принадлежности 
*¡*¿homOlHjL) получаем, что 'О .Следовательно, 

Обратно, если ^ c ¿ ? • т о * 8 « г $ ­ * Ф « Поэтому 
^ с #с**£ ­^сначит , * : : л / А ^ ; = ^ c e ? ­ ­ Я 

Предложение 1 1 . П с т ь последовательность линейных не­

прернвннх отображений&-J^*¥У компактно сходится к линейно­

му непрерывному отображению.^,^—^ V , имеющецу замкнутую 
область.,значений, конечномерное яд~о и л­снечномерно коядро. 
Тогдн существует такое число n¿&-A¿ > что для всех >i > 
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отображение к?;:еет ЩШ$Щ$р& область ^л­хчяниР, конечномер­

ное ядро и конечномерное коядро, причем 

Для доказательства предложения i i нужно лосполь^оваться 
рез/льтатом теоремы 26 H 3 £ V J И провести рассуждения, ^нало^ 
г­ичние про^эдзнньп/ г : .цо:^зате::ьстэО' предложений 9 и .10 . 

Предложение 12, Пусть последовательность ячне£:чих ­пре­

рывных отображений £;Kj* Y компактно сходится к линейному 
непрерывному отосга нию^; У * Предположим, что отобра­

жение ^^T^^CKqy)> *огда существует'такое число н* & Л / , 
что лля всех 1 ъ п& отображение fLiH^^lQj оуг;*ствует 
такое число ' ct>Q , что (W^e /ъ) i(и b^uj '/ ФА И 

докааатсльстьс. Так кач отображение f% ~ биекцмя, то 
&нп1кял£?га \ cUr* Поэтому в силу предложения i l 
существует такое цйщи я,<^ /У \ что для всех отобра­

жение' также является Сиекцией, 
А а л е е , из полноты пространства V и из принадлежности 

^Tko^t(mojy) следует полнота пространства . Таким об­

разом биективное отображение ^ я&чяется изоморфизмом про­

странства на Хо • воспользуемся теперь предложением 8 : 
существует такое ч^сяо Kg ДД что для :>сех/*>/7А отобра­» 
ЕЕНИЕ f>i является §* нг.оительно откгатой инъекцией, причем 

Пусть теперь & ^ * * ^ , я ^ . Гсгда для всех пъл* отображение 
K ^ T ^ o ^ ( A M j y ) j ППКЧЙМ ь силу неоазенства (S) для в с е х и а л * 

Тг : :• ,н ^ ­ £ с 1ь,»,С2,г) , то из теоремы 16 иа ¿ 5 ^ 7 

Поэтому 

\\ отображения J ^ £ , не:г эрывны, то з с­1:лу предложения 

'1тиуда следует, что 
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УДК 5 1 3 . 8 8 . 
УСТОЙЧлХСТЬ CnO/КЛ'В ЦПКЯРА ЭДН|йЩ£ 

Т Щ Ш Т Я Ю Т Т Т при нмпаипюй схсдаиости 

В.Я.Лабеов 
Латвийский государственный университет 

. В предлагаемой статье мы исследуем устойчивость свойств 
спектра линейных непрерывных отображений при компактной схо­

димости и получим результаты, аналогичные результатам, каса­

ющихся устойчивости свойств спектра при секвенциальной ком­

пактной аппроксимации ( с м . / д З ) . Основные определения, а так­

же основные свойства компактной сходимости линейных непре­

рывных отображений даны в статье автора Q j J i которая также 
находится в настоящем сборнике и поэтому частые ссылки на 
эту статью не затруднят чтение предлагаемой работы. 

Так как мы будем рассматривать отображения определенные 
на подпространстве ^которого б&нахоза пространства и прини­

мающие значения из этого пространства,то уточним определе­

ние, касающиеся спектральных сзойотв линейных отображений. 
Определение i . Пусть X* - замкнутое векторное'подпро­

странство бана&рва пространствах f l : T ¡ - * X ­ линейное не­

прерывное отображение. Ч и с л о м К называется регулярным чи*̂  
слом .отображения эсли отображениеXI-4 является биек­

цией Х с Щ X И об: тчое и немуRC\ 0~0*'4)4 непрерывно. 
Множество всех регулярных ­поел назовем резольвентным мно­

жеством и будем обозначать через J(-F) , а множество, д о ­

полнительное к мно­:е:рв| в поле скаляров , назовем 
спектром и будем обозначать ч ^ е з . 

Предложение I . ­.ножестзо 4^­^) является открытым в по­

ле сггал гроз К . доказательство этого утверждения легко про^ 
вести по схеме доказательства аналогичного утвервдения в 
случае совпадения подпространства Х0

 с пространством X 
Предложение ¿ . Если X g 4 X •» т о • 

Доказательство. Предположим противное. Тогда суцест­. 
вует такая последовательность чисел О О с , что 
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Рассмотрим последогательнооть линейных непрерывных ото­

ранений % c l c j ^ J , %J* | ) 
В силу равенства t i ) &é*¿ \{Т ­ Ч Н~0 ' 
л i г г л * ?~ЛЬ *** Таким образом, ^ С...Г>У- » j r . • V x 

причем, 

Воспользуемся равенством ( i ) и получим су.цветзевание талого 
числа Ло^Д/ , что для всех л . Тогда 

í a n / > г//­/// isa 

неоавенстЕа Í 2 ) следует, что . 

Táfeíai образом выполнены условия тетое; у 17 из . юзтому 

что противоречит неравенств./ X д X" • 
Таким обраяом № доказали, что при пр4щюло'::онии Х^Х^ 
резольвентное множество'отображения £ является ограни­

ченным открытым множеством, а спектр <о замкнутый (но не 
компактным) множеством. Отметим слразэдлксесть следующего 
предложения относительно структуры спектра отображения 
при несовпадении пространств Х ь и X . 

Предложение 8« Ь̂ сли Х ь ^ л . 
г А е 5 * / ­ £ ) ~ остатокйьД спектр отображения­^. 

Доказательство, действительно, если l*¡>líf/l} 
­ то из неравенства ¡/ //^ е U/­//­£//) í h * ¿ « 

Сйе^ует относительная открытость отобрании:­. . Поэтов/­, а 
силу полноты подпространства \ 0 по.­учаем, что 

Гаким образом, учитывая условия теофемй j %<$&ffj% 
предложение .4» Тустъ пасл £ доьи ; , ;Лььс?ть л ! j­.iHuX не­

прерывных отображений ^•Х^Х компактно охвднтЕя и линейно­

ыу непрерывному "отображению^­' X и­W ­компактное г ф д ш о ­

•де'ство резольвентного мнотлетга отображения ^ ._ Тогда 

* определение остаточного спектра flfe fckj отображения Л 
можно дать по аналогии с подобным определением при 
совпадении пространств Xv н * ^ 0 М в < 1 ] » c b ¿ u ; . 
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а) существует такое число Кс с- /V , что для зсех /г?­/^ 
м с Щ ) ; 
б) существует такое число а >о > что для: всех 

^ { » ¿ ( ^ 1 ) 1 1 } ¿4^ 
в) о ля любого ­чйбла. 

доказательство. ^редполо:^';л, что условие а) нз порно. 
Тогда существует такая погпос\ ?чэдо::­,­тольнооть^^ последо­

вательности отобрази;: ; ; ( & ) ":\ существует тикая последова­

тельность чкеел £ Я * } с № , которую в силу компатгиост;; 
ипкгязгтэаА/ о "л 1С сразу ^ибръуь схо^гяцшея к кекотоюому чис­

лу \<~М , что : \ 
У < е А / 4 ЗГ*1^и С Х ^ > . * / > Ц ) * 

далее, так как &%&Н?КЪ*- 2 „ 1 к * 0 и £ ^ ; то 

Поэтому в­ силу [тринадлеглгпости Я Х ­ -Ьь~£>\огъв силу 
предложения 12 из су: : ) е ; ь 7 е ? тагое ЩЩО^&№ '] что 
для ^сох ЬСЪЩ С Я* I * ^ I ^ Х>) (2) / 

1­1о услоьле и } 'про­;­.;:. • ;еч**т услорглэ: следовательно,каше 
предположение о ::ло неверно и условие а) справедливо. 

Предположим теперь, что условие б) неверно. Тогда с у ­

щфетщуе^ чЗМсда последовательность чгоел С% )сМ я такая * 
подпоследовательность (^у^) последовательности отображений 

> что сз) 
О*Ш0Тий| что з си;у .­о^пактности ?*но*естза Н последователь» 
ность чисел (/1^) №ЙК6 сопзу ­якбрать о^одвд/юсд к некоторо­

му числу \ . Так как & * Т т ^ - ^ ^ Г - £ , то, учитывая 
п;ина идейность Я о 1 ­ £ е Х < ^ ( ) д 0 7 . результат гаедложкия 12 
из £ з } , (&ошб найти такое числе ^ е А У , что для зсехмгЖо 

(4) 
Но неравенство (4) противоречит_ равенств/ (8) р следогатеТчь­

но, условие б) Е е р ' о . 
Огтра вед л и врет ь условия в) следует непосредственно из 

пршадлр^ослп Я Г ­ &еТ$иу* (Ко*) , из того, что 

и из ;г;едлолсения 12 :̂г; (733 • 
Следотз;<е» ' Дусгь последовательность линейных нвпре­
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рнвных отображений ^ ХП~* X компактно сходится.к линейном, 
непрерывно^ о т о ^ . :?ж;.ю £о:1(ш«—* X * Предположи, что 
6 0 ° ^ ~ такая последовательное^ чисел, :'тс для любого 
Ы:­А/ Лц&^С^ Тогда ^ног.^стгю РОВХ предельных точек по­

следовательности С О пг^и­адлеяит 
Доказательство. Предположи!.:, что утверждение неверно. 

Тогда существует такое числоД 0с//У^ й такая последователь­

ность чисмМ ф^&К у Ч Т О ­ ­ Г А Л Ж Й о г о г<г# / ^ ' " ^ И 1 ^ % / ^ * " 
3 СШУ принадлежности ^ с < = ^ ' о ­ ' : "гости множества §'{<$ъ) 
е К" существует такая компактная окрестность точки ^ 0 <М 
в К , ч т о М с ^ у . Воспользуемся теперь результатом пред­

ложения 4 и получим существование такого числа *с*ёД/ , что 
для в с е х * 5 л* Нс^СЮ ' Далее, из тс>го, ЧТ9^^14^Ф Я * 
заключаем существование такого числа , что для все/. 
¿ 5 ­ ^ М^^-Н . Пусть теперь ^/V, ^ "­'^«ч>. Тогда из 
условий, полученных при доказательстве, получаем противоре­

чивое включение: <э(^^) Э ¿ 4 * * с ~­И 1£ ^ ) 
ПустьН ­ компактное подмножество резольвентного 1*ноже* 

с т в а ^ / ^ ) отображения­^а й « й пустьС '/^^ ­ б а н а ­

хово пространство всех непрерывней ?<унк йй Р'#—V с нор­

Определиы линейное отображение к ^ О Д '• Х—> (&/ц,)сл.едут,ш 
образом: X ^цЦЛ*Щ'&О\ 
Тогда из компактности множества /Ус ^/"^ следует существова­

ние такого числа 0 ?о , что ^ Э е Д / П I/<С\ 
Поэтому отображение £ н ( 4 ъ ) яыя&тея непрешвнки: 

Б силу условия з ) предложения 4 существует таксе число £ ^ 
Что для всех достаточно больших п<^ы' { и > ^ ) И Р$£&} 

Поэтоь^у по аналогии с отобразйеыша ^ / ^ / :ложыо определить 
последовательность линейных н^трерыьньх (в силу тгеравенства 
(5 ) ) отображение ( К н ( : 

Оказывается, что в случае йс«иактн*ы сходиыосая лине/ли.х 
непрерывных отобрчж^ний й о ш о д о к а з а т ь предложение, анало­

гичное теореме 15 из » ДОназанибЙ при : :^па::тнзГ; ап­



поокеимации шцШШ& непрерывных ощйръщняй, 
предложение о» усть последовательность линейных непре 

РЫБНЫХ отображений ^ . Х ч — * Ч' коьхактно сходится к л^нейн^ 
цу непрерывному отображению^!; Х0-X и Л/ ­компактное под­

множество, резольвентного множества отоСр^&енкя , 
Тогда последовательность линейных непрерывных отображение 
QuJ*£н1^*)) секвенциально Ш­по::тно сходится к лкн^йноиу 
непрерывнее отображение ( £ ) ) , 

Доказательство. Пусть X ­ произвольно доктор 
из прсстоэнстпа )(' ­ ïèfîàiesHi что 

В силу определения т$т в ^^сзтоапОтвеС^лУ иаМ достаточно 
показать, что 4 U j * < - &C*jfijЩ il = О. 
Если это условие Ы :с : .но, то существует такая последова­

тельность Шпщщ (Щ^^х^Н > J-° некото :;о/ подпооледоаа­

гельностл f-fib) пас/ецоаатеявности ту$шт&н^(1&) и для 
некоторого пол остального числа ^ 

Так как множество M чо^актно, то последовательность чи­

сел ссаг ' УОИНО и^­рить сходящейся, к некоторому àu<=­// • Так 

и отображение А, & | * € t fo»„/X к ) , в с>.лу усиоьия в)пре 

Отсюда ъ кз определения секвенциально компактной. аппроясима 
ции следует, что ...> л лысого ; ^ к т с о а * £ X справедливо равен­

с т в je^g. щ #<^jà>* * 
КОТООСй Г|;ОТИБ0реЧЛТ Нг.раБ* Л'В .у . 

RCHL^O;,: теперь, что для йзобой ограниченной последова­

тельности векторов ( г ^ с У "последовательность векторов 
( j ^ / ^ j t i i ^ ^ ^ 4 ^ T H O ' j / T e j ï b H O компактна s пространстве E(Pféx) 
3 силу теоремы Ариела­.'.сколк ь­*^ нутно доказать, что семей­

ство о т с б р а ^ е н и й ^ , / ^ ) * * ­ ^М/Л)л^] равностепенно непрерыв 
но и для любого т:::сла 7i & № последовательность векторов 
6 P i " < $ & , 0 2 ц ) ­ткос^тельно компактна в пространстве 

)^ . Справедливость последнего утверждения получается н е ­

посредственно из услезля в) предложения 4 . Для доказатель­
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отза равностепенной непоооианооти вощв&ъщшщя ФйЩ&оащш 
Гильберта: £ & &|­ Щ;&1*&'^(Л&>£**№) 

и В Г А ; I) - П$(^ф*Ш:А) 
и получим Ш В В Ш У » цепочку Р И В Е Н О Т В 

из которой и № неравенства Ш) полупим нужное: 

Пусть X ­ комплексное банахово пространство и ^ ^ О 
изолированное собственное число непрерывного отображения 
^ : X • допустим, что число (Р>о ( €<1*и1 ) достаточно 
мало и в круге / ^ ( ^ нет других т о ч е к < с > ( к р о м е 
Тогда линейное непоеоывное отображение 

„ - Х - I 

является лиьейным непрерывном проектором пространства X 
Н а ^ а ^ Х о / ^ ^ //^А вГ­ £ 3 П р е д п о л о ж и в , 'что последова­

тельность линейных непрерывных отображений £Кь~->Х компактно 
сходится к линейному непрерывному отображению 
Тогда в силу предложения 4 существует такое число лс^Л/ ,что 
для в с е х л ^ Л с 13&(я»,Р • Таким образом по аналогии с 
отображением ^ / ^ ч ^ У можно определить последовательное^ 
линейных проекторов V—* X следующим образом: 

( \ / п ^ ) : ( ^ ^ ) ( у х & \ ) * ~­ ¿ 7 " Д • 

Отметим, что подпространство Д А Х " содержит все ксрнезье 
подпространства соответствующие зсем значениям 71 & (± 
принадлежащих пересечению /?С ( ' А О У Г З ^ О ' б О 1ЬСЛИ 

Тогда как следствие предложения 5 моще* доказать с л е ­

дующее предложение: 
предложение 5» Пусть X ~ •'•­пле^с:: ;о :ово ^рсот­

ранство, последовательность л/не^н^х к* арерынних отображений 
^Лы^У ..:о:.и.актно сход..?:;;, к ллпоЛн,. .- не л<еравному ото­

брагакяю ^Ь'(^—)Х • Тогда п о с ^ ^ г ч т ^ ь н о с т ь лииейкнх нё­

ирс-ривккх проекторов '/ч,; Х - У / , определенных выше, секДегё^ 
^иа^ьнси кокпакгно аппрскокмирж^т г./.нейный ^н!.* . поо­
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следствие. Пусть У - комплексное банахово пространство, 
1 ^ и 2 Й 4 О - собственное щоящ^ванное число 

отображения ^ . Тогда существует такая последовательность 
чисел /ХЛ из ( Т ^ З , что для любого ^С-Д/ Заявляется 
иБолиуованрыгл собственным числом отображения ^ , прич ; 
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ОТНОСИТЕЛЬНО П Р В Д К О Ш К Т Ш Е всШШт 
ГОМОМОРФИЗМОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ в Ш о й & и ШЧЭСТРАПСТВ 

А.Х.Лиеыиньш 
Латвийский государственный университет 

Основным в предлагаемой работе является понятие з, «умений, 
првдкомпактных относительно гомоморфизмов токологических век­

торных пространств, .и теоремы об устойчивости свойств гомомор­

фивиов, в частнооти ­ ^ ­ о п е р а т о р о в , прл относительно пред­

компактных возмущениях. 
Метод доказательства теорем основывается на формальном опи­

сания возмущений на "языке малости" по иврак кекомпчктности не­

которого класса, Б частности ­ содержащего >лору нексипактьости 
Хаусдорфа, 
^ Малость возмущений по мере неко:.;пактнос?иI Лаусдор|а относи­

тельно гомоморфизмов банаховых простонет в но что иное как жа­

лость по у­норме, которая в силу сказанного является для 
линейных непрерывных отображений в банаховых проитранотвах ^ар­

бальным, описанием качественного соотношения ­ свойства относи­

тельной предкомпактнооти. Таким обрааок а рабо«.ч» оо,.л.­р~^тся 
обобщение результатов Л.С.Гольдзнатейна и .У.С,Маркуса об , : о ­

Тсйчивости ^ ­ о п е р а т о р о в в банаховых преотрмнета.,: при воз­

мущениях, малых по ^ ­норме \-Li-j). 
Читатель, если ему это представляете.: белес удобным, мо'яет 

при чтении предлагаемой работы под пр<отринстзоа типа ИЛИ 
уОв подразумевать метризуемое топологическое векторное про­

странство и под мерой некомпактной?* типа уо или хл>„ аналог 
Меры некомпактности Хаусдорха, приведенный в ( к , 3 . 7 ) . 

В работе используем СлеДуИ(Ве обозначения: л" ­?.:но*ество 
всех натуральных чисел; X , у , Ж - тонологачеакае вектор­

ные пространства (ТБП) нед полем вещественных или комплексных 
чисел сХ°. , Л1С ­ базис окрестностей начали в X , ­ в V 
Я •>г£**­ в г . В локально выпуклом пространств (ЯВШ базис 
окрестностей начала считазтея выбранным таким образом, что 
лабое мнокеотво базиса замкнуто, абсолютно выпукло и поглощаю­

цеа м произведение на пронвйбЛьныв ^нулевой йыалар любого 
чнояестза базиса принадлежит этому базису ( с у . [ с ] ) . 

л^С^.Х)­ векторное пространство всех пинейнцх нааре 

file:///-Li-j


кых огобри­:ьнкй пространства X в Y • Мно^отво значений 
отображения обозначается через <&^у. и ядро через 

Определенно. Отображение^/^«jf^y^ называется гомоморфиз­

мов, если оно, как отображение пространства X на.подпрост­

ранство о&^уГ I открыто. 
Определение. Токоиор^шjfetffcY). ядро которого конечно^ 

мерно и подпространство ^С^уГ замкнуто, называется 
опоратором. 

I . Зозмугения, поедкомактные относительно 
гоцомооп^змоь топологических векторных пространств, 

l . i . Относительно продкоьпактные множества. 
/^­окрестности начала и /^­пространства. 

Через у ^ Ь б о з н я ч а о т с я множество всех конечных подмножеств 
пространства Z . 

1 . 1 * 1 ; Опоеделг­п'^е. Подмножестьо А^х? называется пред/ 
компактным относительно (ПО) окрестности ИУ^^ИУ , если су­

1>ес1ьует такое шо­^стзо / ^ e ^ ^ j , что Асг/^>/^, 
i . i . i « Определение. Окрестность м/^^го* в ЛШ Z назы­

вается /^­окпесгноотью начала, если она не является окрест­

ностью начала в слаиой топологии пространства ¿2 . 
'ди.ибоо^очная 4 , 'нкцкя ?*но*ества /£­^гФг*"обсзначаотоя черед 

и чэрез некоторое Г­иксирзраиное алгебраичеокое 
Пополнена ядра ¿#2*/э^ъ J ? . ß Дальнейшем испольвуем 
MHOfccxio JQ ¿1 <irJ^/c?</^/<^J. 

1 . 1 . 8 . сч :. очанке, /^­окрес.­иооть /Р^^Ут является ПО 
окрестности .ля любого . м ейстЕительно, предпо­

лагая протонов, получи»­;, ч Т 0 пополнение нормированного про­

странства J ? r ^ с но;"и.эй бесконечномерное банахово про­

странство, м ,ра нско^пактностл друздор^а замкнутого единичного 
!:'ф] ­;j' io_ >го у^ньш..: i ' :ницу, но ?то невозможно (см. С З З и & З * 

окрестность ч*!ч«л: з лолпуоитранстае , являющаяся" 
трообраъо:* окрестное*л / г ^ ^ ^ п р и канонической инъекции 

£ЭГа*** г̂ ' , обойнач? 'зтея чераз /^о . 
: :^:.сч !е . Л1' г , Е л:обоа бесконечномерном замкну­

то:» подпроотракотве которого иннуцироаанкая топология не сов­



падает со слабой тоьояогиеР, нпэьвается /^­пространством. 
(Таким образом для любого бесконечномерного 'ламкнутого под­

пространства ^ 0 ^^РТЩ^Ь^ЩЩ ^ существует такая ок­

рестность й^Ъ^ , что И>1> /^­окрестность.) ; 
1,2Щ Относительно прадко^пактные иоз^у^енкя. 
Следующие определения серозные в работе. 
1 . 2 . 1 . Определение. С т о б р а ж е н и е ^ ^ £ ^ ^ называется воз ­

мущением, придкомпактным относительно \ЩЩ окрестностей 
(4£*&£ и если м н о ж е с т в о ^ ( к ^ . 0 окрестности . 

Обозначим множество всех подмножеств пространства через 
Л * и рассмотрим при фиксированном гоь;о^рризь;е /^^(Х^) 

и окрестности И.с^С отображение опреде­

ляемое равенством ШТВТШ 

+'(/±И)(~<) непусто для л:обого следоьателъно, 
непусто мнокеотБО ^(А^О(^) » в дальнейшем обозначаемое через 

1 . 2 . 2 . Определение. Отображение ^с^(Х^ у) назьваетея 
ВПО гомоморфизма :f¡гЗБ>(XJ у) , если для лобой окрестности 
£^<г<^г существует такая окрестность 1^№С£о0 % чте^у ­ВПО 

окрест.ностей и 1/ \ т . е . 
или 

1 . 2 . 3 . Замечание. Если X ьорьаируе^о, гомоморф и э м у с ^ ^ ^ у) 
фиксирован и отображение у*~Щх,¥) ­ БПО нексторь;:: окрестнои­

тей ¿4^^ и 1^^с^% то у ­ ^10 гомомор^­ивма^уГ . 

2 . Формальное описание относительно 
предкомпантных в.^­у ^енкй. 

2 . 1 . Пери: некомпактноеги. 

2 . 1 . 1 . Определение, Отображение м ^ ^ } 2 В*' 2. * называется 
карой некомпактности в пространстве ^ . 

2 . 1 . 2 . Определение, ^ера м к о м ' 'ктности Л**Х&*^ в поАпро­

с­т­рАНСтве ^ 0 ^ , для любого мно^ест1за ^ : е 2 ^ ° щрвде­* 
ляемая равенством с ^ ^ ^ 0 3 ( ^ ^ ^ Я с ^ г ) ( 4 ) / ^ ^ ; , называется т~ 
Аудированной мерой некомпактноати, 

В дальнейшем под подпространством пространства с уерои 
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неко;*лактности будет пониматься подпространство с индуциро^ан­

ной мерой ;-:е..^пактности. 
^ . 2 . |о|МЩ§НЦя| малые по мерам некомпактности. 
В дальнейшем используем множество Т'^9^^И^)г/^^^(ХУ)} 

г^(¥)(?(И)) сг , где ИЕЩ*. ^ 

¿ • ¿ . 1 . Определение. Отображение ^С*^^^)^^^!/) 
называется возмущением, мальм по мере некомпактности *2*1СХ5 

относительно окрестностей сг^З^! и. и^^Уш 
Определение. Отображение^уе:УР(х,У) называется в о з ­

мущением, малым по мере некомпактности с ^ ^ У ) относительно 
гомоморризма^/с*&&&(л У) , золи для любой окрестности ^ге<£«/ 
существует такая окрестность К>(/}££) » что ^ мало по 

с/**(у) относительно окрестностей СХ и \ ^ # 

¿ • 0 . 'Деры не компактности типа > ^ У О У и " . 

На "язьке малости" по мерам некомпактное *и типа /э и 
эыра.еается относительная предкомпактность отображений. Меры 
не^омпактности типа р* важны при построении в пространствах 
линейных непрерывных отображений некоторых локально выпуклых 
топологий, Б которых множество воех ­операторов открыто. 
Через Э ? обозначается множество всех подпространств простран­

ства Щ с мерой кекошактности « ^ С ^ ) . 
¿ . 3 . 1 . Опрадел^г^.е. Мера некомпактности ^ Я 3 ^ ) называется 

монотонной, если -И'^е. -р^И^Я ^ ° - 2 

йвйтщт сушу проекции У У ^ . ^ ( С = ¿ , 2 ) на сомножители про­

изведения через , базис окрестностей начала в 
^ерез У^У' » И рассмотрим для меры некомпактности 

УОЯОБЛЕ ^ ) , распадающееся на две части, которые 
дадее нааыв^тся УАДОШШЯЙ % ^ ) . 

•А£Я л:о;1ого подпространства 2?0а выполнено: если вклю­

чение 0*) сгДУс оаведливо для ^4<^­2^и то 
Л предко^пиктно относительно % 

если з(А)£:^~ пг^дколлактно для о ­ « г 0 ­ к , то 

Ь>+о*£Ш ./пределзнле. монотонная мера некомпадтности, для. 



которой .тьпслнено условие ^р) » нчаь.вавтся ;лороИ нек.­^пакт­

ности тшла м , 
¿ • ¿ , 8 , Олр^д .лон;^« ' 'ера !'екогиОт*ноо/й ^Хщ) , дня кото­

рои вкполнено услоьае ^ ) , называется езъирльнно*, если 
включение < ^ Я ^ ^ ( > 0 ^ ^ с п р а в е д л и в о для любого подпростран­

ства х?„«с 5 ^ и любого множества *\е.?*", пръДкОйШакшого 
относительно окрестности / Г ^ . 

2 .3»4 , Опроделение т Совершенная мера нокомпактности типа^ 
казьвается мерой ие:лС?,шаи*ности тппа ^ . 

2 . 3 . 5 . Определение, М р̂а не^сланхнооти называете* 
однородной % если т * * ^ ^ ;г , 

2 . 3 . 6 . Определение. Однородная мера неко.лпактности типау^ 
называется мерой некомпактности типа /­>'­

, ¿ .8 .7 . Пример. Одна из простеи­лах т°Р^ определения мерь* 
некомпактнооти Хаусдоп^а имеется для метрических пространств, 
а именно: для любого подмножества А метрического простран­

ства ^ мерой некомлактности Хаусдорфа общепринято называть 
ч и с л о м ( И ) § определяемое равенством 
имеет в конечную £ ­ о ^ т ь ^ л 1"'^^ 

Рассмотрим некоторый прямой аналог втой меры некомпактности, 
ДащнЙ пример меры неноапактноет»! типа и тем самым типа 
^ и ^ Обозначим множество окрестностей относи­

тельно которых множество ^ 2 Л предкомпактно,' через й^ХУО , 
"Отобрание 2^*+%Р-% ля любого множества 
определяемое равенством -М Ф[К^)^(^^^Л /3 называется 
мерой некомпактности ХаусдорТа в ТВП . Как устанавли­

вается непосредственной проверкой в случае метризуемого про­

странства , отображение является мерой некомпакт­

ное ти типа .и тем оаышг типа /\, \ >др . 
2.3,&« Замечание. ­нормой отображения 

^де X и У банаховы пространства \\ /3 замщуткй единичный 
ш*р в X . называется­ число -х-С/О^Ф (зы. СЗ 7 и [ > _ / ) . 



во 

Бьяенен:.о точного еодертания утверждения, что относитель­

ная пдрдко^нактность отображении выражается на "языке з л о с ­

ти" по мерам нексаиакуности типа р и у » , имгот смысл лишь' 
тогда, когд^ лредлолагаутся существование хотя бы одной такой 
коры ц соответствую и х поосгранстБах . 

сЛЛш Опрел;:лание. ТЗП, ь котором существует мера некои­

пагтнести типа ^> ( ^ ^ ' ) , яазьвается пространством типа 

&,АШ£Я Ьэ\и*кгп< о. !епа ^комиагтностй )Саусдорфа служит 
луидором некоулакгкости ти! а ^СР , у ^ и у э ' а произ­

вольных ТВ11 с щшрЁт ЩР&ШЩШЩШ смысле множественного 
вщлления) бавиоом опрестнс г_ей начала. Но автору неизвестно, 
не будут ли ЯЦдо пространства необходимо адетриеуемыми. 

^•Ь. (­­уноолтельмо предйомпацда­о | !зму г ,лкя как воамутенир. 
по некомпаутнооти типа ^ и I 

Японец, выясни;/ точное солзржагше утверждения, что отно­

сительная предкомпактчосгь отображении выражается на "языке 
НаяЬаэдй* по морам п^ко^.лст'лости типа и " * 

В. дальнейшем тип меры некскпакткоети укаяьваетоя индековг 
цией символа *|Т^ предположим, что У пространство типа у ц , ­

и оботщ#щ мможзстьо веек отображений ^ ^ ^ д с , ^ ) ; являющихся 
ВПО окрестностей и I < ' щ^щ . Тогда 
для т$т ощщщтуШ щ Ие*¥ъ для любой меры не­

ко»шактности <^Г(х) в силу условия справедливо вклю­

чение \с^^) => ' / Х ^ К У ) ^ , ^ и " л я лобой меры некомпантноотн 
С Е С И Л У Условия £ол) и совершенства меры равеио^ 

Г* 

• Л , ^ : об ; СТ01т^:ВоС1"4 свойств гомоморфизмов ПРИ 
од стельно пред^оыпактнвд возмужаниях» 

8 Л , /^­предкомпакгные отобрадзниа н / ^ ^ и ^*^пард 
пространств. 

Ь Л . 1 . Определение, Отображение ^ ^ У ^ н а в ы в а в т с я ­



^­предкомпиктньм, если существует такая /^­окрестность 
ц что мнояоство y£(ct) предкочпактно. 

3 4 . 2 , Определение. Отображение /.< .%С>(хл Y) называется 
­отображением, если для него справедливо высказывание: 

ъ­сли у не является голомсп^измсы, то оно /^­предко.­,.пактно 
сужаемо. {Та*им образом лк.бои гомоморфизм /± ЗС'Схл у) Jp 
­ отображение). 

8 . 1 . 3 . Отображение у^­<аС^*^)нааьваятея 
-отображением, есл;; для него справедливо tM­сказь: найме: 

если подпространство не замкнуто, та / / ^ п р ь д ­

/о^лактно сужаемо. 
. ¿ , 1 . 4 . О п ^ . у . е н и е . Пара (Х^у) ЩЩЩШФЩ M и Л 

называется ^ ­ п а р о й , если л:<'бое отобраяекие ,/e ­o£ : " ' ( '>ç _у )̂ 
/ О -отображение. 

3 . 1 . 5 . Определение, пара (X, У ) пространств . V и на­

зывается / ^ - n a p o i i , если л:сбсь отображение у ( < , X) 
с сЛ^с <­^£*/< й# j # ­отображение. 

3 . 1 . 6 , Определение, ­п^ра (Хл у ) пространствXи 
Y называется -^^парбй, волк любое отображение J^&ÇXjY) 

/>л ­ отобр: ­..л­ткэ, 

3,2 . Общие теоре&:ы устойчивости. 
В основе об.цИх теорем следующая теорема, при д к : гзльстве 

которой использованы идеи статьи Л.С.ГольденШтейна и A.C.top-

куса ( Cl 1С. Обозначения те * е , что в ( 1 , 1 ) и ( 1 . 2 ) . Чооиз г̂г 
обозначается су^енио отображения у * - ^ ( X j H a ПоАдроЩ'раьст-

•о Х„<^Х , т . е . / ^ ­ y V . 

о,2 . .1 . Теорема, ^сли Ж ДВП, У ТЫ! типа у > ( мера не­

• КОМПАКТНОСТИ ep*j( Y) , ГО^ОМСррИЗМ у ) у : ; 11 С7И 
/гл­'З^и t'^ibC^JC^ '^иясисованы и гюз^у^енье у< ùC(xx) Е / , а л о 

по c ^ J ? £ y ) относительно и и / ̂  , то ,пля любого такого 
подпространства Д ^ о . Х , чго Л хнъоктк^ный гоыбис^лъи 
л <Y 0 ­окрестность, м н о ж е с т в о и е предсгоыпактно. 

Доказательство. 8'условиях теоремы дяа подпространства Л;7 

допустим* "что ^ *$)(<{^У предко^пактно. Пр^дкрмпairтность 
т о ж е с т в а &*Jp(^«) ( ™ к !гцв М4.ра некокпакгност;* ­./3 ( >"J 



7Э . ­ . 

удовлетворяет условию ) влечет равенство ^(ь)^г<ф= 
~ <0^(^&(с*°1) » 8 С И Л У которого, монотонности меры 

(У) и выбора возмущения ^у справедливо включение 
^^С^у^Х^С^о)) (^^/ , где . Отображение 
у£ - гомоморфизм, следовательно, м н о ж е с т в а и уо(^1£>) 
э«фестности начала в с5£**у£" , первая из которых з силу 
условия £ з О для сУ^ХУ) предкомпактна относительно вто­

рой­ И тому же ^ 0 инъекция ­и, как отображение на <ЗС^уГо , 
биекция, следовательно, окреотность *^/0 предкомпактна отно­

сителвно . Но это невозможно в силу замечания ( 1 . 1 . 3 ) « 
ВОЛИ подпространство 20сг. М топологически дополнимо в 

^ , то через ^ с обозначается некоторое [иксированное 
топологическое дополнение к н е ^ . 

Лемма, ^сли X ЛБП и У ТВП, то гомоморрпость 
сужения отображения ^ у ^ о * ? ( А \ , У ) , ядро которого топологи­

чески дополнимо в X , на произвольно | и к с и Р ° в а н н о м тополо­

гически дополнительное подпространстве к с З К ^ у Г равносиль­

на гомоморф­кости самого отображении. 
Доказательство. Обозначим через у**- проекцию пространст­

ва X на подпространство <Л2^у: . роекцияуп. ^^(Л^гт^у:) 
открыта, поэтому семейство множеств ( ^ г ( ^ ) а £ ^ базис 
окрестностей начала в^ре^^у щ утверждение леммы следует 
из равенства у ^£у&%. » где ^Г* сужение отображения 
у : а подпространство с^СС­Г^" 

Общеизвестное утверждение, .юпсльзуемое далее , содержит 
следу;ощая лдоца* которая приводится без доказательства. 

3 . 2 . 3 . Лемма. Если Ж векторное пространство над полем^Г 
являющееся прямой алгебраической суммой своих векторных под­

пространств £5Л и , г­дч с^и^к ^ < ^ о , и векторное 
подпространство пространства с < * ­ ^ ( ^ / 7 . г у то* 

По поводу определении см. ( З Л ) . 
о . 2 . 4 , Следствие, '̂ сли X ЛШ, У ТВП типа у э , мера 

некомпактноеги ^ у у ) и г о ы о м о р | ) и з м у £ ^ £ ^ ^ с а С о ^ З & у ^ 
финс• розаны, в о з м у щ е н и е ^ ( Х , у ) малс по с^Г^У^. 

у и отображениеу^^у уО^а^отображвнщв, относительно 



то гомоморфизм (подпространство^^ < ^ ^ ) замкнуто). 
Доказательство­ (По поводу обозначений см. ( 1 . 1 ) . ) Допу­

стим, что указанные условия рьгполнекы, но ~/ £3 н е я В л я е т ~ 
\я гомоморфизмом (подпространство <^Л^(/^)не замкнуто). Ото­

бражение ^'+4 / о £ с £ ^отображение, поэтому тогда существует 
такое подпространстве у о с Л " и окрестность , что 
бг0 /^­окрестность (можно считать, что норма) и мно­

жество ^^^(^а) предкомпактно. Но в силу лемм (в ,Й.£) и 
( 3 . 2 . 3 ) выполнены условия теореьщ ( 3 . 2 . 1 ) , согласно которой 
множество О1*^) ( ы * ) имеет не предкомпактное подмножество. 

3 . 2 . 5 . Определение. Отображение называется 
­отображением, если для любого бесконечномерного подпро­

странства X ^Х^^^би^существует такая окрестность £ г , 
Ч1ю /^­окрестность. 

3 . 2 . 6 . Следствие. Если X ЛЗП, V ТБП типа /а % мера не­

компактности <^Г(у) я 
фиксированы, возмущение у -ег^О^ у ) мало по с^Г^у^относитель­

но у и отобраяение 3 ^ ^ » у^­отображение, то < * % | § ^ ^ 
Доказательство. Предположим, что указанные условия выпол­

нены, .и рассмотрим подпространство Х& , определяемое ра­

венством Х ^ ^ ^ ^ у ^ П Д о к а ж е м , что ­ < > < ^ 
и, следовательно, <эе£*£^р<<*ъ по лемме ( 3 . 2 . 3 ) . Дейст­

вительно, в силу лемш ( 3 , 2 . 2 7 ^ / С , гомоморфизм и, предполагая 
противное,­получим, что существует такая окрестность лг:*г#/ , 
ч т о ­ г ^ /^­окрестность, так к а к ^ Х + ^ у^­отображение, и 
1нояестБО согласно теореме ( 3 . 2 Л ) не предкомлакт­

но. Н о ­ & ^ ? Х и о ) ­ / о / . 
3 . 2 . 7 Следствие. Если Х^ ЛВП, )с ТВП типа у ^ , мера не ­

аомпантности <^Г(.¥) и гомоморфизм^/е <^<р£X) <= у<«~ 
фиксированы, возмущение^ ^ ^ р ^ у ^ мало по Ь0П(^ относи­

тельно и отображение^Х^у у&ъ у^* и X* ­отобра­

жение , то у ¿¿5^ ­оператор. 
В /> и <т£ ­парах пространств условие на возмущенное 

отображение отпадает и поручаются теоремы устойчивости в 
следующем виде. , в 

8 . 2 . 6 * Теорема. Если X ЛВП, У ТВП типа у> , пара 



. У 9 ТО с ^ ^ ^ Г ^ ) 
. 3 * 2 , 1 3 . Теорема (об устойчивости" $23^­опера торов). 

Если А ­пространство, У ТВП типа />0 , пара(>Г } г ) 
Щ ­пара и отображение ^ у ^ ' < ^ < р * ^ У ) ­ ВПО ^ ­ о п е ­

ратора у : ^ Л б ^ < р £ у ) , то (лооранение^/у^ ^г^­оператор. . 
Следующая теорема является*следствием теорем (.3.2­11) у 

СЗ*2Д2)\ 
3 , 2 . 1 4 . Теорема, Если ^ /^­пространство, у ТВП типа 

, пара {X > У) /^­пара и отображение & «г <Х?(Х^ У)-
ЕПО го,: и^р!иэма ^ / V <^(Сч^ о с^и^. &&£уг<с*> ,• то 
с тобра &ефш ^у'^у гомоморфизм. 

0^->Х) /^­пара, мера некойапактности у^ (У) и гомоморфизм 
у^с^(^у) с с^^.^^гу<^ фиксированы И возмущение <^<££Р(х*ф 
мало по с^2Г(У) относитечьно , то отображение 
Г0М0М0р|)ИЗМс 

3 . 2 . 9 ­ Сорома. Роли X /^­пространство, У ТВП типа 
, мг­ра кекоипактности ^^^(У) и гомоморрзму^^^^^) с 

а£^с^у**фиксш овзны и возц)дение ^*Го£Я(^0Х^ мало по ^У^ХУ) 
относительно , то с £ 1 ^ о ^ ^ ^ г ^ ) < ­ о . 

3 . 2 . 1 0 . Теорема. Если <Х / ^ п р о с т р а н с т в о , У ТБП 
типа , пара У) ^ ­ п а р а , мера некомпактности ' 

С^(У) Щ ^й^­опеоатор : ° ^ Х * * * У) фиксированы и 
возмущение у^^буХ, У) мало по С^^Сотносительно 
\у£% то отображение ^У+у ^£^­оператор. 

Если У пространство типа и таксирована мера не­

компактности <^ШГ » т о предыдущие теоремы выражают 
устойчивость свойств гомоморфизмов при относительно предком­

пактных возмущениях. 
3 . 2 . 1 1 . Теорема [об устойчивости гоыоморфноети). Если Х^ 

ЛВП, У ТБП типа у>с , п а р а ( > Г > у ) /^­пара и отобра­

жение <%?(Ху у) - ВПО гомоморфизма ^уг^^(Х^ у) 
с ^ л > х у < « о , то отображение _ у г ^ ^ гомоморфизм. 

о.;^.а.2. Теорема устойчивости конечномерности ядра). 
Коли X /?­пространство, У ТБП типа у>0 и ото­

бражение у ^ ^ ( О г , У ^ ) ­ ВПО гомоморфизма ^^^ХХ^у) 



3 . 3 . Образование п; о­л­­анотцами и ­пар. 

3 сладу .оцьх ю о ремах приводятся достаточные условия для 
образования пространствами к / ^ ­ п а р . Тпрма и метод пред­

ставления отображений, не являгаихся го?,:омор|лЭйПми, подсказа­

на идеями статей Й.Ц.Гохберга, А.С.Маркуса, И.л. г эльдмана (£б|) 
и Ю.Н. Владимирского ( ^ 7 j ) . 

3 . 3 . 1 . Ле?,1ма. й с л и Х совершенно полнее и У тд&лиыое ЛВП, 
то для любого гомоморфизма ^ « Е ^ ^ ^ У ^ п о д л р о с ^ г UOTQO <^«nj£ 
замкнуто. 

Доказательство. Подпространство ^У>-~у со^" л\\\о полно 
([¿2 , 6 . 2 . Э , с . 1 б с ) , следовательно, полно ( L ~ J . 
с . 156) и поэтому замкнуто ( J > 3­6»9(iJ i) , с . 9 0 . 

3 . 3 . 2 . Лемма, Если совершенно полное и У атдёлшда 
ЛВц и яибое замкнутое подпространство пространс: « У бочеч­

но, то любое о т о б р а ж е н и в у е ^ Я ^ Y) с замкнутым [кдлростран­

­ СТВОЙ d^fb^y ГОМОМОрХ'ИВМ. 
Доказательство. Подпространство < 5 ^ у бочечно, ователь­

но, y f гомоморриэм ( Г / Г ) , 6 . 2 . 7 , с . 1 7 6 ) . 
З­.З.З. Леммаv Если X совершенно полное и У отделимое ЛВП, 

любое аамкнутое подпространство пространства У бочечно и с у ш ­

ние отображенияy«r<fc?(V,У^на аамкнутое подпространство 
Х^Хсаж^У*. Х0<-° Г0М0М0р{И8М, ТОЙ Jf, ГОМОМОРФИЗМ, 

Доказательство. Согласно лемме ( 3 . 3 . 2 ) достаточно показать, 
что подпространство <3i^yf замкнуто. Подпространство V совер­

шенно полно ( С . 8 J , 4 . 8 . 2 , с . 2 0 7 ) , таким образом п 
( 3 . 3 . 1 ) замкнуто подпространство <5fbуо , следовательм­ , ш 
как в силу того, что с в < ^ п У0<^° . существует т..кое п .дп^Ок­

отранотво Y o c Y о ы.^ У 0 < « , что г \\ 
замкнуто и eSiv*.уГ ( [ ~ 8 J , 1 . 3 . 3 , с . 3 5 ) . 

Чораэ X*' ббовначается пространство, топологически о uj | 
тайное о Ж . В дальнейшем используем множество 

I *» {и.к&£/ J. 
3 . 3 . 4 . Ленив. Еолн X и У ЛВП, У отделимо, последОВа­

тольновть ^фл) л У ограничена, линейные |­ормк прелв­

j 'lbatajibiiOolH /_лг' \ ^ ^..d5С оавноствпенно непрешвны и гн»­



ЬЗ ­ . 
следоьателььисть (J С у такая, что ряд ¿ 1 1 / ­ с * / 
охозится, то огобштенле с Л/­» У ::г,я любою вектора jterУ 
определяемое равенством c< jy ^ л г ^ Л ­ . » прздкошактно. 

Доказательство. (По п шоду збо8чачонвй ом. ( I . D . ) 
В силу равностепенной непреря­пности линейных последователь­

ности f i x ' I cv^BCTavaT окоестнозть ' timiUt • для кото­

рой 0 ^ (tc)cz 1 . Вь'1ерем произвольно окрестность f­'Srß^t 
и цокаяга существование такого г­!кокества /^^§FC^)y что ' 
cfes)fc:jh>$ Для любого л <г.УК*~ рассмотрим отображение Х ^ ­ К 
определяемое ^венствоы trn^J/)'^JC^^M^fjrfo^ , Выберем ок­

рестность l/tv%?r.iK, что |^ -t-tbczi/. В салу иноооа окрест­

ности , ограниченности последовательности 
и слодикости ряда £ 1 /*лл/ с у ^ с т з у в т Твввв л* . е­.Ж", что 

(ci)c^r^(Zt.) + ^ . i-ЫОД окрестности и ограниченность по­

следе ватзлыюзга ) л е-ич* ! ;:;еч«т продксяотактность множества 
С^С^) > ноатоф существует такое т о ж е с т в о ^ЕJJ"XY)< 

что ( ^ ^ / " ­ " V / ^ ' H TiiM самым *r (t^.)cz jtyfr? 
Далье используется ори,ей8веОТЯое описание локально выпуклых 

тоиологив в терминах полу но/­: (e r . ; . £ 2 _J ) . 
З . З . о . ,Г­­.­,;[.<а, ьсли X полное и полу нормируемое и У метри­

аувцре ЛВП, любое яямкнутое подпространство пространства У бо­

зечно и отображение J'e^K^Xj Yj не является гомоморфизмом, 
то с ^ ь а т ь у е ? беои^с енномерное векторное подпространство Xa<zX\ 
суиишле отображения -/"• на которое 1/'^компактная инъекция. 

Доказательство. Зубирем воярлоталауп последовательность по­

лунорм иадащущ/ь токологию пространства ¥ , и 
полунорму f> , порождающую топологии пространства J f . Прэд­

полотлм, что существуют такие биортогональные последователь­

Червя J C o обозначим векторное гтдпрос*ранстъо пространства Л' , 
затянутое на векторов последовательности , суже­

ний отображения у ~ на котором не является гомоморфиз­

мом, в силу чего подпростраиство X T > бесконечномерно имеете 
(.' поЧ'фоотринстаом f$T*bJC ^/_öj • ¿ . 1 . 3 , о . =¡8). Тем самым 
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векторов п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ^ , ^ , ^ ^ можно считать ли::^ино не­

ВЛВЛАЛЧИИЛ и, следовательно, jC инъекцией. ¡1 тому Ш соглас­

но Й Ш Т »,3.3.4) ^ 'предкоапактнс, чбо -Ф^». «0Д£ о С­*.) = 
'^KS^jt Таким образом достаточно доказ?;ть, что выполнено иа­

чадвное лредьояоаъние, дня чего последовательности ^ C j , * « « ^ ­

к ( ж д ' ^ л С Д ^ , существование которых ч р с . о л а г а ж л е ь , построим 
индуктивно. Так как отображение ^ не ­тзллвтоя гомоморфизмом, 
•го щяфалщцт такой вектор ^ с ^ г , что J.^/ü/^Q*}^-£' 
Существует такая линейная $оша ­ ^ f e j ^ , что; _ * r ' < ^ J =­­ /0£>^)е 
К Ь / х с Х f > ( - * } ( £ ¿ 3 , 2 . 2 . 2 , 0«'499. Определим линей­

ную f срьу _ л : ^ ' с . Х " тогда равенством . Предполо­

жи*;, что первые •*.•­_/ векторы и первые i ­ v линейниа 1оклш 
последовательностей, существование которых доканывается, по­

строены. Рассмотрим векторное подпроотранетиэ Х^ проотранст­

•ва X i определяемое равенством X cyt£i ­ * r^ • Подпро­

?Tr­2HCTdO .Х^, замкнуто с c e o t u ^ с«^' одетому оорлаоно лем­

ме »3 .3 .3 ) сужение отображения на нем не является W »;омор­

*иамом, Так как X совершенно полно ( £ jj , o . i ü . o , 0 .7ЯВ) . 
Следовательно, существует такой вектор ^ е Х^ , чтоу>(х г^>/$. 
Ч А * \ 4 г. Существует такая линейная Терма , 7 ;то 
j ^ ^ ^ ^ j ^ J i ^ e J t f / ^ V * / < 5 » ( L 2 j , 2 . 2 . 2 , с . 4 9 ) , fcpe* 

делим ?цмёйную ^орму х^еХ* тогда авенетзом 

X**r**J 
3 . 3 . б . Замечание. Если п о л п р е д ; r p i H в о ü ? отделимого ТВП 

Ü. предкоыпактно, то IZ0*=£C>j , так как оно' ограничено. 
• о . 3 . 7 . Jtemvra. Если X бесконечномерное Л'Ш, У отделимое 
ТВП и отображение^eJ^^Xj Y) •чредкоЬ'Пакткал инъекция, то 
/>­предяомпактно. 

Доказательство. (По поводу обозначений см. ( i . D . ) Дпота­

•гочно доказать, что окрестность » сбрав jX(CT) при 
отображении / которой ореддомлактйн, ­окрестность; 
действительно, подпространство Х(^*%<2< ] прс.'.догаактно и 
согласно замечанию ( Ь . 3 . 6 ) у^(<Ж^у^у= / ^ J , в —>П­У П Е Г О , 

так как уГ инъекция, с Л а у ^ ­ ^ о / . Следовательно, ^ w = Х I 
подпространство Х ^ бесконечномерно. 

3 . 3 . 8 . " Теорема. Пели X полное и полу нормируемое и Y 



метризуелое ЛВП и любое зажнутое подпространство пространств, 
у* бочечко, то пЬЩ ф(4 Y) /^­пара. 

^.оказательитзо. "!редполо£*ш, что отображение ^^^(х^ Y) 
íie является гошмффшшм* Тогда согласно лемме ( 3 . 3 . 5 ) сущест­

ву л т TGI:QCÍ бесконечномерное ьекторкое подпространство простран­

ства X , что сужение отображения на нем предкощаятнаш • 
икъекцля R, следовательно, по ле:с:о <3.3 .7 ) у^­предкомпактно., 

á . 3 . ­ ¿ . Теорема,, Коли Ж йодное и .полунормируаыое и У ?,:ет­

р/]зуе эе ЛВП и лгбое замкнутое .подпространство пространства 
бочзчно, то пара (X^Y) у^­яара­

доказательство. По теореме ( 3 . 3 . 9 ) парафС у ) Р­пара и тем 
самым согласно ле*ше ¿ 3 . 3 . 1 ) у^­пара, так как пространство 

X совершенно полно ^ £ ¿ J , C . i ü . 5 , с . 7 3 3 ) . 

3 . 4 . Картина у е т о ^ а ю с т и свойств гомоморфизмов при 
относительно nmg.•:с:/.ггактнь;?: РОЙ^У^ЧИЯХ^ 

Полученной схемой образования пространствами ^ и /р­пар 
дается некоторая ^ор­иша устойчивости свойств гомоморфизмов при 
ВПО, которую ййобрави|| в таблицах (стр. 3 6 ) . Отметим, что про­

странства Щу&щй (обозначаются буквой \ буквой . 0 обозначают­

ся банаховы пространства, буквой ­ /^пространства, é -

боче шесть любого ::*:.?лгутого подпространства) бсчечны и являют­

ся ­пространства;.,:!. При формулировке итогов следует подчер­

кнуть, что cy^ecT¿CbOHaO во Щ лросхранстзе меры некомпакт­

нрсук', арлго.:,нсй дяя описания ЗЛС/для настоящего рассмотрения 
существенно и что призер щ%Ш цъщ был построен лишь в метри­

зуемых пространствах. Присвоим символ. L клеткам таблицы» соот­

щ$&£вущт парам пространств с устойчивостью гомомор$ноо?й, 
символ 2 р устойчивостью конечномерности ядра и символ 0 с ­ус­

тойчивостью ^ ­ о п е р а т о р о в . * 

• 3¿5« Открытость :,:н.о:г.ест^а gógg ^„­операторов в некоторых 
локально Е!Ь1;1укдьх топологиях пространств линейных 
непрерывных отображений. 

Предположи»., что V пространство типа у> ' , и обозначим 
Ир­, .СТБО ( 7 " С * А 
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черев '<=J*^(yJ). Если X банахово пространство и Y про­

странство т ре ­ ле, то существует топология £~С*££УУ^)в &(Х^х)Л 

в которой пространство (j&(Xj Y)a ^ ( ^ ^ ( У ^ т о к а л ь к о выпуйло, 
семейство ^"(<=?ID'( Y$) базис окрестностей начала Сем. Jjijj) 
и ;..ножесл­во всех ^_­оператороь открыто. 
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ЙШ£0Г8НТ*ЬЕ П?£ОЕ­;..^ЛННЯ Б ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
. РАДД;{ЛЛЬНЬХ АЛГЕБР ЛИ 

Р.С.Липянсний 
Латвийский государственный университет 

1 . Пусть/* ­ алгебра Ли ^ад произвольным, но фиксирован­

ном полем А нулевой характеристики^ V ­ точный /-4 ­модуль над 
А , т . е . задано инъективное представление алгебры Ли Л в 

алгебру Лн^/^1/^линейных преобразований бесконечномерного 
векторного пространства V н а д ' А * Обозначим черев/1 < ^ ) а о ­

социативную алгебру над А , порожденную в^гч 1/̂ единицей 
и алгеброй Ли /6 • В настоящей статье рассматривается вопроо 
о'связи меаду алгеброй Ли Л и ее обертывающей алгеброй 

Алгебру Ли ¿4 назовем радикальной, если она обладает воз­

растающим инвариантным рядом с локально нильпотентными факто­

рами / ( 1 ) / . Мы покажем, что в модуле |/ над радикальной 
алгеброй Ли / совокупность нильпотентных линейных преобразо­

ваний пространства V образуют подалгебру, обертывающая ал­

гебра которой язляется локально нилытотентной. 
2 . Как известно, элемент о лиевой алгебры щ называет­

ся нильэлементом, если для любогоХе^ найдется такое целое 
я > О 9 зависящее от X , что л & . с ^ о 

Имеет место следующая лемма. 
Лемма 1 . Пусть / ­ алгебра Ли над полем А\ <х и А 

­ нильвлементы з / , такие, что с/аЮ и с* *с/^Оь 

Тогда Ж:#л $3 г £~ , где л£ г А и С ­ нильэлементы 
в ¿4^ ¿ ^ ­ / 4 Более'того, если для Хе£ и целого £ имеем 

Л <дс/г</~ О , то \ а<У*\ ^ & для £• . . . 
Доказательствод 'Так как ^¿/¿7 является нильдифференциро­

ваниеы ( т . е . для'любого хе £ найдется такое л , чтох^^а ~о) 
то определим отображение с а с ^ а , при котором элемент л о <6 
переходит в А йауУ " . Известно, что является 
автоморфивмом^&лгебры' /2/. 
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Рассмотрим систему линейных уравнений в алгебре Ли 

, • . ^ 

Определитель этой систеььк равен ^ — ^ ^ ^ J ^ J ^ ^ r ^ ^ 
где <rtV , целые числа, такие, что t * с/ <s? 
Следовательно, н а й д у т с я . •, Л | ч т о 

Так кан отображение ¿f * ^ ^ я в л я е т о я автоморфизмом алгебры 
L , то нильэлемент é переходит в нильэлемент С ­ * * * * * * 
алгебры 1л # причем, если х ac¿e#-&> для некоторого целого 

¿ , то ж &cc*c¿ <,*/*>.^/г. Поэтому, 

Где ¿V нильэлемент из ¿ . 
мля ивучения нильпотентных л . п , з радикальных алгебрах 

Ли я>.нейкьгх. преобразований векторного пространства, нам 
понадобится следующая лемма. 

Лемма £ . * Пусть L ­ алгебра Ли над А , !/­точнз;й Á~ 
­модуль над Л , 3 ­ абелев идеал в Z Н0*<А<&)&~ правки f 
идеал в обертывающей алгебре поро^ JHHHÍÍ элементом 

c¿c J . Если •? ­нильпотектноэ л . п . векторного пространст­

ва \/ , TO¿¿?­локально нильг.отентная ассоциативная алгебра. 
Доказательстве. Пусть и Л некоторое ко­

нечное подмножество эле*.:зн?св из Щ . Тогда каздый элемент 
л4 £ / без ограничения с б ^ о е т я можно представить в виде: 

гда ^ , ¿ P < A . Пусть С ­ ?<.­^/­многес<гво р а з ­ # 

личных элементов £ у присутствующих в разложении (1) для 
элементов х 4 =1,2 и г ­ число злеыэнтоЕ миснеетва£\ 

2 доказана совместно с Ё.&.Леаичем. 
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Обозначим через/?? ­ а через А/ ­некоторое фиксирога 
ное число, зависящее только от/?? , г щ/? > формулу для вы­

числения которого мы укажем ниже. 
Используем собиоательный процесс, основанный нр. равен­

стве 4 4 * * Ш-^'*£$*41л Пусть дан элемент /Ч- ц^у\^/\ 
Применяя упомянутое выше равенство, преобразуем его в сумму 
произведений, у которых впереди стоит сомножитель вида 

(1*к*"-<)у а все остальные сомножители ­ элементы из С 
и коммутаторы видя / 7 * , С, ^ 7 . Затем повторим собирательный 
процесс, собирая теперь вслед за степенями элемента А ком­

мутаторы вида с . с ] 9 В результате этого шага собиратель­

ного процесса элемент/Ц будет представлен в виде суммы произ­

ведений, у которых вначале стоит произведение из степени 
элемента л и коммутаторов вида £&>£3 (ЛС)г а все осталь­

ные сомножители ­ элементы ЩЪС и коммутаторы ЩЩСЦ,^ £Ж 
Щя&Ф/С* Проделав/77 гагов собирательного процесса, мы пред­

ставим элемент/И в виде: 

м - Щ*. • • • Щ (2) 
где ¿$¿/1 , пР°изведение коммутаторов вида 

является произведением элементов из С и коммутаторов вида 
-£»3^, 4*£* Такое представление возможно, 

и б 0 ь 7 ­ абелев идеал. Заметим, что каждый комцутатор, вхо­

дящий в качестве сомножителя в. ( 2 ) , содержит один и только 
один элемент & . 

Используя последнее замечание и обозначив через 
число сомножителей в р^н , дадим ки нюю оценку числа ^ ^Ж) 
коммутаторов длины /п , входящих в качестве сомножите­

лей: 

Теперь дадим верхнюю оценку числа' сомножителей из 
С , входящих в Д . В запись слагаемого ^ ^ / ^ # ­ • 
может входить не более элементов из С * Следователь­

но! Щ4) # /ф, Т-Жф " ' У 5 ­

* А / * ­



Таким образом, величина^З^не зависит непосредственно от/К. 
Кз леммы /5/ легко получить, что пр« любых $ , ^ 

^ ^ ^ имеет место равенство 

Так как число возмонсньх коммутаторов длины А с элементами 
из множества С равно г А , то 

и ) 
т , е . произведение т6т(с2г)(л--/) коммутаторов длины 
равно нулю. 

Подставляя (4) ,в ( 3 ) , получим >< 

Выберем в качестве" /V * с*-') ** Ж{р2ш}^^\ •'("'О 

Тогда ^ Учитывая, что ^ / ^ ) ^ ' ^ , 
то в проиеводении ^ обязательно встретится произведение 
из более^г^/^ ­/^ коммутаторов длины ^ . Поэтому ^ - О 
Но тогда/ 1/­ ¿ 2 . 

Докажем леыму, аналогичную соответствующему утвержде­

нию в теории групп А / . 
Лемма 3 , П у с т ь / ­ абстрактная разрешимая алгебра Ли 

над произвольным полем, £* Аг/6/*> локально нильпотентный 
радикал ъ/, ш£/^ЛЩ^ централизатор / / 1 у г £ Л е / . Тогда 

" Доказательстве » Рассмотрим возрастающий инвариантный 
РЯД в I : . 

^ £ 4 ^ • . *&у4**^&ы * А (5) 
все факторы которого являются абелевыми. Используя пересе­

чения 7с'^/&4^с членами ряда ( 5 ) , мы можем построить в 
возрастающий ряд идеалов алгебры /> 

все факторы которого абелевы. Допустим, ч ^ о ^ { ^ ^ ) ^ ^ ^ 
Тогда найдется . что ^ &£а/{Щ иу&//*^ ¿^2%) # 

Так к а к ^ *г Аа/^) , т о у ^ у , является центральным р а с ­

ширением а л г е б р ы ^ с помощью абелевой алгебры. Следова­

т е л ь н о , ^ / / ­ локально нильпотентный идеал в Л 9 Ук ' 
получили противоречие с тем, что АМ^^О ­ максимальный 
локально нильпотентный идеал в ¿6 . Отсюда, — ¿^4^) 
и поэтому /с ­ Щ ^гсЩ/ ф 



Предложение 1 . Пусть// ­ разрешимая алгебра Ли над по­

лем А , V ­ некоторый точный ¿6 ­ модуль над Л . Тогда все 
нильпотентные л .п . из алгебры Ли / находятся в радикале 
Левицкого обертывающей алгебры А с£) . 

доказательство» Пусть а ­ ненулевое нильпотентное л . п . 
из \а"=0 , . Покажем, чгао имеется абелев идеал, 
содержащий ненулевое нильпотентное л . п . из ^ . Рассмотрим 
два случая. 

а) Пусть С^^ХЩуР^ Тогда а е у?^*Л-'&и 
Но ^ ^ £Л'&1 и, следовательно, г {/Г/^С^)) 
абелев идеал в / , который содержит ненулевое нильпотентное 
л.п. Сс 

б) П у с т ь / > , ^ / * ^ ^ 4 Р . Рассмотрим з / , произвольный 
ряд длины /т> . 

I о ; & о (6) 
Используя пересечения АА'&)о членами ряда ( 6 ) , мы мояем 
построить в // возрастающий ряд идеалов: ' 

2. ^> А/< ^> . . . г > Л/~ ? С? ц 

где / Ц * Так как тф^4^Ш$€^ то в 
•ЛА^Л) найдется такой элемент ^ , что 

Согласно лемме 1 из / 5 / С°^о 9 Очевидно, что с, е А// 
где М= /,'°/) /<Л/&} Еолн £¿,^43 % то с, * ^Л;) 
где ЖМ) ­ центр . Ко тогда абелев идеал,со­

держащий нильпотентное л . п . с, . Если А/Л .7 & ? 
то найдется такой элемент ^ , что 

По лемме 1 на / 5 / & , причем ^ ^ Повторяя 
этот процесс конечное чисдо раз, мы получим ненулевое ниль­

потентное л . п . с , содержащееся в . Таким образом, в 
имеется абелев'идеал, содержащий ненулевое нильпотентное 
л.п. С . 

По лемме 2 правый идеал /г-</1^.>тг$ поровденный эле­

ментом ^ , является локально нильпотентной подалгеброй в 
обертыващей алгебре Но тогда радикал Левицкого 
и ^ а л г е б р ы А (£) отличен от нуля. 

Покажем теперь, что все нильпотентные л.п. из £ ле­



жат в £(А). Предположим противное, т . е . оущестзует нильпо­

тентное л . п . гфё^Ш> ?ассмотр™_ ^ т ^ р ­ а л г е б р у А 4. 
* А^у£с/1) . Гомоморфизм А на/1 индуцирует гомоморфизм 
/ н а ¿7= 4 ­ ^ / > и I причем А - А (&) .Алгебра А изо­

морфно вкдаданается в алгебру линейных преобразований век­

торного пространства А . Поэтому а алгебрам Л и А приме­

нимы предыдущие построения. Элемент является 
ненулевым нильпотентный л . п . з­ькторного пространства/? . 
Отсюда следует, что радикал Л е в и ц к о г о а л г е б р ы / / отжи­

чен от 0 , а это противоречит полупростоте алгебры/I . След­

овательно, все нильпотентные л . п . а л г е б р ы ^ ложа? ъ (¿64) * 
Следствие X. Пусть алгебра Ли /6 удовлетворяет усло­

виям предыдущего предложения. Тогда 
1) множество // всех нильпотентных л . п . из / образует 

идеал ъ ¿1 \ 
2) множество/ л всех алгебраических л . п . Ш £* образует 

идеал в / и £ & У 3& 
Доказательство, 1) Нильпстенткые л . п . алгебры Ли ¿4 

образуют в ней идеал, так как по доказанному выше все*они 
лежат в радикал Левицкого ¿¿¿0 обертывающей алгебры Л&Х 
а множество кХЮП / является идеалом в Z . 

2) Рассмотрим два случая: • 
а) и(А) =* о . Тогда, золи а ­алгебраическое л . п . из 

/ , то п зтроим подпространет во ЬА/бС)] обертываю­

щей алгебра А ¿6). Допуст/м, /^Ц7ненулевое под­

пространство. Тогда в /,Л//£) найдется такой элемент 
что й ^ / ^ т ^ Ло ттт 1 не / о / с 
является нильпотентный л . п . из ,6 . Из пседл [ия 1 заклкь 
чаем, что ¿64)^ & . Мы пришли к противоречию с условием 
леммы. Следовательно,£^ $^(Ц)3щ о % т . е . & £ ^ & А 

Так как ¿6 ­ разрешимая алгебра, то согласно лемме 3 
^ г Д ­ ^ я в л я е т с я аселевым идеалом в /, . Учитывая лем^у 1 из­

/5/, получим, что алгебраическое л . п . и ^ Следова­

тельно, если ^ & % то все алгебраические л . п . из / 
лежат в центре алгебра А и поэтому образуют идеал. 

б) кС£}£<£ . Пусть А* Естественный гоыеморг 

фиям ,4 на индуцирует гомоморфизм Ж на ^ . Тан как 
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т о в с е алгебраические л . п . из Л лежат з центре 

согласно лемме 1 из /о/ образуют идеал ^ в ^ . 
.̂ сли мы через ^ обозначим полный прообраз^ в /, , то 
—­содержат все алгебраические л , п . из / , в том числе 
и ­ *4 Таким образом, алгебраические л . п . из Л 
в этом случае также__образуют идеал. Предыдущие раосуадения 
показывают, что ¿7 Д э 3 и, следовательно, /"4о 

Для рассмотрения нильгютенткых л . п . э модулях над ло­

кально разрешимыми алгебрами Ли нам понадобится следующая 
Лемма 4 , Пусть V ­ точный/г ­модуль над произвольным 

поле&г и алгебрами /г обладает локальной системой подалгебр 
?-4сА и­*: и­Л б каждой обертывающей алгебре А (2^:меется 
идеал , такой, что из ^ вытекает Я ^ * - ¿ ¿ ¿ 3 (усло­

вие монотокности). Обозначим через теоретико­множест­' 
венную сумму всех . Тогда Щ*. является идеалом в обер­

тывающей алгебре А(6). ; 
доказательство. Так как /­4^/ локальная система в/^ , 

то для любой пары идеалов и найдется такая подал­

гебра 
откуда следует, что Щ/ и­ ^ . < £ • Зтим уже 
доказано, что/1 ­алгебра и является дорсальной системой 
в 3 .Существуют такие и А{Ли)% что Ж и^<^/^­. 
Если / / ^ ^ > 4 ^ 4 у и то так как 
идеал Б Ащ)9 Н^^^У- и* с л е д о в а т е л ь н о , и д е а л вА&)ш 

Предложение 2 . П у с т ь / ­ локально разрешимая алгебра 
Ли, V ­ точный/­модуль над полем А. Тогда 

1) множество /> всех нильгютентных л . п . и з ^ сбразуют 
ид^ал в о \ 

2) множество^ всех алгебраических л . п . щ £ обра­

зуют идеал в Ь и 4 ­ 7 ^ ­ 4 • 
Доказательство. 1 ) Пусть ^ ­ненулевое нильпотентное 

л.п . из алгебры "Ли ^ а."-о:. & >/ . Так км: ^ ­локаль­

но разрешимая алгебра, то длящее существует локальная 
систома рз^решимых подалгебр^ ^><*/ * Построим, новую локаль­

ную систему подалгебр , положив с-^к^У* 
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Обозначим черев идеал Б А&Л вдровдэнньгё н и л ъ п о т е н т ^ 
ми л . п . из . Тогда для любого U , и выполняется 
условие монотонности; если Z ^ ^ ­ / ^ , то По пре­

дыдущей лемме алгебра/?­ является ненулевым идеалом в 
ACL) с локальной системой f/?*J . Следовательно./f*­ло­

кально нильпотентный идеал в Д^5У • Поэтому радикал Левиц­

кого £СА) обертывающей ьтф&6& АО*)отличен от нуля. Пе­

реходя к фактор­алгебре А ­ проводя рассуздения, 
такие же как в доказательстве "предложения I пункт 0 ) ; ми 
покажем, что все нильпотентные л . л . из а л г е б р ы / находят­

ся в с^^Л Следовательно, они образуют идеал Z/ алх^ебры 
Ли L . 

2) При рассмотрена алгебраических л . п . имеют место 
два различных случая: 

а) Пусть ПСА) - О . Обозначим через Л1 подалгебру Ли 
в Z * порожденную алгебраическим л . п , # и произвольным 
элементом X из Л . Так как алгебра/ 1 '! разрешима, то эле­

мента лежит в центре алгебрыА/ . Действительно, в ф о м и ­

ном случае из предложения 1 следует, что в алгебре А? с у ­

ществует ненулевое нильпотентноэ л . п . векторного простран­

ства V и, следовательно, радикал Левицкого обертывающей 
алгебры A (L) отличен от нуля. Противоречие. Значит, 
S^j\7'0 для любого л £ ¿4 \ т . е . atzBCZ). Поэтому, 
алгебраические л . п . из Z образуют идеал. 

б) &(А)^0 , Тогда, рассуздая .так щ кал в доказатель­

стве предложения I , мы приходим к тому, что ь фактор­алге­

бре A* ,4C^£Y/0 в о е алгебраические л . п . из действующей 

алгебры / лежат в центре ЖСЩр и образуя* идеал ^ 
^сли через обозначить полный п р о о б р а з ^ а X , т о Д * 
состоит из воех алгебраических л.п . а л г е б р ы ^ . Оиновре­^ 
менна доказано в*шючеНкэ S^D^7^ , 

Следствие Z. Пусть/, ­локально разрешимая алгебра 
Ли линейных преобразований векторного пространства ^ н а / / , 
порожденная алгебраическими л . п . Т о г д а / имеет локально 
конечномерную обертыва .у:с А(^) . 

доказательство. Рассмотрим два случая. 
щ ) & ­ Тогда из доказательства следствия i 



(л.2а) выводам, что все алгебраические л.п . лежат в центре 
алгебры / , и следовательно, А ( '^локально конеч­

номерная алгебра. • '}'у]^> 

ся локально конечномерной алгеброй. Так как расширение ло­

кально конечномерной алгебры с помощью локально конечномер­

ной алгебры ­ лак.конечномерна, то^/^лок.конечномерна. 
Рассмотрим теперь расширение локально разрешимой алге­

бры Ли с помощью локально разрешимой алгебры Ли. 
Лемма 5 . Пусть/?/­локально разрешимый идеал в алгебре 

Л и / над полем А и фактор­алгебра А * является ло­

кально раэрешдоюй алгеброй, обладающей базисом / / , 
что ^ & < У & с Т о г д а / ' ­ лоЕсально разре­

шимая алгебра*; ( 
Доказательство» Если для о £ ^дифференцирование &<*4г 

является алгебраическим л . п . , в фактор­алгебре диффе­

ренцирование сиУа является также алгебраическим л.п. 
следовательно, можно считать, что локально разрешимая ал­

гебра ^ поровдается алгебраическими^ л . л . <^^Г% <^-У\ 
согласно следствию 2 алгебра Ли с«У Д являетоя локально 
конечной, Значит, алгебра Л и ^ локально конечна. Следова­

тельно, для доказательства леммы достаточно рассмотреть 
расширение локально разрешимой алгебры о помощью конечно­

мерной разрешимой алгебры* Дальше, не ограничивая общности 
считаем, что алгебра ^ является конечномерной раз­

решимой алгеброй, обладающей базисом * ­ ­ ­ •_> 
таким", что ^ ¿0-^ «• ­ Ь <* • * • ^ * 
Так как элементы ас. £г* ­ ­^составляют базу алгебры 

И , . . . , / 2 , , вместе о любой конечнопоровденно* подалгеброй X 
«з п% содержаще! * й у £ Л у ­ « ­ ^порождают разредимун 
подалгебру в / . Пуйь «^ \ ­ с являются 
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образующими, элементами алгебры У , £: ­ множество.состоящее 
из элементов <:*/,л? . • *^/г 

Рассмотрим подалгебру £ * , поротденную^^­и всевоз­

можными правонормиреваиными коммутаторами вида: 

образующие алгебры У , а.^^£ и / 4* к * л*"*я/ 

Покажем, что алгебра]4/ инвариантна относительно дифферен­

цирований а*/<з<у^ &р .Действительно, рассмотрим 
элемент т " * 
Так как коммутатор Су^ • ­ ­­> ̂ 'М.^рЗ>се¿6 *3 
имеет длину большую чем *ф -г ' , то он содержит по мень­

шей мере раз элемент для некоторого * \ Осуществляя 
в этом коммутаторе собиратзльный процесс для элемента 
¿ т . е . преобразование вида: £ • * • *Щ * ^ $ т 

получаем 

Так как / Г у ^ ^ л ^ ^ * • ­ ^ \3~~^> • при /г * % , * * у „ 
то /­V­ # & ъ 3 4 • Обозначив* через­^э подалгебру з £// , 
порожденную множеством , Так к&ц образующие алгебры Ж* 
инвариантны относительно дифференцирований ? . 
то &щ$&У$ч Конечномерная алгебра является р а з ­

решимой, а фактор­алгебра ^ ­ ^ 5 ^ 5 также разреши­

ма, следовательно, *'"<̂ > ­ ра&рз^амая'алгебра Ли. Но ал­

гебра Ли, порожденная элементами * 6 ч * > • и алгеброй 
) , находится з алгебре £г +<3 и поэтому является разреши­

мой. 
Лемма 6 . Пустые ­локально нильпотенткыЙ_ндеал в а л ­

гебре Ли над полем/О и фактор­алгебра А ~ 
явдяетоя локально нильпотентной алгеброй, обладаюврй бази­

сом ­ * £ , таким, что * а . а ^ ъ-*М'й Тогда • 
/, ­ локально нильпотентная алгебра. 
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Доказательство г Согласно лемме 5 алгебра Ли Д является 
локально разрешимой. Так как по предложению 2 энгелевые 
элементы в локально­разрешимой алгебре Ли о^аауют идеал, 
то в каадом омеамом классе фактор­алгебра Ь * имеется 
знгелев представитель алгебры .4 . С другой стороны, алгеб­

ра Ли ¿1 , как расширение локально конечной алгебры // с по­

мощью локально конечной алгебры /у// , в каждом смежном клас­

се которой имеется ениадез представитель из /, , сама яв­

ляется локально коночной алгеброй /3/, Поэтому любая конеч­

нопоровденная подалгебра не является конечномерной разре­

шимой алгеброй, состоящей из енгелевьас элементов. Это овна­

чает, что алгебре Ц является локально ннльпотентной. 
Теорема Пусть/ ­алгебра Ли над /\ , обладающая 

возрастающим инвариантным редом с локально разрешимыми фак­

торами. Тогда энгелевые элементы из / образуют подалгебру. 
Доказательство, Пуоть в алгебре Ли имеется возрастаю­

щий инвариантный рад 
О * £С С Ж, & ч . . ' 1 # * ^ " 

все факторы которого являются локально раерешшым» алгеб­

рами и цусть уже доказано, что для люйяк н 4 ^/выполняется 
утверждение теоремы. Если ч и о л о ^ предельное, то Щ^^^м 
й, следовательно, енгелевыз элеменвд ив 4 л образуют*"^ 
ней подалгебру. Если это число^Л непредельное, то рас­

смотрим фактор­алгебру 2ГЛ ~/ Пуоть/<г«*У энгелевые 
элементы иа Ь , не ленащие в Обозначим­через ¿ 0 
подалгебру в / I пороаденную и элементами^¿1 , 
По лемме 1 ф а к т о р ­ а л г е б р а ^ £ ^ ^ ^ обладает базисом цЩ*_/ 

• - £ X » таким, что Сг ­энгелевые элементы на ^ , Тогда, 
согласно лемме 5 , фактор­алгебра является локально 
разрешимой алгеброй. Следовательно, энгелевые элементы ив 
¿1 находятоя в алгебра $ щ которая оояадает рядом 

длины А*/ с локально разрешимыми факторами. По предполо­

жению индукции энгелевые элементы из¿5? образуют подалгеб­

РУ в ¡3 и > следовательно, в а л г е б р е / . Одновременно дока­

зано следствие. 
Следствие 3 . Пусть алгебра Ли / удовлетворяет уело­
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виям предыдущей теоремы. Тогда экгелевые элементы и з / на­

ходятся в идеале,^ > который является расширением локально 
разрешимой алгебры с помошью локально конечной алгебры. 

Следствие 4 . В радикальной алгебре Ли над /i энгелезыо 
элементы образуют подалгебру. 

Рассмотрим нильпотентные л . п . Е алгебрах Ли линейных 
преобразований векторного пространства. 

Теорема Z* Пусть Z ­ алгебра Ли над Д , обладающая 
возрастающим инвариантным рядом с локально разрешимыми 
факторами, V * некоторый точный Z ­модуль. Тогда нильпо­

тентные л . п . из L образуют подалгебру. 
доказательство. Согласно теореме L энведевые элементы 

и з / обраэуют подалгебру А/ • BAI имеется возрастающий ин­

вариантный РЯД . • ^ АЛ м 

вез факторы которого являются локально разрешимыми алгеб­

рами. Индукцией по длине рада будем доккзывать, чтоА/ ­

локально нильпотентная алгебра. Так к^к Д локально р а з ­

решимая алгебра из енгелеаых элементов, то пс предложению 
2 Ali является локально нильпотектной алгеброй. Допустим, 
что утверждение доказано для всех oi*- /В , ^сли число 
предельное, то A'U ­ ^'^l* Так как объединение локально 
нильпотентных идеалов n3Li CHOISI является локально ниль­

потенткым идеалом, то /Ц^А\ ­ локально нйльпотентная 
алгебра. 

Пусть/? ­ непредельное порядковое число. Тогда по 
индукционному преполовению A l e ­ / является локально нильпо­

тентиой алгеброй и фактор­алгебра ^/МА+.-Ш локально раз-

решимой алгеброй, а каедом смежном классе которой имеется 
..­жгелев представитель из / ."Согласно лемме о алгебра Ai 
ящяется локально нильпотентной.. Нильпотентные л . п . и з / " 
являются экгелевымь элементами /4/. Поэтому множество 
всех нильпотентных л . п . и э _ находятся в локально нильпо­

тентной алгебре M . По предлохечи.с 2 они образуют в /У\ 
идеал и, следовательно, в / подалгебру. 

Лецма 7, В локально разрешимом идеале/? алгебры Ли 
линейных преобразований векторного пространства}/ над fi 



совокупность нильпотентных л . п . образует и д е а л , алгеб­

ры Йи Л . 
доказательство. Дая доказательства ле:тмы достаточно 

показять, что если ^ Д м ^ ­ некоторое дифференцирование 
ал!*йб$й Я, то • & О . 

негласно предложению ^, 
­ радикал Левицкого свертывающей алгебры АС/?) • Поэтому 

О дяя некоторого /Щ?г& и,следовательно, / ) 
Л* О * слемент с/е £¿/16?)) , так как есть сум­

ма произведений, в каждое из которых входит хотя бы один 
раз элемент 6? в качестве сомножителя. Следовательно, 

у!.^Л(Л)} • Поэтому найдется такое Ц , что £#/))"* с , 
т . е . с О * нильпетентйый элемент из . На оснооании 
предложения 2 приходим к тому, ЧТО ̂ /Зс?*-<4 . 

Н'1м неизвестно, образуют ли идеал нильпотентнне л . п . з 
радикальных алгебрах Ли ничейных преобразований векторного 
пространства, однако справедливо предложение. 

Предложение 3 . Пусть// ­ локально разрешимый идеал в 
алгебре Ли ^Глинекных преобразований векторного простран­

ства V и {­актор­алгебра локально разрешима. 
Если/У не содержит ненулезых л . п . , то нильпотентные л , п . 
кз I, образуют идеал. 

Доказательство. Покажем, что для любого ненулевого 
нильпотантнего л.плана £ , не лежащего в / / , имеет место 
равенство М* О . Действительно, рассмотрим алгебру 
%ъ'М , порожденную// и а над /1. Так как фактор­алгебра 
^ /у ­ абелева и сг­энгелев элемент в £ , то по лемме 
б алгебра 0 является локально нильпотентной. Согласно 
предложению 2 подпространство//^ МУ состоит из нильпо­

тентных л . п . алгебры / / . Следовательно, £&)//У~ол Поэто­

му любое нильпотентное л . п . из 2* находится в централиза­

торе алгебры,//. Но алгебра 2/' А) , как нейтральное рг*е­

ййфЩйе локально разрешимойалгебры // с помощью локально 
разрешимой фактор­алгебры, является локально разрешимой 
алгеброй, Следовательно, все нильпотентные л . п . из Л на­

ходятся в локально разрешимом идеале алгебры ,6 . По преды­

дущей леше они образуют идеал в , 
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Покажем теперь, что предположение о нильпотентности 
л.п. из алгебры Ли L линейных преобразований векторного 
пространства \/ над Л существенно для получения вышепри­

веденных теорем. 
Пусть V * векторное пространство над А % А * ¿3 

линейные преобразования пространства V , действие которых 
на базис л f л % £ ­ задается [орцулами: 

d ^ > / л fcJ& ' A ^ V j Л . ^ ? ^ <Я 
Тогда имеет место равенство Л-ф SJ^2\ где _? ­тоадествен­

ное преобразование пространства V . Алгебра Ли £ , по­

рожденная преобразованиями// , ^ 5 и r i T ; является конечно­

мерной и иильпотентной. Преобразование^из , очевид­

но, локально нильпотентно. Однако. £ А^'ЩЗ^М ~ алгебраи*» 
ческое л.п. пространства V . Это показывает, что теорема 
2 не верна для локально нильпотентных л . п . 
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ОБ ОЦЕНКАХ СПЕКТРОВ ГОЛОМОРШХ ФУНКЦИЯ 
СО ЪМШШШ В БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЕ 

В.Е.Сльосарчук 
Новополоцкий химико­технологический институт 

В данной статье для непрерывной на ограниченном замкну­

том множестве Л с С* и голоморфной на и^Л функции $Сг.) , 
принимающей значения из банаховой алгебры/? доказывается, 
чтоС^К^Л) для каждого 2 содержится в выпуклой оболоч­

ке множества О СЦа)) . Доказанное утверждение, сбобщаю­

шее принцип максимума (см. Г и , стр . 1 9 ) , применяется к ис­

следованию абсолютной асимптотической устойчивости линей­

ных дифференциальных уравнений с запаздываниями. 
§ 1 . Основные обозначения. 

Будем придерживаться следующих обозначений:^ ­ограни­

ченное замкнутое т о ж е с т в о в Сл ­пространстве п. комплексных 
переменных 2^сг^1Л/ ­ / О ; ¿¿¿1 ­ внутренность Л \ -

граница./? ( Щ'Л вашкание множества в \ О*- единичный 
поликруг в С* , т . е . множество точек 2 ^ С ъ , , г г Г / д л я 
которых 1гс/^// /*с±л ; 7 " * ­ единичный тор в Ск \ т . е . 
множество точен 2 ­ С 2 / / 2 < | / ^ 2 ^ ) , для которых 

# ­ банахова алгебра с единицей е и нормой II-(1% 0[А~]-

выпуклая оболочка множества Л \С(Л,Я)- пространство непре­

рывных функций -$(г):Л ­ » К с нормой (Шсг^1с^2 0) 
№хцуСг)[[^) C(fгЛJR) ­ пространство непрерывных функций 

№ЛЯ) ­ подпространство ССЛ,£), состоящее из голомор^ 
ных н а . * , ^ функций, с нормой Н - ( 1 ш я У 

§ 2 . Еанаховы алгебры С(ЛЯ) , ¿Yfr.J2.lJ, АСЛ, /?) и 
спектры их элементов. 

Напомним, банахова алгебра есть комплексное банахово 
пространство А , которое­также является алгеброй, причем 
умножение 14 норма связаны неравенством / / 4 ^ & ИЫЬ^а,**?^-

http://?Yfr.J2.lJ
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Примерами банаховых алгебр воть м н о ж е с т в а j C & k J i ^ R ) и 
А(ЛЛ) * Действительно, в ^е эти множества являются линейными 
комплексными пространствами (в этом легко убедиться) . Все 
эти пространства с соответственно заданными на них нормами 

H'tfajbQiH'fkikJiJtP tiyM& Я) я в л я ю т с я полными (последнее оче­

видно'для пространств d(J2 fR) и C'fiJ2tR}t полнота прост­

ранства Aifcfi) следует ив предложения 2 ( с м . [ 2 ] , стр .9 ) и 
того , что функция itz) голоморфна наи~*Л тогда и только то-

гда , когда голоморфна на iut Л "функция f(f<*)),для любого 
функционалаf&R*(R*~ сопряженное пространство к/? ) ) . Рас­

сматриваете пространства! очевидно! являются такие алгебра­

ми. А операция умножения н нормы связаны легко проверяемыми 
неравенствами 

i'i&jjitikUji Щ<**АСЛ,*) «*г#а)1к**ю 

П о в т о р , действительно»t(Ai^) f№A$) еоть ба­

наховы алгебры. 
Заметим, что рассматриваемые банаховы алгебры есть ал­

гебры с единицами й(и) $е Lz& Л ^ ¿ 2 ) г^^гС^ьЯ) 
соответственно. 

В дальнейшем п о д б ^ ^ } } будем понимать спектр элемен­ , 
Tbjr'i) , как элемента из Й при фиксированном г , под 
£ftfb*iti&) ш спектр элемента *$и) ., как элемента йз 
ССл\к) f П ° Д Ч К ^ А . Л ; Щ>У * спектр элемента ЪСг) , как 
элемента ю С(ПЛ,Ъ) и rtOrtfo^^j11§ЦJ| ­ спектр элемен­

та -J* г J , как элемента из 41.3713 . 

докадагольство,. Прежде всвто"пока«ем, что 

Пусто ifj/Jfaii&f* 1 Ъ г * а V ­ z ^ # . 

Поскольку ¿ 2 ^ ­ к ; ' е с т ь непрерывная функция о т / * £ во всех 
точках, в которых 1&$-м)~9 су1цестЦувт Сем. С 3 1, с . 2 1 3 ) а 

i~4ut>ГЧС&*У{), поэтому ЯфС^р^СН*)) • Отсвда 
аытекает соотношение [ ! , ) , 



Теперь покажем, что 

П у с т ь ^ ^ ^ £ К * > > . Найдется т^еЛ такое, ^Щ^^ЩСЩ 

Тогда (р* -уС\)У^Ц » следовательно,,(/4$-Н*)У*4 
П о э т о ц у С р й ^ Ш 7 $ с * ) Г ' & С С Л , к ) и соотношение (2) также 
доказано. Ив соотношений (1) и (2) следует утверждение теоре 
мы. Аналогичным образом доказывается 

Теорема 3 . СНЛ,Щ ^ л О г Ц £ 3 > ) ' 
Доказательство, Покажем­, что 

Действительно, пусть^*£/ Сй(*сл)) * Тогда ооглаоно докава­

•тельству теоремы 1 Ц*ё~Ъ£*)г4'4С(Я,£) , т . е . С -

Ъ<*)У'4ССЛ>*& СледовательнощЦ4й)Съ)*$и#~'4МАЮ. Поэтому 
р^н^к) * * г ^ и справедливость соотношения (3) доназана. 

Теперь покажем, что 

Отсюда в силу (3 ) будет следовать утвервдвни творевд. 
Пусть ХфОС^ьсгУ) , Тогда согласно доказательству теоре­

мы 1 Ые*1Сг))^ССЛ>/1) . Покажем, что Сяе-1и)Г4*А№,#) . 
Для этого возьмем произвольную точяу г* б~*:**Л . Найдется 
окрестность \1СК)сС**Л точки *<> таиая» что 

Тогда щ 

Поскольку сумма рада %№%***)-+с*))£}ев силу (5, 
и голоморфности <$С2) в точйе г * голоморфна в точке , 
то голоморфна в втой ке точке и Сх е - ^сг))'1* Отсюда с л е ­

дует В СИЛУ ПРОИЗВОЛЬНОСТИ ТОЧКИ Ш0ь£ьф Л ГСЛ0М0[)фН0СТЬ 
функции Сле-Н*»~* ­ н а ^ Л , т . е . -Н*)У9с-АСЛ,к)* 
Поэтому 4>40{&,Я) №гМ* Отсюда вытекает соотношение ( 4 ) , 

Теорема дэкавана» 



§ 8 . Теорема, об оценке спектров алементоэ из АСЛ.Ц ) . 

^рказ^тель­отво, Пусть утьэргдвние теоремы не справедли­

во. Тогда найдем число н ьС1ц7 лхЦсг)) такое, что м4Же, 

для некоторых у>р , где 

Возьмем, п[••извольной и рассмотрим спрямляемый 
замкнутый контур (. , ахватываиция<3­^ л ю(е*р<ц^ <усх>) , 

ь такой, чтовы ССС4г%л щ и*ри?Щл))т. = 0 пустое 
множество) и Ыъ*6л,А£1+р 
Тогда 

для У 2 в ­ $ г ­ 2 С 3 7 . Нетрудно убедиться в том, что фнкцмщ 
СЛ*-ыр\С? 5г^«Л"'непрерывна но совокупности переменных ^ 
и на ограниченном замкнутом мнохеотве 
I. ш *п- & - Поэтому она ограничена, 

Оцени шя ( 7 ) . получим 

где 'Лг ~-^г , олвдоватехьно, 

Исходя из соотношения ^81, покажем, что 

,дя этого рассмотрим множество ^ в 4 т ! г * " ^ * Л у ^ * ­ * ^ 
идесь ­ норма в Я*'). Так как гояоморфнм ] 
на и ­ х л функция, то и для проквволъного фушщхон&хт ^#. { ' 
скалярная функция ъ*р{ * */рЩ*фяиол будет голоморфно! 
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функцией ка.б*и->.1 . 'Эта функция также будет непрерывной 
^а~2 в силу того, что <усг>б-Ас~/г,И) . Поэтому на основании 
принципа максимума модуля голоморфной функции нескольких 
переменных 

НЕЛ 

(этот принцип устанавливается о помощью формулы Коши £%~3 
аналогичным образом как и в случае голоморфных функций одной 
переменной (см. [\~] , с . 1 9 ) . К тоцу же $ХЪО 

гл-^х / ГШр йехри+Ь Н*)Ц & А6 <аср{ (/з ^¿J*-> 
(это следует из ( 8 ) ) . Следовательно, на основании соотноше­

ний (10) и (11) и известного соотношения Ъл-Чр-^Ч^ I 
Для норма & & & получим соотношение ( 9 ) . * 

Соотношения (9) достаточно для того, чтобы 

( С6И , с.4<;­43, ом.доказательство теоремы 1 . 2 , заменив в 
нем банахову алгебру линейных непрерывных операторов алге­

брой Й ) . Поскольку р& С/цл^у^-ЬЬГ)) % то 

< ? М Л , а \ 1 - Ы р , поэтому согласно (12) 
ЕИР^хр^Ц) &р п. 

Последнее соотношение противоречит соотношению (б) ( 
и завершает доказательство теореда. 

§ 4 . Следствия теоремы 4 . 
Следствие 1 . Пусть +€г) ­ голоморфная жкция в неч 

которой окрестности О * . Тогда 

доказательство, с^четнм, что функция ^с?) голоморфная 
в некоторой окрестности поликпуга С"' , голоморфна такие 
в некоторой окрестности поликруга С­"* по каждой из перемен­

ных 2 Г 2-2., • , гл . Повторное применение теоремы 4 к функ­

ции Ь-2) - Н-г- гг, •- ' 2-*> поочередно по 2 , г2/ -

пнет цепочку равенств "У £ С Са ~ 



доказывающих утвервдение. 
Рассмотрим множество последовательностей 2~<,гГ/г9Г-^ 

состоящих из комплексных чисел 3^ Се^О , модули которых 
не превышают единицы. Это множество обозначим черев \/. В 

V/ выделим подмножество Г , состоящее из последователь­

ностей 2 Ч * / у 2 2 / . . > , в которых 
Следствие 2 , Пусть 1 * / / а ^ ^ ; • Тогда 

6/ б д ^ р £ а ^ ) < & 5 £ ипскс*ф+? ( 1 3 ) 

Доказательство», Следствие 2 вытекает из следствия 1 и леш 
(их мы докажем позже)! 

Лемма,1. ЗГС ­ * » , ^ и Н*£Г<ГА Саф ь ^«*) 
есть ограниченные и замкнутые множества/ 

Лемма 2» для каздого открытого выпуклого множества 
содержащего множество £ а ^ 7 » найдется 
число £>С такое, что 

ит <глС й *£&Ъ)?\0 \ (14) 
• Действительно, возьмем произвольное открытое выпуялое 

множество 6? , содержание и &АС<*с +• * Найдетоя 

число такое, что будет выполнятьоя соотношение ( 1 4 ) . 
Выберем число 9л такое, чтобы £ им^Ы^^Л . Иа (14) 
следует, что 1 

для всех последовательностей 2.-^г4/'г1) • > , в которых 
/ 2 ^ / = / V* ­ >п Ц 1*?} £ ( При ^ксированкых 
­ 7 ^ . функция ас + 2 2..<^+1,4а41голоморЗЬна по 

2,, 5 2 ^ • к аВД°& окресФности поликруга Поето^ 
му'согласно следствие 1 « 

для произвольных таксированных ^ 0 г ^ г / 1 . Ш$^1*{*Ш}> 
Так как ^ с ( ? , то ' 
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Из последнего соотношения, замкнутости множества frEL/JČLfaĻi 
| г ^ Ц * £ ? (это следует из замкнутости U ^ K f ) г д Ч ) ^ и то­

го",1 что £ ­ произвольнее откоэтое выпукггэ MHO'OGTSO, 
следует соотношение ( 1 3 ) . 

доказательство леммы 1, очевидно, огра­

ничено. Покажем, что зто множество содержит все свои пре­

дельные точки (отоюда будет следовать, что 2д1 )-

Действительно, пусть ё ­ произвольная предельная точка мно­

жества ',01 • Тогда найдется последовательность элементов 
4ь~асг^?-^&-сь1$1 такая, что te^iie^-čо^-а Применяя 
диагональный метод, выберем такую последовательность целых 
чисел п1Г-,ъН1- , чтобы последовательность комплексных 
чисел 2^ ^ 2^"** была сходящейся для каждого 
к * / . Пусть Ut * ^*спт> • 0 ч е з я Д Н ° 1 ч т о 

^=<2*е. j£ te & Ъ fiL $f ъ1*~*аЛ * I 

Следовательно^ ?.fi -

Рассмотрим теперь множество Н . Это множество, оче­

видно, ограничено. Докажем, что . Для этого пока­

жем, что М содержит все свои предельные точки. Пусть 
­ произвольная предельная точка рассматриваемого множества. 
Тогда найдется такая последовательность чисел/4*/У , что 
4^пfiK±f*e « К а ж д о м у б у д е т соответствовать последо­

вательность $ щ д л я которой p**Q<^ž*ŽaJ 
Применяя диагональный метод, из членов последовательности 
? , * / V r t * i выберем такую подпоследовательность 

З Д 1 4 * zj**' ы. ļ , чтобы последовательности $1?** 
> 'rnļļ**. были сходящимися для каждого N 2 / . Пусть 

и л ­ г^с^^) . Очевидно, что * *, V*4 * U Покажем, 
что д*, С# La^+z и±*ж.) * Пусть имеет место обратное. 
Тогда найдется окрестность множества GqC&c тЖт^кЦХ обо­

значим ее через G- , что Ыс ļ G- . Так как е,^и £ ķj**h 

i и-г^г И& - и то Н А Й Д Е Т С Щ ЧИСДб такое,что 

.доказатель-



ство теоремы 2 . 1 , заменив в нем банахову алгебру линейных 
непрерывных операторов алгеброй Я ) . Поэтому |-it&G-J 

и, следовательно, рк ¡4? , когда л ­ * ^ . Это противоречит 
соотношению ^ = £>1* и доказывает, что . 

Леммэ, 1 доказана. 
доказательство леммы 2 , Пусть утверждение леммы не 

справедливо. Тогда найдутся открытое выпуклое множество ,4­ , 
последовательность 4(, . — (ь^&К ^1^о\ 
последовательность ­ , 2 ° ^ ­ ( ' 4 *?Т'/2***3, 

и последовательность Л/^гу­­у -С^^^( I ^Ъ/^Я^г 
+ £ ^н^'о,*) такие, что 

*ъ ( 1 5 ) 

Не нарушая общности доказательства, будем считать, что пос­

ледовательность 2^* £ ' * > > ^ сходится для кавдого 
Пусть з ^ ' ' . Тогда Ц ¿0«. га* + £ " 
• ¿«2,̂ , г £ иьиЛ)(/А~Озаметим, что а**­ И^(Л*£оШ 

Щ***) ^ I ­ В с и л у т о г о » ч т 0 ^ является по­

лунепрерывной сверху функцией от Сем.доказательство 
предыдущей леммы). 

Щ% ­ некоторое достаточно ~оль:аое число, тогда ^ к ^ м , 
•2^б­Д . последнее соотношение противоречит (15) : 

и доказывает лемму 2 . Следствие 2 доказано. 
§ >• злютиил асимптотическая устойчивость линейных 

дифференциальных у гранений с запаздываниями. 
Введем в расмотрение множество операторов й:6СС-&,Р^Й}-^^ 

нормы которых не превышают единицы и каждый из которых оп­

ределяется соотношением 

где функция ограниченной вариации. б1С~^р]уЮ есть ком­

плексное пространство непрерывных на Е-ъсЗ функций, прини­

мающих значения в Л , норма в £¿£­¿ ,¿3^определяется соот­

ношением п%с*)#с . | я > * $ ^ ^ # 3 ' ' « ^ ^ Н о Р № операторов 
рассматриваемого множества, которое обозначим через , 
определяются обычным соотношением 
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Через гйСб)С-Сб--*,£ Э/А^^обоэначим 1 1 £ ­отрезок' 1 непре­

рывной функции Ш)^-^)^^ , т . е . ( х а д ^ ^ Ч / ] ) . 
Рассмотрим дифференциальна уравнение 

^ * * Д , % 4 % ^ ¿ * * О (16) 

Будем решать задачу об асимптотической неустойчивости 
нулевого решения рассматриваемого уравнения при произволь­

ных $,¿­^¿­¿1 С^ы') , где А ­ произвольное положитель­

ное число. Лк логичная задача в конечномерных и бесконечно­

мерных # ­пространствах в случае конечного числа слагаещх 
а^В^^Ш) | з которых а—^*) ^с- неотри­

цательная постоянная) решалась соответственно в работах 
£ ? ­ 1 0 Л и [11 ,12 3 • Приведенный здесь результат является 
обобщением известных утверждений об абсолютной асимптоти­

ческой устойчивости линейных сиотем запаздывающего типа 
на случай бесконечного числа запаздываний.| Напомним, систе­

ма ыш; ш
: . г » ^ х и ^ л 

наеывается абсолютно асимптотически устойчивой, если она 
асиптотически устойчива при произвольных постоянных неотри­

цательных значениях (иы будем рассматривать только т а ­

кие чтобы •$Ы'4Ъ*да ) • 
Теорема 5 , Пусть ^ . 

Тогда нулевое решение уравнения (16) асимптотически устой­

чиво для произвольных и к *>& . 
Доказательство. Для доказательства утверждения теоремы, 

очевидно, достаточно показать, что 
Срё-4,~ Д , С $**Р±{>М<з1&*Ш№'* # ( 1 9 ) 

(здесь функция ограниченной вариации, которая опре­

деляет оператор /3^ К 
Соотношение (19) действительно имеет место, потому что 

для всдх рс-&\РеЛ&4%* всех функций Ь% , соответствую­

щих операторам в , и всех ­ А что следует из 
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соотношения с 

которое выполняется для всех р^и;/^**^ всех функций $¿$1 
рассмотренных в предыдущем соотношении, и всех ( (20 ) 
следует ив следствия 2 и соотношения 

вытекающего из того, что Р>^*гС^ ̂  > 4 ). 
Следствие 3 . 5 . Пуоть выполняется соотношение ( 1 8 . ) . 

Тогда нулевое решение уравнений 117) абсолютно асимптоти­

чески устойчиво. 
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СПЕКЛИ НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ 3 ПРОСТРАНСТВЕ 
» ОГРАНИЧЕННЫХ вгатор­'ьуькияй 

Б.Е.Слгосарцук 
Новополоцкий химико­технологический институт 

В настоящей работе известная теорема Винера об абсо­

лютно сходящихся рядах Фурье [ 1 ] обобщается на случай мат­

ричных абсолютно сходящихся рядов фурье, зависящих от счет­

ного числа переменных. Доказанное утверждение применяется 
для решения задачи о спектрах линейных непрерывных операто­

ров, порождаемых системами линейных функциональных уравне­

ний с бесконечным числом отклонений и бесконечным числом 
независимых переменных, в пространстве ограниченных вектор 
­ функций, определенных на множестве числовых последова­

тельностей. 
§ 1 . Оснозные обозначения. 
Обозначим:/? ­поле вещественных ч и с е л ; 2 ­ кольцо це­

лых чисел;/""* ­ множество последовательностей , 
в которых ё * € & Ун*/ . 

Очевидно, что Г ­ абелеза группа относительно операции 
сложения: Ь + х=*< > • гХ9 • ф%г$л +Хх>'-' > • 

Рассмотрим в Г произвольное счетное подмножество финит­

ных последовательностей, т . е . последовательностей "С = 
­чГ/)г„..­> , в которых только конечное число членов *х^£о . 
Это множество обсанач:;;: через Л . Через/1//Ч/ обозначим 
наименьшую абелеву подгруппу групш­: Г , содержащую Л . 
Очевидно, ччоМ(л) есть Z ­модуль Щ , состоящий из смет­

ного числа финитных последовательностей^ . 
Рассмотрим также в Г произвольное счетное подмножест­

во последовательностей *£^<С£п ^ , ­ . > т а к и х , чтобыХк>0 
щ>/ и :юслеАОвателькостй.^^­<'ол^/^ л^>­­>были финитны­

ми. Это множество обозначим через V . Введем в Г операцию 
умножения: £ г £ о ­ ' ­ > < т : , , " ^ , . ­ .> «ч 
­ < ^ г г / ^ х * д " ­ > (по отношению 

к операции умножения множество Г" также является абалевой 
группой) и рассмотрим наименьшую абелеву подгруппу группы/" 
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относительно 'умножения, содержащую V , ее мы обозначит ов 1­

рез У(У} Очевидно, чтоУЫ) состоит из счетного числа 
последоьателькостеЯуЗ=а<уЗ#^1­­> таких, что последователь­

ности £*Д/ £г^Ргу ­ * ^Ч/З | икитные. 
Для произвольных элементов£«<^^^­­­>*/" и Х**<ТпЪху">* 

е/4(Л) в в е д е м а рассмотрение " п р о и з в е д е н и е 1 ^ * * Ха, кото­

рое обозначим через (*>/Х} . Очевидно, что/4, ф ъ¥**Г$\{*Ц?Щ> 
далее обозначим: С ­ поле комплексных чисел,С* нтрост­

ранстзо векторов ас *(Яг9 3Слу>х>») , в которых х * « С Й<«^*1 ; 
.^//с ­ норма ъС ­ прост­

ранство д ^ л ­ матпиц над полем С ; ////&3 ­ нсрма в/С^ 

Рассмотрим множество матричных функций А(ФГ**$*] . 
*гредставимых рядами вида 

в к о т б ^ х ^ ^ ^ ^ ^ / П ^ ; и £ / И т / ^ < ­ , и мно­

жество скалярных ф у н к ц и Й А ( * у ^ ^ ^ , представимых рядами 
вида У сх^{^х)}аьх (ййГ), 

в которых лх*С Уг*М(/\) и Обозначим эти 

множества соответственно через 1 
являются банаховыми 

кольцами с нормами 

соответственно, если операции сложения, умножения на число 
и умножения определить в них как соответствующие операции 
над матричными функциями или скалярными функциями*^­

Единицами в них соответственно являются I ( 1 ­ единичная 
матрица в £ 3 ) и / I / # С ) , 
.заметим, что кольцо является коммугятизньм» 

Введем в рассмотрение также пространство ограниченных 
вектор­функций » которое обозначим ч ^ р е з ^ Э Д " ^ . 
Норму£'#*л/ г г*1 введем соотношением 

Невидно, ч т о ­ ^ ^ с ^ ­ банахово пространство. 
Обозначим черва €(Л) ­ спектр/16^^7 (аналогичным 



образом будем обозначать спектра линейных ограниченных опе­

раторов) f а черезР ­ замыкание множества Р 
§ 2 . Постановка задачи. 
Рассмотрим в$%(ССУ линейные непрерывные операторы 

в"^В которые определяются соотношениями: 

где/1 и V ­ счетные множества, рассмотренные в предыдущем 
параграфе, а матричные .коэффициентыИг H*9¿ удовлетворяют 
условиям:^ //Ах//гсъ< °* * J_ < 

*e/t ¿«V Ir3r 
Основной задачей, рассматриваемой в статье , будет за­

дача о нахождении спектров операторовQL и 2̂5 
§ 3 . Обобщение теоремы Винера, 
Для решения рассмотренной задачи потребуются утвержде­

ния: 
Теорема 1 . [\уотът^У(^ЕЩ) и м Л МЦ^Ф. Тогда 

Георема 2 . Пусть ^(^)}А%^(П1&%пЩ 

*¿ff / * < • Ь г д а ^ ^ ­ / с ¿ 0 $ и 

коэффициенты Сд матрицы­функции^ ^^O'fatf}Сл , сов­

падавшей с ¡}{(t}Jf
 9 удовлетворяют соотношениям 

где б ­ нулевая матрица, *<9^<<2<? . 
'.'ечан;?е. Сформулированные утверждения обобщают из­ . 

вестную теорем Винера о том, что если сумма абсолютно схсь 
дящегося тригонометрического р я д а ^ с ^ ^ ^ У нигде не 
обращается ь нуль, то функции <w*V^M? т а к я в Р * 9 * 1 * " 

гается в абсолютно СХОДЯЩИЙСЯ тригонометрический ряд. • 
доказательство тео^е^ы 1 , Заметим, что элемент/^ 

имеет обратный тогда и только тогда, 
когда он не содержится ни в каком максимальном идеале ¡jíf « 

.окажем, что элемент A ( Í J j удовлетворяющий условиям 
терремы, не принадлежит никакому максимальному идеалу кояь» 
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Обозначим <Ыи^р$1/{4ьО ) и разобьем множество/*///^ 
на два непересекающихся множества/Ч/ и Мг такие, чтобы мно 
жество Д содержало конечное число элементов и 

** Ф&Ш с ^ ( ^ > Я $ а * Ь Это возможно, поскольку 

ЫЧ^) °* • Млев рассмотрим элемент 

Этот элемент в силу того, что 
зЗЬ п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ф и н и т н ы е , представляет собой 
функцию, зависящую от некоторого числа переменных: 

. Очевидно,^то ее можно представить в виде: 

гдеф ­ целое число, равное числу элементов в/7/ %6у*С_ 
» 4 4 , а чи сла г , т , г, Д, для каждого 

являются первыми Л/ рлементами (остальные элементы нулевые) 
соответствующих последовательностей множес!тва /1*­ • 

Возьмем произвольное К ( л * ^ / ^ ) и рассмотрим мно­

жество * ­ т ы х элементов последовательностей ­ г « < Х о ' ^ . . , т # о , . , > 
мноявства М(Л). Его мы обозначим через . Оно, оче­

видно, будет содержать в дебе наименьший модуль Щ , 0Ог 
держащий ч и с л а г ^ т ^ ^ . ъ ! * * . Поэтому в н а й д е т с я 
линейно независимые ч и с л а , >^*г такие (напомним,чис­

ла//,­*^ называются линейно зависимыми, если из равеп­

с т в а / л , / , * / * ^ , * , . лтр4р = 0* где/*^/я 0 . . 7 / гу ­ целые числа, 
следует^что^п, . =*/**/а0 ) , что каМое из чисел 
V представится в виде Ъ&ЫРм 

У Возьмем теперь произвольный максимальней идеал/^соль­

цв.Т^(^С/А\{Л^ и найдем образ ­элемента при гомоморфиз­

ме кольца *У(Г,С,М(Л)} по идеалу/*". Покажем, что образ 
рассматриваемого элемента при гомомерриэме кольца 

по максимальному идеалу г не равняется нута. 
Зтого будет достаточно для того , ч т о б ы « ( У ^ Г /з| , 

Пусть у е ° т ь число, в которое переходит элемент 
% 1%*Н&ъ))а* П Р И гомоморфизме №ЩЩУ*(С^(Л)) 

Тогда 



лент 

л Покажем, что л ) ­ . , , 
/ г * й 1 / , * « « Г С У м / * ; 7/­« Л * Г (2 ) 

поскольку ад0йа^,^*г^"1г»*^ линейно независимы для каждого­

/С , гдв/Г=»'^" , то согласно теореме Кронеквра (см. , 
с . 106­103) система н е р а з е н с т в Д ^ / ' ­ ^ ^ ^ ^ / ^ / ^ о с / г ^ / 

раярвгима при любом <Р>0 . Поэтому/^ г*/»^;2" £ "х(г^)^(0)^-

по идеалу Г . Б силу свойств рассматриваемого гомоморфизма 

^^^^'^^/^(г^т)^Ш• с к а ж е м , что элемент 
х«}~^А1г

с*Р{^(*'-'г)}а* переходит при рассма­

триваемом гомомор? кзме в число, модуль которого не меньше 
«.отсюда будет следовать, что модуль образа а Щ при рассмат­

риваемом гомоморфизме больше £-)[>0 и « ^ е У ( Г < > / ' 1 ' ^ | 
в силу произвольности/"" ) . ^ 

оаметим, что элемент ех/>[^к£х^ > г д е » £ т ­ числа, 
входящие в выражение @ . г. г * Т 

принадлежат УГ(С^/"\fvjj % 

Пусть при гомоморфизме кольца по максималь­

ному идеалу^" э л е м е н т с х р { с £ л Л ^ переходит в число^г*'' и, 
следовательно, элемент«дГ­Л^Х./"^ переходит в число^г^ [ 

Норма э л е м е н т а р а в н а единице, следова­

тельно, в силу свойств гомоморфизма кольца "^(Г^.^Л)) 
по его максимальному и д е а л у Р / / ^ / ' { ^ ^ к ^ ^ ] / / у - ^ с 1 ^ ( / ф ~ ^ , 

a н a л o г и ч н o / g ^ 7 ­ ^ V , / ­ ¿ ^ ^ ^ ' V • ( / 7 ¿ ^ ' и б ° н о ? м а 

элементаезр{~с£к*1^] также равна'единице. I оьтому/А Г л^= 
= / и ё(ъ=^/>{^«(4УМ~?} при некотором&(/<£/к# 

file:///fvjj


Но тан mj/tft 1*№Ы н / / l ^ l í i ^ j I y - r ^ ^ A ^ j , 

Поэтому справедливо соотнесение i2), i . ' .рое, согласно сде­

ланным ранее замечаниям i завершает доказательство теоремы. 
Доказательству га^ремы 2 . Поскольку/!^ Tffc¡ch] М(А)) » 

то det Щ* УЩ Щ и -ztrpátT 6 U(r>C> 
согласно условию^// !<ktA(t)/>Q й T Q O p e M e \ч Тогда каидый 
& л е м е н т ^ ^ / й Г матрицы­функции {л(^ч~С(1)-$г}{Щ 
будет п р и н а д л е ж а т ь ? / ^ / и , следовательно, сама мат­

рица­функция C(t) будет принадлежать T/f/^^ . Поэ­

тому найдутся матриц Сд такие, ^ojf^j/c*$g% < й 

Соотношения (1) следуют иэ очевидных цепочек тождеств 

и единственности единичного элемента в У{^&Ц^(ЛЗ 
Теорема доказана. 
§ 4 . Спектр оператораQ> . 

Доказательство. Прежде всего покажем, что 

тельность финитных элементов^ ' 4 с j i ­ • множества/ и 
последовательность единичных векторов 3 , э с ^ k „ ^ ¡ 
пространства Сп Тавде, что 



Рассмотрим послодовательномть функций 
(м.>/) . Очевидно, ч т о Я ^ К ^ д а ^ О ' ­ 3 / * ^ * / ' 

то число ­* принадлежит предельному спектру оператора 6с. 
(см. Ш , с . 4 5 ) , а это доказывает ( 3 ) . 

Покажем теперь, ч т о 6 ( ( Х ) ^ г 5(£Ц«г*,*^,^5 

Тогда согласно теореме 2 

г д е в ^ О Д - . . > %Ш^~0 . 
Рассмотрим урявкание 

А*(б;^лАгъ(1*^Ф,£еП (б) 
Показам, что оно для каждой в е к т о р ­ ^ у н я ц и и / ^ ^ ^ С ^ 
имеет единственное в^(С^У резания ..Отсюда в 
силу тзорегйи Змчаха об обр;гком операторе (см. ¿5/ , с .225 ) 
оудет следовать, чтоЛ/6^(Ос) , т . е . будет следовать 
соотношение (4)Рассмотрим вектор­функцию 

Очевидно, чтос^с <?Ъ(^су . Покаяем, ч т о Ц У есть ре­

шение уравнения ( 6 ) . Это вытекает из цепочки товдеств 



(здесь были применены соотношения ( о ) ) . Покажем теперь,что 
каздое другое ремэьие Ш£ уравнения (б) ЦУШ^и&$#0?Ьу* 
Щ0Ш ) совпадает и и(с/ . Это вытекает *гз следующей 
цепочки ТОЖДОСТЕ 

(здесь также были применены соотношения ( 5 ) ) . 5то доказы­

вает единственность решений рассматриваемого уравнения и 
приводит к соотношению ( 4 ) . 

Из (3) и (4) следует утверждение теорема. 
§ о. Спектр оператора "3?. 

доказательство. Покажем, что ! 

$Ш№^&ЬЬ4В^<> ' ' ^ н а й д у т с я 
последовательность финитных элементовЬ| £ •/£ 
множества Г и последовательность единичных векторов 
л°1*Ру..^^­.пространства С л такие, что 

4Ь)**%" ~0 • У с м о т р и * 
совокупность teктoo­фyнкций . 

г^^/с/я.^*"/*-//, ,¡7 ­ по,имно:<£ество Г , 
состЬ­илео из последовительностей£**<^ 0 £*.. .> , в которых 
1**0 V * * / , Н%^0 .Очевидно, ч т о / ^ ^ ^ / а . ^ / 

У™ 5* / ­ Поскольку ' / 
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то число А принадлежит предельному спектру о п е р а т о р а ^ ,а 

это доказывает ( 3 ) . __ 

Теперь покажем, ч*о ^ ^ Ж - $\$*^$$*'Ф^ 

Ъ о т ъ ^ ^ б & ^ & ь ф * Т о г д а 

1 Ф * У * 0 , поэтому согласно 
теореме 2 «итрица­кмиция ( " ­ Т ­ £ *-'я-р(<(^)^-^)]8^)~г 

^редставтлется в в и д е £ щ « ® 0 , ВД* 

^ Т Ч ' ­множество, рассмотренное в 

Рассмотрим уравнение 

ВотаайМ| что оно для каждой ь е г г г с р ­ т у н к ц и и / 7 ^ ^ ^ ; ^ 
Ш\ ет единственное ъ£ЩС$С$ ретпу.ех(с/ . Отсюда в си­

лу теи; ь \.наха об обратном операторе С."дет следовать,что 
А р б(1В) , т . е . будет ^ледо^агь соотношение СЭ). 

'ас с:.; :> Г ри м а е г о р­оу йк ни -г 

чёвидно^ ^ои(^^ПЬ(Г}Сп) Л Покажем, чтоИ^У есть реше­

ние урагнекия ( 1 1 ) . сто след/ет лз СОВОКУПНОСТИ равенств 

• » 3 » ^ ~ « Й 4 < # Ш * > 
здесь йыли применен!, соотношения . ( 1 0 ) ) . Покажем теперь, 

чте ка>кпое другое оешение уравнения Ш ) 4 г * £ # 
тт(^} ) совладает с (У (5^ . Это вытекает из следующей 
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совокупности тождеств 

чздеоь также были применены соотношения ( х и ) ) . Это доказы­

вает единственность решений уравнения Ш ) и приводит к 
соотношения ( 9 ) . 

Ум (£) й (91 утверждение теорзмы. 
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Тополегдческие пространства и их отобоа^ния» 5» Рига. 1377, 

УДК 513 .83 

СОБСТВЕННЫЕ ШЕЛЛЫ ЛОКАЛЬНО БЖОШАКТНЫХ ПАРАКОМПАКГОВ 

А.П.Шостак 
Латвийский государственный университет 

Понятие шейяа шюрмы, фундаментального типа) метричес­

кого компакта, обобщавдзе понятие его гомотопического типа, 
было зведено в 1368 году К.Борсуком [ З ] , [ 4 ] • В 1971 г о ­

ду С.Мардешич н Дж.Сегал с помощью т . н . Д^'К­спектров ввели 
отношение шеЗпозой эквивалентности для бикомпактов (" 6 ] ;при­

мерно в то же время Р.Х.Фокс, основиьаясь на конструкции,ис­

пользутощей теорему Куратовского­Бойцыслааского и теорему Ду­

гунджи 5 , определили шейп метрического пространства 1 0 . 
При всём формальном отличии шейповы конструкций Мардешича ­

Сегала и Фокса как друг от друга, так и от определения К. 
Рорсука, в случае метрических компактов все три подхода ока­

зываются эквивалентными [ 7 ] , [ 1 0 ] 3 заметке [ I I ] предло­

жено определение ше.Чпа пространства в классе компактности 
где под классом компактности понимается класс топологических 
пространств, инвариантный относительно взятия конечных произ­

ведений и перехода к замкнутым подпространствам. В частности, 
для классов метрических компактов ( X * МС ) , бикомпактов 
( X = В ) и метрических пространств ( X • М ) это определе­

ние эквивалентно определениям К.Борсука, С.Мардешича­Дк.Сега­

ла и Р.X.Фокса соответственно. С другой стороны, определение 
из [ Л ] применимо и к более широким классам пространств, на­

пример, к классу р­паракомпактов. Наконец, наиболее общий, 
категорный подход к определению ше*га развит С.Мард^шичем в 
[ 8 ] ; он позволяет распространить понятие тейпа на проиаволь 
ные топологические пространства. 



В случае бикомпактов, в частности, метрических ком­

пактов, пространства, обладающие одинаковым гомотопичес­

ким типом, имеют в известном смысле схожее "геометричес­

кое" строение как в глобальном, так в в локальном отноше­

ниях, идея Рорсуковского определения шеГппа состоит в "сгла 
киваний" локальных особенностей, поэтому о бикомпактах й, 
преаде ECSPO, о метрических коглпактах, имеющих одинаковы.; 
ше.от, можно утверждать сходность их геометрического "пред­

ставления" ЛИШЬ в глобальном отношении (напр. окруэзкость 
обычная и "Варшавская окружность1 1 ) . С д ^ р о й стороны, при 
раесгле"рении пространств, не ЕШшащкШ бикошатстныг;:'*.,оди­

наковы:: гоглотоппчески.Ч тип (и тем более, одинакова п е н 
во ьсех "примешцдьх" щйУдЩЩ конструкциях) шеф иметь 
пространства, облада;ощле оч^кь разллчк;а\: геоглетрг.чес иг; 
"строением". Так, напрпглэр, одинаковы!­: гоглотопически.. тип, 
а следовательно, и одинаков ш%& (во всех тех па ПОБЫ>: 
конструкциях*из рассмотренных в ш е , которые и КШ прккеки­

мы), вмеют точка, щрдаая, плоскость, тихоковекп­; ..рб, гиль­

бертово пространство. Стмеча я это , Ь.'^олл и P f . ер [ 2]пред­

лагают для достижения большего соответствия мезду аех:етри 
чески., "представленке:.;" ТОПОЛОГИЧЕСКОГО пространства :• его 
"ше ЛПОВЬЕ­ЛИ" характеристики: рассматривать при оцредеДетМ 
щШй имеете произвольных непрерывч^: отображении отобра­

жения собственнее* , котомке г значительно больше ! степени 
сохраняют геоие?рпч­зску!;> с т р а т у . щ пространства. 

.риведём некоторые определении ИЗ [ 2 ] и йало::;;кл идею 
предложенной таил кшетрухЩщу. 

Собстпеииыгл на : наетс* ^тоЛ ./•а;; ; с , поооораз КХУД^О 

бикомпактного подмножеств' относит^льн; хотор"­: ­ б :н*О:..пс:> 
тен. Е случае, когдо образ пространства X чрк отоопа~ЕПКП 

/ ; Х­** У ­ локально бцт^ШЩШц 1:аракс:лпагст, совершен­

ность отображения / ЭКВИБАЛОКТКА его собственности (пред 
ложеяие 1 . 5 ) и следовательно, ноеко.тьку мы рассиатт пвае:л 
Жйщтно бикомпактные пар?компакта, термине "собственное 
отображение" и ''совершенное отображение" могут использо­

ваться как синонимы. 
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Два отобрале!:лл £ > ? : X У таш*йдж>я соз^рпен­

но гомотопнтт:.::! ) , если существует совершенное 
о тос; ранение Н : Х * 7 ­ * У т^кос, что П(: : ,0) = / ( х ) й 
Н ( х Д ) щ $ (:•:). Пространства X ; У плеют один а тот ш 
осшерц&адрв гойютопяческгиг т;ш, если существуют такие с с ­

локально бп^оглпжтн^с пространство со счётно:' 
базой может быть вложено 3£Щ£$нута&д образе­.: в гильбертов 
куб с выколотое точное К = Н \ М ; основываясь аа этом фак­

т е , авторы [21 прикепягот идею совершаю: ' гс:.:отопии к Борсук 
суко:зсх:о." е х ж э определения шс'.хт?, что позволяет ввестл ;ил 
определение совершенного, Шщ собственного, пе:ла для л о ­

кально с:1::о:.:п-;.:;т1ШХ пространств со счётно!: базой. Затем, 
используя ::онструкт;:!:о, г»1!алоглчн.у:о з некотором ганеле ше::­

повей нонстр—щнн Еорсуга для метрически:: пространств [ 4 } , 
Бол­ Шер распространяют определенно собственного щейпа на 
на 1т -со все: : локально бпт:о?.«лактных метротеских пространств* 

Б ::1столи^е; заметно ндсл ирггленепля солершекно': гомо­

™оим для глассл "чн­ацпн топологических пространств исполь­

3 7­гея для того , чтоб:: па эснешнщ конструкции из Г I I ] 
•вести от1гх;он::е соБ~^;:;енно , пли собственно;;, шешово­' ВК­

втщленЭДости в классе локально б::ко::пат:тных парйкоьлактоз 
' ! > . ) . В классе лояльно б:н:о:,;па1СТНйх г^трлзуеыых пространств 
предлагаемое йакч отношение ебве^едаой шейаовоК эквивален­

тности В1щуцярует отпозюнг.е собственно* щё ло.во:: эквивален­

тадста в с?лдсдё Болда г: ­зр^ ч£4, теорема 7 ) . 
11зуча:лтск с:ю ст^а собственна .ле:1пов локально б:псо:л­

падтчых паракрьща^^рв. Лосазано, что для пространств, явля­

ющихся абсол^тши­т окрестностн^.­п ретрактами в классе л о ­

калыю бг^-ог.'лэктяах пар^алйайтот, совершенная ше;лйэвая 
юасс::.>пиаи;ы с о г ж д а е т с лх совершенное гомотопической 
::ласс:ь^:кв.гас55 С§3,тоорегла 4 ) . Совершенном шел! бпкомпак­

верще1нше отображения / : X —* 
у/*</* , где /* п /у ­ то:чЦс 

ранета X и У с о о т в е т с т в и ю . 
то::деств ::л 

У , £ : Г ~ ~ Х , ч т о / р * / У 

ютвлпние отрбр^еция прост­
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та в классе бикомпактов совпадает с его обычным шенпогл 
( т . е . с шейпом в смысле Мардешича­Сегала). 

Мы делаем применить для определения собственного 
па схему из [ I I ] . Для этого нам потребуется прежде всего 
для рассматриваемого класса пространств К , в данном слу­

чае для класса X локально бикомпактных паракоыпактов, 
найти класс пространств # ­ Ч£(Х) , являющихся абсолют­

ными окрестностными экстензорами*" для класса % , и о б ­

ладающие свойством "универсальности" по отношений к классу 
X в том смысле, что каждое пространство из X гоглео­

морфнс замкнутому подпространству некоторого пространства 
У из % * Основной целью первого параграфа и является на­

хозденке такого класса % для локально бикомпактных пара­

компактов, а таюхе изучение некоторых используемых в даль­

тШт свойств совершенных отображена::. 
Есе рассматриваемые пространства предполагаются х а у с ­

дорфовьш, все отобр&г.енул ­ непрерывными. Через У обоз­

начаем ззмкиутнй интервал [ О Д ] ч Я - пространство вещест­

венных чисел, N ­ пространство натуральных чисел, Н ­

гильбертов куб ( Н * ЭПс ): 

Пространство У называется абсолютным окрестностным э к с ­

тензором для класса пространств X , если каждое непрерыв­

ное отображение, заданное на замкнутом подмножестве А не­

которого со значениями ь У, может быть непрерывно 
продолжено на некоторую окрестность множества А *.Х, Б слу­

чае , когда продолжение ;лслеет бить осуществлено на всё X, 
пространство У называется абсолютным экстензорет для Э£ . 
Абсолютные(окрестностные)экстеизоры для класса X &бодаа* 
чаем ЯЬОЕШ . Легко показать, что если класелтшялу яв// .т.. 

"унлверсальншИ,для X { тз указанном вине смысле)» то свой­

ство пространства У ) б::ть йХюолюгн:^ (о1Фестйост­­

ныгл) экстензоров для X З::Б:;В . .лептно зго свойству являть­

ся абсолютна (окрестности^:) летрагтог.: в сй&ооб X . 



§ 1 . Некоторые классы локально бипожнакткнх 
пространств и совершенные отображения. 

Пусть К ­ гильбертов куб с выколото:: точкой, т . е . К ­

Н v l * í ; ввиду однородности гильбертова куба пространства 
Н Ч М 1 и HVÍ^J гоыеощр ны для любых *>*, «Л « Н , а , следова­

тельно, определение пространства ii не зависит от выбора 
точки . Следулцее предложение, прииадлолсащее по сущсст­

ву Баллу я шеру [ 2 } , характеризует локально бшсомпактнна 
пространства со счётно: 5 базо i: как замкнутые подмножества К. 

Предложение Пространство А является локально би­

компактным пространством со счётно: базо;! тогда а только 
тогда, когда оно гомеомор:Тжо зклкнутому цоданогеству К. 

доказательство. Если X ­ локально бикомпактное прост­

ранство со счётной базо:­. и X не компактно, то его одното­

чечная бико:,п1актифлкад1и:: П.С.Александрова Х* = XVlfJ также 
обладает счётно/ базой и.значит, яьляется коглпактом. Как 
компакт, пространство X погружае:ся замкнутым образом в 
гильбертов куо ( X* g Н ) . Отсвда следует, что X гоглеомор­

фно некоторому собствениоглу замкнутому подмножеству в Н, а 
следовательно, и за*щнутому подмножеству в К = H W f i . Об­

ратно, очевидно, все замкнутые под:лножества пространства К 
локально бикомпактны л обладают счётно/i базой. 

Итак, предложение 1 .1 утвер;кдает, что К является прос­

транством, "7'нпиерсальнш" для класса локально бикомпактных 
пространств со счётно", базо' : . Следуэдее предложение опре­

деляет такие "универсальны©" пространства для класса всех 
локально бикомпактных метрических пространств. 

Предложение 1 . 2 . П сстранство X является локально би­

к<Швхщт и метризуеко тогда и только тогда, когда оно г о ­

меоглорфно замкнутому поишюяеству дискретной суымы прост­

ранств К. 
Доказательство* Пусть X ­ локально бикомпактное мет­

~*:зуемое пространство. Согласно теореме ШС.Александрова 
Ц ] ­ В.Серпппского f 107 X, как и каадое метризуемое прост­

рач т в с , обладающее базо!. сепарабелышх окрестностей, 



может быть представлено в ь>иде дискретнол сушы своих под­

пространств Х А , обладающих счётно.; базой: Х ­ ( ^ Х . По­

скольку каждое Х А , как нетрудно видеть, локально биком­

пактно и, следовательно, по предложению 1 . 1 Х А 5 К ( = К а ) , 
пространство X может бить представлено как замкнутое под­

пространство дискретно!: суммы пространств К : X § Ф К . 
Обратно, прямая суша © Кр является, очевидно, л о ­

кально биш.лактным и метризуемкм пространством, а следо­

вательно, и все его замкнутые подпространства таковы'. 
[рг^лояекке 1 . 3 , Зсли отображение / пространства X 

на пространство У совершенно, то X локально б:; компактно в 
том и только з том случае, когда пространство У локально 
бикомпактно. 

Доказательство, .густь X локально бикомпактно а у е У, 
тогда ­ бикомпактное подмножество X. Возьмём такую 
открытую окрестность }л множества $*Чу) в X, замыкание ко­

торое бикомпактно. Из совершенности отображения 4 следу­

Ьт, что Л * х < 0 ­ замкнутое подмножество в У и, следователь­

ко , У \ ШЩшшв^Ш окрестностью точки у з У; наличие 
1йРбй окрестности и доказывает локальную бикомпактность прос­

транства У. 
Обратно, если У локально бикомпактно и х * X, то гложем 

ьибрать окрестность V точки у т / ( х ) в У, замыкание ко­

торое бикомпактно/ '^огда из совершенности отображения / 
следует, что УЧМ является бикомпактной окрестностью точ­

ки х в X я , следовательно, пространство X локально биком­

пактно. 
Следующие две теоремы определяет пространства, "уни­

версальные" для классов локально бикомпактных финально ком­

пактных пространств и локально бикомпактных паракошактов. 
Теорема I . Финально компактные локально бикомпактные 

пространства могут быть охарактеризованы как замкнутые под­

множества произведений К на тихоновские кубы 3* ; при 
этом если вес пространства X равен ъ> , то X может быть 
сложено замкнутым образом в произведение К * 3 . . 



* П<г ­ одтхдаеодкЗ ёж кол?эчести 4 (где 6 ­ некоторая 
Мощность, Определение метрического ежа и связанную с ним 
терминологии:) е:л. B f 1 4 ] или [12 ] . 

Доказательство. Согласно теореме 3 из i 12J локально 
бикомпактное финально компактное пространство X (как и каж­

дое полное в смысле Чеха динально" компактное пространство) 
гомеоморфно замкнутому подмножеству Щрцвт&вШШ счётного 
числа вещественных прелых Ķ на тихоновский куб 3х при 
этом вес куба гложем принять равкш весу пространства. Та­

кте­ образом, можем считать, что X £ $ * J T . Рассмотрим 
проекцию * пространства X на & ; поскольку проектиро­

вание ведётся вдоль бикомпакта, отображение яг совершенно. 
(с;л. [ 1 4 3 , с т р . 1 1 4 ) . Обозначим д. (X) = М; ясно, что ii , 
кед подпространство IR. , является жтричееккм сепарабель­

ным пространством. С друго.. стороны, будучи совершенным 
образом X, пространство 1й локально бнкожактно. Воспользо­

вавшись предложением можем вложить M замкнутш обра­

зом в И . Поскольку из определения Ы ясно, что X ясв-

лнется заг.генутым подмножеством произведения M * Jx , отсю­

да следует, что пространство X гомеоморфно и замкнутому 
поданожеству произведения К * Jr . 

Обратно, пространство K A J r , очевидно, финально ком­

пактно и локально бикомпактно; тогда и все его замкнутые 
подмножества обладают этими сво:етвами. ^еорема доказана. 

Теорема 2 . Пространство X явлчетсл локально бикомпакт­

ным т^ЩЩШЩЩ тогда и только тогда, когда оно гомеомор­

даэ зпчгнутому подмножеству произведения дискретно;: суммы 
пространств К на тлхоновскил куб J T (X ^ . При это:* 
lie с куба можем выбрать равным зесу поостранства.Х. 

Доказательство. Согласно теореме I из f 1 2 ] локально 
бикомпактна; паракомпакт (как и каздое полное в смысле Че­

•:а паракомпактное пространство) гомеоморфно замкнутому под­

множеству произведения счётного числа метрических ежей * 
на тихоновские куб J r , причём т монно выбрать равным 
весу пространства. Рассуждая как р в доказательстве теоре­

мы I , можем наЛти такое замкнутое подпространство *М про­

изведения­ ежей Jrf­ , что 1^ИЧ'3Х и X совершенно отоб­



ражается на М , а следовательно, И локально бикомпактно. 
По предложению 1 . 2 . пространство М можно погрузить 

замкнут™ образом в прямую с у ш у пространств К : М £ Ф К а ; 
тогда пространство X гомеоморфно замкнутому подмножеству 
произведения © К ' . 1 * 7 Г . 

Обратно, Ф*1*ЭГ является, очевидно, локально би­

компактным паракомпактсм, а следовательно, и в с е его зам­

кнутые подмножества обладают э т и ш свойствами. 

Предложения 1 . 1 , 1 .2 и теоремы 1 , 2 определяют прост­

ранств^, "универсальные1 1 для различных классов локально 
бикогшактных паракошактов. Поскольку К , как открытое 
подмножество Н , является абсолютным окрестиосткым э к с ­

тензором для нормальных пространств, то и дискретная сум­

ма ® К а , а следовательно,и произведение © К а * ? г являют­

ся абсолютными окрестностными экстензорами для коллективно 
нормальных Гфостранств . Таким образом, построенные нами 
"универсальные" пространства удовлетворяют тем условиям, 
о которых шла речь во введении, ц, следовательно, $ качес­

тве % (А |Т#/ ) для класса локально бикомпактных п а р а ­

компахстов X мы можем взят^ к л а с с ^сех пространств вида 
Ф К & * 3* # В дальнеМШ мы будем постоянно обращаться 

к пространствам такого вида; условимся их обозначать бук­

вами Р, <} , К ; совокупность всех пространств такого вида 
будет в дальне .лием обозначаться просто ^ . 

Как было сейчас отмечено, пространство К является 
абсолютным окрестност!Шгл экстензором для НОРМАЛЬНЫХ прост­

ранств. Для некоторых вопросеь на:,: потребуется : более 
сильные результат: 

Предложение 1 . 4 . Пространство К , а следовательно, 
И пространства К 4 7 Г являются абсолютными экстензора:/:: 
для нормальных пространств. 

Доказательство. Пусть А ­ щ^тутщ подмножество нор­

мального пространства X , / : А ­ * К ­ непрерывное отоб­

ражение, где К = . Вииду однородности Н ифетя оч::­

тать , что °> г=(Ч.М» •» *> Рассматривая К как иодпрост­



ранство Н = | л , можем записать 3 Б виде J (х) * ( 4 ( х ) , 
. . . . / * ( : < ) , . . . ) , где л : А * J ­ проекция функции на 1 

а.­­ы соглножитель. поскольку Н является абсолютным экс ­

тензором для нормальных пространств, можсгл рассмотреть про­

должение «Г функции / на X со мнозязст^эм значена;; в Н. 
Обозначая проекции функции * на л­ы : сомножитель через 

А , получим = ( ^ ( х ) , . , . , £ < х ) . , . ) : X — Н,. • 
где £п является продолжением .А для КАЖДОГО Я . 

Положил В = ясно, что 3 0 А = ^ и, следова­

тельно, существует функция у : Х ­ + 3 , которая равна I на 
А к обращается в С на 3 . Определим, наконец, функшю / 
^ •** Ж равенством / = (^ , 3* , . . . , ^ , . . . ) , Легко ви­

д е т ь , что / является продолженном функции / на X. С дру­

г о , стороны, ни одна точка пространства X не может быть 
отображена в ( 1 , 1 , . • • Д , . • . ) . Действительно, точки множест­

ва В отображаются фушщю.'. / в точку с координатами 
( О Д Д . . . Д , . ) ; если же х 4­ В, то хотя бы одна из коор­

динат $ш.Ы) отлична от I ; тогда по крайне:" мере ­одна из 
координат ^ ( х ) , . . . , * £ ( : : ) , . . . также отлична от едп 
н.^ы. Итак, функция / отображает X в К и является 
"родолжением функции 4 ; существование такой функции и до­

казываем, что ^ является абсолютным экстензором для нор­

мальные пространств. Тогда и произведение К х 3х является 
абсолютным экстензором для нормальных пространств. 

В заключение параграфа приведём ещё несколько необхо­

димых для дальне ;­лыего предложение (по­видимому, известных) 
о соворленних отображениях. 

Приложение 1 . 5 . Если / ­ отображение пространства 
X на локально бикомпактны ' паракошакт У, прообраз каждого 
бикомпактного подмножества из У относительно которого би­

компактен, то / совершенно, другими словами, еслз! образ 
пространства X относительно собственного отображения } ­

локально бикомпактны.: паракомпакт, то отображение / совер­

шенно . 



Доказательство. Достаточно показать замкнутость о т с ­

йрктшш / . Пусть А ^ * ; рассмотрим / ( А ) с у и 
пусть /Чг/ ­ произвольное (замкнутое) бикомпактное локаль­

но конечное покрытие пространства У . Тогда (и9 = / ' 7 У,)} 
является бикомпактным локально кснечным покрытием простран­

ства X . Обозначив Ул/^ = К У Л А/ , получаем, что/^У слу­

жит бикомпактным локально конечным покрытием пространства 
А . Но тогда с е м е й с т в о [ / ( ^ } сокрывает образ J(А) и при 

этом, б$щрЫ вписанным в покрытие ( У / ! , является ттлщо 
ШШЬчШт* бикомпактное™ всех следует, что множест­

во (А) замкнуто в пространстве У как объед:шение локаль­

но конечного семейства замкнутых множеств. 
Предложение 1 , 6 . Пусть X и У ­ локально бикомпактные 

пространства, причем У паракомпактно* } : X —­ У и к - зам­

кнутое подиюжестзо X . Тогда, еслк ограничение отобраме­

нпя / на множество А совершенно, то существует замкну­

тей окрестность и :..,;ожества А в X , ограничен :е отоб­

ражения } на которую также совершенно. 
Доказательство проводится аналогично доказательству 

Ж&мт 3 .2 из [ 2 ] . 
Предложение 1 . 7 . ЕСЛИ / ­ совершенное отображение 

заыунутог.о подмножества А локально бикомпактного пар:, ком­

пакта X в пространство У , являющееся абсолютным окрест­­

постным экстензором для локально бикомпактных п­пракомпак­

тов, то для комдоп окрестности V образа ф (А) в У найдёт 
ся замкнутая окрестность и множества А в пространстве 
X, на которую отображение / продолжается до согеиж; него 
отображения / : и V в 

До1сазательстзо. Рассмотрим открытую окрестность 14 
множества / ( А ) в У , удовлетворяшую УСЛОВИЙ V, с . 
Как открытое подмножество пространства У , V, само явля­

ется Ал'Е* для локально бикомпактных парако:­пактов, и, 
следовательно, к а . ^ ­ с я такая замкнутая окрестность 
множества А , на которм / может быть продолжено до ото­

бражения Т со значениями в % . Теперь мы находимся ь 
сфере действия предндущего предложен ;1п и, следовательно, 
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можем утверждать существозанке такое замкнутой окрестнос­

ти И^Щ пространства А в X , что отображение J ļ u : 
H^DJNTVTIV совершенно. Предложение доказано. 

§2 . отношение собственной взИатоЕок эквивалентности 

для локально бикомпактный п^ракомгактов 

Пусть X а У ­ локально бикомпактные паракомпакты. 

Согласно теореме 2 ТШ^ЬЙ такие пространства Р, 0 е W% 

что X гомеоморфно замкнутому подпространству Р, а У 
гомеоморфно замкнутому подпространству Q \ соответствую­

щие замкнутые сложения обозначим t и J . Рассмотрел 
некоторые, базы замкнутых окрестностеГ: Щ П № прост­

ранства I X в Р и пространства J7 в Ģ соответственно, 
и пусть Г ­ отображение fl в % , сохраняющее отно­

шение включения., ( т . е . для лгобкх К и з V» С Ч следу­

ет включение F(v{)cF(4)). еоложп:л F(V) * Wv . 
Определение 1 . Созерпеннои фунда­

ментальное направленностью из замкнутого вложения I в 
замкнутое злэжзнпз J пезш­ается Такая система отображе­

ни / & , У * ? } 9 где / v ­ непрерывное отображение 
U v в * * У ; что для произвольных V » V ^ e ^ , удов­

летворяэднх услоьпп MLc\J ( ограничение отображения /v 
на Wv, совершенно гомотопно отображению в J n t V * . 

Из определения: I следует, что если i y ļ u ^/v ' ln в Mvļļ 
о̂ и для любах Vi , v'/c £ ? таклх, что V, с V , v / c v ' и для 

шзбого U i ; лежащего в пересечении UNFMMFM ограни-

шни: отображение fv} и JĻ; на VLĶ совершенно гомотоп-

ia в J'D V • 

• Ответим, что совершенность отображения / : Ц^Ч такого, 
п о }(и)с.ъ/с V , эквивалентна совгршенности отображения 
/ : ц-*\я/ . Е самом деле, если / . ц - * . ^ совершенно, 

то прообраз каздого бикомпактного доданожества из У(^>м) 
бикомпактен; тогда по предложению 1 .5 / : Ы-+УХ/ также 
совершенно. Обратное утверждение очевидно,. 



Пусть Ш' и р 1 - некоторые другие базы замкнутых 
окрестностей (X в Р и / У в А соответственно* р а с ­

смотрим совершенную Фундаментальную направленность / ' = 

Определение 2 . Будем говорить, что совершенные фун­

даментальные направленности £ и совершенно гомо­

топны ( / ?*/ ) , если для каждол окрестности V* прос­

транства ^ У найдутся такие У у * ^ е ^ ' и и е г о в о й * 
что ограничения отображении /*/ и ­ С ' на и совершен­

но гомотопны в ЗиЛ У0 . 
Гзтрудно видеть, что для любо­ совершенно!: фундамен­

тальной направленности / = [Р*$*У*&1 из * в У и для 
Ж)бых баз Ж' и 3^' замкнутых окрестностей множеств 

^ X в Р и / У в Р соответственно найдётся совершен­

ная фундаментальная направленность / ' = с о ­

вершенно гомотопная направленности / . Поскольку в даль­

иейнем нас будут интересовать.совершенные фундаментальные 
направленности с точностью до отношения их совершенно:, г о ­

мотопности, нам как правило, будет безразлично, какие име­

нно базы окрестностей К и ^ рассматривать при окре­

делении совершенной (|}ундаментально<; направленности,и мы 
будем опускать обозначения этих баз там, где это не долж­

но привести к недоразумению. 
Отношеаче совершенной гомотопности является эквива­

лентностью на множестве всех совершенных г^дамептальнцх 
направленностеп из с в / : рефлексивность и симметрич­

ность этого отношения очевидны, транзитивность проверяет­

ся непосредственно. 
Пусть 2 ­ локально бикомпактны:: паракомпакт, к : 

­ замкнутое вложение, ­ база окрестностей 
¿2* ъ Я , & и 3 совершенная 

фундаментальная направленность из / в * . Пот компо­

зицией фундаментальных направленностен / из £ в / и 
^ из / в * понимаем систему отобраяений _// ы [Рб* 

~зЛ*ч*у, Ъ?\ . Непосредственно проверяется, что у / являет­

ся совершённой фундаментальной направленностью из < в А' . 



В случае, когда совершенная фундаментальна! направленность 
7 и з у в к определяется равенством я = 1%* 

где У , композиция фундаментальных напраз­

ленностей } 3 определяется равенством т , 
где д*1<г,$*У*ъ>} - совершенная фундаментальная направлен­

ность, совершенно гомотопная 3 и т&к­л, что б­ ­: . 
Если Ь ­ совершенная фундаментальная направленность 

на к в некоторое замкнутее вложен:.е £ (пространства Т 
в * } , то ¿ ( 4 Ю1 , Т*3» операция когшоз: ни:: 
совершениях фундаментальных напраалениостей ассоциативна. 
Нетрудно показать также, что композиции попарно совершен­

но гомотопных сове мн:г : фундаментальных нанравленносте :; 
совершенно гомотопны, т . е . если / ^1': й £ ^ / ' : 
1 к . то | / ? 

Рассмотрел категорию Й , объектами которое олу­

жат замкнутые вложения локально бикомпактных паракомпак* 
тов, а в качестве глороизмов берутся классы совершенно г о ­

мотопных совершенных фундаментальных направленностеГ: ( т . е . 
$(с4) , где через обозначен м а с с собст­

венных фундаментальных найравлеш10Степ из £ в / , с о ­

^фршеяно гомотопных данной соверпенно!Г фундаментальной на­

правленности / : I . Композииля морфиэмов (Лс и 1?\к 

щ ЩрЩ естественным образом определяется равенством 
£з? 1П\ = С / / ; из вшеприведёзнп^^рассуадений 

следует корректность этого определения. 
Рассмотрим совершенную фундамента.пьную направленность 

. з с Б I , определённую равенством и = /*гс,*«./» где 
11г ­ теддественное отображение Ж на , и для 

каждого и а VI 1* ­ тождественное отображение 11 ка 2£ . 
Ясно, что для произвольных совершённых фундаментальных на­

правдешюстег; / : С-+/ и имеют место ра­

венства . [Л;«Л~ = №{ й (&Ц2! = Ш / , следователь­

но , Ц3< играет роль тождественного морфизма и з _ * # в б . 
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Определение 3« Замкнутые вложения С и ж * назо­

вём ооверй#нйО фундаментально эквивалентными, воли они эк 
вивалентпы в категории X . т . е . если с умствуют такие 
совершенные фундаментальные направленности ] \ й 

| , что $¿$¿4 й Л?1/ . Всад £ 8 / совер 
шен но фундаментально эквивалентны, то пишем * 8*,/ . 

Определение 4 . Будем говорить, что совершенное ото­

бражение / : X —* I порождает совершенную фундаменталь­

ную направленность £ : с , е с м для некоторое окрест 
ности ограничение Л>€/ На совершенно гомотопно 
в ]п£ V отображению / , 

Другими словами, совершенное отображение $ t X У 
порождает совершенную фундаментальную направленность 
£ : < , если для некоторого V следующая диаграмма 
совершенно гомотопически коммутативна: 

. М 1 I* 
(через р и ? здесь обозначены естественные проекции­

вложения). 
Заметим» что если прёдвдущая диаграмма совершенно 

гомотшшческй коммутативна для данного V , то совершен­

но гомотопически коммутативна будет й каждая соответству­

ющая диаграмма для любого ^ т с ^ ; это легко следует из 
зггределенйя I» 

БсЛй / ­ совершенное отображение, то через У бу­

дем обозначать совершенную фундаментальную направленность 
пор:>ждёмную / 

Нетрудно убедиться в справедливости следующее леммы: 
Лемма 2 . 1 . Пусть совершенные фундаментальные направ­

ленности £ : I , а : *' порождаются совершенными 
отображениями •/ : X г * У и соответственно. 

Здесь й В дальнейшем, если не оговорено противное, 
предполагается, что с , / , * ­ замкнутые вложения локаль­

но ^компактных паракомпактов Х,У, ^ в Р, <? , Я е с о ­

ОТОетсвенно, а ^ , ^ , ^ ­ бази замкнутых окрестно­
с т е й . 



Тогда кошозиция ^ / : Х-~Л поровдает композицию совер­

шейных фундаментальных направленности!: ^ / : I -+к , т . е . 
= . Тождественное отображение I : X X по­

рождает тождественную совершенную фундаментальную направ­

ленность I : I «4 с , 
Лемма 2 , 2 . Пусть X с р и отображения : Х ­ * 9 

совершенно гомотопны в некотором замкнутом подмножестве 
1 § щ . Тогда для любо., окрестности V жножесгва У в ^ 
на дётег замкнутая окрестность Ы гтожества X в Р и 
совершенные продолжения / : М «# V , ¥ : 1 * о т о ­

бражени! / э ^ соответственно, которые совершенно г о ­

мотопны на и в 1Ц# V ; 
Доказательство проводим по­ аналогии с доказательством 

леммы 3 , 4 из Г 2 ] . Пусть II: х*7­*­7**\/ ­ совершенная гомо­

топна, связная: 'ая отображения / и ^ ( Н(х,0) = / ( х ) , 
Н ( х Д ) = ^ ( х ) ) . Множество |Ц#* V как открытоеподмножест­

зо Q является /^л/Г для локально бикомпактных пара­

компактов и, следователь:­о, найдётся такая замкнутая ок­

рестность ил з X, па которую / и $ продолжаются с о ­

вершенным образом до отображений ^ : У* * Ц­*МУ 
(предложение 1 . 7 ) . Рассмотрим подмножество Т = 
их*1 V 1X^11} пространства Р х3 и определим отобра­

жение ЪЫЛ ) : Т ­ * О Ы У равенством & ( х , 0) = ^ (х ) 
при Щ ; & ( : :Д) = /, ( х ) при д: • К х ; и & ( х , * ) 
= Н(х, 1 ) при х « Х , ^ Г « и 1 , Легко проверяется, что С 
является совершенные отображением. Снова воспользовавшись 
предложенном 1 ­ 7 , ш б и на::ти такую окрестность \^ мно­

жества Т в Щ * 7 , на которую отображение & про­

должается до совершенного отображения О ( х , t 
Ввиду бнкомпактности отрезка 7 можем выбрать (замкнутую) 
окрестность К множества X в Х1к такую, что К ОД| V/ # 

Тогда отображение 1Ца£; ^ ) , определяемое равенством 
Н(х, £ ) = <И*^/и*:г | В ^ ^ » У является совершенной г о ­ ' 
мотопией, связывающей отображения Н ( х , 0 ) : « ^ ^ й 
Н*> = Л х Д ) : И V ; йри этом / и / являются совер­

шенными продолжениями отображении У и ^ соответственно. 



Лемма 2,3« Для любых замкнутых вложений £ и / 
каждое совершенное отображение / \ X : п о р о ж д а е т неко­

торую совершенную фундаментальную направленность А : (V • 
Доказательство. Поскольку 0 является абсолютным 

окрэстностным экстензором для рассматриваемых пространств, 
по .предложению 1 . 7 наздётся замкнутая окрестность и мно* 
жества с X в Р и совершенное отображение •про­

должающее ] . Пусть -\Ч) ­ некоторая база замкну­

тых окрестностей пространства р в 0. ; для каждого У * г 
зафиксируй некоторую замкнутую окрестность П У ) ­ ^ мно­* 
ж е с т Е . с Х в Р так, чтобы выполнялось условие /ЛлЛеЗМУ 
Дополним семейство до базы замкнутых окрестнос­

тей ^ множества «X в Р . Л е г к о видеть, что опреде­

лённая таким образом оистема / ={Р,$*/У*Р} является с о ­

вершенной фундаментально1/ направленностью, которая порож­

дается отображением / , 
Лемма 2 . 4 , Совершенные .фундаментальные направленно­

сти | и | * и з замкнутого вложения I в замкнутое вло­

жение ^ совершенно гомотопны тогда и только тогда, ког ­

да дал каждой окрестности Уа/У найдутся окрестности ^ 
и V/ множества ^У такие, что ограничения отображении 

../•, и на * X совершенно гомотопны в Щ V . 
Доказательство следует из предложения 1 . 7 и с о о т ­ ' 

ветствующих определений. 
Лемма 2 . 5 , Если совершенные отображения $ , ^ :Х ­ * У 

совершенно гомотопны, то и порождённые ими совершенные 
фундаментальные направленности У , | : с ­ * / совершенно 
гомотопны. 

Действительно, из совершенное гомотопности отображе­

ний / , 3 по определению 4 и определению совершенно!! 
фундаментальной направленности следует, что для каждой 
замкнутой окрестности V пространства / У в Я найдут­

ся такие окрестности Ц , V/ с V , что для каздого У0 с 
Л ^ ^ л М у ' следующая диаграмма совершенно гомотопически 
коммутативна: 
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В частности, это означает, ^то ограничения отображений ^ 
и на I X . совершенно гомотопна в 7 * * V . Утвержде­

ние леммы следует теперь из л е ж и 2 , 4 , 
Следующая теореш слупит основой для введения отно­

шения совершенно:1 шемповои эквивалентности в классе л о ­

кально бикомпактных паракомпактов: 
Теорема 3 . Если локально бикомпактные пэракомтактн 

X и У совершенно гомотопическа эквивалентны, то и ­любые 
их замкнутые вложения с и / в пространства класса $ 
совершенно фундаментально эквивалентны. ' . 

Доказательство * Есйи X и У ­ совершенно гомото­

пически эквивалентны, то суифбтвую^ такие совершенные ото­

бражения ./ : X У и $ : У X, что * и &Л# * 'У 
По лемме 2 . 3 эти отображения порождают совершенные фунда­

ментальные направленности / : I ^г/ , ^ : / ̂  с . Из лещш 
2Л следует, что Д | = |) зН**^\'1]{ • Воспользовав­

шись леммо . ¿ . 5 , из этих равенств получаем Ц ? 1ь . Ана­

логичным образом доказываем, что /9 ^ . Но эти соотно­

шения как раз и означают, что замкнутое вложение С со­

вершенно фундаментально эквивалентно загнутому вложению 
^ . Теорема доказана. 

Следствие I . Любые два закщйутых вложения с и с ' 
локально бикомпактного парокомпакта X в пространства 
класса X совершенно $у%щт&нЫльт эквивалентны. 

Из этого следствия видно, что отношение совершенно!• 
Фундаментально.. эквивалентности можно рассматривать как 
отношение эквивалентности в классе локально бикомпактных 
паракожиактов, э не в классе их замкнутых вЛб&ениЙ. Отсю­

да гж1..­лет корректность следующего определения: 



­Определение 5 . Локально бикомпактные паракомпакты X 
и У называются совершенно фундаментально эквивалентами,. 
если некоторые, а следовательно, и любые их замкнутые 
вложения в пространства из Ч совершенно фундаменталь­

но эквивалентны. 
Следствие 2. Отношение совершенной Фундаментально' 

эквивалентности разбивает класс локально бикомпактных па­

ракзмпактов на классы эквивалентности. 
Определение в . Совокупность всех локально бикомпакт­

йых парикомпактов, совершенно фундаментально эквивалент­

ных данному X , будем обозначать и называть соб­

ственным, или совершенным шерпом пространства X ( в клас­

се локально бикомпактных паракомяактов) • 

По аналогия с тем, как это делает К.Борсук и некото­

рые др'угие автору: ШСЙЮЕЕХ теорий, можно ввести отношение 
совершенного фундаментального доминирования 11 > и па клас­

се всех совершенных шеллов локально бикомпактных параком­

пзктов. положив Щ% Ц sbprL тогда и только тогда, когда 
на'цутся такие замкнутые вложанэд i и j пространств 
X и У в пространства ? и Q соответственно и такие совер­

шенные фундаментальные направленности J : C~*j \ 
что д/ ~ 1\ * По аналогии с доказательством теоремы 3 и 
её следствие нетрудно убедиться в корректности определен 
ггия совершенного фундаментального доминирования и показать, 
что это отношение является частичным порядком па классе 
всех собственных шошов локально бикомпактных па^икомпак­

тов . 

Теорема 3 и её следствия позволяют нам пере::ти от ка­

тегории замкнутых влэ/.сенин к категории Ур , объ­

ектами которой являются локально бкковдакткые паракомшж­

ты, а морфиз1иа:.1>: ­ определяемые нияе классы сове, шарах 
фундаментальных каправлеьпе­теп. 

Пусть X и У ­ локально бикомпактные паракомпакты. ( 
и i ' ­ замкнутые .едрарчия 2 в Р и Р ' соответственно, 



4 J 1 1 4* ~ ЩШ^Ы$ ШЩЯЩ У в проо­ра^ства О 
и Qf соответственно ( Р , F;\<? <.<}' € i f ) . гаосжотрнм 
соБерпенине фундаьшн1^ ж>нне поаоаи эгтпостп х : с — <* \ 

A* : i r — t ц л» / f j s £ * » поржадкнкс соот­

ветственно тор;н ж­ю^ж.­ж оТображо^п'жн: с/ на f 'X , 
С), па 1 л и j У Н?. / У * ^ V . ^пгр.^ :есто 

равенства л 'А * Д А 1 * & t ; g$ * i y ; ^ * ' ? 

Распрострапжа пршг?$& оо5.е:":Жэн5?о;­ го:/ж>топкост:: сове...:: л : ­ ' 
н:1 :р ;^;: ,^1еата ; :1;­жу жраьже~ж:осжо\ на ел^:а: . соворзылшх. 
фу4да./.ента­пъпнг: награ№С1тостйй, 014>бра>>:сздах различные 
вложения одного и того же rtpooTpancTia, ^ д а м говорить, 
что оо^рпепппе р у н д ­ ^ ^ а л ь н ь ^ к а п р и з :постн 
a f оо:}еан:жн;о Гожотоннж ч / r / 7 ) , если 
/ ^sZ'j'h в 0 : " r ­ l G ­ " G определения 

Введённой отжопекле совершенно:­ гежотопности явля­

ется эквп:залектпость;о: рефлексивность п симметричность 
очевидны* тр^н^тйвнорть п.оаер.ж^тея ^посредственно. . 
Класс совершеш^ фундз^шн^^ьзш: ."апхвлг­пнг.­сте совер­

шенно гожежжжип данное совеш^нной ^жжамент&лько:: капра­

жл 'нюстн £ ( в опрсд^.:ёин: здесь ежколе) будем обоз­

начала ijlc • 
Теперь : ;ожож онроцогит^ жор; лъ.гя категории &р . 

А ­и/енио, в качестве жорфизжев У? IX,У) возьмём классы 
соэершялно гожот'Жшю: оосоожоннан жуияа!.ентальинх в&ирав­

ленноФ1е1 , : ; : ­ : • ­ аз фТррыЯ отобрадает некоторое замкну­

тое ьложеп.ж: t неостра* c$B8t X В некоторое замкнутое 
л о н ё щ е J гщостранс^Ш ? . ^ у г й й с л о в а м и , ^ (X,7)= 

- / Ш с ^ ; ч " у } . «ля жж­даго Г / Ь * # > ( л , У ) И для произво­

л ь н а асчмк! ­утых вложений t ; : X 4 * Р" и / ' : У­^Q' найдёт­

ся / # € Г / Л , которая ртабрадваэт замкнутое вложение ( ' 
г ^пиж;/Т0:­ сложение / ' ; отсюда, в частности, следует, 
ч т о l f p ( X , y ) при фиксированных X и У является мио­

жп : ж. Хг:жознцпл жорТпзмов /V7C ­ [£lc*%(Z2) дщ>ев&-

лизтоз равенством t^J c f/J c = £?Л*с . ВДе £*Шс J : <Y 
5 для некого;: ж: попутно­: влекешь: 

пространств X, У, i соответственно. Ко] ^ектность опреде­



ления операции композит ' л её ассоциативность прозеря­

;этся непосредственно, В качестве тождественного мор^кзма 
в .5̂ > ( Х , ! ) .зозьмём клвес CJh * где J = i 4­ * т о ж е с т ­

венная фундаментальная направленность из I © | . Лс­

ЙО­ ЧТО tihtfli* tSlc И CiJc ДОе * Г­fJc ДЛЯ любых 
€ У ^ ( А ; 7 ) , Г^7С€ , л ) . Так;­; образом, к а т е г о р и я ^ 

определена корректно. 
:Аз приведённое пдесь констр:л::г:н ­идно, что совер­

шенны!: me:'in локально бикогшактного парако:длакта X я в ­

ляется классов пространств, эквивалентных X в катего­

рии ¥р . ' 
Б дальне Й&е& ш будем употреблять Швша выражение 

"Оерешенная фундаментальная направленность / из прос­

транства X | пространство У", подразумевая под эти,.:, 
что | принадлежит некоторого f f . где Г ^ М ­ ^ 1 Х * Я 

Пусть ­ категория, объектами которое являются 
локально бкко:.1накткке параког­'пакти, а в качестве морфизм п 
Шъ 'К,Р1ЛХ) берртся классы совершенных отображении, 
совершенно гомотопных меэду ообог; ( т . е . UJc^fK^-^') тог* 
да а только тогда, когда 1$Ц состоит из всех совершен­

ных отображении из X в У , совершенно гомотспккх дан­

ному : X ~> У). ГТостлзк... козармаитнн! функтор S из 
категории Кр з ртш&ът ¥р . Штхш 5 (X) = Х­

для каждого объекта X. Пусть £ * J C ­ класс отс:р;г:екик, 
совершенно гомотопных данному совершенному отображению 

i : X ­ * У ; определим тогда S (СЛС) равенство?.­ S(t$3c) ц 
Г f "Jс , где i ­ совершенная фундаментальная иаправлен­

ноеть, пораздённа^ отображением / . Из лемм 2 . 3 и 2 . 5 
легко проверяется корректность определения функтора 5 . 
далее, если д : У -»jL ­ совершенное отображение, то ::з 
лежы 2 . 1 следует, что 
= [ i ] c . Таким образов, 5 ­ коварпантны.'; функтор из ка 
тегории: Жр в категория tfp 



§3 . Некоторые свойства софотвецных шеипов 

локально с? д компактных ларакошактов 

Теорема 3 утверздает, что совершенно гомотопически 
эквивалентные локально бикомпактные паракоипакты имеют 
одинакова: собствониый шеш*. Покажем, что в случае, ког­

да пространства X и У являются абсолютными окрестное­

тныма петрактаыи в классе локально бикомпактных параком­

пактов"!;' имеет место и обратное утверждение: из равенст­

ва $А/>Х щ 5А/> у следует совершенная гомотопическая эк­

вивалентность пространств X и У (теорема 4 ) . доказа­

тельству этого факта предпошлём несколько лемм. 
лемма 3 . 1 . Пусть X и У ­ замкнутые подмножества 

в Р и 0 и совершенные отображения / . X У и 
д х У. X породдают совещенные фундаментальные нап г 

равленнодти / : ' Х ­ ^ у и ^ : X соответственно. Если 
при этом / £ , то для каддо:; окрестности V • простран­

ства У в 0 отображения / и / совершенно гомотоп^ 
ны в V т ' 

Доказательство получаем, рассматривая диаграмму 
леммы 2 .5 с учётом определептЧ 2 и 1. 

Лемма 3 , 2 , Пусть X и У ­ зажзсыутые подмножества 
Р и (} соответственно, У ­ Аь/Я и отображения/,^ 

X У совершенно гомотопны Е любой окрестности V проса^ 
ранства У в (} . Тогда / ^ ^ . 

Доказательство. Поскольку У является Л^Я , Б 
напотел та т*ая окрестность V* пространства У , кото­

рая ретрагируется на У : ц ; \/д ­ ^ у . По предложению 
1 .6 можем найти тогда такую замкнутую окрестность М , 
ограничение г отображения г1 на которую совершенно. 
Если Н ­ совершенная гомотопкя, связывающая отображения 

} и £ в V ( Н: Х * 3 ­ У , Ы(х ,0) = / ( х ) _ \ 
П О Д ) Р ^ (х) ) , то, как легко видеть, композиция гН 
Х ^ З — * у является совершенное гемотопиен, связывающей 

" ИР* ~~л 
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отображения / и р . 
: Ле^ла 3 . 3 . Если пространство У является Ал/Я , 

то каждая совершенная направленность из X Б У 
порождается с точностью до совершенно:.: гомотошш некото­

рым совершенным отображением / : X—**У ( т . е . У" ^ г / ' ) . 
доказательство. Рассмотрим X и У как зашснутые 

подпространства Р и <? соответственно ( Р . Ч « £ Г ^ п о ­

скольку У является А г/Я , существует окрестность \̂  , 
которая ретпагируетея ьа У . По предложению 1 .5 Можем 
тогда внбрать такую замкнутую окрестность V простран­

ства У в р , которая ретрагпруетсл па У совешекиш 
образом: г : У ­ * У . поскольку г / у = г.У/"у , т с , в о с ­

пользовавшись снова предложением 1 . 6 , лолучаег:., что г„ ^ 
г1х'е-^1у4

в и да некоторо., замкнуто' окрестности 
44 пространства У , ле:кащеи Б V . Рассмотрим отоб­

ражение } , определяемое равенством "0 ­ &М#$л » г д е 

&0*У . Ясно, что / совершенно. Покажем, что фунда­

:ленталькая направленность /' , порозденная / , совер­

шенно пу>щамептагг.нэ гомотопна / . Действительно, из 
определения \/0 следует, что /4 ^ ^ / 4 & • Тогда, 
тем более, и ограничения отображении и П>Уу0 на 
X совершенно гомотопны в ^ V 4 Поскольку п/1>л*У , но 
леыме 2Л отсюда получаем, что / ^ / ' . Лемма доказана. . 

Теорзгла 4 , Если пространстЕа X и У являются 
А^Я в классе локально бикомпактных параког.шактов, то 
5*/=» X = в^р У в том и только в том случае, когда 
X ?* У. 

Доказательство. Пусть зЬру, ?: сс:,.от:>ж 
совершенные фундаментальные направленности J : X —> У и 

У —> X такие, что Уз'т-* й г ­ * ' ­ ­^гласно лем­

ме 3 . 3 н а л у т с я такие со^ердекнко отображения ./ Х%*4>. У к 
^ : У ­ > X, которь­е с точностью до гомотоппи порождают, 

соответственно, / и 8' . По лег£,;е 2 . 1 отсюда следуй? 
равенства 31 г И гЗ'Гт±* ** 1й г ­ ^ ' г Ц . Восполь­

зовавшись леммой 3 . 1 , получаем отсюда, что для любой ок­

рестности и г;рострг:котза X г. Р д/ ? 1* а К и , 



аналогично, для любо.;. окрестности V пространства У 
в Q f# # *х в V . Тогда по легдме 3 . 3 тлеют место т а к ­

же равенства &J?fx и jf ~f Щр*\ Последние же соотно­

шения как раз н означают, что X ^ У. 
Обратное утверждение следует из теоремы 3 . 
Теорема доказана. 
Замечание. По аналогии с доказательством теоремы 4 

легко показать, что да пространств, явлчюодася ANR , 
отношение sip X ^ х^яУ имеет место тогда й только 
тогда, когда пространство X совершенно галотопически 
доминирует над пространством У . 

Пусть 1 и У ­ локально бикомпактные паракомпакты и 
/ ­ совершенная фундаментальная направленность из X 

в У . Тогда, если пространство У бикомпактно, то и про­

странство X бикомпактно. В самом деле, рассмотрим X 
как подпространство Р , а У как подпространство Q * 
выберем бикомпактную окрестность V пространства У 
в {( и пусть 4t*£ , JyiUv-^V . Поскольку X § Р* 

'отсюда следует, что X является' замкнута подмножеством 
и в jFv"' (V) ; последнее :к.е множество ввиду совершенно­

сти отображения /v бикомпактно. С±'сюда следует биком­

пактность пространства X . доказано 
Предложение 3 . 4 . Если сущееввует совершенная фунда­

ментальная направленность / из X в У и пространст­

во У бикомпактно, то и пространство X также бикомпакт­

но. 
Следствие I . Собственны." tne.ji бикомпакта состоит 

только из бикомпактных пространств. 
Следствие 2 . Если пространство X бикомпактно, а У 

не является бикомпактным, то собственные ше;1пы S^jp X и 
s£p У не сравниглы в смысле порядка совершенного фунда­

ментального депонирования. „ £ ' * 
Другими словами, собственней шейп бикомпакта X не 

гложет дожи: провзться и не мокет сам доминировать собствен­

ного шепаа пространства У , не являющегося бикомпактным. 



Раотаотрш класс JS бико;­тактов, для пространств 
этого класса С.Мардешдчэм и Дж.Сегалом определено отно­

шение ш$®от% оквнвалентностп с помощью А л/Я ­ с п е к т ­

ров^" [ 6 ] . Покаяем, что введённое нами отношение совершен­

ное ше:­лово­н эквивалентности индуцир; гет га /6 отноше­

ние, равносильное отношению ше.'шовой эквивалентности в 
смысла С ж а р д е ш п ч а Д ж . С е г а л а . Согласно теореме Ь g a f l l j 
или теореме 4 из [ 1 3 ] нам достаточно показать, что отно­

шение совершенной ше.'пово'. эквивалентности индуцирует на 
Щ отношение, равносильное тшттш® ше­лово'. эквива­

лентности в смысле {]. ;] . При доказательстве этого факта 
мы бу;ем предполагать знакомство о терминологией и з [ П ] ­

Непосредственно из опро;;оленип убездаемся в справед­

ливости следующей легал: 
Лемма 3 « 5 . Каждая совершенная фундаментальная нап­

равленность / : А ­ * у является фундаментальноS направ­

leîinoGTb'o (из X à У) з смысле ( I I ] или [13] . 
Лемма 3 . 6 , Если i : X У ­ ­фундаментальная паи­

ЩВЖтщтщ /л X , У бикомпактны, то существуем совер­

шенная фундаментальная направленность / ' : X У, гомо­

топная / . 
Доказательство. Погрузим X л У замкнутым образом в 

пространства ? m K*JV ш q ~ к *Jr . Из бккошактно­

стл X и У следует, что существуют бикомпактные окрест 
пости .пространства X в Р И V* пространства У 
в Q . Для каждой замкнуто: окрестности V пространст­

ва У BI//Q с^цост^уот Sfi
 k i такая, что : uJb ­V . 

Рассмотрел некоторую замкнутую окрестность 1/„ простран­

ства X , лежащую в пересечении % п и0 и определим 
равенством /v' = ^ / И у . Построив такие отооражеш:я h 

* £десь под A/̂ R подразумевается абсюлютйы/i окрест­

ностный ретракт в классе .:етр::чжлпА компактов. 

' в смысле [ I I ] или [ I 3 J . 
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для всех замкнутых окрестности пространства 7 ъ > 
получас: I совершенную г/лД '^ечта^ьн^э направленность 
{Г'ьЗ'у/Л*}), .которая, ОД к нетрудно видеть, гоглотонна дан­

нон фувдал;ентально:, нело&влзнносш / . Тегл Йр&да, леша 
доказана. 

Л е ж а 3 . 7 . Если / , / ' * £ " # ' ~ йундшентальшш 
направленности из бщщщ&щ X Б Йикойт^ст У , Л ~ I 
4 с* ^ ^ з а . н а щ ш л е щ о с й и совер&етщ, то • 

Доказательство, Пусть X с ? ^ у с с? а V но­

которал бяшшщхщ% окрест 1­ость у в (} Согласно оп­

ределена ^упда­локтальны;; .•.чиоавленностеГ: и их гомотогшо­

сти дожем йнбрата такую окрестность Ц пространства X 
В ? , что сле^ущая I щв^щзт гомотопичеекп ком­

мутативна : . 
•I Ъ й 

­ Ц э \ ( у с у 

где Щ$Щ , £ , £у ­ означена ограни­

чения отображении , У у , з у и ,соответс 'зенно, не 
'И . При этом 5ес огр&нкчел.:;: общности :,:о^е:,к считать 

окрестность ~и бикомпактно:". "Тог, .а все отображения в 
этой диаграше сопершекк:­:в и, следовательно, диагра^ла 
является так:;­е со^ерпенно гог/.отопкчески коммутативно 
Отсюда п следует утверждение леммк. 

Теог( № о. Если но >стр$йс$вй л и У бикомпактны, 
то ^ зр^Х щ те:; и только в том и только в том 
случае, ко п ^а равйй Щ обычные &$ГШ (в соколе С.:,1ардп1Ш­

ча ­ д, „иогала): 5 £ X. =• $ к У. 
доказательство. Если 5 А X = 5 А У, то согласно 

теоъоие Ь из I I I ] на: дутся фундаментальные направленности 
/ : ,1 — У п | : У X так. ; : , что / 1 ^ 1у л 93-1к 

По ле^ле З.о судестлуют совершенна Фуыдвдентальпад нап­

равленности I : X ~» У и ^ ' : У X, гс­глотогагае / и 
у Соответственно. Тогда композ:щдя гомотопна ком­

позиции / / , а КО;.:ПОЗИ:;РЯ У^' ' ­ гомотопна кампозкции /з 
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Воспользовавшись леммой 3 . 7 , заключаем отсюда, что 
и / У ' ? ­ А * Последние же равенства как раз и означают .что 

SKp х = s*p у . 

Обратно, если $bf> X х skj> у и / : X •** У , ^ : 
У X ­ совершенные фундамекталыще направленности, удо­

влетворяющие равенствам dg f 1У и #J j x 9 т о п о л с м _ 
ме 3 . 5 / и / являются также фундаментальными направ­

ленное тлг.ти в смысле f l l ] : при этом ¿1^1* и Si 
Последние же равенства и доказывают, что X и У имеют 
одинаковые ше;1п з смысле [ I I ] • ( 1 3 ] ; а следовательно, 
эти пространства имеют одинаковы". Ш&Ш и в смысле С.^ар­

дешяча­Дяс.Сегала. Тем самым, теорема доказана. 

§ 4 . Эквивалентность л,в?/х определений собственных 
шейнов для лояльно бикомпактных глетрических 

пространств 

Как згсе отмечалось, в работе Б.Болла и Р.Шера Г2 J 
определены собственные ше Щы для локально бикомпактных 
метрических пространств, целью настоящего параграфа явля­

ется доказательство того факта, что наше определение соб­

ственного ше::па на классе локально бикомпактных глетрпзуе­

мнх пространств ин^ударует определение, эквивалентное оп­

ределению Б.Болла ­ Р.'Пера. 
Всюду в этом параграфе предполагается знакомство с 

терминологией и конструкциями, пскользуемымп в С с.] . Тер­

мин " ргоргг / и п У ^ с ^ а ­ ^ ntt и йз С 2 ] мы переводам как 
"собственная фундаментальная с е т ь " . Отношение собственное 
гомотопности собственных фундаментальных напр&влеиносте 
обозначаем 1 1 Ы м ; тем же символом будем обозначать и 
отношение собственно:­ iiieinoooi: эквивалентности пространств 
в смысле [ 2 J . Класс локально бикомпактных метрчзуемых 
пространств, собственно фундаментально оквивалентных ( в 
смысле Б.Болла ­ P.LIepa ) данному X , мы обозначаем « г ^ Х , 
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Таким образом» в данном параграфе мы соказкем, что амеет 
место раэенство щкЩЖ = зкру^ПЖ , где через 77Ь 
обозначен класс всех метразуемых пространств. 

Начнём с рассмотрения случая локально бикомпактных 
пространств оо счётное базой. Пусть X 5 У ­ локально 
бикомпактные пространства со счётное базой; можем тогда 
считать, что X и У являются з&мкнутдаа поданояеотва» 
ми в К . Рассмотрим совершенную фундаментальную направ­

ленность / : X Т * у и / = { ? , Ъ , Р } , и собственную фун­

даментальную сеть £ : X У, /={&-л*л1 Будем г о в о ­

рить, что фундашнтальная направленность / ассоцииро­

вана с фундаментальное сетью £ (или, наоборот, фунда­

ментальная сеть Т ассоциирована с фундаментальной нап­

равленностью Л } , если выполнены следующие два условия: 
1) множества Л . и р изоморфны как частично упорядо­

ченные множества (поэтому можно писать •%* вместо Л ' )? 
2) гаадое / у является продолжением соответствующего */у 
на всё К ( где ЩЧ£ I Jv * / )> 

Леглма 4 , 1 . Если X к У ­ локально бикомпактные 
пространства со счётной базе . , то существует { и^причём, 
единственная с точностью до собственно£ гомотопии ) с о б ­

ственная фундаментальная сеть £ ; X — У, ассоциирован­

ная с данной совершенной фундаментальной направленностью 
У" : X — . 

Доказательство. Рассмотрим совершенную йуиданенталь­

ную направленность $ : X —> У , / щ Согласно 
нредокженяю 1 . 4 каадое из отображений & , V * 3? , мо­

жем продолжить на всё К до отображения £ : К —* К. 
Непосредственно проверяется, что система отображений / = 

[ 7 У У ^ ) Ц является собственной фундаментальной сетью, а с ­

содннрованноА с / . И з определении ясно такае, что если 
/ / ­ другая собственная фундаментальная с е т ь , ассоции­

рованная с , то фундаментальные сети * и / соб­

ственно гомотопны: • 
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Лемма 4 , 2 . Пусть X , У ­ локально бикомпактные 

пространства со счётно.: базой и I : X У ­ собствен­

ная фундаментальная с е т ь . Тогда существует (и единствен­

на с точностью до совершенно': гомотопнл) совершенная фун­

даментальная направленность, ассоциированная с I* , где 
Р ­ некоторая собственная фундамеяталькая с е т ь , собст­

венно гомотопная дапнох £ * 
Доказательство. Согласно определению собственной 

^уидаг^птальнол сети, ддя каждой замкнуто, окрестности 
V пространства У в К существует такой индекс А* 

и гак­^я замкнутая окрестность г^нслес­гва X в К , что ­

все ограничения Д при А ̂  Д$ совершенно гомотсг^н 
отображения }^\и^ окрестности <1п£¥ . Определив 
индекс Д у и Щ^ЩОШ 'Ракую окрестность и у ЮШ 
­•~.сд;:: зам нута.; окрестности V лз некоторое базы 

окрестностей X з К , ^с;::ем рассмотреть собственную фун 
да^ектальную сеть Т* ­ / Л * У * ? р 1 Легко видеть, что /** 
собственно гомотопна /* . Полосам теперь для каждого 
V * г(у>> а, и V и / у .­­ 7ху,\ч* : ­ рассмотрим систе­

му / Лес?­: ж ^ г : ь , что / является сов&р* 
вшвоЗ фундаментально :•­ направленностью, ассоциированное 
с 7* . Сущсстловак,..:* танок Фундаментальной налревлсшю­

стл и долагпзае? л л :.:у, поскольку её единственность с точ 
иостьго до совершенно: гомотокпл очевидна. 

Непосредственно из определение убеждаемся в справед­

ливости следующих дзу>: лемм: 
Лемма 4 . 3 . еусть / , у ­ совершенные фущ^епталь 

пло направленности, аосо1цшроваи : 'ко ( с точностью до гобст 
велнол гомотогпш)' } с собственнь£ли пунд^ллентальлыми сетями 

7 и 7 соответственно. Тогт;а 1 ~? 9 в тол: \ только в 
том случае, когда / ^ / • 

о дальие:лдем, ь случае, к о г д а И фундаментальная 
направленность У еееолллрогапа с лдаглент':льно . ланрав 
ленностьл­ /* , ль: б.удем говорить тагше, что фундаменталь 
ная направленность / ассоциирована с фундаментально: 
сетью / ' с точностью до собствешю I гомотопии. 



Деша 4 у 4 ,Вшш / : X — У, $ : У-+£ ­ совершенные 
фундаментальные направленности и / : X —* У, 5 : У — г ­

ассоциированные с ниш собетве;пше фундаментальные сети, 
то композиция з J ассоциирована с ШШтщт% 9£ . 
Собственная фундаментальная сеть , ассоциированная с тож­

дественной совершенное фундаментальной направленность:­:), 
является тождественно к собсгвекпок аукд^ленталья^ сетью.. 

Предложение 4 , 5 , LCJJL-I X к У ­ локально бикомпак­

тные пространства со счётно'! базе к, то X =г У в том и 
только в тс*,; случае, когда X Ш У. 

доказательство. Пусть X с* У , тогда найдутся 
совершенные . укдамектальные н&п^аЕлешгоети У : X У и 

3 ' У X такие, что У / ~ У У И / / ~ У * . Рассмотрим 
собственнее :>-кдаиектальк1:е сети, ассоциированные с У и 

У ^ с о т а е т е т в е к ю . Тогда по лемме 4 . 4 l i ^ ¿1 
где У^ ­ собственная фундаментальна» с е т ь , ассоцииро­

ванная с колпозжиеГ: У / , a ­ собственная фунда­

ментальная с е т ь , ассоциированная о J 'y и, следовательно, 
являшаясе то:кдествекно1: собственнее фундаментальной сетью. 
Аналогично, / / ^ 1Х . Из эти;: двух равенств следует, что 
Y ^ Y ( 

Обратно, если Х ^ У , то, применяя рассуздения, 
"двойственные" по отношению к приведённым выше, легко по­

лучаем, что X tjr У. 
Предложение доказано. 
Следствие. В классе локально биког.шактных пространстЕ 

^о счетно Г: базог* отношение собственной ше:яовоп эквивален­

тности Болла­iiïepa совпадает с нашим определением совершен­

ной шелювок эквивалентности. 

Прежде J чем перейти к рассмотрению общего случая, 
нагл прпйдётся сначала доказать теорему 6 , утверждающую, 
грубо говоря, что представление легально бикомпактного па­

ракошакта гэ виде прямой сутллы своих подпространств явлл­

ляется инвариантом совершенных шешов: 
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Теорема 6«. Если X и У ­ локально бикомпактные 
паракомиакты и X представлен Б виде дискретной суммы О Б О ­

ИХ подпространств X * < ^ Х 4 , то ЗКР X Т SLPL в том и 
только в том случае, когда существует такое разложение У 
в виде дискретной суммы У = ® У а , что ^ЛрХ^= $АРУА 

для каздого А . 
Утверждение теоремы является непосредственным след­

ствием лемм 4 . 6 и 4 . 7 , доказываема: н ю е . 
Летала 4 »6. Если лркально бикомпактные паракомпакти 

X и У представлены в виде дискретных сумм свои­; подпро­

странств таким образом, что X * ® А ) 9 У ­ ® / У д 
и ЖЩ ТШЪЩ * *^рУ-йг *^РУ** яда ЗЛРУ. 

Доказательство. Обозначив произведения КА * 0 х" д м 
каждого а через и& , можем рассматривать пространст­

ва X а У клак замкнутые подмножества в Р = ®/Ц­"**А| 
к *ф}и\*ел} соответственно, такие, что ХАс 1* и 

Уа с ДЛЯ каздого а е Я . Пусть 2^ ­ база замкну­

тых окрестностей У в ; тогда, положив для кавдого 
У * 3̂  и \ У 4 * У $ 4 ^ в получкм базу окрестностей 

Ра щ £У* ] множества У* з . Аналогично, если 
£6 ­ база окрестностей X в Р , то семегство • 

( Ц П ^ . и е Э Д ] образует базу окрестностей X ^ в £­ д для 
йагррЕЧ)­ а. . Зпая, что ^//>Ха= модем рассмот­

реть совершенные фундаментальные направленности У * = 
^ Ч * Д ] : X , , — У, и / * = / 6 ­ ^ 1 й 4 / : У а — Х А такие, 
что У 4 / * 2­ А/А, / V * ~ У А ^ . Заредеем отображения Р :Э**Ц 
и & :й.-^У , положи для каздогс Ус ^ Г(у)= и/ГШ^ 
и для каждого <гЯ0 = и(&(и*):А}л Далее, для каждого 

У с ^ положш УУ = и / * : У ­ и = г ^ ; , т . е . Л по­

лагается равное / у дда точек из У* ; ; налогичко, 
для каддого и с г с пололш ^« *= . Таким сфазом 4 

получаем совершенные фундаментальные направленности I = 

{ г ^ . ^ Ь х — У и ^ = : у ~~ х ­

С другой стороны, тоящественную фундаментальную на­

правленность _/х : ¥ ^ X мо;;:ем рассматривать как систему 
отображении 1% , где 1^ \1Л-+Ж ­ тождест­

венное отображение и 1ч = и<ик ; аналогично, 1у = 
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где iy : f -> f и lv « U . Из определена ясно, что 
У I ~_/у и $J'?ix* ­оследине ме j.pa равенства как 

раз и означай*, что shp % = slp.b' . 
Лем&а 4 . 7 . Пусть X и У ­ локально бжоглпакта::е 

паракошакты , 5 А / Р Х = ^ У П существует разложение п..оет­

ранетва X в дискретную сумму своих подпространств X = 
® / * a : d € A b Тогда существует и разложение пространства У 
в дискретную су.лму о щ ш подпространств ( У = ®/Уа ; <* € *|), * 
п мчёп тахое, что Sup л А = к а к о г о А * 

Доказательство. Существование разложения X = © / X A ^ J 
означает, что пространство X мо:::мо рассматривать как 
замкнутое рщдас^фстао £ ? ~©/L d .dcA/, гд$ = К * а г и 

A U C L I длп наздого А . Пусть У с; Q'e , Тогда, пос­

кольку J ^ p X ­ snpH) для произвольны:­: баз замкнутых ок­

рестностей 1££ W Ш ост] анбтай X в ? и прост­

ранства У в на/дутся совершенные фундаментальные на­

правленности {Plti,Т\ : X 4 * У и #*щ&$Щл У — X, 
(где Г ' : и У ) , т а и м , ч­.о / » 4 и 
У / ' г ­ * • ^ез ограничения общности мо*;ем считать, что 
I* V^C . Обозначим \ £ $ tiig£t*l а У* = $ Л У для 

к а к о г о а . Легко видеть, что у± является ^хреетпос­

тыо y d з (?' > а L ' l ^ = V ' ­ о^фестность^ У в <?' ; 
при этом V d/W dj = р щя 3. И £ ± , Цаддоф V*" деэш в 
некотором подмножестве A ' c ( j ' , ныеэдем вид л'=®Кх * J r ( в о ­

обще говоря, неоднозначно определении;'.':), обозначим это 
подмножество /V<j ( т . о , есла в одном JV -xerziT несколько 

, то данное N рассматривается столько раз , сколь­* 
\,о з нём содорзхлтея V" ) . Рассматривая в качестве 
аодано:­;;ествп. соответствующего , будем писать просто 

VI . Обозначив; V0 = 0 V S c ( £ > / V < ? • при этом У * с V? 
для каждого а . 

Пусть J ? = ( V : V C Q , V = i/Vi[ , где V^=--VAA/* 

V ' c Vo , V ' t / ' J . Установим естественном образом ^залмно 
однозначное соответствие у ме;/ду '}?' ц ¥ , положив 

здесь рассматривается кай подпространстю (?' * 



* Í V * J * V . где V = Ф Vá a ¿ * V ' r t * r f Наконец 
обозначите через y v "тождественное" отображение j?(V7 на 

V для каждого V * У . 
Определим р : ^ ­ Д О равенством F t V ) = F'df'ív)) 

и (г равенством G­(u)=(yG9M, . Далее, для ­каж­

дого V*.f определил Sy : и ^ v равенством J v = % Jv>\ 
Ц ^ V и : V — Ц равенством £ к * ¿?L Г у . В резуль­

тате получаем совершенные фундаментальные направленности 
J № jFJÑ7&}й *{Ф-*9*,&$* Как нетрудно вздеть , 

Для кавдого <*еД рассмотрим множества ­ , 
^д, ­ un/Vd совокупность этих множеств обзначим соот­

ветственно = / V a i и 2 С * = / ^ * / . Положим J\? = 

й рассмотрим совершенные (Сундаменталыше направленности 
/ * = / Г * ^ , З М и £ a = / G d , y 2 , t f a ) . П о т а е м , что//**­ '* 

и У*/*?1х- Действительно, пусть ­ произвольная ок­

рестность из , выберем тогда Ue'tT такую, что U 4 ­

u n L a . Из равенства $f следует, что существует 
окрестности и* и V* такие, что к Л , | » ? А в rJniU для 
всех U1 и V 1 , содеолсащихся соответственно в и* и в 

V* . Ко тогда J j W X J c f f c f ^ > « « 4 . Тогда 
fu, i %jx¿£ /** Лйй всех a WA # Отсюда согласно лем­. 

ме 2.4 получаем Совершенно аналогично можем по­

казать , что í У* г ­ ­ * . Последние же два равенства и озна­

íaioT, что sbp Х а= ' зкр У̂  для каждого а , 
Лемма доказана. 

Следующая теорема устанавливает обещанную заглавием 
параграфа эквивалентность двух определении собственных 
йейпов для локально бикомпактных метризуемых пространств: 

Теорема 7. Если X и У ­ локально бикомпактные 
йетризуемые пространства, то b$ip)l = s Ар) у в том и толь­

ко в том случае, когда s Цр) tnfíi . Другими 
словами, на классе локально бикомпактных метризуемых прос­

транств наше определение собственного шейпа индуцирует оп­

ределение собственного ше:Ш з смысле Б.Болла­P.i: ера. 



Доказательство. Очевидно, нам достаточно показать, 
­1то для­двух локально бикомпактных метризуемых прост­

ранств X и У отношение X ~ У имеет ыесто тогда 
и только тогда, когда Ж(Щ У. 

Допустим, что X ^ У. Поскольку X ­ локально биком­

пактное метризуемое пространство, по теопеме П.С.Алексан­

дрова [ I ] ­ В,Серпинского ( 2 ] X мокет быть разложено в 
дискретную сумму своих сепарабельяых подпространств: X = 

© ( Х а ;<^Л] . Согласно теореме б тогда существует разло­

жение У ­ © / У а : а е ^ Ь причём т&кое, что Х<* У чдля 
каждого а . Далее, воСШльзовавшнсь снова теоремой П.С. 
Александрова ­ В.Сергашского, представим каждое У* в 
виде дискретной суммы сепарабельных подпространств: У* *ц 

® I Уар : / € Й ^Ь По теореме 6 соответствующее X * можем 
разделить ь виде Х ^ = Ш ( %щ£>^ЧН причём так, что 
Х а ^ Уа^для всех &,уэ . . в результате получаем X « 

Ф{Ха^­^А/^Л У = © / 
всех а. , Я . Поскольку все Х А ^ , У ^ . * очевидно, 
являются локально бикомпактными пространствами со счётной 
базол, можем воспользоваться предложением 4 . 5 и ::э равен­

ства Х д / 3 ^ Уа^ заключить, что Х а ^ У*/з дая всех г 

^ £ 0 , * . . Согласно определению 5 . 4 из г.2] отсвда следует, 
что X У . 

Обратно, если У , то согласно определению 5 . 4 
из Г 2 ] существуют такие представления пространств X и 
У в виде дискретных сумм сепарабельных подпространств 
Х*= Ф / Х А : * * А / , у = ® / У А : Й € Л } , что Ха $ УЛ для 
всех ^ . Воспользовавшись предложением 4 . 5 , получаем 
отсюда Х А а* \ для всех я . Отсюда, согласно теоре­

ме 6 получаем, что X ^ У. 
Теорема 7 доказана. 
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А Й И О Т А Ц И И 

УДК 5 1 3 . 8 8 . 
Ырвгман Ю.Х., с . 3 ­ 6 . 

Доказывается топологический аналог комбинаторной теоремы 
Рамсея: если счетное регулярнее пространство оо счетной" ба­
зой, содержащее плотное в себе подмножество, представлено 
в виде конечного объединения своих водмй&юФЮ­» то оно вкла­
дьвчется з одно из этик подмножеств. БИСА. 2 назв , 
УДК 5 1 3 . 8 3 . 
Вуритейн Ь.И., с . 7­15 . 

Определяется и изучается ОЛ­сходимость подпространств и 
лда&Шшс операторов з нормированном пространстве я устанав­
ливается ее овявь, соответственно, со'сходимостью по раствору 
И компактной аппроксимацией, тбш* 7 назв . 
Щ : 5 1 3 . 3 8 . 
Вейлер Е Л . , с . 16­27 . 

Для произвольных множеств (н частности графиков операто­
иоз) в нормированном пространстве вводятся аналог понятия 
раотзора/ Изучается устойчивость непрерывности, ограниченнос­
ти и свойства Липшица операторов (зообша говоря нелинейных­
в нормированных пространствах. Еибл. 3 назв . 
УДК ихЗ.оо, 
вейлер Е Л . , с . 2 8 ­ 3 5 . 

йвучается'устойчивость Липшицееой обратимости я спектраль­
ных свойств нёлиней юге оператора. Дается необходима* я до­
статочные условия сходимости штшШшж операторов, опреде­
ленной автором в предыдущей статье . Библ. 3 н а з в . 
5ЭД$ 5 1 3 . 3 8 1 . 
Дергунова В . Л . 9 с . 3 6 ­ 4 0 . 

Устанавливается устойчивость ряда свойств линейного зам­
кнутого оператора ПОЙ икнейных возмещениях, сохраняющих 
г;го замкнуТОСТЬ, Ьибл. 7 наев. 
Щ 5 1 3 . 8 3 . 
Евстигнеев ~ . Г . , С, 4 1 ­ 4 4 , 

йе*од направленности взрименяется для распространения 
метрики с данного метртезжого пространства на его бикомпак­
тмое расширение. Бибя­ 8 н а з в . 
УдК Ы Э . ¿ 1 0 . 
Ндайок Т.А. , с . 45­53* 

Рассматриваются етртайные сглаживающие и интерполяционные 
сплайн­пункции, доказываются теоремы их существования л един­
ственности. Еибл. 5 т з в . 
У , 5 1 3 . 3 8 . 'г . А ^ 
Лабеез В. й . , с * Э 4 ~ ь л т 

Изучается устойчизость относительней открытости, сиектив­



EI ости, отк рь тоотн, индекса и полуустойчивость дефентных чи­
сел линейных непрерывных отображение при компактной сходимоо­
ти, я в л ж ш й с я обобщением секвенциально компактной аппрокси­
мации. Библ. 8 наев. 
УДК­513.88. 
Лааеев b.Yi., 0. 6 6 ­ 7 1 , 

Получены результаты, каоащивоя устойчивости свойств спек­
тра ликеЙЕшх непрерывных отображений при компактной сходимос­
ти. Библ. 3 назв , 
УДК 3 1 3 . 8 8 . 
Лиэляньш Д . Х . , о. 7 2 ­ 8 ? . 

Вводится понятие возмуи^ний, предкомпоктных относительно 
гомоморфизмов топологических векторных пространств и доказы­
вается устойчивость при этих возмущениях некоторых свойств 
гомоморфизмов. Библ. 3 наав. 
УДК old А. 
Липянскии P . C . , с . 8 8 ­ 1 0 1 . 

Доказывается, что нильпотенткше преобразоиания в радикаль­
ных алгебрах Ли линейных преобразований векторного простран­
с т в над полем нулевой характеристики образуют подалгебру, 
обертывающая алгебра которой локально нильпотентна. Библ.5 назв. 
УДК 5 1 3 . 8 8 , 
Слюсарчук B . S . , о . I 0 2 ­ I I 2 . 

Получено обобщение принципа максимума, которое применяется 
к исследазанкю абсолютной асимптотической устойчивости линей­
ных дифференциальных уравнений с запаздываниями. Еибл. 12 назв. 
УДК 51Э.8В. • 
Слюсарчук В.Iii,, с . I I 3 ­ I 2 2 . 

Обобщается теорема Винера об абсолютно сходящихся рядах 
Фурье, полученный результат применяется в исследованию задач 
о спектрах линейных непрерывных операторов, определенных на 
множестве числовых последовательностей. Еибл. Б назв . 
УДК 5 1 3 . 8 3 . 
Шостак А.П., с . 1 2 3 ­ 1 5 6 . 

Принадлежащая автору конструкция шеЯпов в классах компакт­
ности применяется для распространения собственно» лейповой 
классификации (Болл В.", üleptr Р . ) на класс локально бикомпакт­
ных парняомпактоа. Получен ответ на някотоше вопросы, по­
ставленные Е.Боллом. Ьибл. 14 н а з в . 
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