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4 i Н А  Д s».

1 , Nomografi i a  un v iz a s  pam atuzdevum s.- Fonograf i  j a  i r  

m ācība p a r  m atem ātisku  s a k a r īb u  a t tē lo š a n u  g r a f i s k ā  v e id ā , 

t u r k l ā t  s a k a r īb a s  a t tē la m  ( g r a f i s k a i  t a b u l a i  jeb  nomogrammai) 

jā b ū t  derīgam  ā t r a i  s k a i t l i s k a i  r ē ķ in ā š a n a i .

V is p ā r īg a is  uzdevums, kas n o m o g ra f ija i  j ā a t r i s i n a ,  i r  

š ā d s : z in o t  likum u ( g r .  nomos likum s) ieb  s a k a r īb u , kas 

s a i s t a  .m ainīgos lie lu m u s  z i , Zz. . . .  z».:

F (z< , z ? , . . .  z „ ) = 0 , (1)

g ād ā t p a l ī g l ī d z e k l i  v ie n a  m a in īg ā  v ē r t īb u  n o la s ī š a n a i ,  kad 

p ā rē jo  nain īgo , v ē r t īb a s  u z d o ta s .
P ie t i e k  aprobežoties a r  gad ījum u, kad m ainīgo s k a i t s  n = 5 . 

J a  m ainīgo s k a i t s  n > 5 , k ā  t a s  b i e ž i  g ad ā s , ta d  uzdo to  s a k a r i -  

bu  (1 ) ,  p ieņem ot p ie t ie k o š u ,  p ēc  i e s p ē ja s  mazu s k a i tu  p a l ī g l i e -  

lum u, c e n ša s  p ā rv e id o t  s is tē m ā  t ā ,  ka k a t r ā  s is tē m a s  n o l īd z in a -  

jumā d a r īš a n a  t i k a i  a r  5 m ainīg iem  lie lu m ie m .

Piemēram, j a  n = 4 un u zd o to  s a k a r īb u  v a r  u z r a k s t ī t  šādā 

v e id ā :  F ( Z ļ , z 2 ) = G (z 3 , z j ,  pieņem p a l īg l ie lu m u , kas a p z ī ­

mē abu fu n k c i ju  kopīgo v ē r t ī b u ,  un uzdo to  s a k a r īb u  a i z v i e to  a r  

l ī d z v ē r t ī g u  s is tē m u

F (z 4 , z 2 ) = u , G ( z s , z^) = u ,



k u r kva — t r a  n>o и līАd. ► -z in. /ā » ju1 m. . -a*•  t- . i k a i  — 5*  • • m' a i* n- īg' 4 i—e , 

Ja  n  = 5 un u z d o ta i  s a k a r īb a i  i r  šāds v e id s  : 
$ ( z 1> f У( z 3 > » z sJ =  0,

to  a i z v ie to  a r  e k v iv a le n tu  s is tē m u  : .

f  ( z o  z ? ) -  u , ^ ( z 3. t  z , )  = v ,  F (u ,v  z j  = 0 , 

k u r  k a t r ā  n o līd z in ā ju m a  3 m a in īg ie .

T fi_J^vērp jQ X _U Ļ r£ j^ ium l_^oaĻ arbosū^^

i^ a u ,  kad j ā a t t ^ o  n o m Ģ g r^ ā  noj-īdgiaāju& s., kas. s a d a ± a .^  

m a in īg u s .

2 . S a ī s in ā t s  fu n k c i ju  r a k s t ī b a s  v e id s -  Jē d z ie n s  o a r  n o ļ i -  

dzinājum u k ā r ļ u . -  L ai ie g ū tu  v i e g l i  pārredzam as fo rm u la s , nomo- 

g r a f i j ā  b i e ž i  a tm et m ainīgo apzīm ējum us, a i z v i e t o j o t  t o s  a r  

f u n k c i ja s  sim bolam  p ie s p ra u s tu  in d e k u . P iem ., f , apzīm ē fu n k ­

c i j u ,  kas a tk a r ā ja s  no z-, , f 2 ļ apzīm ē f u n k c i ju ,  kas a tk a r ā ja s  

no z 2 un z 3 un t . t .

Nol reizinājum u “  0 sauc  p a r  nom ografis^^  d -

Ug j a  v iņ u  v a r  p ā r r a k s t ī t  š ā d i  :
*Г  -R ļ.-p )-+  g4 . 623*’’ m +  • • • •  +  i i  ‘ 0 ,

kur .  fļtfik.ĢĪja S - .^ ., .^4^. » ļ ļ  -  l i n e ā l i  n e a tk a r īga?.:, Ja  t ā  s a k ā r ­

to tam  no līdzinājum am  i r  а  - 1  lo c e k ļu ,  sa k a , ka v iņ š  i r  n -  ās

k ā r t a s  ( i r .  o rd re )  a t t i e c ī b ā  uz m ain īgo  z ^ .

J a  t ā  p a t  n o te ic  n o līd z in ā ju m a  k ā r tu  n^ a t t i e c ī b ā  uz v is ie m  

m ainīg iem  z'Ļ , ta d  v iņ a  k o n īg ā  ( je b  t o t ā l ā )  n o m o g rafisk ā  k ā r ta  

n . = 1  nļ.-.

K ā rta s  jē d z ie n u  n o m o g ra f ijā  ie s ā k a  l i e t ā t  R» Soreau memuārā



"Nouveaux ty p e s  d 'a b a q u e s"  (1 9 0 6 .)

N o līd z in ā ju ša  k o p īg ā  k ā r ta  r a k s tu r o  fu n k c i ju  minimālo s k a i ­

tu  n o l īd z in ā ju š ā ,  un v a r  m a in ī t i e s ,  kad n o līd z in ā ju m u  p ā rv e id o . 

P iem ., s a k a r īb u  , . . . .  - , -

f  f t  4- 1Л1 . V' 1 * = f 3

v a r  p ā rv e id o t  šādā :

lo g  + \ /  1 + 1 ?  ) + lo ģ  ( f j + V ^ Ī V ī ? »  lo g  ( f j + v G ^  1 ) .

P irm a is  v e id s  i r  5 -  ās , b e t  o t r a is .  - 3 - ā s  k ā r t a s .

3 .  S k a la . КдЗ g k ā la s  a t b a l s t s  i r  t a i s n e ? -  U zdotas s a k a r īb a s  

g ra fisk am  a t tē la m  v a r  b ū t d a ž ā d i v e i d i ,  no kubiem v ism o d ern āk a is  

un p r a k t i s k ā  z iņ ā  v i s s v a r īg ā k a is  i r  t a s ,  kas s a s tā v  no skalām -̂

V is p ā r īg i ,  s k a la  i r  s k a i t l i s k u  v ē r t īb u  p ie k ā rto ju m s l ī n i j a s  
punk tiem . Tādu p ie k ā rto ju m u  g ād ā  l īk n e s  n o l īd z in a  juma p a r a m ^ i -  

s k a is  v e id s

X =  — ■ > у  =  2 — .h ( t )  h ( t )  ( 2)

k u r х , у -  D ekarta  k o o rd in ā tā s ,  ja  k o n s t r u ē jo t  l ī k n i  i e k ā r to ,  

ka ik v ie n ā  l īk n e s  p u n k tā  v a r  n o l a s ī t  a t t i e c ī g o  p a ra m e tra  t  v ē r ­

t ī b u .  Toļsasniedz a p z īm ē jo t a r  šĶ ērs šv īkā ti punk tus uz l ī k n e s ,  

kas a t b i l s t  a p a ļā s  a r i tm ē t i s k ā  p r o g r e s i j ā  pieaugošām  p a ram etra  

v ē r t ī b ā s  un p i e r a k s to t  š ī s  v ē r t ī b a s  p ie tie k o ša m  šķ ^ rs šv īk u

sk a ita m .

Š ķ ē rsšv īk u  kopumu apzīm ē p a r  s k a la s  ie d a l ī ju m u , a r  i e d a l ī ­

juma un u z ra k s tu  p a l īd z īb u  l ī n i j a s  punktiem  p ie k ā r to to s  s k a i t ­

ļu s  -  p a r  s k a la s  atzīm ēm , b e t  p ašu  l ī n i j u  -  p a r  s k a la s  a t b a l s t u .



Teorēm a,

N ep iec iešam ais un p i e t i e k o š a i s  no teikum s tam... ka s k ā la  (2) — 

t a i s n a ,  i r  t a s ,  ka i d e n t i s k i

a f  ( t )  + b g ( t )  + c h ( t )  = 0 , (3)

k u r  k o n s ta n ta s  a .  b ,  c P v i s a s  r e i z ē  nav  n u l l e s ,  t . i .  fu n k c ijām  

f  ( t ) f у ( t ) t  h ( t )  ja b S t l i n e ā r i  a tk a r īg ā m .

A t t i e c īb ā  uz sk a lu  (2) pieņem sim , ka v iņ a  tie šā m  i r , kā 

n o te ik t s  l ī n i j a s  punk tu  kopums, t ā  t a d ,  n ed eģ en e rē  p u n k tā  un 

n e a i z i e t  b e z g a l īb ā .  Tā ta d ,  k a t r ā  z iņ ā  h ( t )  ± 0 , un a t t i e c ī b a s  

f ( t )  : h ( t )  un g ( t )  : h ( t )  abas nav k o n s ta n ta s  r e i z ē .  To p ie ņ e ­

mot v i e g l i  seko teo rēm as p ie rā d ī ju m s .

Ja  s k ā la  (2) i r  t a i s n a ,  v iņ a s  punk tu  k o o rd in ā ta s  s a i s t a  l i ­

n e ā ra  s a k a r īb a  : . ~ , - - , - ,

-- «•V » -«- • -l» a x + b x  + c = 0 .  (4)

I e v i e t o j o t  še x un у v i e t ā  v iņ u  iz te ik s m e s  (2 ) un p a r e iz in o t  

a r  h ( t )  dabū ( 3 ) .

O trā d i ,  Ja  noteikum s (3 ) i z p i l d ī t s ,  s k ā la  i r  t a i s n a .  V ie­

n ād ību  (3 ) izdalām  a r  h ( t )  f  0 .  I e v ē r o jo t  (2) dabū l i n e ā r u  s a -  
* V ' • У

k ā r īb u  s t a r p  koord inā tām , t . i .  seko ( 4 ) .

A tvasinām  (3) d iv r e iz  :

a f  ’ ( t )  + b g ’ ( t )  + c h ' ( t )  = 0 , 

a f ' ( t )  + b g " ( t )  +  c h " ( t )  = 0 . 

Š ie n o līd z in ā ju m i i r  homogēni un l i n e ā r i  a t t i e c ī b ā  uz a ,  b , c .  

Kopā a r  (3) v iņ i  v e id o  s is tē m u , k u ņ a ijir  n e t r i v i ā l s  a t r i s in ā ju m s ,  

jo  а , Ъ, c v i s i  r e i z ē  nav nu lles-»  Tā ta d  :

f ( t )  g ( t )  h ( t )  

f ( t )  g ’ ( t )  h ’ ( t ) = 0 (5)

f " ( t )  g " ( t )  h " ( t )
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N ep iec iešam ais un p i e t i e k o š a i s  no teikum s tafc. ka s k a la  C2) 

t a i s n a ,  i r _ t a s ,  ka  no fu n k c ijām  f  ( t )  , _ ^ g ( t ) h ( t )  v e id o ta i s  Vron-  

■кж d e te rm in a n ts  l y  v i e n l īd z īg s  n u l l e i .

-Pieņem sim ,

ka a p r a k s t ī t a  k ā r t ā  k o n s tru ē ta s  3 s k a la s  ( i  » 1 ,2 ,3 )  :

(6)Xi =  - f  y (ß 4>  V» -
h t ( z č ) J  h t ( z t )

A p sk a tīs im  s k a lu  a tz īm es  Z ļ , z 2 , z s  p u n k to s , kas i r  uz v ie n a s  

t a i s n e s .  (K o ļin e ā ru  punk tu  p r i n c i p s . )

Ja  p u n k ti  (x t }y L ) (1 = 1 , 2 , 3 )  i r  uz v ie n a s  t a i s n e s ,  ta d

xi Ji 1

*2 У1 1 = Q
X 3 y5 *

I e v i e to jo t  se D ekarta  k o o rd in ā tu  v i e t ā  v iņ u  iz te ik s m e s  (6) 

dabū s a k a r īb u  s t a r p  s k a lu  atzīm ēm  p u n k to s (x t , yc ) :

A? 1 
h a

v a i  a r ī  :

fi g f

x 2 gj ^2 0 (7)

*5 g 5 h 3

k u r  de.term inant.u  r a k s tu ro  t a s ,  ka m a in īg ie  a t š ķ i r t i  k a t r s  sav ā

r in d ā .

I z v i r z o t  d e te rm in a n tu  dabū (7 ) v i e t ā

0 (8)



Та ta d ,  a tz īm e s , ko n o la s a  skalām  (6 ) v ie n a s  t a i s n e s  p u n k to s, 
I

a t b i l s t  no līdzinājum am  (7) jeb  ( 8 ) .  ŠTa я к И а я  v a r  l i e t  a t  n o l ī ­

dzinājum a 68) g r a f i s k a i  a t r i g i n a š a n a i  : z in o t  Z l  un z x  sam eklē 

p u nk tus uz a t t ie c īg ā m  sk ā lā ti ,  kuriem  a t b i l s t  tā d a s  a tz īm e s , s a ­

v ie n o  šos punk tus a r  t a i s n i  un ra u g ā s , kur t a i s n e  k ru s to  t r e š o

s k a lu .  K ru s tp u n k tā  n o la s a  m a in īg ā  z 5 v ē r t ī b u .

P a r  nomogrammas sugu ( f r .  g e n re , a n g l . 

genus) sauc  l īk o  sk a lu  s k a i tu  nomogrammā. Ja  nomogrammai v is a s  

s k a la s  t a i s n a s ,  sa k a , ka v iņ a  i r  0 -  ās  su g a s . J a  v ie n a  s k a la  

i r  l i k a ,  p ā r ē jā s  -  t a i s n a s ,  nomogrammu sauc p a r  p irm ās su g a s . 

V isp  ā r  ī g i , ja  nomogrammai p s k a la s  i r  l ī k a s ,  p ā r ē jā s  -  t a i s n a s , 

v iņ u  sauc p a r p -  ās s u g a s .

Nomogramma, kas s a s tā v  no 3 līk ām  skalām  (p = 3 ) ,  a t t ē l o

n o l īd z in a  jumu

f i  g i

f?  g2 h i  = °»

^3 g? ^3

kur v is ā s  r in d ā s  fu n k c i ja s  l i n e ā r i  n e a tk a r īg a s .  Tāds n o l ī d z i -  

nājums a t t i e c ī b ā  p r e t  kādu v ie n u  m ain īgo  i r  2 - ā s  k ā r t a s ,  b e t

v iņ a  k op īga  k ā r t a  n  x  6 . (S k . n o līd z in ā ju m a  nom ografiskās k ā r ­

t a s  d e f i n ī c i j u ) .  Tā ta d ,  š i n ī  gad ījum ā n a  p + 3 .

J a  k ād ā  v ie n ā  r in d ā  f u n k c i ja s  f i , g ( , h i i r  l i n e ā r i  a t k a r ī ­

g a s , nomogrammas suga pam azinās p a r  1 ( jo  v ie n a  s k ā la  ta d  i r  

t a i s n a ) ,  b e t  p a r  t i k  p a t  pam azinās a r ī  n o līd z in ā ju m a  k ā r t a .  J a  

p = 0 (v is a s  s k a la s  t a i s n a s ) ,  n = 3 .

V is p ā r īg i ,  0 - ā s  sugas nomogrammai a t b i l s t  n o līd z in ā ju m s, 

kuya nomograf i s k ā  k ā r t a  n = P + 3 ,



4 0 -

ā r īg a  h o lo g r ā f i s k ā  t r a n s f o r m ā c i j a . -  T r īs  s k a la s ,  ko 

d e f in ē  n o līd z in ā jā m !  ( 6 ) ,  i r  k o l in e ā r u  punktu, nomogramma, kas 

a t t ā l o  s a k a r īb u  (7 ) jeb ( 8 ) .  P a rā d īs im , ka m in ē tā s  t r ī s  s k a la s  

nav v ie n īg ā s  d e r īg ā s ;  g lu ž i  o t r ā d i ,  to  paSu s a k a r īb u  v a r  a t t ē ­

l o t  a r  sk a lu  t r i jo tn ē m  b e z g a la  dažādos c i t o s  v e id o s .

No uzdotām fu n k c ijām  f / ,  g ē , h ; ( i  = 1 ,2 ,3 )  l i n e ā r i  sakom bi- 

nēsim  9 c i t a s  :

F i = a i f t  + bi g6 + c, tu  ,

Gv = a 2 f i  + b2 g. + cT h 4 , ( i  -  1 ,2 ,3 )  (91

Hū = a 5 f i  + b5 g- + C jb  ,

kur а ,;, Ь г , Ci -  p a t v a ļ ī g i  i z v ē l ē t a s  k o n s ta n ta s ,  kas ie ro b e ž o ­

t a s  v ie n īg i  a r  to  noteikum u, ka no viņām v e id o ta i s  d e te rm in a n ts  

nav n u l le  ;

a i bļ c<

a 5 b3 c 5

(10)

I e v ē r o jo t  l i e l o  n e n o te ik t īb u ,  kāda p i e ļ a u t a  k o n s ta n tu  a t , b ^ , 

Ci i z v ē l ē ,  v a r  ļ o t i  d ažād i iz v e id o t  f u n k c i ja s  ( 9 ) .  Bet s k a la s

(11)

( i  « 1 ,2 ,3 )  '

k ā  k o l in e ā ru  punk tu  nomogramma a t t ē l o  s a k a r īb u

F̂  Gi Hļ

F2 Gg H9 = 0,

$3 GJ  H 5



-1 1 -

a 4 f 4 -к b i g i  + c 4 hi

a< f? + b<g a + c ^

a i f 3 + b d g 3 + c4 h 3

+  +  C a ^  a 5 f 3 +  b j g ,  +  C j h .

+ bag, + C?X  a 3 f 2 

+ b 2 g, +  c a h 3 a 3 f 3

+  b 3 g 2  *  0 ^  =  Oj

+  b ? g 3  4- c 3 h 5

a ?

a i

а г ^ 5

к&з, k i a a i Q t  (19), до. Ш.»
Tā k ā  nomogramma, ko v e id o  s k a la s  ( 6 ) ,  a t t ē l o  to  pašu  sa k a ­

r īb u  s t a r p  m ainīgiem , k ā  nomogramma (1 1 ) , ta d  sek o , ka p u n k ti 

a r  atzīmēm z 1 }  z a , z 5 , kas p irm ā nomogramma i r  uz t a i s n e s ,  t ā ­

p a t  a r ī  o t r ā  i r  uz t a i s n e s .  I e v ē r o jo t  (9) t a i s n e  o a ry e id o .ia s  

t a i s n ē . T ra n s fo rm ā c iju , k u y a i tā d a  īp a š īb a ,  sauc  p a r  hom onrafix  

S^u jeb  pj.Q.je k t īv u .

7.. M ainīgo ä k irä a n a s  a r o t lē m a .-  J a  k o l in e ā ru  punk tu  nomogram- 

mai z in a  s k a lu  n o līd z in ā ju m u s , nav g^pūti a t r a s t ,  kādu sa k a r īb u  

v iņ a  a t t ē l o .  P ra k sē  j ā a t r i s i n a  t i e š i  p r e t ē j s  uzdevum s. U zdota i 

s a k a r īb a i

E123 -  О (12)

jā a t r o d  n o m o g ra fisk a is  a t t ē l s , t . i .  sk ā lu  n o l īd z in a  jum i un p a ­

ša s  s k ā la s .

A cīm redzo t, uzdevums i r  a t r i s i n ā t s ,  ja  u zd o to  s a k a r īb u  izdodas 

u z r a k s t ī t  e k v iv a le n tā  v e id ā  t ā ,  ka k r e i s ā  pu sē  i r  d e te rm in a n ts , 

k u r  m a in īg la  a t  Š ķ i r t i  k a t r s  sa v ā  r in d ā

(13)



-w-
Ar p a r a l ē lo  s ta b iņ u  p ie s k a i t ī š a n u  v a i  a r i  a r  v is p ā r īg o  

hom ografisko  tr a n s fo rm ā c i ju  v ienm ēr v a r  s a s n ie g t  to ,  ka b e id z a ­

m ajā s t a b iņ ā  nav n ev ien as  n u l l e s .  Tā ta d ,  v a r  p ieņ em t, ka 

h t  £ 0 ( i  1 ,2 ,3 )«  J a  t a s  t ā ,  n o l īd z in a  jumu a t t ē l o  nomograma, 

kas s a s tā v  no skalām

-Xe =  y t =  ( i  = 1 ,2 ,3 )

Ja  s a k a r īb a ,  ko g r ib  a t t ē l o t  nomogrammā, u zd o ta  s p e c i a l i z ē ­

t ā  v e id ā  un a t b i l s t  k ā d a i no p a ra s ta jā m  f i z i k a s  v a i  te c h n ik a s
I 

form ulām , d e te rm in a n ta  ( t . i .  d e te rm in a n ts  i e t e l p s to š o  fu n k c iju )  

v e id o ša n a , ko M. d ’Ocagne savos d arb o s apzīm ē p a r  m ainīgo š ķ i r ­

šanu ( f r .  d i s jo n c t io n  des v a r i a b l e s ) ,  b i e ž i  iz d o d as  sam ērā v ie n ­

k ā rš ie m  l īd z e k ļ ie m . G rū tāks i r  uzdevuns, ja  a t tē lo ja m ā  s a k a r īb a  

u zd o ta  g lu ž i  v i s p ā r īg ā  v e id ā  ; še i z v i r z ā s  a r ī  ja u tā ju m s, kā  

p a z ī t ,  ka u z d o ta is  n o līd z in a ju m s  p i e ļ a u j  v a i  n e p ie ļa u j  m ainīgo 

š ķ ir š a n u .

P iem in ē ta jie m  jau tā jum iem , pēc pirm iem  n e p iln īg ie m  m ēģinā­

jumiem, kuyu a u to r i  i r  de S a in t -R o b ert (1 8 7 1 ), Massau (1 8 8 4 ), 

L ecornu (1885), Buporcq (1 8 9 8 ), p la š u s  memuārus v e l t ī  Boulad 

(1 9 1 0 -1 1 ), Gronwall (1 9 1 2 ), K e llo g g  (1 9 1 4 ). S oreau  sa v ā  k u rs ā  
У  — /

Tomographie ou T r a i t e  des A b aq u es., 2 e d . ,  1921) v e l t ī  m a in ī­

go š k , i r š a n a i  l i e l u  d a ļu  o t r ā  sē ju m a . Nomogrammu k o n s t r u k to r i  

no šiem  pētījum iem  g a id a  p ie t ie k a m i  v i s p ā r īg u  un r e i z ē  no p ā r ­

mērīgām a n a l ī t is k ā m  g rū tīb ām  b r īv u  m etodi m ainīgo š ķ i r š a n a i

īp a šo s  p ra k se s  g ad īju m o s.



f ^ ^ c i g ^ ^ . -

v jenado  ju m i.

P a r īz e s  z in ā tņ u  ak ad ēm ija i i e s n i e g t ā s  p iez īm es (C .R ., t .  

CXXVII, 1898) E. Duporcq n o d a rb o ja s  a r  jau tā ju m u , k ā  p a z ī t ,  ka 

u zd o tu  f u n k c i ju  F (x  у z) ie sp ē ja m s u z r a k s t ī t  d e te rm in a n ts  v e i ­

dā  t ā ,  ka  m a in īg ie  a t š ķ i r t i  k a t r s  s a v ā  r in d ā ,  un j a  tā d a  u z ra k ­

s t ī š a n a  ie sp ē ja m a , kā  n o te ik t  d e te rm in a n ta e le m e n tu s . Jau tā jum u 

p i l n ī g i  a t r i s i n o t  iznākum i, k u r ,u s  a u to r s  nodod a k a d ē m ija i ("La 

q u e s t io n  e s t  re s o lu e  com plētem ent au  moyen des r e s u l t a t s  que 

j ’a i  l ’honneur de so u m e ttre  a 1 ’Academie dans c e t t e  N o te " ) . 

Pieņem sim , ka  u zdo tu  f u n k c i ju  F ( x ; y ,z )  v a r  i d e n t i s k i  p ā rv e id o t  

d e te rm in a n tā :

F (x ; y, z) =
f  4 (x 
f2 (У 
f 3 (z

gi (x ) ih  x 
g i ( y )  М У  
g5 (z )  h 3 (z)

(1)

ku r f  Č , 8 L > Ьё>(1 = 1 , 2 , 3 )  i r  nezinām as f u n k c i j a s .  Apzīmēsim

m in o ru s, kas viņām a t b i l s t ,  a r  

G*, H^. Tad seko v ie n ā d īb a s  :

a t t i e c īg ie m  l i e l i e m  b u rtie m  Fi,

F

F 7 и)

F z)

= IV Ъ (y)

= (z )

+

+
G2 б? (у)>+ H

? h ? (y) 

G3 g3 (z )  + H3 h3 (z )  ,

(2)

Tā k ā  d e te rm in a n tā  (1 ) m a in īg ie  a t š ķ i r t i  k a t r s  sa v ā  r in d ā ,

ta d  fu n k c i ja s  Fe , G^, H;; 

a t t i e c ī g ā s  f u n k c i ja s  f4 , 

V ien ād īb a  nezaudē  spēku,

a t k a r ā j a s  no tiem  m ain īg iem , kuņus 

g ; , s e v ī  n e i e tv e r .

j a  m ain īgo  a iz v ie to  a r  s k a i t l i s k ā m

v ē r tīb ā m . P irm ā v ie n ā d īb ā  (2) v a r  x v i e t ā  i e v i e t o t  p a t v a ļ ī g i



i z v ē l ē t a s  d j  žādas s k a i t l i s k a s  v ē r t īb a s  a ,  a ' , а" (а  £ а ’ , 

а а ” , а ’ =̂ а" ) :

F ( a ^ z )  ^ P J j a )  + G i g i ( a )  ч - Н ^ Д а ) ,  ļ

F (a /y ? z) = +  G n g jä ’) 4-Н лМ аО  > (5)
F ( a ^ z )  + G i ß i ( a " )  + H 1 h 1 (a " )  )

No šīm v ie n ā d īb ā s , kopā a r  pirm o ( 2 ) ,  kad e l im in ē  F4 , G-,, 

H4 , seko :

F (x ; y? z) f i ( x )  g j x )  h j x )  

F ( a ; y z) f i  (a )  g , (a )  h j a )  
7 ₽ 0

F (a /y ^ z )  Тл(а') g, (a 1) ’ hH » ') 

> (a ?"y;  z) f^ (aO g j a ! ’) h i (āO

Apzīmēsim m inorus, kas a t b i l s t  p irm ā  s ta b iņ a  e lem en tiem , a r  

А , В , С , D . V iņos nav ne y , ne z .  Tāpēc v ie n ā d īb ā

A*F (x ,y ; z) + B-F ( a ? y? z) + C»F (а /у , z) 4- D-F ( a t y  z) = 0 (4) 

k o e f i c i e n t i  А, В, 0 , D nem ainās, ka у un z a i z v ie to  a r  p a tv a ­

ļ ī g i  iz v ē lē tā m  dažādam s k a i t l i s k ā s  v ē rtīb ā m  b , b ’ , b" a t t i e c ,  

с ,  о ’ , c" :

A-F (x ; b, o) + B*F (a ,b , o) + C F (a /b , c) + D-F ( a j b ? c) = 0 ,  ļ  
A-F ( x ,b /c )  + B-F ( a , b / c ’ ) + C-F ( a ; b / c ' )  + D-F ( a ;b ;c )  = 0 ,1 (4 )  

A-F (x ,b " c " )  + B-F ( a ,b " c " )  + C*F (a^ b ^ c” ) + D-F ( a ^ c " )  = o) 

Mums i r  4 n o l īd z in ā ju m i, kas a t t i e c ī b ā  uz А, В, C, D i r  l i n e ā r i  

un  hom ogēni. V ie g l i  n o s k a id ro t ,  ka A, B, C, D n ev a r v i s i  r e i z ē  

b ū t  n u l l e s .  Ja  pieņem , ka А = 0 , ta d  sek o , ka v ienād ībām  (5) 

la b ā s  p u ses  i r  l i n e ā r i  a t k a r īg a s ,  t ā  t a d ,  l i n e ā r i  a t k a r īgām j ā -  

b u t  a r ī  k re isām  pusēm, t . i .  s t a r p  y^z jāpieņem  s a k a r īb a .  Bet



t ā d s  pieņēmums i r  n e a t ļ a u t s ,  jo  v ie n ā d īb ā  (1) m a in īg ie  jā u z ­

s k a ta  kā  n e a t k a r ī g i .  Tā t a d ,  jāp ieņem , ka A ^ 0 .

Ja  s is tē m a i  ( 4 ) ,  ( 4 ’ ) i r  n e t r i v i ā l s  a t r i s in ā ju m s ,  ta d  j ā -

iz z u d  de terra inan tam , ko veido  

F(x, y, z) F (x ,b , c) 

БЧ ^у, a) F (a ? b ; c)

2) F (a /b ; c) 

F (a ;y , z) F (a ;b } c)

iz te ik s m e s  p ie  А, В, C, D :

F ^ b j c » )  F (x ,b ;c " )

F ( a , b 'c ’ ) F (a .b " e w ) 
=>0.

H a ^ 'o ' - )  F ( a ;b ;c " )

F (a " b y c ’ ) F ^ b j c " )

(5) z

Tādā p a t  k ā r t  а  ̂i e v ie to  j o t o t r ā  v ie n ā d īb ā  (2) у v i e t ā  b ,

b" un t r e š ā  (z v i e t ā )  o, c ’ , c"  seko :

F (x ,y ) z) F (a ,y , c) F (a ,'y ; o ’ ) У(а*у, C )  
F (x ,b ,e )  F ( a ,b ,c )  F C ^b jO 7) F ( a jb ,c " )  

F ( x ,b 'z )  F ( a ,b 'c )  F ^ b ' c ļ  F (a ;b ;c * )  

F (x } b -z )  F (a } b jc )  F (a '? bjc/) F (a ;b ;c * )

F (x ; y; z) F (a } b; z) F ( a ,b 'z )  F (a?b ;"z) 

F (x ,y ? c) P f a ^ o )  P (a ',b ,c )  F (a ;b » c )  

F ^ y ^ c )  F C a ^ c )  F ( a ) b,
) c/) F ^ b ^ c * )  

F C X j^ c ” ) Р (а ,Ь ) С *) F ( ^ b ' c w ) F ( a ;b jo - )

Ш .У  3)» .Щ v iņ u  уау u z rņ k s tĀ t ģ letsrm iflņņta v e id ā  

ka m a u t i e  a t  O fe r t i  ^ r g . ^ v ā  r  „ a tk y la t Т Ц А К О. . ^ -

M inorus, kas v ie n ā d īb a s  ( 5 ) ,  (5 ’ ) ,  (5 ") a t b i l s t  elem entam

F (x  y. z) apzīm ēsim  pēc k ā r t a s  a r  △,А/,ЛЛ. V iņ i a t k a r ā ja s  no kon- 
. / 7



s t a n t ā s  a , a ’ , a" (x v ē r t ī b a s ) ,  b , b ' ,  b* (y v ē r t īb a s )  un с ,

o ’ , c" (z  v ē r t ī b a s ) ,  kuyu i z v ē le  ie ro b e ž o ta  a r  p ra s īb u , ka

vienam tam pašam mainīgam jāņem dažādas v ē r t ī b a s .  I e v ē ro jo t

k o n s ta n tu  p a tv a ļ īb u  v ienm ēr v a r  i e k ā r t o t  t ā ,  ka

(6)
Ja ta s  t ā ,  v ie n ā d īb a s  ( 5 ) ,  (5 * ) , ( 5 " ) ,  kad i z v i r z a  d e t e r -

m in an tu s pēc p irm ās r in d a s  e lem en tiem , v a r  p ā rv e id o t  šādās :

F (x ? y? z) = uF (x ? b ,c )  4- vE (x ? bj oZ) 4- wF(x? byc") '

H * ,? ,  z) ~ u ^ C a ^  c) 4- v^Ca^y, об + ^ ( a ^ y t c " )  ■

F ( x ^ J z ) = u ^ F C a r b1^ ) j^ v ^ F ( a ^ b ^ z } + 2 ^  -
(7)

k u r :  u ? v? w -  a t k a r ā j a s  no (y } z ) ,

u jv /w ’-  * * ( z ,x ) ,

u*v*w*- * * (x ? y ) .

No t ā  s e c in a  ( s k .  H. S ch w erd t, Lehrbuch d e r  Nomographie, 

1924, 159 . I p . p . ) ,  ka  f u n k c i ju  F C x ^ z )  v a r  u z r a k s t ī t  d e te rm i­

n a n ts  v e id ā ,  k u ra  e le m e n ti t i k a i  a r  k o n s ta n tie m  p r o p o rc io n a l i ­

t ā t e s  fa k to r ie m  v a r  a t š ķ i r t i e s  no F (x ,Ъ? с ) ,  F(X^b^c’) ,  . . .

Tā t a d ,  i d e n t i s k i  :

XF(x b c) XF (X b с) ХЭ(х b c)

= ^ F ( a  у 
uF (a  b 

ku r А, . .

c) |/F (a  у c) 
z) vT (a z b ' z) 

. -  k o n s ta n ta s

и Н а  у c) 
vT(a* b" z)

(8)

te ik to ,  k o e f ic ie n tu  a t r a š a n a s  uzdevum a.



I l l

В ф Щ а 'а  metode m ainīgo

M ainīgo š ķ ir š a n a s  p ro b lēm a i F. B o u la d 's ,  ie s ā k o t  a r  1 9 1 0 .g. 

(C .R ., T. CL), v e l t ī  v a i r ā k  d a rb u , p a r  kuriem  M. d 'O cagne*) s a ­

k a , ka v iņ u  kopums e s o t  "v ie n s  no v is la b ā k ie m  un v is sv a r īg ā ķ ie m  

v is p ā r īg ā s  n o m o g ra fija s  v e ic in ā ju m ie m " .

1 . M etodes p r i n c i p s . -  ŪZdots no līdz inā .ium s F ^ A = 0 . kam k r e i ­

s ā  puse a tk a r ā ja s  no m ainīgiem  z 1 , z , , z 5 . F ieņem sin , ka viņam , 
■

kad to  n o m o g ra fisk i s a k ā r to  a t t i e c ī b ā  uz m ainīgo z , , i r  šāds

v e id s  : F T F25 + Gd G25 + H25 ±  0 .

J ā a t r o d ,  j a  ie sp ē ja m s , 6 f u n k c i ja s  Gč, EU ( i  = 2

(1)

, 5) tā d a s ,

k ä id e n t i s k i

F̂  F23 + G, + H, H23 =
F1 Gi Ш
F? G2 H2

H5

Ja  tā d a  v ie n ā d īb a  ie sp ē ja m a  un t u r  Fi , Gf , Щ apmaina a t t i e ­

c ī g i  p r e t  F2 , G2 , H2 v a i  F3 , G3 , Щ , dabu la b ā  puse n u l l i  :

Fi F ^ + G2 G23 + H2 =. 0 ,

*5 *25 +  $3 G?3 +  ^ 3  ^23 =  °  > ■
(2)

jo  tā d a s  apm aiņas dēļ. d iv i  r in d a s  d e te rm in a n ts  to p  v ie n ā d a s .

L ie la  nozīme m etode i r  tam, ka (2 ) i r  v ie n ā d īb ā s .

Ja jio llĀ ž J jiā iu m ā  (1) f u n k c i ja s  F i ,  G i, Hi apm aina n r e t  sim - 

ņ.olĀgū gx». S ?», Вa .vai__ Дз«, ..Ga > л !,?д аШ .ае  ( U e n t i t ģ t s . s ),

kas sp ēk ā  n e a tk a r īg i  no m ain īgo  v ē r tīb ā m .
-* ) C a lcu l g rap h iq u e  e t  Nom ographic, 2~^ e d . ,  1914, 2 5 8 « lp .p .

( p ie z .)



a tro d  no p irm ās v ie n ā d īb a s  ( 2 ) ,  s a k ā r to jo t  to  

a t t i e c ī b ā  uz m ainīgo z 5 . P ieņem sim , ka pēc p ā rk ā r to š a n a s  i r  : 

+ 6 5 Фг  + . . .  + t 5 e z  = 0 , 

k u r  f 5, g 5 , . . .  t 5 i r  zinām as f u n k c i j a s .  Nezināmās F2 , G2 , 

i r  i e t v e r t a s  sim bolos , . . .  0 2 .

P ā rk ā r to ša n a s  iznākam s i r  v ie n ā d īb a , kas spēkā  n e a tk a r īg i  

no m ain īgā  z 3 v ē r tīb ā m . Tas t ā  v a r  b ū t v i e n īg i  t a d ,  j a  

0 f _ 0 f = 0 ,

V isp irm s j ā p ā r l i e c in ā s ,  ka š ie  n o līd z in ā ju m i n e ru n ā  v ie n s  

otram  p re t im . Ja  v iņ o s  i r  pretruna., m ainīgo š ķ ir š a n a  nodom ātā 

v e id ā  nav ie sp ē ja m a . Ja  p r e t r u n a s  nav , n o līd z in ā ju m i k a lp o  , 

G2 , H2 a t r a  š a n a i .

Ps . G Ž . Цз a t ro d  l ī d z ī g ā  k ā r t ā  no o t r ā s  v ie n ā d īb a s  ( 2 ) ,  s a ­

k ā r to jo t  to  a t t i e c ī b ā  uz m ain īgo  z2 • Pieņemsim, ka pēc p ā r k ā r to ­

šanas iz n ā k  :

= 0 .

Tā kā t a s  i r  sp ēk ā  i d e n t i s k i ,  n e a tk a r īg i  no z 3 v ē rtīb ā m  , ta d  

jā b u t  ___ Ф Ь" 0 f . . . в з =  0 f

no k u r ie n e s  dabū  P5 , G5 , H5 , p ieņem ot, ka s is tē m ā  nav p r e t r u n a s .

2 . V is p ā r īg a i?  c e tu r t ā s  un t r e š ā s  nQBiografiskäs k u r ta s  no-  

ļ īd z in ā .ļu p s  a r  3 m a in īg ie m .-  Tāda n o l īd z in a  juma v e id s  i r  :

P 5 (a o f ^ f 2 + a 1f 1 + a 9 f 2 + +

+ G3 (b o f „ f 2 + b^f. + b2 f 2  + bj) + (3)

+ H5 (c o f4 1г + Cļ + C2 f 2 + Cj) = 0 ,

k u r a ^ , b u , с г -  k o n s ta n ta s .



Ja  F3 , G5 , H5 l i n e ā r i  n e a tk a r īg i ,  n o l īd z in a  juris a t t i e c ī b ā  

uz z 3 i r  o t r ā s  ( p r e t ē j ā  gad ījum ā -  p irm ās) k ā r t a s .  A t t i e c īb ā  
uz p ā rē jie m  m ainīgiem  v iņ š  i r  p irm ās k ā r t a s ,  t a ķ ā  k o p īg ā  k ā r ta  

n = 5 v a i  4 .

G rib o t n o l īd z in ā ju š a  k r e is o  p u s i  u z r a k s t ī t  d e te rm in a n ts  v e i ­

d a , kur m a in īg ie  a t š ķ i r t i  k a t r s  s a v a  r in d ā  :

a iz v ie to ja m  u z d o tā  n o l īd z in ā ju š ā  (3 ) F3 , G5 , H3  (u zd o tā s  fu n k - 
• \ \

c i j a s )  a r  sim boliem  F4 , un F2 , G2 , . Seko v ie n ā d īb a s ,

ku^as sa k ā rto jam  a t t i e c ī b ā  uz z2 un z  ̂ :

(a 0 *i + a 2 ) + G .(b o f .  + b 2 ) 4 Н Д о Д . 4 c t ) 4 
= T

+ [ F< ( a 4 f i + a 3 ) 4 G1 (b, f„ + b3  ) f H ^ c J ,  + c 3 )] = 0, 

un t ā p a t  :
f j  F2 ( a o f 2 4 a j  4 G2 (b 0 f 2 + b 4 ) + H j c o f ? + c j ]  4

+ [ Fi (aa f a  + a 3 ) + Ga (b2 f a 4 b 3 ) 4 Ha (c 2 f ^  + c3  )J = 0 ,

Tās i r  v ie n ā d īb a s , kas sp ē k ā  n e a tk a r īg i  no m ainīgo v ē r tīb ā m .

F irm ai jā b ū t  spēkā  n e a tk a r īg i  no z2 , o t r a i  -  n e a tk a r īg i  no z n .

Tāpēc :

Fi ( a o f 4 + a j  4 G1 (b o f 1 + Ъг ) + H1 ( c o f 1 + c a ) = 0 , 
-------------------------------------------------------------------------------------  ( 4 )

( a i f ,  + a 5 ) ♦ Ģ jb ^ f^  •» Ъ3 ) + Н Д с ,^  + c ;  ) = 0.

un

Fg/apfg,* a , ) 4 Ga (bo f ž + b J  4  Нг (с0 ^  + ĉ  ) = 0 , 

F2 ( a 2 f^ 4 a s ) 4 G ^ b ^ fg  + b5 ) + H2 (c ^ f 2 4 c 3 ) = 0 *

Ko š e j ie n e s  seko :



F u n k c ija s  F-j , Ĝ  , Hļ n o te ic  s k a lu .  Kāds n o l īd z in a ? urns i r  

ITknaĻ uz kuyas s k a la  a t b a l s t ā s  ? P u n k tā , kam a t b i l s t  a tzīm e 

Z ļ , k o o rd in ā ta s  i r

. , G,
X -  ----  У =

Hv  Щ

t ā  ta d ,  F̂  : G4 : = x : у : 1 .

Ja  n o līd z in a ju m o s  (4) f u n k c i ja s  Fi , G, , Hļ a i z v ie to  a r  p ro ­

p o rc io n ā lie m  lie lu m iem  х , у , 1 , dabū  :

( a of .  + а г )х  + (bo f4 + b ? )y  + (c o f .  + c 2 ) = 0 ,

( a i f i  + a 5 )x  + (Ъи f^ + b 5 )y  + (c , f ,  + o5 ) 0 ,

v a i  , p ā r k ā r to jo t  :

(a 3.x + bo y + c 0 ) f  + ( a z x + Ьг у + c 2 ) = 0 ,

(а и х + bļ у + с-) ) f  + ( a 3 x + b 5 y + c 3 ) = 0 .

E lim in ē jo t no beidzam iem  n o l īd z in a jumiem f ,  a tro d  s k a la s  

a t b a l s t a  n o līd z in a ju m u  :

a o x 4 b . y  4- Co a 9,x + b^v + Сг
a ix  + bi у + Cd a 5x + b5 y + c 5 (5 )

Ja  to  pašu  rē ķ in u  a tk ā r to  a t t i e c ī b ā  uz o t r u  s k ā lu , ko n o te ic  

f u n k c i ja s  F% , G ,, Нг , dabū to  n ā šu  n o l īd a in ā ju a u  (5 )•

Tā ta d  :

V ispārīgam  c e tu r t ā s  un t r e š ā s  k ā r ta s  n o līd z in ā ju ša m  ( 3 \  a t ­

b a l s t s  .d iv i ..skalām  i r  k o o ī^a o t r ā s  k ā r ta s  l īk n e  ( 5 ) .» )

*) īp ašo s gadījum os l īk n e  v a r  d e ģ e n e rē t d iv i  t a i s n ē s .



-^1-

š ķ i r t  поцокгаТхэк! цахпТдоз n o l īd a ln a ju t- r -  : 

h 4 4  + 1) -  h l  (4  + p) -  3 (4 -  1 H 4  + 2P ) -  o .

N olīdziņāJum a nomo g r a f i s k i  s a k ā r to t s  a t t i e c ī b ā  uz h .  Pieņemsim : 

Fi = h* 6 ^ -  h , Щ = Ц .

Ja šo fu n k c i ju  v i e f ā  r a k s ta  Fj , GL , ( i  = 2 , 3 ) ,  dabū v ie n ā ­

d īb a s  : FT (4 + 1) + G*1 (4 + P) + H2 (4 -  1 ) (4  + 2p) = 0 ,

F3 (4 + 1) + G ^  (4 + p) + H3 (4 -  1 ) (4  + 2p) -  0 .

P ieņem ot, ka F, , G2 , H2 a t k a r ā j a s  no 1 un F3 , Gs , H? no p ,

sa k ā r to s im  pirmo v ie n ā d īb u  a t t i e c ī b ā  uz p , o t ru  -  a t t i e c ī b ā  uz 1 :
p [ G± 1 + 2Ha (4 -  1 ) ]  + [ F 2 (4 + 1) + G^l + ^ ( 4  -  1)] = 0 ,

1 [  F3 + G3 ( l  + p) -  H3 (4 + 2p)] + [  F3 + H3 (4 + 2p)] = 0 .

Abas i r  v ie n ā d īb a s ,  kam jā b ū t  sp ēk ā  n e a tk a r īg i  no m ainīgo 

v ē r tīb ā m  : p irm a i n e a tk a r īg i  n o p r l o t r a i  -  n e a tk a r īg i  no 1 . Tas 
ie sp ē jam s t i k a i  t a d ,  ja  f u n k c i ja s  F ; , GĪ , H^ļ iz z ū d . N otā seko 

d iv i  s is tē m a s  nezinām o fu n k c i ju  a p rē ķ in ā š a n a i  :

GX 1 + 2 ^ ( 1 - ! )  = 0 ,

Fa ( l  + 1) + Ga l  + H2 ( l  -  1) -  0; 

un :

F5 + G3 ( l  + p) -  H3 ( l  + 2p) = 0 ,

F3 + H5 ( l  + 2p) ^ 0 }

t  ā ta d  :

F^ ; Ga  ; H* - 1 ( 4  - 1 )  : 2 ( 1 ^ - 4 )  : 1 (1  + 1 )  ;

=  -  (4 2 p )(4  + p) : 2(4 + 2p) : (4 + p ) .

ūb 'UdxUr. icq /?tn/viwrva>o мисдлтлхг



IV.

Y lB parbäs E tn o g rā f is k ā s  

t r a n s f o m a c i j a s  d i f e r e n c i ā l i n v a r i a n t i  ■ 

^ j£ £ ņ g g ^ ^ e meigde6) .

1 . D iv i s k a ļa s  un s e k a n te . -  G ro n w a ll 's  1 9 1 2 .g . p u b l ic ē ja  

memuāru, k u r m ainīgo š ķ ir š a n a s  problēm a a p s k a t ī t a  v i s a i  s ī k i  

un p l a š i .  V ēlāk būs m in ē ti  d a ž i  š ī  p ē tīju m a  iznākum i. Bet p a -  

p r ie k š u ,  k ā  sagatavojum s turpm ākam , šāds v ie n k ā rš s  ģ e o m e tr i­

j a s  uzdevums :

Ortogonālās. Pokarta koordinātu .a sīs  ua.d.Ģ.taa-AlY.i skalas., 

i t a n t e  s a v ie m  kād^ . skalu  punktus» I ^ P ^ t . ī ļ - Y i^  īp a - 
< Д  Д • • ■ v ' ' 4  л  w  /  • -  U * '  . ’ *• 5

iZbas .

Apzīmējumi :

H ’  D ekarta  k o o r d in ā ta s , 

% (y -  s k a lu  a tz īm e s , 

u -  s e k a n te s  v i r z i e n a  k o e f i c i e n t s ,  

V -  n o g r ie z n is  o r d in ā tu  a s i j ,  

w -  * a b s c is u  a s i j .

S ka lu  n o līd z in a ju m i :

( i  = 1 ,  2 ) .  Indeks 1 apzīm ē, ka f u n k c i ja  a tk a r ā ja s  no x , 2 -  ka 

v iņ a  a tk a r ā ja s  no у :

f , - f < ( x ) ,  g ļ  =  g i ( x ) ,  

g^= g2 ( y ) ,  h j - h j y ) .

Caur punktiem  ( ^  , ) un ( ^ , v i l k t a  t a i s n e ,  k u ras

n o līd z in a ju m s  :



1

Gfldijumiem, kad abas s k a la s  i r  uz kop īgas t a i s n e s , kas p a­

r a l ē l a  v ie n a i  v a i  o t r a i  k o o rd in ā tu  a s i j ,  apskatām ā problēm ā nav 

ne t e o r ē t i s k a s  ne p r a k t i s k a s  i n t e r e s e s .  Tāpēc pieņem sim , ka, 

v i s p ā r ī g i ,  ^3 » H-’ * T a d  n o  seko v i l k t ā s  t a i s n e s

( s e k a n te s )  v i r z ie n a  k o e f ic ie n t s  un a su  n o g r ie ž ņ i  :

• *

у  =  =  S t  ~ g i f t  ,
$1 S1  -  h i l \  (5)

^ - > 1 *  g i ^ - h l g l ‘
No šim fo rm u lā s , v a i  a r ī  t i e š i  ģ e o m e tr isk i redzam s, ka 

i d e n t i s k i  u  w + v » Q. (4)

F u n k c ija s  u , v , w a t k a r ā j a s  no x un y .  V iņu p a rc iā liā s  a t ­

v a s in ā tā s  :

öx
-£хРл

T āpat :

_  - К г  Ри _ 
dx (gļ h ? -

^2—= _ _ £ i _ a j _____  .
dx ( f ,  h 2 -  Ь ^ 2 )г ?

______ ;
(5)

_____, 
dy T ^ r h ^ - h T f ^ ^ -

З у _  =  ____ __________ -
dy  ( ^ Ь , -

(5 ’ )

& !_  __ гЩЛз_____
öy ( g i ^ -

_____ _____________
u ^ f . h ^ -



Š in īs  fo rm u lās  :

=

gi

f ,  g 4 h* . ( i  3  1 ,2 )  
g f  b f

No (5 ) un ( 5 4  seko :

dv dw du
- - -----  : u*------  : ------  -  fn : g , : h 1 ;

dy dy dy

F u n k c ija s  u , v , w s a i s t a  id e n t i s k a  s a k a r īb a  (4 ) ,  tā p ē c  p ro -

p o r c i j ā s  (7) v ie n u lie lu m u , p iem . w, v a r  e l im in ē t .  Seko : ' • /
-  dv

- V ! (

dv

du dv
V - w -  -  u ------  )

dy d.y

öu dv

du X
• — • g-j • bļ ,)

dy /
г ( 7 4

du Ч
---------: ( 

dx
V ------ ---  u ------ )

dx öx
: - -  = f 2 : g :

dx

Tā ta d  :

F u n k c ija s  f v , ^ (4 =  1 ,2.),. .Savi^  ..a tt i e .OĪbām no­

t e i c  s k a lu  n o līd z in a .!  maus (1 ) ,  v a r  sa sk aņ ā  a r  (7) v a i  (7 4  I ĪĀ ? 

p r o p o r c io n a l i t ā t e s  fak to ram  d a b ū t no se k a n te s  e lem entiem , u ,v .w  

( w  w  «  0) an  y i ^  narO&Aliett a t v a a i ^

Š is iznākums i e r o s in a  p r e t ē ju  uzdevumu : p ieņem ot d iv i  z i ­

nāmas f u n k c i ja s  u -  u ^ y ) ,  v -  v ( ^ y ) p a r  nezinām u s k a lu  s^k an -  

t.es e lem entiem  (u  -  v i r z i e n a  k o e f ic ie n t s , .  v -  n o g r ie z n is  o r d i ­

n a tu  a s i j ) . ,  a t r a s t  s k a lu  n o l īd z in ā ju š u s .



U zdevum u v a r  a t r i s i n ā t ,  j a  u z d o t ā s  f u n k c i j a s  u ,  v  i r  t ā d a s ,

k a  a t t i e c ī b a s

dv 

öy  

dv 

dx

d u  

dy  

d u  

d x

(▼

( v

d u

d y  
d u

dv
-  -  u  ------  

öy  
dv

-  -  u  ------  
d x

•) :

•) :

d u

öy  
d u

d x

a t k a r ā j a s  t i k a i n o  v i e n a m a i n ī g ā ( p i r m ā s  - n o X, b e id z a m ā s  -

no  y ) . Т а  t a d ,  j ā b u t

8
—  (■
dy

d
----- (■
dx

dv 

dy  

dv 

d x

d u
------- ) = (

d u  

öy 

d u  

d x

dv

dy* 

dv

dx 1

dv  

dy  

dv  

d x

d\i
----- ) : ( 

dy*

d u
------- ) : ( 

d x 1

d u
------- ) = ü ;

ö y

d u
------- f  =  0 ,  

d x

dy

d u
------- )

dx
= (

v a i  a r ī  :
d u dv d u

- П
d x

d u

d x ’

dv

d x

dv

dx*

d u

= ü >

► ( 8 )

dy dy* dy d y 1
— ü .

V i e g l i k o n s t a t ē t , j a  ( 8 )  i z p i l d ī t s , k a t a d  v i s a s a t t i e c ī b a s ,

k a s  i r  f o r m u l a s  ( 7 * )  k r e i s a  p u s e ,  a t k a r ā j a s  t i k a i  n o  v i e n a  m a i ­

n ī g ā .

Kais, y e id s  i r  fu n k c ijām  u , v ,  kas i z p i ld a  noteikum us (8) ?

V iņ u s  v a r  p ā r r a k s t ī t Š ā d ā  v e i d ā  :

_ a t .  
d x d x

—

d u  . 
o y

-dv
oy

=  o , ( 8 ’ )

d V  
dx*

J Ž _
d x “1- d y 1

-dv 
d y ^



un d e te rm in a n tus u z tv e r t  ka  V ronska d e te rm in an tu s  a t t i e c ī b ā  . . .  . • . / ■ -
uz divām d iv u  m ain īgu  l ie lu m u  fu n k c ijā m . ( 8 ‘ ) i z t e i c ,  ka a t t i e ­

c īg ie  p a r c i ā l i e  a tv a s in ā ju m i i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g i  :

du dv
F и ——  + Щ ——  Ä  0 , 

dy ду­

ди ди
_ +  H , - - — = 0 . 

дх дх

I n te g r ē jo t  :

РИ и + НИ V = G„

F, и + H, V - % ,  

ku r F L , Gc, H;, i r  p a tv a ļ īg a s  no x (in d ek s  1) v a i  у ( in d ek s  2) 

a tk a r īg a s  f u n k c i j a s .

A t r i s in o t  s is tē m u  dabū  :

Ĝ Нг  — Hļ GT F^Gj— G< F^

-  F ^ -  H4 F J  “  F ^ -  Hf F^

kas b ū t īb ā  n e t š ķ i r a s  no pirmām (5 ) iz te ik sm ēm .

D iv i .gXāl4 Xi + Хг, ņĢ gTlēz-
a i a  Agl j  y. .= яХакаах  (f i = f i ( x ) ,  f t  = f^ y )  >)

P a p r ie k šu  j ā p ā r l i e c i n ā s ,  ka u z d o tā s  f u n k c i ja s  a t b i l s t  n o t e i ­

kumiem (8 ) :

du dv dv du . ,
----------------------=  f l ( - < f 2 ) _ ( f ; = o , 
дх дх”2 дх дхг

du ov dv du , , „
--------, -  ; —  = f H  ) f 2 = o. 
dy dy1  ду дуг

Aprēķinām :

dw du dv , au’ _  =  V ------ U —  ,  ± , t i ,
дх дх dx



dy

du öv
------ u — =  f ? ^  .
öy dy

Tā ta d  :
öv q dw du . , , ,

------ : u —  : — e  ^ f ,  : f  4 f ,  : f { -  f ,  : f f  : 1
dx dx dx

dv dw du ,
-  ”  : : r  -  f ^ ,

dy oy oy
f i f i  : f >  4  : f  * : 1

S kalu  n o līd z in ā ju m i : £*- f  c , q -= f t  ( i  = 1 ,2 ) .  Abām sk ā lā n  

a t b a l s t a  kop īgs (p a ra b o la  Г}

No uzdotām  f u n k c i jā s  f ,  g , h , k as  a tk a r īg a s  no kop īga  m a in īg ā , - - . . . . . .  ’ ,
a r  v e s e la s  l in e ā r a s  t r a n s f o r m ā c i ja s  p a l īd z īb u  ve idosim  jau n as 

f u n k c i ja s  :

f  -  + b< g + C ļh ,

ģ  = a ^ f  + b, g + c ,h ,  (9)

h = a 5 f  + b 3 g + c 3 h .

Ja  a t b i l s t ī b a  s t a r p  fu n k c ijā m  f ,  g , h un f , ģ , h i r  a p g r ie

Sami v ien n o z īm īg a , k o e f ic ie n tu  determ inan ta in  j ā a t š ķ i r a s  no n u l l e s :

a b c 4

a 3 и b C 3

( 9 ’ )

Tad s is tē m u  (9) v a r  a t r i s i n ā t  a t t i e c ī b ā  uz f , g , h . Jā p ie z īm ē , 

ka š i n ī  a t r i s i n ā š a n ā  s v a r īg a  loma i r  ap a k šd e te rm in an tiem , kas 

p i e k ā r t o t i  a u g š ē jā  d e te rm in a n ta  e lem en tiem . T ra n s fo rm ā c ija s  

d e te rm in a n ts  ap a k šd e te rm in a n tu s  (m inorus) apzīm ēsim  a t t i e c īg ie m

l i e l i e m  b u rtie m  :

А г, В ļ C 4

A? В ? С г

A3 B5 0 3



= b ? c 3 -  c2 b 3 , A2 = -b , c 3 + 01*3» • • • )

F u n k c ija s  f ,  g , h un f ,  g , h l i e t ā s i n  sk a lu  punktu  n o te ik ­

ša n a i D ek arta  k o o rd in ā tu  a s ī s .  Šo fu n k c i ju  v ē r t īb u  t r i j o t n e s ,  

kas a t b i l s t  k ād a i n o t e ik t a i  k o p īg ā  p a ram etra  v ē r t ī b a i ,  v a r  u z -  

t v e r t + k a  k o o rd in ā tu  p la k n es  punk tu  homogēnās k o o rd in ā ta s  pirm s

tr a n s fo rm ā c i ja s  un pēc t ā s .  No viņām seko nehomogēnās D ek arta

K o o rd in ā ta s  :

T ra n s fo rm ā c ija  (9) punktam X|) p ie k ā r to  punktu  ( J ,  ņ ) . 

Abu pun k tu  nehomogēnās k o o rd in ā ta s  s a i s t ī t a s  a r  sakarībām  : 
~  f  a ^  + b ig  + c^h a ^  + b< q + o, ļ

"  a 3 f  + b 5 g + c 5 h a ^  +  bjlq + c 5 * /

g a ^ f  + b ? g + c 2 h a ^  + b ,n  + c*
i ļ  -  - - -  X ---------------------------------- = ------------------- •--------- ,

h a 3 f  + b 3 g + c 5 h a 5^ + b3 + c 5 7

grāf лак ā .tranßf. gmag. Ua t
Iedom āsim ies f ig u r u ,  kas s a s tā v  no k o o rd in ā tu  asīm , a t t i e ­

c īb ā  p r e t  kuņām u z d o ta s  d iv i  s k a la s  ( 1 ) .  Caur v iņ u  punktiem  

( ^ ,  ) un ^ , )  v i l k t a  t a i s n e ,  kuņas v i r z ie n a  k o e f ic ie n t s

i r  u , n o g r ie z n is  o rd in ā tu  a s i j  v ,  a b s c is u  a s i j  -w . T ransform ā­

c i j a  (9 ) jeb  ( lo )  s k a la s  un t a i s n i  p ā rv ie to  c i t ā  s t ā v o k l ī ,  kur 

t a i s n e s  d a t i  i r  ū , v ,  w. &д л а ц Ш Х .  Y.>. W__ a r  u f. v f w ?

P a m a to jo tie s  uz (3) un (9) p ie rā d a

_  — -  _  i
_ 8i *2 ~
u  = ----------- -  -  Л  g  ̂ Ь и

f/j “  ii f  2
^2 . * 2

A<j В С г

*4 >

^2 S 2 *  2

( Ī D

kur k C ) Bc, Cc i r  t r a n s f o r m ā c i ja s  d e te rm in a n ta  m in o r i, kas a t -



b i l s t  a t t i e c ī g i  a^ , b c , c c .  Tādas p a t  fo rm u la s , kas n o te ic  asu

n o g rie ž ņ u s  V un w, a t š ķ i r a s  t i k a i  a r  k o n s ta n tu  indek iem , t ā  kā

iznākum us p i e t i k s  a tz īm ē t s a ī s i n ā t a  v e id ā , i z r a k s t o t  t i k a i  p i r ­

mās d e te rm in a n tu  r in d a s  :

▼ = -  |A3 B3 C3 | ; |At  B2 C2 ļ 

w = -  |A, B, 0 s | : |A, B, 0<|
(1 1 ’ )

I z v i r z o t  d e te rm in a n tu s  pēc p irm ās r in d a s  un i e v ē r o jo t  (3)

dabū  :
A<,u + Cd v -  Bi 

u  - -------------------------------}
A ,u + C»v -  Во 

, (12)
A? u + O3 v -  B5

A2 u + CjV -  B^

Ja u n ie  s e k a n t i  n o t e i c ē j i  e le m e n ti  i z c e ļ a s  no, veca jiem  a r

v is p ā r īg a »  h.Qmografi«\?B t ru n a fo rm a c i ja s  p a l īd z īb u .

Tāpēc iz d a r o t  v ie n a s  t ā s  p a ša s  d a rb īb a s  a r  lie lu m iem  

u = u (x , y) ū  = ū (x , y)
un

V = v (x , y) V = v (x , y)

dabū, v is p  ā r  ī g i , da ž īdu  iznākum u. J a  tom ēr g ad a s , ka k ā d a i fu n k ­

c i j a i  F i r  tā d a  īp a š īb a ,  ka i d e n t i s k i

* (u ,v )  = F ( ū , v ) , 

ta d  tā d u  f u n k c i ju  sauc p a r  i n v a r i a n t u , un īp a š i  -  ja  d a rb īb u

sim b o lā  F i e t v e r t a  a r ī  a tv a s in ā š a n a  -  p a r  d i f e r e n c i a l i n v a r i -
•••

G ro n w all’a  metode m ainīgo  š ķ i r š a n a i  g a lv en ās  kārtām  pam ato­

ja s  uz d i v i  iz te iksm ēm , ku^u s t r u k tu r u  v is la b ā k  p ā r r e d z , u z ra k s ­

t o t  v iy a s  d e te rm in a n to s  :



D =

-bO-

I (13)

dx

dy*

dx
-.2 
öy*

+2

Ь.Ц ,ÜY- 
öy dy

öxdy dxdy

&1_ _öv 
dx dx

du. ' .ÖY

I z te ik s m ju  s a u c ē jā  i r  l ie lu ia u  u , v fu n k c io n ā ld e te rm in a n ts , 

каз nav v i e n l īd z īg s  n u l l e i ,  jo  s e k a n t i i ,  a r  kuņas p a l īd z īb u  n o - 

mogramma iz d a r a  n o la s īju m u s , v i r z ie n a  k o e f ic ie n t s  u i r  n e a tk a -

G ronw all ’ s *) pieņem

d (u  v) _  du dv _  dv du _  
d (x y) “  dx dy dx dy ~

un r a k s ta

L  ydx1 dy dx? dy 4  dxdy dx öxdy дхД

(14)

Jo u rn a l de H ath , p u re s  e t  a p p l iq u e e s , t .  V I I I ,1912, 64-lpp*



Ka iz te ik s m e s  0 un D in v a r ia n te s  a t t i e c ī b ā  uz ik v ie n u  homo- 

g r a f  isk u  t r a n s f o r m ā c i ju ,  kas s k a r  lie lu m u s  u un v , p i e r ā d ī j u ē i  

E» G oursat un P . P a in le v e  (С .Й ., t .  CIV, 1887 .)

D ife re n c ē jo t  (14) p a r c i ā l i  pēc  x un у un iz m a n to jo t iz n ā k u ­

mu kopā a r  (1 5 )j k ā  a r ī  i e v ē r o jo t  (8)^ dabū d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju ­

mu s is tē m u  :

T āļāk  v e id o  s is tē m a s  i n t e g r a b i l i t ā t e s  no te ikum us, d ab ū tās  

iz te ik sm ē s  a iz v ie to  o t r ā s  a tv a s in ā tā s  a r  v iņ u  v ē rtīb ā m  (1 6 ), 

un s e c in a ,  ie v ē r o jo t  u un v n e a tk a r īb u ,  ka



Abām sistēm ām  (17) un (19) iz r ā d ā s  k o p īg i i n t e g r a b i l i t a t e s

(20)

ka u zd o tu  n o līd z in a ju m u

У (x ; y; z) = 0 (21) 

v a r  p ā rv e id o t  viņam l ī d z v ē r t ī g ā  o i t ā ,  k u r k r e i s ā  p u sē  d e t e r ­

m in a n ts , t u r k l ā t  m a in īg ie  d e te rm in a n ts  a t š ķ i r t i  k a t r s  sav ā

r in d ā  :

М У ) ß j y )

(x )

M y ) = 0

M Z ) g3 (z) h 3 (z )

Vienmēr v a r  i e k ā r t o t  t ā ,  ka beidzam ā s ta b iņ ā  n ev ien s  e lem en ts

nav n u l l e .  To s ta b iņ u ,  kuņā nav n e v ie n a s  n u l l e s ,  r a k s ta  kā  b e i -  

dzamo. Ja  k a t r ā  s t a b iņ ā  i r  n u l l e ,  p i e t i e k  beidzamam stab iņ am  p ie ­

s k a i t ī t  v ie n u  no p a ra lē l ie m  s ta b iņ ie m . Tā t a d ,  pieņem sim , ka v i s i  

h Ļ ф 0 , un iz d a l ī s im  k a t r a s  r in d a s  e lem entus a r  a t t i e c ī g o  h(, . 

Tad beidzam ā s t a b iņ ā  v i s u r  būs 4 .

Tāpēc n o līd z in ā ju ša m  (21) m ainīgo  š ķ ir š a n a s  iznākumu, ja  

š ķ ir š a n a  ie sp ē ja m a , v ienm ēr v a r  r a k s t ī t  šādā  v e id ā , kas seko ,

j a  i e p r i e k š ē j ā  d e te rm in a n tā pieņem  h 2 -  h 3 = 1 :

W  g , ( x )  1 

f ? ( y )  gg.(y) 1 

M z ) g 3 ( z ) 1

0 . (2 1 ’ )



L īd z v ē r t īg u s ,  tā d ā  p a t  v e id a  u z r a k s t ī t u s  n o līd z in a ju m u s :

(x) 

W  

^ ( z )

Šī W

g 3 (2 )

1

1 = 0
1 I

dabū p i e l i e t a j o t  funkcijām  f L , g t , v is p ā r īg o  hom ografisko  t r a n s ­

fo rm ā c iju , t a  kā

Г a 5 f  V + b 3 g L + 03

o . =  а х Д +
Jv а 3 ^ +  b 3 g 6 + c } J

( i  ’  1 ,2 ,3 ) (22)

k u r t r a n s fo rm ā c i ja s  k o n s ta n ta s  a ^ , b t , c; a t b i l s t  noteikumam (9 * ) .

Agrāk d ab ū tās  fo rm u la s , j a  t u r  pieņem h , = h 2 = 1 , p a l ie k

sp ēk ā  a r ī  ta g a d . P iem ., no (3) sek o , ka apskatām ā gadījum ā

“  -  ( 2 3 )

Ja  n o līd z in a ju m a  (21*) d e te rm in a n tu  iz v i r z a  v a d o t ie s  no 

t r e š ā s  r in d a s ,  dabū :

g 3 (z )  = u f 3 (z )  + V. (24)

To a tv asin ām  p a r c i ā l i  pēc x un у :

d g > _  u  dz +  г  du +  dv, 
dz öx dz čx °  dx Эх

dz öy dz öy

Ja  beidzam o n o l īd z in ā ju š u  p a r e i z in a  a r  ö z jö x , b e t  i e p r i e k ­

šē jo  -  a r  d z /d y ,  un v ie n u  re iz in ā ju m u  a t s k a i t a  o tram , seko :

dx öy öy öx

v a i  a r ī

4- - - 0 . (25)



Abi fu n k c io n a id e t e rm in a n ti  beidzam ā fo rm u la  a t š ķ i r a s  no 

n u l l e s .  J a  pieņem , ka v ie n s  i r  n u l l e ,  ta d  a r i  o t r s  i r  n u l l e .  

Ja a b i i r  n u l l e s ,  seko , ka u = u (z )  un v = v ( z ) , t ā  t a d ,  n o l i -  

dz in ā ju m ā (24) i r  t i k a i  z .  Bet t a s  t ā  n ev ar b ū t ,  jo  (24) i r  1 

l ī d z v ē r t ī g a  (2 1 ) , kas i z t e i c  s a k a ru  s t a r p  5 m ainīgiem * Ta fed 

a t l i e k  t i k a i  p ieņ em t, ka n e v ie n s  no abiem fu n k c io n ā lie  term !-: 

nan tiem  nav n u l l e .

Tāpēc (25) v a r  a t r i s i n ā t  a t t i e c ī b ā  uz f  5 ; iznākum ā dabū: 

Ö V öz __ öv öz ÖV i öv
f  fz) = ___ э&.эх___sy_dx__ =  _  (26)

öx dy dy öx öx öy

pieņem ot apzīmējumu

S ta rp  iz te iksm ēm  M, N un d i f e r e n c iā l in v a r ia n t ie m  C, D Gron- 

w a l l 's  k o n s ta tē  s a k a r īb u  :

D = M C + N. (28)

Sekas i r  t ā s ,  ka d ife re n c iā lv ie n ā d o ju m o s  (2 0 ) , kuriem  C un D 

a t b i l s t ,  v ie n u  no šīm fu n k c ijā m  v a r  e l im in e t ,  piemēram, D. Tad 

o t r a  ( 0 ) ap m ie rin a  r e i z ē  d i v i  n o līd z in a ju m u s . ūn j a  t a s  t ā

i r ,  to p  p i e r a d ī t s  t ā l ā k ,  v a r  a t r a s t  u , v , 0 un fu n k c i ja s  f  i , g£ .



G ro n w all’a  teo rēm a:

N ep iec iešam ais ил p i e t i e k o š a i s  noteikum s t a - ,  ka uzdo to  no - 

Ш аадШ ац (21) таг pārvadot. др1Йд1падя1д .(.ZirL-lr-Ш.,.. Ka 
d iv i  p a rc lā lio m  d ife re n c ia L v ic n a d o  jum iem. i r  koo īgs i n t e g r ā l i s  0 .

Visus до! S la in  āiuau?,. ka? a t b i l s t  v ien a i t a i  paša i c T ?r.tī- 

V ai, var d a tū t до kāda vie да a r  ^opQgraf.iiag (2z) ра И ДдлЬд ^.дп 

a trid l» , . t e l  hoapgraXitfei g a i s t  itiom  д оШ а!п п 1 Ш ?д  l a r  kopīga 

о ,v ? r t ita»

f l a ^ s  Я r o g a l i  'a  t e n d a s ,  kaa a t t i e c a s  uz s k a lu  a t b a l s t a  

^ j e i^ ^ -

Teorema I .

N ep iec iešam ais  un p i e t i e k o š a i s  noteikum s tam , ka s k a la  a r ­

gumentam X i r  t a i s n a ,  i r  t a s ,  ka

kopā a r  (20) un (2 8 ) .

Teorema I I .

N ep iec iešam ais  un p i e t i e k o š a i s  noteikum s tam , ka s k a la  a r ­

gumentam у i r  t a i s n a ,  i r  t a s ,  ka

kopā a r  (20) un (2 8 ) .

Teorema I I I .

N ep iec ie šam ais  un p ie t i e k o š a i s  no teikum s tam , ka s k a la  mainīgam 

z i r  t a i s n $ ,  i r  t a s ,  ka



ДО _  ÖB , у  fr lo g 
öy öx öxöy = 0,

kopā a r  (20) un (2 8 ) .

Teorēma IV

N ep iec iešam ais un p ie t i e k o š a i s  noteikum s tam , ka nomogrammai 

v i s a s  5 s k a la s  t a i s n a s ,  i r  t a s ,  ka 

_ ā l l ^ J £ _  л 
öxöy v •

( Dft 18.71) ♦

Teorema V»

N ep iec iešam ais  un p i e t i e k o š a i s  noteikum s tam , ka s k a la s  x 

un у i r  t a i s n a s ,  b e t  s k ā la  z -  l i k a ,  i t  t a s ,  ka iz te ik sm e  

p  =  _  1  3 1  ļ lo g  M
öy \ M öx / öxdy (29)

ap m ie rin a  vienādojum us

Š in ī  teo rem ā i e t i l p s t o š o  uzdevumu pirm o r e i z i  a t r i s i n a  Massau 

(1884) un Lecornu (1 8 8 5 ).

N ep iec ie šam ais  un p i e t i e k o š a i s  noteikum s tam , ka u zdo tu  n o -

līd z in a ju m u  (21) v a r  p ā rv e id o t  šāda:

f  i (x )

(y )

f 3 (2)

4 ( y )  1

g ? (z) 1

= 0 ,

i r  t a s ,  ka iz te ik sm e  (29) a t b i l s t  vienādojum iem  :



T .

F u n k c iju  l i n e ā r ā s  a tk a r īb a s  urincip-S 

n ^ L n īg ^ ^ ^ i r š g j^ .

(K ellogg*a m e to d e ).

Pieņem sim , ka u z d o ta s  П  fu n k c i ja s  

f ^ ( x ) ,  f $ ( x ) , . . .  f a ( x ) ,  kurām apskatām a argum enta m aiņas i n t e r ­

v a l l a  i r  1 - ā s ,  2 -a s ,  . •  ( n - l ) - a s  k ā r ta s  a t v a s in ā t ā s .  V ronska 

( Ķpene W ronski, R e fu ta t io n  de l a  th e o r ie  des fo n c t io n s  a n a l y t i -  

ques de L agrange, 1812) v ā rd ā  sauc  d e te rm in a n a n tu s , kas v e id o t i  

r a k s to t  p irm ā  r in d ā  p a ša s  f u n k c i j a s ,  o t r ā  r in d ā  -  to  p irm ās a t ­

v a s in ā tā s ,  nākošās r in d ā s  -  o t r ā s ,  t r e š ā s ,  . . .  ( n - l ) - a s  a t v a s i ­
n ā tā s .

Tā ta d  !

f d (x) f 2 ( x ) ...................... f n (x )
< ( x )  f ' ( x ) ...................... f ' ( x )

< ( x )  f g ( x ) ...................... t* ( x ) (1)

Lr Vronska d e te rm in a n ts .

2 . F u n k c iju  l i n e ā r ā  a tk a r īb a  v ie n a  m ain īgā  g a d īju m ā .-  

F u n k c ija s  f 4 ( x ) ,  f ^ x ) , . . .  f^Cx) sauc p a r  l i n e ā r i  a t k a r īg a s ,  ja  

t a s  i d e n t i s k i  i z p i ld a  noteikum u

Ĉ f^ (x) + + On f n (x) = ° ;  (2)

k u r k o n s ta n ta s  cļ  , c ^ , . . .  c ^  v i s a s  nav n u l l e s .  J a ,  tu r p r e t im ,



noteikum u (2 ) n ev a r i d e n t i s k i  i z p i l d ī t  o i t a d i ,  ka p ieņem ot, ka

Cļ -  c2 -  . .  . -  Cļ -  0, ta d  f u n k c i ja s  sau c  p a r  l i n e ā r i  n e a tk a r īg ā m .

Ja  fu n k c ijām  f j  ( i  = 1 ,2 ,  . . .  n) i r  1 - a s ,  2 - ā s ,  ( n - l ) - ā s  k ā r ­

t a s  a tv a s in ā t ā s ,  no (2 ) seko :
+ ( ^ ( x )  + . . . ,  + % < ( х )  = 0;

^ ' ' ( х )  + + ,... + cn f'nf W  -  Oy

с ^ ^ х )  + c2 ^  \ x )  + . . . .  + ^ ^ ļ x )  = 0 .

Šie n o l īd z in a  ju m i, kopā a r  (2 ) v e id o  s is tē m u , kas a t t i e c ī b ā  uz 

konstantām  c^ i r  l i n e ā r a  un homogēna. J a  pieņem, ka v i s i  C£ nav

n u l l e s ,  sek o ;

f a (x ) . . . . • • • • f  n.(X )
<  (X) ī'w ....

4 ( X ) . . . . .... 4м =  10

...

Та ta d ,  la  f u n k c i ja s  f ^ f ^ ,  £n  *5-»ДД.

viņām v e id o ta i s  Vronska d e te rm in a n ts  i d e n t i s k i  iz z ū d .

A p g r ie s tā  teo rēc ia  a t t i e c ī b ā  uz a n a l ī t is k ā m  fu n k c ijām  a r ī  i r

sp ēk ā  : j.& Zx.png.kft. <Ļ̂ r p i ^  t,„s
< , -л -V Д>. • ' r ’ •' ♦ .. /  ’

v e id o ts , ,  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g s . To v i e g l i  p a r a d ī t ,  ja  f u n k c i ja s

i r  d iv a s , Pieņemsim :

f .  f 3 

f  f -  f i f a " Vi- 0’ (4)

t a d ,  sa sk a ņ ā  a r  d e te rm in a n tu  a tv a s in ā š a n a s  k ā r tu lu ,  būs

f< f a

<41
-  f -  0  • (5)

J a  v ie n a  f u n k c i ja  i r  k o n s ta n ta ,  ta d  no (4) sek o , ka a r i  o t r a  i r



/ /
k o n s ta n ta .  So gadījum u nepieņem ot fļ ļt  0 .  Но (4) seko :

f  2 -  — °4 А
( o ^ O ) ,  tā ļp ēc ļk a , sa sk a ņ ā  a r  (5 ) :

л iУ?- — Jfļ  JХдl  -  J Jzj  _  /лj 
dx f f “

Apzīmēsim a p a k šd e te rm in a n tu s , kas k r e i s ā  p u sē  (3) a t b i l s t  

beidzam ās r in d a s  e lem entiem  a r ^ ( x ) , < O a (x ) ,  ...C J n ( x ) .  T ā lāk , 

ie v ē ro s im , ka i d e n t i t ā t ē  (3) beidzam o r in d u  d e te rm in a n ts  v a r  

a i z v i e t o t  a r  kādu no pārējām  rin d ām . I z v i r z īs im  a t t i e c ī b ā  uz 

beidzam ās r in d a s  elem entiem  d e te rm in a n tu  v ie n ā d īb ā  ( 3 ) ,  kā  a r ī  

p ā r ē jā s  v ie n ā d īb ā s ,  kas d ab ū ta s  no t ā s  a i z v i e t o j o t  beidzamo 

r in d u  a r  p a ra lē lā m  rindām  : :

. Ц 1 , г о ,  
Ц «1 +  « г 4 +  • • • •  ♦<4|S n = 0 ,  

О ,f ļ '+  . . . .  +  Ц ,f "=  0 , (6)

p irm o, o t r o ,  t r e š o  . . . .  s ta b iņ u s  un d zēšan as iznākumam p ie v ie ­

n o jo t  pārmaiņām p o z i t īv u  un n e g a tīv u  z īm ī.

Ja  v ie n ā d īb a s  (6) a tv a s in a  pēc k ā r ta s  u p /ie v ē ro  nākošo , dabū



-40-
s is tē m u  :

•••• + ч Ч = ° ,  

•••• 

. . . .

о ,
no k u r ie n e s  .s e k o , ka Cd!: : <ö$ : . . . .  : Ф„ — k ā  d e te rm in a n t i ,

kas v e id o t i  au g šā  a p r a k s t ī t ā  k ā r t a  no m a tr ic e s  ( 7 ) .

No t ā  redzam s, ka

Tā ta d  :

I e v i e to jo t  š ī s  iz te ik s m e s  p irm ā v ie n ā d īb ā  (6) un i e v ē r o jo t  

t o ,  ka e k p o n e n c ia lā  f u n k c i ja  nav n u l l e ,  dabū pec i z d a l ī š a n a s  a r  

t o  :

°1 f 1 * ° 1 V  • • • •  +  '’n ^ 0 - 

t . i . ,  ka f u n k c i ja s  . . .  f  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g a i .

3.. F u n k c iju  l i n e ā r ā  a tk a r īb a  v c i r ā k  . Д Л п .  r r d l j u t j . -  

KeJQo^g^J^Jte^rem^;

N ep iec iešam ais  un p i e t i e k o š a i s  no teikum s tam , ka s t a r o  S e t-  

rām a n a l ī t i s k ā k  fu n k c ijām  f ^ v ^ z ) ^  f ^ f v ^ z ) ,  f ^ / p s )  un f s (y? z ) 

i r  l in e ā r a . t e Q ggn ^ n.oW .z i n ^ ^^^

c-if i +  С Л  +  с з % +  ~  ° ’ ( 8 )

Kur & e f l a i e ņ t i  c^^ Ģ4 . n e f i tk ^ r ī^  np__y un z, u n _na.y ..v isl

n u l l e s ,  i r  t i s f ka m a tr ic e i

f 1 £1y ^2 Г ъ 2г



ran g s  i r .  mazāks p a r  4 . M a tric e s  ran g s  i r  v ie n l īd z īg a  l i n e ā r i

B u r t i  X, y , z f u n k c i ju  in d ek o s apzīm ē p a r c iā lo  a tv a s in ā š a n u .

Teorema v ie n k ā r š īb a s  la b a  fo rm u lē ta  a t t i e c ī b ā  uz 4 fu n k c ijām , 

b e t  t ā  p a l i e k  l ī d z ī g ā  v e id ā  d e r īg a  a r ī  v i s p ā r īg ā  gad ījum ā, kad 

fu n k c i ju  s k a i t s  i r  n . M a tr ic e i  ta d  i r  n r in d u  un s t a b i ņ i  n o b e i­

d zas a r  ( n - l ) - ā s  k ā r ta s  p a rc iā lā m  a tv a s in ā tā m .

Notiekums i r  n e o je c ie Sams, kā p ā r l i e c in ā s  p a r c i ā l i  d i f e r e n ­

c ē jo t  (8) un e l im in ē jo t  Cj , c ^ , c ^ , c^ . Ka t a s  a r ī  p ie t i e k o š s ,  

v i e g l i  p ā r l i e c i n ā t i e s ,  kad f u n k c i ja s  i r  d iv a s .  Pieņem sim , ka 

m a tr ic e i

M =
*4

ra n g s  i r  mazāks p a r  2 . P ie rā d īs im , ka tā d ā  gadījum ā fu n k c i ja s

i r  l i n e ā r i  a t k a r īg a s .

Tā kā  m a tr ic e s  ran g s  i r  mazāks p a r  2 , ta d  v i s i  d e te rm in a n t i ,  

ko no m a tr ic e s  v a r  v e id o t s v ī t r o j o t  s ta b iņ u s ,  i r  n u l le s  :

No

^1

t a  sek o , p ieņem ot, ka n ev ien a

s  

fs, 

no

(10)

fu n k c ijām  nav k o n s ta n ta  n u l le :

£ -4 - £2* £)?_ ĀB
*2 > f i ~ f a ’

(11)

No p irm ā n o līd z in ā ju m a  (1 1 ) , ko v a r  r a k s t ī t  š ā d i : 

(lm£| ) -  ( ln f Ā ) 

i n t e g r ē jo t  sek o , ka f a  -  G, f^ , k u r ( z ) . Iznākumu p ā rb a u d o t,

o t r ā  n o l īd z in ā ju š ā  (11) dabū , ka -  c o n s t .  -  c^ Tā t a d ,  f ^ ^  f^ , 

k u r c^ n e a tk a r ā ja s  ne no у ne no z ^ t . i .  f u n k c i ja s  f^ un fg i r

l i n e ā r i  a t k a r īg a s .



Pievem sim , ka teorem a p a r e iz a  a t t i e c ī b ā  uz n=3 funkc ijām ; 

p ie rā d īs im , ka t  d v iņ a  p a r e iz a  a r ī  a t t i e c ī b ā  uz n+1 = 4 funk ­

c ijā m .

Dota i r  m a tr ic e  M ,, k u ras  ran g s i r  3 , t . i .  vism az v ie n s  
t r ī s r i n d u  d e te rm in a n ts , ko v a r  v e id o t ,  iz d z ē š o t  t a i  r in d a s  un 

s t a b i ņ u s , ; nay n u l l e i  Ar r in d u  pārm ainu  vienm ēr v a r  s a s n ie g t  to ,  

ka n e izzū d o šo  d e te rm in a n tu  v e id o  e le m e n ti , kas i r  m a tr ic e s  p i r ­

m ajās 3 r in d ā s .  Sameklēsim s ta b iņ u s  m a tr ic e i  M, no kuru  rindām  

v e id o ja s  n e iz z ū d o š a is  d e te rm in a n ts . T eiksim , t i e  v e id o  m a t r ic i  

. A pskatīs im  4 r in d u  d e te rm in a n tu , ko dabū p ie v ie n o jo t  m a tr i -  л 
c e i  v ie n u  s ta b iņ u  no M. p ie m .,

(12)

D iv i gad ījum i ie sp ē ja m i ; 1) m a tr ic ē  M" nav p ie v ie n o tā  s t a ­

biņa^ un 2) p ie v ie n o ta is  s t a b iņ š  t u r  i r . Abos gadījum os d e te rm i­

n a n ts  i r  n u l le  : p irm a jā  gad ījum ^ tā p ē c ,  ka m a tr ic e i  M ran g s i r  

3 , o t r ā  gad ījum ā tā p ē c ,  ka d e te n a in a n tā  d iv i  s ta b iņ ie m  a t t i e c ī ­

g ie  e le m e n ti  i r  v ie n ā d i .  D e te rm in an tā (12) p irm ā s ta b iņ a  v i e t ā  

t i k p a t  l a b i  v a r  ņemt c i t u  m a tr ic e s  M s ta b iņ u  ; v i s i  d e te rm in an ­

t i ,  ko t ā  dabū, i r  n u l l e s .

Apzīmēsim a p a k šd c te rm in a n tu s , kas a t b i l s t  p irm ā s ta b iņ a  e l e ­

mentiem d e te rm in a n t i  (12) a t t i e c ī g i  a r  A, B ? 0^ D. L ai d abū tu  
// V -V -A m a tr ic e  M jā iz d z e ā  p irm ā r in d a .  L a i dabū tu  B, jā īz d z ē s  o t r a  

r in d a ,  un d a b ū ta is  d e te rm in a n ts  jāņem a r  n e g a tīv u  z irn i. L īd z īg ā  

k ā r t ā  t ā l ā k .  Vismaz D ±  0 .



I z v i r z īs im  d e te rm in a n tu  (12) pec p irm ā s ta b iņ a  elem entiem ,

t ā p a t  i z v i r z ī s im  d e ts rm in a n tu s , ko dabū apm ainot pirmo s ta b iņ u .

Seko 10 v ie n ā d īb a s  :

A £  + В f ,  + C f , + D f  , -  04
(13)

A f + В f 5 n  + C f 3 n  + D Д 1г -  0 ;

Afj + Bfg + Cfi + Dfn -X  0%) 
.............................................................  (  (15*)

■ ^ 1 1 2 3  +  ® -^222- +  ^ 3 1 2 2  +  ^ ^ 2 2 2  =  0 .

K o e f ic ie n t i  А, B, 0 , B, v i s p ā r ī g i  a tk a r ā ja s  n o y ,  z , b e t  

v iņ u  a t t i e c ī b a s  no Šiem m ainīg iem  n e a tk a r ā ja s .  L ai to  p a r ā d ī tu ,  

a tv a s in ā s im  v ie n ā d īb a s  (13) p a r c i ā l i  pēc y , un iznākumu v ie n -  

k ā rS o ša n a i i z l i e t a s i m  s a k a r īb a s  (13) un ( 1 3 ') .

Seko, ka v je n a l ī b ag (13) p a l i e k  suS kā, j a  A, B r 0 r D__ v ie -  

fu n k c i ju  p ^ i g l ä s ^ v ^  0^, Tā

ta d  
A ; В : 0 : D X 

v a i  a r ī

А “  В С В

^ ( ln jl) = ^ (lnB> = ^ (1п°) =lū<lnD)

I n t e g r ē j o t ,  sek o , ka

InA -  ln q  -  InB -  Inb  -  InG - In c  X InD -  In d ,7

а Ъ c d

k u r i n t e g r ā c i j a s  k o n s ta n ta s  a , b ,  c ,  d no у n e a tk a r ā j a s .  Tā ta d



a t t i e c ī b a s

n e a tk a r ā ja s  no y .

L īd z īg ā  k ā r t ā  p ie rā d ā t: , ka t a s  n e a tk a r ā ja s  a r ī  no z .  Tā ta d  

t ā s  i r  k o n s ta n ta s ,  un s a k a r īb u

Af, + Bf^ + Cf3 + D f^ - 0 , 

iz d a lo t  to  a r  D v a r  p ā r r a k s t ī t  š ā d i  :

ku r c ; -  k o n s ta n ta s .

4 .  M dgdlM l a a in la o  ä k j r ä u a s  p ro b i ē n ā .-  K e llo g g 's  sava 

darba  ie v a d ā  ( Z e i t s c h r .  f .  M ath, u . -  P h y s ., 63 . B d ., 1914, 159. 

I p p .)  a tz īm ē j i s  G ronw all’a u . c .  n o p e ln u s m ainīgo š ķ ir š a n a s  p ro ­

blēm as a t r i s i n ā š a n ā ,  saka : ”Es ie d ro š in o s  d o t r a k s tu  p a r  šo t e ­

matu v i e n īg i  tā p ē c ,  ka k r i t ē r i j i ,  ku rus e s  esmu a t r a d i s ,  kā š ķ i e t ,  

maz a t s t ā j  ko v e l ē t i e s  l i e t ā š a n a s  v ie n k ā r š īb a s  z iņ ā ,  jo  v iņ i  

ie tv e ņ  s e v ī  t i k a i  d if e re n c ē š a n a s  un m a tr iš u  rangu  n o te ik š a n u " .

Ja  f u n k c i ju  g (x^y^z) v a r  p ā rv e id o t  d e te rm in a n ts , kam m a in ī­

g ie  a t š ķ i r t i  k a t r s  sa v ā  r in d ā ,  ta d  jā s e c in a ,  ka

z) = Х ^  (14)

k u r a tk a r ā ja s  no y , z , b e t  t i k a i  no x . Pieņem sim , ka fu n k ­

c i j a s  F: i r  sa v ā  s t a r p ā  l i n e ā r i  n e a tk a r īg a s  ; t ā p a t  x; . Ka -pazīt 

ka u z d o ta i  f u n k c i j a i  й (х ; у;  z ) i r  tā d s  v e id s  (14 )?

A tv a s in o t v ie n ā d īb u  (14) p a r c i ā l i ,  kad m ainäs z ; dabū :

gx  = Fi F, X, + Рд Хз 
gw = F, Г +  Fa 4 +  F , ^  
^xx= ^ 4 '



No šim vienādībām  kopa a r  (14) v a r  e l im in ē t  ta d  re d z ,

ka g (x ? yj 2) a t b i l s t  d ife ren c iā lv ien ā d o ju m am

g X1 x a  x 3

„ TZ YZ TZ
Sx х 2, A 3

N / /  / /  “  ° ?

и / НГ II I
ßxxx "̂ 3

(15)

t ā  t a d ,  f u n k c i ja s  g , g A , g** , gxXx a t t i e c ī b a  uz у un z i r  l in e  

ā r i  n e a tk a r īg a s ,  jo  k o e f i c i e n t i  p ie  viņam a tk a r ā ja s  t i k a i  no x 

S askaņā a r  K ellogg*a teorēm u p a r  l i n e ā r i  a tk a rīg ām  fu n k c ijām  , 

n e p ie c ie ša m a is  un p i e t i e k o š a i s  noteikum s d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju ­

ma (15) e k s i s t ē š a n a i  i r  t a s ,  ka m a t r i c e i

k u r  a a in īg i e  a t š ķ i r t i  k a t r s  в а т а  r i n d ā .

X£ i X£ (x ) ,  Л х Т £ ( у ) ,  Z£ - Z £ ( a ) ;

S 5^ g j  gyy " "  6222

®X Sx«ļ

®xxiļ 6xxz б х х ^

бххлг 6xxxļiļ . . . .  бххггг

ran g s  i r  mazāks p a r  4 . £ a s ..£ r , .ag.pl,o ie ^ asaaXS n g t c i ^ S- 

fH pĶ cījtt ^(.X ^Y^ )  v a r  pārv e id o t  de.t .aymi^ nt.ä

(1$)

Ла^». Äa

x2  x 3 

g (x ,y ; z) -  

Žl

(17)

(1 = 1 ,2 ,3 )

T ā lā k a is  uzdevums i r  a t r a s t  f u n k c i j a s ,  kas i r  l a b a j a “pusē

fo rm u las  (14) un (1 7 ) .



a) Atrast .A I >

P ieņem ot, ka n e p ie c ie ša m a is  noteikum s (16) i z p i l d ī t s ,  v i s i  

m a tr ic ē  H i e t e l p s t o š i e  4 - r in d u  d e te rm in a n t i  i r  n u l l e s .  Sameklē­

jam m a tr ic ē  N t r ī s  s ta b iņ u s ,  no kuru  rindās, v a r  v e id o t  v ie n u  ne 

iz zū d o šu  t r ī s r i n d l g u  d e te rm in a n tu . Šos t r ī s  s ta b iņ u s  apzīm ēsim

8 I
: H' = o .

I 
8x*x|

A t t ī s to t^ p ē c  p irm ā s ta b iņ a  elem entiem  dabū

Ag + Bgx + CSKK + Dgxxx  -  0 .

V iens no k o e f ic ie n tie m  nav n u l l e ,  te ik s im  D ^ 0 .  Ja  a r  to  iz d a ­

l a ,  k o e f ic ie n to s

А, В, C
D D D

izzū d  у un z . P a l ie k

Āg + B g x  +  č g Xx + g ^  -  0 , (18)

k u r А, В, C -  a tk a r ā ja s  no x .

v.ieņ .āiĢ.juaaa  (18). j a a ta g d t r īs  neatka r ī gi  a t r i s in ā jumi ;

t i e  ir



b) A tr a s t  . Fjp F p

U zsk a to t ~  ^->2,3) p a r zināmām fu n k c ijām , a tvasinām  

(14) d iv r e iz  p a r c i ā l i  pēc x ;

«X =  P 1 p s »3 x 3

gx x  X ī ļ  I ļ  + Bj I j+  Fj X, .

A t t i e c īb a  uz F ^ tā  i r  nehomogēnu l in e ā r u  n o l īd z in a  jumu s is tē m a

no k u ras  kopā a r  (14) seko :

К

F<

F3, X  iД

g

g*

*4

M
A

Л

xa 
i a

ß

ßx

^3

xx"3 

X3

X3 x > 5 (y ? z) 

x 3 

g

gA = F3 (y ; z) 

gxx

k u r  d e te rm in a n ts

jo  fu n k c i ja s  Z / ,

*1  

xi 
X?

2

x '  ^ 0

X 3
X<ļ, s a sk a ņ a  a r  Iesākum ā p ieņem to , i r  l in e

a r i  n e a tk a r īg a s .



9.) A tJA Sl ( ļ  -

S a l īd z in o t  (14) a r  (17) r e d z , ka

Y1
za

t a  t a d ,  i e v i e t o j o t  abas puses v i e t a  un Z  ̂ (1  x  1 ,2 ,5 )  :

Fļ Ẑ  + F^Z^+ Zj — 0 .

F u n k c ija s  F [ s a i s t a  l i n e ā r a s  s a k a r īb a s ,  kuru  k o e f i c i e n t i  a tk a r ā  

j a s  v ie n ā  g d ījum ā t i k a i  no y , o t r ā  -  t i k a i  no z .

N ep ieciešam ie  un p i e t i e k o š i e  no te ikum i tam , ka t ā l a s  saka 

r īb a s  i r  sp ē k ā , i r  d ivu  V ronska d e te rm in an tu  iz z u ša n a  :

- P1 p a рз pi p i рз
=. о. (Я)

$1гг Рзп
Ŷ , iy . p r opo r c i on ā l i  v ie n a s  улайда. . m i t r i em .p irm ā 

d e te rm in a n ts  (19) ;  Zj , Z ^  Z3 i r  .p ro p o rc io n ā li  v ie n a s  r in d a s  

s ia a .r ig a _ o tr .ā , ДР t e rm in an t &. (1 ,9).



-%
V I.

V a i n ī g o  ž k - i r ž a n a  f u n k c i j a i

Kn + Gi Laž 4- Hi Маз.

P ieņem sim  k a  u z d o tu  f u n k c i j u ,  k a s  a t k a r ā j a s no 3 m a in īg ie m

z i , z t , z 3 , v a r  u z r a k s t ī t  d i v ē j ā d i  :

P 1 G 4

P (Zļ , z 4 , z 3 ) = Fi К 25 + Gi + Ei M?3 = G.

<4
Uzdevums i r  a t r a s t  Ft

No a b u  v e id u  v i e n ā d īb a s  s e k o , ka  K, L , M m in o r i ,  k a s  a t ­

b i l s t  d e te r m in a n t s  p i r m a i r i n d a i  :

23 =

L25 -  -

^ 3  =

No šīm  v ie n ā d īb ā m

G2

Ft

F3

F3

Hj

Нг

H5

, k u r  К

= Go H3 -  H2 G

= М з -  F2 H3?

F? G5 -  Gg P3 .

z in ā m a s ,

(1 )

no z 2 un  z 3 a t -

k a r ī g a s  f u n k c i j a s ,  j ā a t r o d  6 n e z in ā m a s  

(1 )  p a r e i z i n a  p ē c  k ā r t a s  a r  F t ,  G i , H t

f u n k c i j a s .  J a  v i e n ā d īb a s

( i  = 2 ,3 )  u n  r e iz in ā ju m u s

s a s k a i t a ,  d a b ū  v i e n ā d īb a s

Fj + G3 1 23 l  H3 ̂ 23 ™ 0. (2 )

k u r a s  v a r  l i k t  d iv u  v i e n ā d īb u  v i e t ā  s i s t ē m ā  ( 1 ) .

^ 1  vnieM?) ut XJI/ИПЛО .
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L ai a t r a s t u  F, , G2 ,H2 ņemsim pirm o v ie n ā d īb u  (2) un a t v a s i ­

nāsim  v iņ u  p a r c i ā l i  pēc Zj . Tā dabūsim  n o līē z in ā ju m u s a r  n e z i ­

n ā tiem  F? ,G2 ,H2 :

F2 K' + Ga Lļ + -  0

F2 K" + GĻ Ls + Ha M* -  0

(5)

S im boli Kfj,i i , apzīm ē i - t o s  p a r c i ā lo s  a tv as in ā ju m u s pēc z3 

fu n k c ijām  K23 ,L 25 .

T r īs  homogēniem n o līd z in a ju m iem  a r  3 nezinām iem , k ā  zinām s, 

i r  n e t r i v i ā l s  a t r i s in ā ju m s  t i k a i  t a ī  gad ījum ā, j a  k o e f ic ie n tu  

d e te rm in a n ts  i d e n t i s k i  i r  n u l l e .  Tā t a d , l a i  no līd z in a ju m iem  (3) 

b ū tu  a t r i s in ā ju m s ,  kas a t š ķ i r a s  no = G2 = H2 = 0 , funkcijām  

K, L, M jā b ū t tā lā m , ka

Ьгз
= 0. (4)

Ja  no teikum s (4 ) i r  sp ēk ā , ta d  nezinām o fu n k c i ju  Fa  , Ga  ,Ha  

a p rē ķ in ā š a n a i  v a r  ņemt ik k a t ru s  d iv u s  s is tē m a s  (3) n o l īd z in ā -  

jum us, piem ēram , d iv u s  p irm o s . Ko tie m  seko :

Fa  : G2  : Hž

^ 2 3  M 23

M;
£ 23 ^23

M'

^ 2 3  ^ 2 5
(5)

D ete rm inan tus p ro p o rc i ja s  l a b ā  p u sē  v a r  dabūt no ta b u la s

n o s t r ī p o jo t  pēc k ā r ta s  p irm o, o tro  un t r e š o  s ta b iņ u s ,u n  t ā  d a ­

b ū to  ņemot p ā rm iju s  a r  + un -  zīmēm.
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P ā r l ie c in ā s im ie s ,  ka a t t i e c ī b a s  P2 : G2  : H2 , k as a p rē ķ i­

n ā ta s  sa sk a ņ ā  a r  p r ie k š r a k s tu  ( 5 ) ,  a tk a r ā ja s  t i k a i  no z2 . ATva- 

s in ā s im  v iņ a s  p a r c i ā l i  pēc z3 :

J | L 2 3  W i l - |  ^ 2 5  ^ 2 5 l> 1 
b z 3  H a  b z 3 ļl L j  M j  I I K j  L j  ■

Л  K «  M 23I IK 2 3  Ь г з П  . 

d Z j H *  d z 3 ļ l r 3  M'5 l l r 3  L S I

Iz d a ro t  a tv a s in a š a n u  un n o k ā r to jo t  iznākumu atrodam  g a l ī g i  :

b»

K 2 5  L 25

K 3  L; и '

K'/ T,Z M,Z
5 JJ3

К  23 L 2 J a

L;

2?
3z5 H2

K23 Li3 -А Л

К'з Ез

No fu n k c ijām  t i k a i  v ie n a  d r ī k s t  b ū t n u l l e .  P ie ­

ņemsim, ka H2  (d a ļu  s a u c ē js )  nav n u l l e ;  p r e t ē j ā  gad ījum ā p a r 

d a l ī t ā j u  jāņ.em F2  v a i  G? . Tā k ā  d e te rm in a n ts  (4) i r  n u l l e ,  

ta d
bz^Hj bz5 H2 ^ ° '  ’

t . i .  a t t i e c ī b a s  B» : Gg : H2 a tk a r īg a s  t i k a i  no z 2 .

Tādā p a t  k ā r t ā  atrodam  F3 : G3 : H3 . No v ienādībām  (2) ņ e ­

mam p ēd ē jo  un a tv asin ām  p a r c i ā l i  pēc z? :

F 3 ®3 ^ 3  ^ 2 3  =  0

F5 K2 + G5L5 + H3 M2  = 0 (5)

F5 K2 + G3 14' + H5 M£ = 0

F5 ,G3 ,H3 i r  nezinām ās f u n k c i ja s ;  K, L, M un v iņ u  a tv a s in ā ju m i

-  z inām as. Ja  uzskatām  F3 ,G5 ,H3 p a r  nezinām iem , ta d  (5 ) i r  

homogenu l i n e ā r u  n o līd z in ā ju m u  s is tē m a , kuyai meklējam  n e t r i -



v iā lu  a t r i s in ā ju m u . Tā tad.

K25

Ka

Ьжз

I<2

^ 2 3

Ma 0 (6)

2 4
J a  noteikum s (6) i z p i l d ī t s ,  ta d  v a r a p rē ķ in ā t  a t t i e c ī b a s  :

F5 : G5 : H3

1*23 ^ 5?

L'z Mz

K^ K23 L22
,  > 

1*2
(7)

un v iņ a s  a tk a r ā ja s  t i k a i  no z .

D eterm inantiem  (5) un (7 ) i r  k o p īg i 

ATmetot šos " l ie k o s "  d a l ī t ā j u s  ( i z d a lo t

d a l ī t ā j i A  un a t t i e c . f i  . 

a r  tie m  d e te rm in a n tu s ) ,

atrodam  nezinām ās fu n k c i ja s
Л 5 K>nvotq/nta4n ^ [ Iz F

p — 1
Л

rG 2 = " Ā4

1*25 Ms5 1 M; -  M2 5 L;)

К3

M2 3

M;
4 (K2 5 M; - M2 6 K0 (8)

^ 23  

к ;

L25 ļ  ( & 2 5  ^ 3 - к;)

un t ā  p a t  :

F -  1
5 f

1*23

« S '- Ž

L? M'

К  M i

=  k-L'ŽS ^ 2

4 (^5

-  “ 2 3 bz)

(9)

Hs=4
^ 2 3

Kz

^*23

-  Ъ25 Kg ) .

F u n k c ija s  A un p  s a i s t a  v ie n k ā rš a  s a k a r īb a ,  kuru  atrodam ,

i e v i e t o j o t  f u n k c i ja s  (8) un (9 ) k ād ā  no v ie n ā d īb a i  ( 1 ) ,  p ie m .,



0% j M25 K3 — К 2$ М, I Kj5 L 5 — Кэ~ — — -----—— — —-------Ļ _ — — —  ------ -
G, H5 Мг з  K9j -  Kg3  M2 j K26 La  -  Lj., K2

No t ā  seko :

M23

A .̂ = - bž M4 (10)

Mi

Tā k ā  n ev ien s  no d a l ī t a j i e m  Л un n e d r īk s t  b ū t n u l l e ,  

t a d  noteikum iem  (4) un (6) jā p ie v ie n o  v e l  t r e š a i s  :

K4 Ья Ma 0 d i )

ь; м;



V II .

Main^gĢ ž Ķ i A n a  dažic.%  

k a n o n i« k ie m  f u n k c i j u  t i p i e m .

ēr8 I . -  f i  + f г + f э . F u n k c iju  v a r  u z r a k s t ī t  n o -

mоg r a f i s k i  s a k ā r to tā  v e id ā  pieņem ot :

5 i  =  f i ^  S ļ  -

1 J 1*25= f?. J f i 1

V iņa i z p i l d a  p r a s īb a s ,  kas i z t e i k t a s  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  form u­

l ā s  (4) (6 ) un (11)

1 fz

f '  0

o

= -  o,

t ā  ta d  v iņ u  v a r  u z r a k s t ī t  d e te rm in a n ts  v e id ā . Nezināmas funk­

c i j a s  :

1 Ъ
0 0 f j

F9 : G? ; f 9 f ;  : - f '  : 0 4  ; -1  : 0 (A= f O

I f f

0 f  0

F5 : G3 : H3 = - f ^ f 5 : 0 : <  = f 3 : 0 : -1  - f ^ )

Tā ta d  : f-, 1 1

5 i«=  f-i + f^  + f j  = —1 0

f 5 0 -1



Iznākuma p a re iz īb u  v a r  p ā rb a u d īt  i z v i r z o t  d e te rm in a n tu . 

N o līdz inājum u = 0 š i n ī  gad ījum ā a t t ē l o  nomogramma, kas s a ­

s tā v  no 3 p a ra lē lā m  skalām .

To p ašu  fu n k c i ju  v a r  p a k ļa u t v isp ā rīg am  t ip a m ,r a k s to t  : 

F123 = f ļ  + fg + f} = +  + f j  ) +0’^23 >

t ā  t a d ,  pieņem ot :

Ц = fj Gi = 1 j Щ — 0 j

I ,  f ? + f 3 Ma = n e n o te ik ta  

F u n k c ija  M?b j ā i z v ē l  t ā ,  l a i  b ū tu  i z p i l d ī t a s  3 p r a s īb a s .

V isp irm s

M; = о

No t ā  seko i n t e g r ē j o t ,  ka

» A? f^  + В2 , (1)

k u r  un B2 -  f u n k c i ja s  z ^ .

Saskaņā a r  o t r u  p ra s īb u  f u n k c i j a i  M93 jā b ū t  t ā d a i ,  ka

% + f 3
И5з

M;
M' лас

xf "2 M: э  0

d e te rm in a n tu  un l i e k o t  M25 v i e t ā  iz te ik s m i (1)

1 

О 

0

I z v i r z o t  beidzamo 

dabū :

f 2  (A gf;*  в ; )  -  Bg) = 0 ,

f 3  ( f j 'A j-  B 2 ) = 0 .

Š ī v ie n ā d īb a  i r  sp ēk ā  n e a tk a r īg i  no z 5 , tā p ē c  abām iekavām id e n ­

t i s k i  jā iz z ū d  :



0, t a  ta d  A,= a fa  + c ;

" " B ^ b ^ + d .

T i  ta d  :

(2)

I n t e g r ā c i j ā s  k o n s ta n ta s  а ,  Ъ, c , d n e d r īk s t  b ū t 

tre š a ja m  noteikumam :

p re tru n a

0

*  x 3

4

И25

M2 -  f jM j-  f^M '^ 0.

0 3

Ie lie k am v i e t a iz te ik s m i  (2 ) :

(3)

Tas i r  i z p i l d ī t s ,  j a  а , b un c t ā d i ,  ka s tū r a in a  iek av a  nav n u l l e .

V iņa v a r  b ū t  n u l le  t i k a i  t a d ,  ja  а = 0 un r e i z ē  b = c , t ā  ta d ,  

j a  pieņem М2з -  с ( ^ +  ) + d .  Šo gadījum u n e a p sk a to t aprēķinām  :

0 M' p:GyHļno

p ^ - a ^ - i ) ^

F u n k c ija s  F^jG^H,} ( i  = 2 , 3 )  u z r a k s t ī t a s ,  a tm e to t Л о un ^0 , 

kas k o p īg i v is ie m  a t t i e c ī b u  F ^ : G£: H; lo c e k ļie m . S a l īd z in o t  

AoMo a r  redzam , ka v ē l  i r

4 =  a ( f a~ f 3> ♦ ( °  “ * ) ,  (6)

kuru  nav d a l ī t s .  Ar šo a t l i k u š o  f a k to r u ,  kad rak stām  uzdoto

fu n k c i ju  d e te rm in a n ta  v e id ā  iz d a lā m  v is u d e te  rm inan tu  .'

? ПЗ~ f 1 +  f i  +  “ Vo

1  0

Fa  G?  1

F 3 V 1
-  4

-1

G3 *3



k u r Fc, GČ ( i  = 2 ,5 )  un V v i e t ā  j ā l i e k  a t r a s t a s  f u n k c i ja s  (4 ) ,  

(5) un ( 6 ) .

D ete rm inan ts beidzam ā v e id ā  n o te ic  t r ī s  s k a la s ,  no kūjām 

p irm ā ( x ,a  0 ,  y, » 1 : f i ) i r  t a i s n a  un i r  uz o rd in ā tu  a s s .  O trā  

jā k o n s tru ē  sa sk a ņ a  a r  p r ie k š r a k s tu  :

4 _ —4 1
~ + (c  -  b ) ^ -  d ’ C

= ~ ā ī ^ Lf c " - 4 j 4 " ” d~ ’ ) 

un t r e š ā  sa sk aņ ā  a r  p r ie k š r a k s tu  :
y ’ =  Ķ  *

Abas beidzam ās s k a la s  i r  uz k o p īg as k o n isk as  l ī k n e s ,  kā  p ā r l i e -  

l ie c in ā a * m ia s  e l im in ē jo t  no (7) un ( 7 ‘ ) p aram etru s  f a  v a i  f 3 . 

E l im in ā c i ja  dod k o n isk ā s  l īk n e s  n o l īd z in a jumu : 
\ /

(bc -  a d )x * -  (b + c )xy  + y^+ ax  = 0 .

L ai l ī k n e 'b ū tu  p lak n ē  s im e t r i s k i  p r e t  a b s c is u  a s i ,  pieņem sim , 

ka b + о = 0 . Tādā gadījum ā mums i r  

e ļ jp s g  j a b c  - a d > 0

bipe.ybQla * b c  -  ad < 0

p a ra b o la  * b c  -  ad = 0 .

Pieņēmums bc -ad  = 1 p ā rv ē r š  e l i p s i  r i ņ ķ i » L īkne s a d a lā s  d iv ā s  

t a i s n ē s ,  j a  a  = 0 .  
4

U » Fm  = fi + h 3  .

Uzdoto fu n k c i ju  v a r  u z r a k s t ī t  s e k o jo šā  s a k ā r to tā  v e id ā  : 

^ 1 1 1 — + 1* f j  + O'Mŷ  ,

t ā  t a d ,  pieņem ot :

F, = fъ ^ = 0;
1 ; L^e f£ h 3  ̂M2s= n e n o te ik t s .



F u n k c ija s  М2Ъ a p rē ķ in ā š a n a i  muns i r  v isp irm s  noteikum s

1 f* h 5 hz
5 M;

0 «3 * 4 ь; и* * 0,
0 M;

un t ā  ta d  :

Mgz, = Aj k ļ + B9 ,

k u r i n t e g r ā c i j ā s  k o n s ta n ta s  Aa  un B2 a tk a r ā ja s  no a 2 . 

te ikum s :

(8)
4 ' *• • V'

O trs  no­

1 4 1 ц  

о £ > 3

0 f£ h 3

M23

o.
I e l i e k o t  И v i e t ā  iz te ik s m i  ( 8 ) ,  redzam , ka

Ь зС ^ А г- f ^ )  -  0 .

Šai p r a s īb a i  jā b ū t i z p i l d ī t a i  i d e n t i s k i ,  tā p ē c  ie k a v a s i r  n u l l e s .

No t ā  seko :

A2 — ® ®2 b f2 + d

M23 = Az h 3 + B2 ^ a f 9 h j+  b f 2 + ch 3 + d .

I n t e g r ā c i j ā s  konstan tām  a , b , c , d jā b ū t tādām , ka 

f a k to r u  re iz in ā ju m s

(8’)

l iel k■o  

1 fg.

0

0

M'

M,

= ^ h ' 3 (b f2 -  ch 5 ) 0 ,

t ā  t a d ,  b un c n e d r īk s t  i z z u s t  r e i z ē .

P ieņem ot, ka š i s  no teikum s i z p i l d ī t s ,  aprēķinām  : 
: Hz n o  I

1
I 
1
0
1
 
 f

fe2 h
h

s3
 
 M

M255II
|ļ 



Tā ta d  :

£х (ь£г  + a)
GĻ = a£? + c

: G3 : H5 no
О

= h5 (ch 5 + d)

G j- ah 5 + b

H5 = - h 3

f?_ Из Ms»

f£ h j

( ^ 0 =  - f i )

p i ß  ’  f  1 +  f 2 h 5 =  g f ? - c h 3

f i

£ ? (b f ?  + d)

h 5 ( c h 5 + d)

1 О

а£г  + c -f^

ah 3 + b  - h 5

V ai a r I ,  p a r e i z in o t  t r e š l o  s ta b iņ u  a r  d (un a) un re iz in ā ju m u  

p i e s k a i t o t  pirmām (o tram ) :

L a i p a l i e l i n ā t u  d e te rm in a n ts  p a tv a ļ īg o  k o n s ta n tu  s k a i tu ,  

u z r a k s t īs im  v iņ u  š ā d i :

f., 0 1 +  m£1

о + mbff 

chj h 3 b + mch®

k u r m -  i z v ē l ē t s  pēo p a t ik a s .  K onstruēsim  5 s k a la s  :

x,=

t ā  i r  t a i s n a  un uz a b s c is u  a s s

V 6  u
г  c + mb^- ^2 = i k

x3 = b + mch3
— ------ г  i b + mch*



t ā s  i r  l ī k a s  un uz kop īgas k o n isk ā s  l īk n e s ,  kuņas n o l īd z in ā ju -  

mu a tro d  e l im in ē jo t  f 2 un h 5 no sk a lu  n o l īd z in a  jumiem :

mx’ + bcy’ -  x = 0 .

L īkne , kuņu š i s  n o līd z in a ju m s  i z t e i c  i r  s im e tr is k a  p r e t  a b s c i ­

su  a s i  un i e t  c a u r  k o o rd in ā tu  a su  iesākum u. Viņa būs v i s p ā r ī g i

d iv ā s  t a i s n ē s  * bc = 0 (m £ 0)

elips? j a  mbc > 0

h ip e rb o la * mbc < 0

p a ra b o la * mbc = 0 (bc 0)

S p e c iā l i  v iņ a  p ā rv ē rša s

ja  bc = m

Piem ērs I I I .  Р12з= f i + M ainīgos š i n ī  gadījum ā 

v i s v ie g lā k  a t š ķ i r t ,  j a  f u n k c i ju  s a k ā r to  n o m o g ra fisk i a t t i e c ī ­

b ā  uz t r e š o  m ain īgo , t . i .  p ieņem ot

KI?= f -] 1/!= f ^  1.

V ie g l i  p ā r l i e c i n ā t i e s ka K, L, M ap m ierin a  v is u s  noteikum us

f4 f t  1
fļ C uO
f /  0 0

f ,  f t  11
0 0 » 0,
0 f£ Ol

f  
f
0

f  
0 
f

1
0
0

= - f ^ f ^  0 .

Nezināmo fu n k c i ju  a t t i e c ī b a s  :

: G, : H, - 4  : 0 : f ,  f^

: G? : Hg = 0 : f  4 : — f f  4

P ašas  f u n k c i ja s  :

e  1 G. = О H4 -  -  f4 (A -  - f i )
Pg^ 0 Gt= 1 -  f ž  (̂ 1= Г4)



-Ы -

Tā ta d  :

1 0 -f<

»i?3 = f < f 3 + f 2 <f5 + T 5 = 0 I  - 4 (9 1)

%

N olīdzinājum u » 0 a t t ē l o  Hologramma, k u ra  s a s tā v  no 

v ie n a s  l ī k a s  un divām ta isn ā m  skalām .

S ak ārto sim  fu n k c i ju  v ē l  a t t i e c ī b ā  uz kādu no c i t ie m  m a in ī­

giem (piem », z4 ) :

fl 1 +  ) +0'^25 ,

t ā  k ā

F, f ^  Gi = 1 , 0;
Ks = f 3? 1^« f ^ + ^ j ,  n e n o te ik ta .

Funkcijām  K, l / M  jā b ū t  tādām , ka v iņ u  Vronska d e te rm in an ­

t i  a t t i e c ī b ā  uz abiem m ainīgiem  id e n t i s k i  iz z ū d . Šie no te ikum i 
p a l īd z  a t r a s t  M. Jfe- n

f 5 f ^  +

0 f ^

0

seko , ka M i r  l i n e ā r ā  f u n k c i ja  f^ :

( 9 )^ 3  = + в з >
k u r  i n t e g r ā c i j ā s  k o n s ta n ta s  A un В v i s p ā r ī g i  a tk a r a ja s  no z 5 .

No o t r a  noteikum a 
* ^5 ^17з M23

fž<f'5 + M s = 0 ,

^ 7 5 + %' м ;

i e l i e k o t  M v i e t a  au g šā  a t r a s t o  iz te ik s m i  ( 9 ) л п  t ā  ie g ū to  d e t e r ­

m in a n ts  u z r a k s to t  summas v e id ā ,  seko :

3  A.+ A (Л ,+ A 2) +A? O, (10)



kur :

7ъ Aj f i  7г B4

f  3 А ъ △ ,= fi, 7̂  в ;

f :  M f? в ;

% A3 f 3 % B5

f i  Аз △ 5- f 3' в ;

f^ %' A; f ;  %* в ;

V ie n ā d īb a i (10) jā b u t  spēkā  i d e n t i s k i ,  kas ie sp ē jam s t i k a i

3« Д - 0 ,  ° .  ° -

No t ā ,  ka A c = 0 , sek o , ka h b un B5 i r  l i n e ā r ā s  f u n k c i ja s ,

kas a tk a r ā ja s  no f i » 7 i  f s > %  :

A3 = a f 5  + b ^ ,  Bs = cf^ + d ^ .

I e l i e k o t  š i s  v ē r t īb a s  d e te rm in a n t os △ 1 un , p ā r l ie c in ā m ie s ,  

ka A ļ  ♦  А 2 ТВУ i d e n t i s k i  i z s u s t  t i k a i  t a d ,  j a  d -  b . 

To i e v ē r o jo t

^25 ~ A}fz  +  Bj= af? f ļ  + b f . ,^  + c f 5 + b 7^ .

L ie k ie  f a k t o r i  n e d r ļk s t  b ū t n u l l e s  :

f 5

о
ii

M25

M;

~ af^ f 5
f 5 f ? ? ^

t  0

t ā  t a d ,  a n e izzū d  (a £ 0 ) .

A prēķ inā»  ta g ad  f u n k c i j a s ,  no kurām s a s tā v  m e k lē ta is  d e t e r ­

m inants :

G? : H2 no
f i

f 3

f ^ + ^ s  M„

f ^ s + Ķ ' М3

F2 = -  (a f^ +  c ) '

G2 = -b  (X=
£3

1



*3 : G3 : H3 no
f 3

0

*5% +

P3 = a ^  -  c<p3 ) J
G,= -  (« f j +  Ъ<Д у ( U,=  )
H5 = ^

Ta ta d
F 423- f 1 f 3 +  ^ 3  +  кЬ  = - ( a f 2  + c) 

a ^ -  сфз

1
-b

- ( a f 3  + b ($

0
1

v a i  a r ī ) p a r e i z i n o t  t r e š o  ko lonu  a r  c (u n  b) un re iz in ā ju m u  p ie ­

s k a i t o t  pirm ajam  (o tram ) stab iņam  :

. л 1 0
^123=  ^3 +  f 2 % + ^ 3  = n  “ a ^a 0 1i «  j  > т з  T j  a  a + ä  _ a f j  %

Š is r a k s t īb a s  v e id s  ī s t e n īb a  n e a t š ķ i r a s  no iesākum ā a t r a s t ā  ( 9 ’ )

Nomogramma, ku ra  gadījumam a t b i l s t ,  s a s tā v  no d iv i  ta isn ām  un

v ie n a s  l ī k a s  s k ā l a s . Šo f u n k c i ju ,  t ā  t a d ,  n ev a r a t t ē l o t  v a i rā k  

p r i n c i p i ā l i  dažādiem  paņēm ieniem , k ā  t a s  b i j a  pirm os d iv o s p iem ēro s .

L l ^ ē r g IV» F1ū3= f a f3  + (X, + f 3 )% +  4з*
U z ra k s tīs im  f u n k c i ju  šādā v e id ā  ( s a k ā r to t ā  a t t i e c ī b ā  p r e t  m a in ī-

go

un

Z 1 ) : ^ ^ 3  +  ЧЬ) +  + $ 'M 23>

t a d ,  pieņem sim  :
F, = f = 1 E, = 0
Ķ„= f 2 £} +% Ьцз= f a<p3+^3 Ma3= n e n o te ik ts  . 

ap rēķ in ās im  f u n k c i ju  M t ā ,  k^ā p ra s a  m ainīgo  a t š ķ i r š a n a s

n o te ik u n i .  No (6) nod . V I. se k o , tā p a tļk ā  i e p r i e k š ē j ā  p iem ērā  

ka f u n k c i ja  И l i n e ā r i  a tk a r īg a  no t ā  kā v iņ a s  v is p ā r īg o  

v e id u  i z t e i c  fo rm u la  ( 9 ) .  No nod . V I . ,  seko , ka

о
Z \  un 2 \„ a p z īm ē  to  p a šu , ko v ie n ā d īb ā  (1 0 ), b e t  

2 ö



Tā ka  jā b u t

S ē jā  p iem ērā . D iv i p ā r e j i e  n o te ik u m i (/ \  ̂ + / \ г ~ A 3 + ° )

torner ie ro b e ž o  k o n s ta n tu  i z v ē l i  un s p ie ž  pieņem t c -  a , d -  b ,

un b e id z o t

M2Ī) = af2 f 3 + b f ^  + а % + b% .

IZ rā d ā s , ka š i n ī  gad ījum ā, l a i  a p m ie r in ā tu  noteikum us (4) un

(6) nod . V I . , jāp ieņem , ka f u n k c i ja  M l i n e ā r i  a tk a r īg a  no К un 

L (M = aK + b L ) . Tāds pieņēmums ru n ā  p re tim  noteikumam (11) nod 

V I .,  tā p ē c  ka ta d  re iz in ā ju m s  i r  n u l l e .  Tā ta d ,  fu n k c i ju

š i n ī  gad ī.iuuā n ev a r a t t ē l o t  n o m o g ra fisk i, i z e j o t  no a u d ē ­

j ā  sa k ā rto ju m a  , Gi^ 1 , Q ).

Tā k ā  f i  un f 2 s tā v o k l i s  f u n k c i j ā  F12i i r  s im e t r i s k s ,  ta d  s e c in ā ­

jums a t t i e c a s  a r ī  uz m ainīgo z 2 . A p liek  sak ārto ju m s

f^ f j j  I , , -  f 4 + f 2 )  M/2^ 1.

Šie K, L, M ap m ie rin a  v is u s  n ep iec ie šam o s noteikum us :

f-f f 2 f  4 + f 2 1 f l f s f-f + f  2 1

f j 0 — f < f ;  ■ f '  0 = 0;

№ f? 0 f< f ; 0

f i f z f  + f i

= - fi f a
f / 0 = f^faCf^ -  f z ) 0 .

f i f 4 0

Aprēķinām v a ja d z īg a  d e te rm in a n ts  e lem en tus :



Fļ 1

Gi -  -  ff

Hi =

(*o = -  f U

: Нг  no
f i f i

fi' f i

f 4 + f г  1

f ;  О

Ta tad
1 —fļ f^ 

$123 ₽  f  1 f? f 3 +  ( f l  + +% = 7““? “

N om ografiskais a t t ē l s  v i s p ā r īg a  gad ījum a, kad f u n k c i ja s  f  3 ,

t % nav l i n e ā r i  a t k a r īg a s ,  s a s tā v  no 3 likām  skalām , no kuyäm 

d iv a s  i r  uz kop īgas k o n isk a s  l ī k n e s .  Kāds c i t s ,  p r i n c i p i ā l i  

c i tā d s  a t t ē lo š a n a s  v e id s  š i n ī  p ie m ē rā , p r e t ē j i  d iviem  pirm iem ,

R&V i -e§.pAiaas..



V I I I .

T rešās no~o g r a f is k ā s .

k ā r tā s  n o l ī d z i n iпод! a r  3 iR a in lg i?^  

v i s p ā r īg ā  v e id ā .

T re šās  n o a o g ra fla k ā s  k ā r ta s  n o līd z in ā ju m u  a r  3 m ainīgiem

R .S oreau  Utļ M .d'Ocagne r a k s ta  v i s p ā r īg ā  v e id ā  s e k o jo š i  : 

A^ f 2 f 5 + Г В ^ СГК + £C c f ,+  D -  0 ,

k u r А, В, С, В -  k o n s ta n ta s  un i ,  j ,  к  -  c ip a ru  1 ,2 ,3  c ik l i s k ā s  
ко

p e rm u tā c i ja s .  L ai d e te rm in a n ti^ b u tu  s im e t r i s k i ,  r a k s t ī s im  n o l ī ­

d z in ā ju š a  k re is o  p u s i  c i tā d o s  k o e f ic ie n tu  apzīm ējum os, p r o t i  

šādā  s a k ā r to tā  v e id ā  :

= f^ (Af2 j f + Bfg_+ Cfj + D) +

* (Ao f 2 f 5 + Bo f 2 + Co f 5 + DJ. (1)

Apzīmēsim iz te ik s m i  p irm ā ie k a v ā  a r  , o t r ā  ie k a v ā  -  a r  

L 2^ .  Pieņem ot apzīmējumus :

^ 2 3  =  a ff =  a ffl>

1*25 f  3 ®ī< +  Bp =  ^ 2  B^( +  ^ 0  •

Aņ = A f 2 + c, а 5 = в 4 + В,

*  Ao f  a  + ъ « ’  Во
■̂ 2. + Во ,

Ай = A f J + B, a ® с + В,
=  A0 f 5 + Bo> Ъ,- = С о f 5 + Во ,

seko :

L a i f u n k c i ju  ( l ) p ā r v e id o tu  d e te rm in a n ts , kam m a in īg ie  a t š ķ i r ­

t i  r in d a s ,  rak stām  p a p r ie k šu

^ 2 3  ^ ? 5 +  1  ’ ^ 5 5 +  О 'Ы ^ , ( 1 ’ )



un m eklējam  tā d u  f u n k c i ju  M53, kas kopa a r  zināmām K25 un L25

ap m ierin a  t r ī s  n ep iec iešam os un p ie tie k am o s no te ikum us. D ivi

no te ikum i i r  š ā d i :

^23 1*23 Ms  A/jfj + ay B ^ +  b/y

к ;  L i Mļ = АгЛ B r.fi Mi -  0 ,

Kl Lļ M2 Aaf? Bfifi Mi

K25 L25 M« A jf5 + B ff5 + bp M23

K5 L; Mļ Af f '  B ^  Ms = 0;

K* L3 М3 A pt/ BF f :  M''

no "tiem seko :

a« b5  f i  М' b fi f ļ  M5 z ч

Af( B,J M2 AR Bj f^ M;
D e te rm in a n ti , ku^u e lem entiem  l a t i ņ u  in d e k i ,  n ev ien s  n e d r īk s t

i z z u s t ,  jo  p r e t ē j a  gad ījum ā f u n k c i ja  F125 s a d a lā s  r e i z in ā t ā jo s  t ā ,

ka  p i e l ī d z in o t  v iņ u  n u l l e i  v a i r s  nedabūjam  sa k a ru  s t a r p  3 m a in ī­

g a jie m . L a i to  p a r ā d ī tu ,  pieņem sim , ka

aa  4  B 4  + В Bo f 2 + Do

Ag B» Af2 + C Ao f  a  + Co

(5)

v a i  a r ī  i z v i r z ī t ā  v e id a  :

Šai v ie n ā d īb a i  jā b u t sp ēk ā  n e a tk a r īg i  no z z , t a  ta d k o e f i ­

c ie n t ie m , kas i r  p ie  f,* un f г  , kā a r ī  no f^ nea tkarīgam  lo c e k ­

l im , v is ie m  r e i z ā  jā iz z ū d .  Tas ie sp ē ja m s  d iv o s gad ījum os, p ro ­

t i ,  j a

(4)



▼ai a r ī ,  ja
(4*)

To p ašu  p ro p o rc i ju  (4) v a i  a r ī  v iņ a s  v i e t a  šādu

Ā. _  В _  Д  _
C D ~ C O- D O (4")

dabū m e k lē jo t noteiktu» u s , kad d e te rm in a n ts

Ьф I I 4zf3 + В Cfj + -Go

A«, BJ I Af5 + В A o f 5 + B o

(3 *)

v a r  i d e n t i s k i  b u t v ie n l īd z īg s  n u l l e i .

P ro p o rc i ja  (4) i z t e i c  t o ,  ka sa k ā rto ju m a  f,.Kß + Lö  f u n k c i­

ja s  К un L a t š ķ i r a s  t i k a i  a r  k o n s ta n tu  f a k to r u .  To pašu  i z t e i c  

(4*) un (4 ")  p a r  sakārto jum iem  a t t i e c ī b ā  uz f 3 v a i  f 2 . V isos 

gadījum os Lj«. un F125 s a d a lā s  d iv i  f a k to r o s .

! «  = t ( i , j , k  = 1 ,2 ,3 )

t a  k ā  p i e l īd z in o t  v iņ u  n u l l e i  mēs nedabūjam  sa k a ru  ( n o l īd z in ā -

jumu) s t a r p  3 m a in īg a jiem .

Pieņem sim , t ā  t a d ,  ka no p ro p o rc ijā m  (4 ), (4 1 ) . (4") n ev ien a  

nav sp ē k ā . Tad d e te rm in a n t i  (3 ) un ( 3 ’ ) nav n u l l e s ,  un n o te ik u ­

mi (2 ) no kuriem  jā a p rē ķ in a  KĻj, i r  š ā d i  :

f i  К  £
К  "  К (2*)

No t ā  redzam s ( s k . pirm o p iem ēru  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā ) ,  ka

MJJ = af5 f 3 + b ^  + c f 5 + d .

Še a , b , c , d i r  i n t e g r ā c i j ā s  k o n s ta n ta s ,  kuņu i z v ē l i  ie r o b e ­

žo p r a s īb a ,  ka l i e k i e  f a k t o r i  n e d r īk s t  b ū t n u l le s  . Pec n e ­

l i e l i e m  pārveidojum iem  dabūjam :



Cf5 + D C( f  $ + Do of. + d

A f + В Ao f + В« a f d + b > 0
АД + 0  Ao Д  + Co a f , + c

(5)

kur p irm a jā  r in d ā  r a r  r a k s t ī t  a r ī

ВД + D В0 Д + Во b f a + d

No t ā  seko

А В с D

Ao Во Go
Л (X = + f  2 f  5

а ъ с d
o

+1

(5 ’ )

L ai šo noteikum u i z p i l d ī t u ,  c e t u r t a j a i  r i n d a i  a t b i l s t o š i e

d e te rm in a n t i  n e d r īk s t  v i s i  r e i z e  b ū t n u l l e s ,  t . i .  m a tr ic e i

-

A B C D

AG BO G0 D O

a b c d

(6)

jā b ū t  t r e š ā  j a  ra n g a -

Pieņem sim , ka noteikum s (5 ) >(5*) i r  spēkā , um ap rēķ in āsim

F i , Gt , Hi ( i  -  2 ,3 ) .

P2 : Ga : H2 seko no
Bf% + D

Af3 . + 0

Bo f % + Do b f2 + d

Ao f t  + Co a f z + c

Of J + D Co f  3 + D

( )

Ej : G5 : H3 seko no
Af 5 + B Ao f ; + B

(fx.= f O

c f ,  + d 

a i  3 + b

M atricem  d zē š  p irm o, o t r o ,  t r e š o  s ta b iņ u s  un t ā  dabū tos d e t e r -  

m inan tus ņem a r  p ā rm iju s  znaem (,-t -  +) un t a  l ī d z  p ro p o rc io n a ­

l i t ā t e s  fak to ram  dabū  , G ;, . To p ašu  sa sn ie d z  i z e j o t  no

schemām



Рг

-G 1 =

нг

Рэ

-

Ao

О

Ao

О

в
ъ

-1

о

с
С

с

-1

О

Co

с

О

в
Во

Ъ

О

Do

d

f.

о

D

Do

d

f .

О

( ^ 0  =  * 0 (7)

(7*

un d z ē šo t l a b a j a  puse v ie n u  no pirmām t r i s  rindām  saska9.fi a r

k ā r tu lu  : Pū pirm ā

l a i  a t r a s t u  -£ i j ādzēš la b a .;5 pusē o t r ā  r i n d a •

trešā

Jā p ie z īm ē , ka schemu (7*) v a r  dabū t no (7) Ортом

B, Bo } Ъ C, Gp ,

Pieņemsim šādus s a ī s in ā tu s

c un indeku  2

apzīm ējum us :

О Во Ao B, C0 Dpi
Pl -

Pt

P5 =

(ft)«

(Я ) =

b

В

q ^
c d b

А В C D

a b
41’

о d a b г “

A B A B C D

Ao Bo
%’ cfl DJ Ao Do

Ao

a

A

a

G

c

C

c

(q .^

( q ^

Ao Coi Во D,

b d a c

A C B D

b d a c

Co

c

C

c

G

Co

Во

b

B

b

Do 
d I

D

d

D

Do

D,

d

D

d

(8)

( 8 ’



( i9 =
A C

A 0 Co
(q j ’

A G B

Bo Do Аф

В

Во

D

Во
Tfcd varam u z r a k s t ī t  :

Рг  = f г  р̂  + f a  + r^ ,

С? = fa Pi + f i  Чг + i  ,

— = f  * р5 + ч5 + г 3 ,

(«')

(9)

un tā p a t

“ В5 = f*  (fi) + f^CqJ + (^) 

G5 3 f* (ft)  + f 3 (o^ + ( tē ) , ( 9 1 )

-H 5 = + f 5 (q^ + ( ^ *

Pēc šo fu n k c i ju  a t r a š a n a s  mums i r  v i s i  d a t i ,  kas n e p ie c ie ­

šami ^ u z r a k s t ī š a n a i  d e te rm in a n ts , kam a t š ķ i r t i  m a in īg ie . No

(1 *) zinām , ka F< -  f 4 Gf -  1 , Hf = 0 . To ie v ē r o jo t  :

v a i  a r i ,  p ā rm ijo t o tro  un t r e š o  s ta b iņ u s^  l a i  b e id zam ajā  s t a b i ­

ņ ā  n ebu tu  n u l le s  : f 6 0 1

Вцъ = ~4 G^

H3 G,

p0 apzīm ē l i e k o  f a k to ru  kas a tm ests  a p rē ķ in o t fu n k ­
c i j a s  ^ 6 , G ;, , un v i e n l ī d z īg s  d e te rm in a n ta m /t^

N o līd z in a  juma nomogranana s a s tā v  no v ie n a s  t a i s n a s  s k a la s ,

kas i r  uz a b s c is u  a s s  (x  = f 4 , у  = 0 ) ,  un divām līkām  skalām  :

X

У

L ai a t r a s t u  l īk n e s  n o l īd z in ā ju š u ,  uz k u ras  i r  kāda no skalām ,



(p ie m ., t ā ,  kas a t b i l s t  m ain īgajam  z 2 ) , jā e l im in ē  p a ram e trs  

no s k a la s  n o l īd z in a  justiem

X -  К  = ____ К  P l + +_ Г; ,
Gi f^p^+  f t q t+  r 2

u „  ___ ff P ?.+ W t . f r  ,
<4 £ &  + 4 1 г  + Iz

jeb  no n o līd z in ā ju š ie m

*1 (px x + P i ) + f  i{  (ļa X + Qi ) + (г г х + r j  = 0 ,

# ( р х У + Рз ) + ^ ( 1 а Уз + Чз) + (Ч У  + *з) = О*

EI im in a c i j a  dod sa k a ru  s t a r p  x un у ( t . i .  l īk n e s  n o līd z in a ju m u ) 

d e te rm in a n ts  v e id ā  :

РзЛ + P, 4a * + 4» r 2 x  + r< 0

Р»У + P, ^ У  + 45 Ъ У  + r 3 0 _ o

0 p t*  + p, <ļt X + гг х + r,

0 Pj У + P3 4X * + 4, ^ У  + r 3

v a i  a r ī  i z v i r z ī t ā  v e id ā  :

AMx + (Aifc+ A^Jxy + AÄy + (AJ5+ A2J X + (A%+ + A?$= 0 . (11)

K o e f ic ie n t i  A^ l ī d z in ā s  d e te rm in an tiem , ko dabū d z ē šo t seko­

jo š ā  schema l a b a jā  p u sē  d iv a s  r in d a s ,  p r o t i  :

Рл 4i r* 0

Pz 4z 0

P, 4 3 О
AiK -  (12)

0  Pi 4,
0  Pt 4г

0  Рз Г 5

kur l a b a j ā  p u sē  jā d z ē š ,  s k a i t o t  no a u g šas , r in d a s  i  un k .

Gayäki a p r ē ķ in i ,  kuyu k o d o ls  i r  t a s ,  ka p L , q.-, r t  v i e t ā  

l i e k  v iņ u  iz te ik sm e s  ( 8 ) ,  rā d a , ka v is iem  A tK n o l īd z in a  jumā (11) 

i r  kop īgs f a k to r s



še / \ .  i r  de t e r a in a n t  b , k an g  dabu , ja  n a t r i c e !  

A B C D| 

A Q BQ J O ÜQ 

а Ъ с d

iz d z ē š  i - t o  s ta b iņ u .

P?c k o p īg ā  f a k to r a  a taeS an as  (1 1 ) r i e t ā  s t ā j a s  n o līd z in a ju m s 

2Ba xy + Ba y®+ г ^ х  + Z ^ y  + B,3= 0 (15)

kur k o e f ic ie n tie m  i r  šādas nozīm es :

2B^- Bc -  Ad + Ob -  Da ; B11= BO -  AD ; ļ

2B^= BCO -  ADO + OBo -  DA0 ; B ^  bc  -  ad ; > )

2Bļj— Ba c Ao d + 0a b -  Do а ; Bo Co — Ao Do . J

N olīdz inajum u (13) таг u z r a k s t ī t  p ro p o rc i ja s  v e id ā  :

Ax t  ay t  Ao _  Qx t  ?y . t  QQ , 
Bx + by + Bo Dx + dy + Do (15*)

kā v i e g l i  p ā r l i e c i n ā t i e s ,  p a r e i z in o t  šķērsām  p ro p o rc i ja s  lo c e k ­

ļu s  un re iz in ā ju m u s  atņem ot v ie n u  o tram .

N o līd z in ā ju ša  (11) i r  o t r a s  p ak āp es, s k a la  mainīgam z a  i r  

uz k o n isk ās  l ī k n e s .  M ek lē jo t a t b a l s t a  n o l īd z in ā ju š u  s k a la i  Zj 

a t ro d  t ā p a t  v e id o ta s  fo rm u la s , k ā  (1 0 ) , (1 1 ) , (1 2 ) , t i k a i  a g rā ­

ko p , 4 , r  v i e t ā  ta g a d  j ā l i e k  (p ) , (4  ) ,  ( r  ) .  Tā ta d ,  sk a ­

l a  z$ a r ī  i r  uz k o n isk ā s  l i k n e s .  P ā re ju  no z a — > z^ jeb  no p; , 

4 ^  r ; ---- > ( p ; ) ,  ( q j ,  ( r ; ) ,  k ā  rād a  iz te ik s m ju  (8 ) un ( 8 ‘ ) 

v e id s ? v a r  i z d a r ī t ,  p ā rm ijo t B, Bo , b a t t i e c ī g i  a r  0 , Co , c un 

o t r ā d i . Tāda pā r z i ņa .ņema ina fegefiQi AnV us-C W  п91Ш1па.1ища.«.(13.)» 

No t ā  seko , ka l ī k n e i , uz ku^as i r  s k a la  z 3 , i r  tā d s  p a t  n o l ī -

d z in ā ju m s, k a  o t r a s  s k a la s  a tb a ls ta m , t . i .  abas s k a la s  i r  uz



kop īgas k o n isk ās  l ī k n e s .

Nol īd z in ā ju m ā (13) d a ž i k o e f i c i e n t i  a tk a r ā ja s  no n e n o te ik ­

tām konstan tām  a , b , c ,  d , k u ras  v a r  i z v ē l ē t  pēc p a t ik a s ,  b e t  

p ro tam s, sa sk a ņ ā  a r  p ra s īb u  ( 6 ) .  B rīv īb u  m inēto  k o n s ta n tu  iz v ē ­

l ē  v a r  i z l i e t o t  у l a i  p a d a r ī tu  l īk n e s  n o līd z in a ju m u  v ie n k ā ršā k u  

v a i  a r ī  l a i  d o tu  p a š a i  l ī k n e i  vēlam u v e id u . Izv ē lē s im  v iņ a s  t ā ,  

l a i  n o l īd z in ā ju š ā  (13) iz zū d  l o c e k l i s  a r  m ainīgo lie lu m u  r e i z i -  

nājum u.

2B^- Bc -  Ad + Cb -  Da -  0 . 

Tad l īk n e s  v e id s  a tk a r ā ja s  no a t l ik u š o  k v a d rā t io c e k ļu  k o e f i c i ­

en tie m , un p r o t i ,  mums būs

ja  (BC -  AD)(bc -  ad )>  0

h ip e rb o la  " <  о

p a ra b o la  * " " =  * " = 0

p ieņem ot, ka B ^  BC -  AD 0 . E l ip s e  p ā r v ē r t ī s i e s  p a r  r i ņ ķ i . 

j a  abu k v a d rā t lo c e k ļu  k o e f i c i e n t i  v ie n ā d i ,  t . i .  j a  bc -  ad — 

BC -  AD.

Ja  m a tr ic ē  (6) kāda s ta b iņ a  e le m e n ti v i s i  i r  n u l l e s ,  ta d  

n o l īd z in ā ju š ā  (1 3 ’ ) v ie n s  p r o p o rc i ja s  l o c e k l i s  i r  n u l l e ,  un 

n o l īd z in ā ju š a  i z t e i c  d iv i  t a i s n e s . Tā, p ie m ., ja  A -  AQ -  a = 0, 

ta d  no (1 3 ’ ) seko

Bx + by + Bo -  0 , Cx + cy + Co =  0 ;  

t . i .  d iv u  t a i š ņ u  n o l īd z in a ju m i .

N e n o te ik tā s  k o n s ta n ta s  v a r  i z v ē l ē t  t ā ,  ka v i s i  k o e f i c i e n t i ,  

k u r i  no viņām a tk a r ā ja s  (Bl2r, Ba3) , izzū d  :

Bc -  Ad + Cb -  Da =  0 ,

BQ C — Ao d 4- C 0 b — Do a  — 0 , 

b c  -  a d  -  0.

(15)



-К -

No beidzam ā n o l īd z in ā ju u a  seko : 

b : a = d : с = 

no d iv iem  p ā rē jie m  : 
2 

(p 3 ) e  -  (q 3 ) e + ( r 3 ) = о .
Dabū d iv a s  stiert Ib as param etram  6 , kuyas i r  dažādas un r e ā l a s ,  

j a  
• 9 

(a3 ) -  4 - (Р з ) ( г з )> 0  (16)

N o lid z in ā jurna (13) v i e t a  s t ā j a s

В^х + 2Bļ3x + 0,

kas i z t e i c  d iv a s  t a i s n e s  n a r l a l e l a s  o rd in a tu  a s i j . V iņas i r  d a ­

žādas un r e ā l a s ,  ja
2 

в из- M ^ ° -

Tā t a d ,  ja .  nomogrammā d iv i  skalam  jā b ū t  p a ra lē lā m  o rd in ā ru  a s i j ,  
f u n k c i j ā  (1 ) konstan tām  jā a |m ie r in a  p r a s īb a  (1 6 ) , (1 7 ) . Jā p ie z īm ē , ka 

abas p r a s īb a s  ī s t e n ī b ā  n e a t š ķ i r a s ,  jo  abu n e v ien ād īb u  k r e is ā s  

puses v a r  p a d a r ī t  i d e n t i s k a s ,  ņemot p a l īg ā  (8) un (1 4 ) .



G eta rtag  n o s o g ra f is k ā s  b ā r ta s  

no ļlip ipā.-iU S i a r  3 y i s p ā r īg ā  v e ^ J t

KÄVU A

Šis -Šķ iras n o līd z in ā ju m iem , k r e i s a i  p u se i i r  se k o jo šs  v i s ­

p ā r īg a i s  v e id s  :

F 3 ( a o f i f 2 +  a l f 1 +  a a f 2 +  а з) +  

+ $з (b0 f 2 +  b 1 +  b 2 f a +  b 3 ) +  

+ H3 (c 0 f a  + f d + cx f a  + c 3 ) ,

(1)

ku r a ļ ,  bļ, , Oļ -  k o n s ta n ta s .  Apzīmēsim iek av as  pec k ā r ta s  a r  K, 

L, M un bez tam , īsuma d ē ļ  pieņem sim  apzīmējumus :

A I  =  a of l +  a 2 

a j  = »i + »3
AI  = a 0 f 2 +  a 4 
а п ~ a ^  +  а з

B I  b o + 4  
b j  =. b4 £ļ + ъ3 

в д = b o f 2 +  b /l 

Ьд = ba f 2 + b3

GI  = % f -ļ +  C2 

°x -  Cļ £1 + o3 

°K = % f 2 +  ®1

Сц = C$ f 2  + C3 .

F u n k c ija s  K, L, M varam s a k ā r to t  t i k l a b  a t t i e c ī b ā  uz m ainīgo z 1 , 

kā  a r ī  z^:

Kn = f 4 An + an = f a Ar + a r  

L ia=  в ц+ ъ цх f a B i +  b i  
ы 12= f l GS +  ° IT=  £ 2 G T +  °T

L ai P a v a r ē t u  u z r a k s t ī t  d e te rm in a n ts  v e id ā  a r  a t š ķ i r t i e m

m ainīg iem , f u n k c i jā s  K, li, M jā b ū t  tādām , ka d iv i  Vronska d e t e r ­

m in a n ti i d e n t i s k i  iz z ū d .

Jā b ū t ; A H+  f 4 BH+ ļ l̂ °!Г+  °ц 

f АИ к  в я  к  ся

< А П  f " B K  f ļ 'O j



un K l l L H k |2 

к '  Ъ'  
vK"  T" 

a L2

/

II II „

^<>r 
^ 'ci

= 0,

kas t ā  t i e š ā s  a r ī  i r ,  tā p ē c  ka abos d e te rm in a n to s  d iv u  beidzamo 

r in d u  e lem en tus a t š ķ i r  t i k a i  p r o p o r c io n a l i t ā t e s  f a k t o r i .

Abu i e p r ie k š ē jo  noteikum u i z p i ld ī š a n a  v ē l  n en o d ro šin a  m ainīgo 

a t š ķ i r š a n a s  ie sp ē ja m īb u . F u n k c ijā s  K, L, M v ē l jā b ū t tādām , ka n e -

v ie n s  no l ie k a j ie m  fa k to r ie m  (X p  nav n u l l e .  Aprēķinām 

re iz in ā ju m u  :

šo f a k to ru

3

$ 0  $ 2  *

'0

L X L

Ъ 1
b 2
Ъ3

°1
c o f 1 + c 2

v a i  a r i ,  pēc pārveidojum iem

f 1 f 2

a o

bo

a

c o

*1

Cl

a 2

4
c a

a 3
b 3 I /

c 3
(2)

Tā k ā  n e d r īk s t  b ū t n u l l e ,
“ f 2
ta d seko , ka d e te rm in an tjem , ku^us

“ o

Ъо

a 1
Ъ1

*3
ъ 3

c o °1 4 сз
kādu v ie n u  s ta b iņ u ,  nav v i siem  t e i z ē  jā b ū t nullēm  t . i .  m a tr ic e i  

i ā b u t - t e  J ā_xanga,.

J a  š i s  noteikum s i r  spgkā, v a r  a p rē ķ in ā t  F ^ , ( i  = 1 ,2 )

ATmetot k op īgos f a k to ru s  f^ un , atrodam  p a r a s tā  k ā r tā



ъ 1 +  ъ э
ь0 £, + ъа

°1 f  1 +  ®3

С о ^  +  Cg
< V  &

V  Ga : Hj no
а а^а+ ®э

»of 2 *  a 1

M l*  ъз
Ъо f 2 + bļ

% * s *  %  

O . f j *  о,
( 4 )

*
VAr a r ī ,  t ā p a t  kā i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  i ^ H t  no schemata

a0 a$ a$

F1 Ч  b a  b3

— Gļ — c0 O4 C3 i

н1 0 -1  v 0
< V  4 ■ 14

un dabū t

-1  0 f4 О

a 1 a3

Ъз

c 4 03 ;

0

f3  0

d')

at Āg.c ļ^ i  Хамада.PUS? o tro ,

t r e š o  r in d a o . J ā p ie z īm e , ka v ie n a  schema p ā rv ē rš a s  o t r ā ,  ja  kādā

no viņām p ā rm ij sa v ā  s t a r p ā  in d ek u s  1 un 2 .

Piņem ot s a ī s in ā tu s  apzīmējumus :

b0 b< b0 ь< b3
b a Ьз

c o °4
4 l =

c a с з
+

c 0 «Ц
r 1 =

с я °3

*0 »0 •я а з » a a 3

°o Ol
a 2 =

°2. °3
+

Со c i
r 2 =

c a C3

*0 a< a 0
a a a 3 a a a 3

P 3 =
b0 b 4

^ 3 =
ъ г b j

+
bo b l

r 3" b a b 3

(4)



(p<) =

(Px) =

(p3 ) =

bo ba  

c o °2 

% a a 
o0 oa

a o

b0 b a

, . I b0 b a  b3  
(11) = *

I C j C 3 CQ Cjg

I a o a 2i I a 1 a 3
( la )  =  +

I ^3

( ^ )  X

( r 2 ) =

( r 3 ) ~

b i b3 

°1 c 3 
a 1 a 3 

°1 °3 
a i а з 

bl b3

fu n k c i ja s  Fi , G ;, Hi varam u z r a k s t ī t  i z v i r z ī t a  v e id ā  :
~^1 = p4 f^  + f  1 7  ̂ Г j

G 1 = +  r a
2 

^ 1 =  P j f /+  I j f f *  r 3

(5 )

un tā p a t

-P a = (Pi )* a +  (^1 ) f * +  ( ^  ) 

(p2 ) f 2 +  ( 1 ! № +  ( r a) 

-н а -  (p 3 ) f a + ( l 3 ) f 2 + ( r 3 )

( 5 * )

Tagad v a r  

m ainīgiem

u z r a k s t ī t  f u n k c i ju (1) d e te rm in a n ts  v e id ā  a r  a t š ķ i r t ie m

®123= %

*4

G1

G3

Hl

H3

)

k u r \)0 v i e n l īd z īg s  d e te rm in a n t A t t ie c īg ā  nomogramma v is p ā -

r ī g ā  gad ījum ā s a s ta v  no 5 līkām  skalām  :

D ivas p irm ās s k a la s  i r  uz k o p īg a s  k o n isk ā s  l īk n e s ,  k u ras  n o l ī -  

dzinājum s p r o p o rc i ja s  v e id ā  :

anX 4- to y  + Со _  а.гк 4- taX -t-Q x  .
a 4 x 4- b^y 4- c4 a 3 x 4- b3 y 4- c 3
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