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nﬁcibé par mat@matisku sakaribu att®loSanu grafiska veids,
turklat sakaribas attflam (grafiskai tabulai jeb nomogrammai)
j8bUt derigam atrai skaitliskai ré&kinaSanai.

Vispardgais uzdevums, kas nomografijai jaatrisina, ir

Pietiek aprobe!otfg'ar gadIjumu, kad.mainigo skaits n = 3.
Ja mainigo skaits n > 3, k3 tas bieli gadds, tad uzdoto sakari-
bu (1), pieyemot pietiekodu, pSc iespfjas mazu skaitu paliglie-
lumu, cen3as p3rveidot gistdmd t3, ka katrd sistemas nolidzina-
juma dariSana tikai ar 3 mainigiem lielumiem.

Piem@ram, ja n = 4 un uzdoto sakaribu var uzrakstit 33da
veida: F (24, 2o) = G (25, 2,), piepem paliglielumm, kas apzi-
mé& abu funkeiju kopigo vErtibu, un uzdoto sakaribu aizvieto ar
1Idzvartigu sistemu

F (21, 2,) =u, & (2., 29) =,



- =

kur katré.nglidziningﬁ tikai 3 mainigie.

Jan

I

5 un uzdotai sakaribai ir 353ds veids :
B [f'(;"u zg)""‘f(qu Z4), zs:l= 0,
t0 aizvieto ar .ekvivalentu sistemn : .

£ (24, 29) =8, y(254.24) =v, F (u,vz;) =0,

kur katra nolidzinajuma 3 wmainigie. - . -

;lﬂlﬂﬁiﬂﬂﬂ.kﬁxlﬂa- Lai jegutu viegli ﬁﬁrredzamas formulas, nomo-
grafijd bie%i atmet mainigo apzim@jumus, aizvietojot tos ar
funkecijas simbolam piespraustu indeku. Piem., £, apzim& funk-
ciju, kas atkarajas no z,, f,;, apzim® funkciju, kas atkar@jas
no zg un z; un t.t.

Nolliezinajumu Fy .o = O saumc par‘ngmggzaxiggb dQACGAI&;%EIQ

.__31. Ja viyu var parrakstit 3adi :

£, Eg...m + 3'1.653. ‘mt eeee t 1,0 [:93 m= 0,
L] i i Ja t& sakar-

totam nolIdzindjumam ir n - 1 loceklu, saka, ka vip% ir n - 3s
~ kartas (fr. ordre) attiecIbd uz mainigo z,.
Ja %3 pat noteic nolIdzinajuma k3rtu n; attiecIbd wz visiem
mainigiem z;, tad vipa ko
ns=)ni.

Kartas j8dziemu nomografija iesaka lietat R. Soreau memuara
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"Nouveaux types d'abagues" (1906.)

Nolidzinajuma kopIga karta raksturo funkeciju minimZlo skai-
$u nolidzinajumd, wn var mainities, kad nolIdzingjumw parveido.
Piem., sakaribu

qug.'P V71 + f?“b \/! 1+ f;: f;

var parveidot 33da :

log (£1+V 1+ 1) +10g (£2+V/ 1 4+ £ = log (£;+V £,-1).

grafiskam att@lam var bt da%adi veidi, no kugyiem vismodern@kais
‘un praktiska@ zipd vissvarigfkais ir tas, kas sasta@v no gkalam.

Visparigi, skala ir skaitlisku vertibu piekartojums 1Inijas
punktiem. Tadu piekartojumu gadd lIknes nolidzindjuma paxamgéi—
skais veids

* =l v = £t | (2)

kur x, y - Dekarta koordinatas, ja konstru€jot 1Ikmni iekarto,
ka ikviena@ l1iknes punktd var nolasIt attiecigo parametra t veér-
tibu. Tc{sa.aniedz apaiméj.ot ar 3k8rsSvikam punktus uz liknes,
kas atbilst apal@m aritmetiskd progresijd pieaugoSam parametra

vertiban un pierakstot 3Is vartibas pietieko3am ZkFrsdvIiku
skaitam.

SkSrs¥viku kopumu apzim® par gkdlas iedalijumu, ar iedali-
Juma un uzrakstu palidzibu 1inijas punktiem piekartotos skait-
Jus - par gkalas atzimSm, bet padu 1iIniju - par gkalas atbalgstu.



Attiecib@ uz skalu (2) piepemsim, ka vipa tieSam ir, ka

noteikts 1Inijas punktu kopums, t3 tad, nedegener® punkta un
neaiziet bezgaliba. T3 tad, katrd zipa h(t) + O, un attiecibas
£(t) : h(t) un g(t) : h(t) abas nav konst@ntas reiz&. To piepe-
mot viegli seko teoremas pieradIjums.

Ja skala (2) ir taisna, vipas punktu koordinsatas saista li-
nedra sakariba : . : _

ax+bx+c=0. (4)
Ievietojot Se x un y vietd vipu izteiksmes (2) un pareizinot
ar h(t) dabi (3).

Otradi, ja noteikums (3) izpildits, skdla ir taisna. Vie-
n8dIbu (3) izdalam ar h(t) + 0. Iev@rojot (2) dabil linedru sa-
karibu starp koordinatam, t.i. seko (4).

Atvasinam (3) divreiz :

af'(t) + bg'(t) + ch'(t)
af* (%) + bg"(t) + ch"(t) = O.

0,

Sie nolidzindjumi ir homogéni un linedri attiecibd uz a, b, c.
Kopd ar (3) vipi veido sistemm, kn;a#ir netrivials atrisinajums,
jo a, b, c visi reiz® nav nulles~+ T3 tad :

£(t) g(t) h(%)

£'(%) g'(%) h'(t)| =0 (5)

£ (%) g"(t) h"(t)



ka aprakstitd karta konstrudtas 3 skalas (i = 1,2,3) :

ApskatIsim skalu atzimes z,, z,, 2z, punktos, kas ir uz vienas
taisnes. (KolineZrw punktu princips.)
Ja punkti (x;,y;) (L = 1,2,3) ir uz vienas taisnes, tad
Xy 1
X, ¥ 1| = 0.
x, ¥y, 1
Ievietojot Se Dekarta koordindtu vieta vipu izteiksmes (6)

dabi sakaribu starp skalu atzimém punktos (x., y.) :
L g
hi h11

L g =
hghg,l 0

L &
b b, x

vai ard :

rinda.

Izvirzot determinantu dabd (7) vietd

Fagn =+ O, (8)
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T3 tad, atzimes, ko nolasa skalam (6) vienas taisnes punktos,

atbilst nolidzindjumam (7) jeb (8). 8Is skilas yar lietdt noli-

dzingjuma (8) grafiskai agriginasanai : zinot z, un z, samekle

punktus uz attiecigam skalam, kuyiem atbilst tadas atziImes, sa-
vieno Sos punktus ar taisni wn raugas, kur taisne krusto treSo

skalu. Krustpunkta nolasa mainiga zs vertibu.

maSLOSZaIIaS _SUga, - Par nomogrammas Sugu (fr. genre, angl.
genus) sauc Jliko skZlu skaitu nomogramm&. Ja nomogrammai visas
sk&Zlas taisnas, saka, ka viga ir O - @s sugas. Ja viena skiala

ir 1ika, paréjas - taisnas, nomogrammu sauc par pirmas sugas.

Visparigi, ja nomogrammai p skalas ir 1likas, pa8réj3s - taisnas,

vipu sauc par p - @8 sugas.

Nomogramma, kas sast@v no 3 1ikam skalam (p = 3), attélo
nolidzinajumun
£1 g1 hy
£, g he|=0,
5 g; hs
kur visd@s rind3ds funkecijas linedri neatkarIgas. Tads nolidzi-
najums attiecibad pret kadu vienu mainigo ir 2 -3s kartas, bet
vipa kopiga karta n = 6. (Sk. nolidzinajuma nomografiskas kar-
tas definiciju). T3 tad, %ini gadijumi p =D + 3.
Ja kada vienad rindd funkcijas f;, g;, h; ir lineari atkari-
gas, nomogrammas Suga pamazinds par 1 (jo viena skala tad ir
taisna), bet par tik pat pamazinds ari nolidzindjuma k3rta. Ja

p = O (visas skdlas taisnas), n = 3.

—




& _ a.- Tris skalas, ko
defin€ nolIdzindjumi (6), ir kolinearu punktu nomogramma, kas

att@lo sakaribu (7) jeb (8). Paradisim, ka min&t8s tris skalas
nav vienigas derigds; gluki otradi, to padu sakaribu var atts-

lot ar skalu trijotnsm bezgala daZddos citos veidos.

No uzdotam funkeijam f., g;, h;(i = 1,2,3) lineari sakombi-
nésim 9 citas :
F, = a4 + byg, + ¢, hy,
Go = a,f; +b,8, + ¢ h;, (£ - 1,2,3) (%)
H) = asf; + b, g, + ¢;h.,
kar a;, bi, ¢; - patvaligi izv#l&tas konstantas, kas isrobeZo-
tas vienigi ar to noteikumu, ka no vipdm veidotais determinants
nav nulle
a, b, ¢,
a, b, o) # 0 (10)
a8 b, ¢
Iev@rojot lielo nenoteiktibu, kada pielauta konstantu a., b,

¢; izvel®, var lJoti daZadi izveidot funkcijas (9). Bet skalas

calbs At R o

(i =1,2,3) -
k3@ koline dru punktu nomogramma attflo sakaribu
F, G; H,
Fo G Hy| =0,
P, 6 H,
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a,f; +b,g) +c,h, a,f, +Dbyg, + ch a.f;, + b,g, "'°5h~4

a,£; +bug, +c/hy, af, +b,8 +ch aizf, +b;8 +o;h=0,
a,f; +b,8, +c,h, a;f; +bg, +c,h; a;f; + b;g; + csh;

£, 8 hy &, b ce,

f, 8 hy.|a; by c| =0,
f; 8 hsl la; by ¢4

T2 k3 nomogramma, ko veido skalas (6), attflo to padu saka-
ribu starp mainigiem, k@ nomogramma (11), tad seko, ka punkti
~ar atzim®m z,, 2,, %;, kas pirma nomogramma ir uz taisnes, td-
pat arI otra ir uz taisnes. = 9 i 2
tgigné. Transformaciju, kuyai ta@da Ipasiba, sauc par homografit

sku jeb projektivu.

~ Ja kolinearu punktu nomograu-

mai zina skalu nolidzinadjumus, nav gyati atrast, kadu sakaribu
vipa att®lo., Praks® jaatrisina tie¥i pret€js uzdevums. Uzdotal

Fizz = 0 (12)

ls, t.i. skalu nolidzingjumi un pa-

Sas sk3las.

Acimredzot, ugdevums ir atrisind@ts, ja uzdoto sakaribu izdodas

uzrakstIt ekvivalenta veida t&8, ka kreisZ pusé€ ir determinants,

f; 8 hy| =0 (13)
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Ar paralelo stabipu pieskaitiSanu vai ari ar visparigo
homografisko transformaciju vienmsr var sasniegt to, ka beidza-
majd stabipad nav nevienas nulles, 3 tad, var piegemt, ka
h; +0 (i=*1,2,3). Ja tas %3, nolidzindjumu attflo nomograma,

kas sastZv no skalam

X = o p=of (121,2,3)

Ja sakariba, ko grib att€lot nomogramma, uzdota specializé-
ta veida un atbilst kadai no parastajam fizikas vai technikas
formuldm, determinanta (t.i. determinanta ietelpstoo :Eunkt;iju)
veidoSana, ko M. d'Ocagne savos darbos apzImé par mainigo Skir-
Banu (fr. disjonction des variables), bieZi izdodas sam3ri visn-
" karSiem 11dzékliem. Gy@taks ir uzdevuns, ja att8lojamd sakariba
uzdota gluZi vispariga veid:d ; Be izvirzds ari jautdjums, k3
pazit, ka uzdotais nolIdzindjums pislauj vai nepielauj mainigo
SkirZSanu.

PieminStajiem jautdjumiem, pec pirmiem nepilnigiem mégima-
juﬁiem, kuyu autori ir de Saint-Robert (1871), Massau (1884),
Lecornu (1885), Duporcq (1898), pladus memuarus veltI Boulad
(1910-11), Gronwall (1912), Kellogg (1914). Soreau sava kursa

Nomographie ow Traité des Abagues., o~®¢

d., 1921) veltI maini-
go Sk,ir3anai lielu daju otrd s&juma. Nomogrammu konstruktori
no Siem pStIjumism gaida pietiekami visparigu un reiz@ no par-
merigan analitiskdm gy@tibam brivu metodi mainigo ZkirSanai

Ipadas prakses gadIjumos.



Parizes zinatpu akademijai iesniegtas piezIm®s (C.R., %.
CXXVII, 1898) E. Duporcq nodarbojas ar jaut@jumu, k& pazlt, ka
uzdotu funkeiju F (x y z) iesp@jams uzsrakstit determinanta vei-
da t8, ka mainigie atSkirti katrs sava rind3d, un ja tada uzrak-
stIB8ana iesp@jama, k3 noteikt determinanta elementus. Jautijuuu
pilnigi atrisinot iznakumi, kur,us autors nodod akademijai ("ILa
question est résolie completement au moyen des resultats que
j'ai 1'honneur de soumettre a 1'Académie dans cette Note").
Pieyemsim, ka uzdotu funkeiju F(x,y, %) var identiski pZrveidot
£1(x g1(x) hy(x
£, ;yi szzyi hagy;
£.(2) g,(2) hs(z)
kur £/, g;, hi,(i = 1,2,3) ir nezinimas funkcijas. ApzIim@sim

determinanta :

P(x),y) z2) = (1)

minorus, kas vipam atbilst, ar attiecigiem lieliem burtiem F,
G;, Hy+» Tad seko vienadibas :
P (x,y, z) = £ (x) + 6,8,(x),+ Hh,(x)
F(x,82) =F % (y) + 6,8, (y),+ Hhy (¥) (2)
F (x,y, z) =F, % (2) + Gs8;(2) + Hyh; (2)
TZ k3 determinantd (1) mainigie at3kirti katrs savi rinda,

tad funkcijas F;, G;, H; atkarajas no tiem mainigiem, kugus
attiecigss funkcijas £, g;, h; sevi neietver.
Vienad iba nezaud & spfku, ja mainigo aizvieto ar skaitliskam

vertibam, Pirm3d vienadIbad (2) var x vietd ievietot patvaligi
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izv@letas @A%3das skaitliskas veértibas a, a', a" (a # a',

a #a", a'+ a") :

]

F (a,y,8) = P,,(a) + G,8,(a) + Hih(a),

F (a)y, 2z) = F12,(3) + G,g,(¥) + Hihy(a) (3)

P (a'y,2z) = F1£,(a") + G,g,(2") + Hih(a")

No 3Im vienadibam, kopd ar pirmo (2), kad elimind ¥,, G,,

Hy, seko :
P (x,5,2) 2£1(x) gy(x) hy(x)
P (a,y,8) f:(a) g,(a) hi(@)
F (a)y,z) f4(2) g,(a) "h,(a)
F (aly, z) 2,(d) g,(a) hi(d)
-Apzimésim minorus, kas atbilst pirma stabipa elementiem, ar

]
o

A,B,C, D. Vigos nav me y, ne z. Tapsc vienadiba

A-F (x,y 2) +B-P (a,7,2) + C-F (a'y,3) + D'F (a}y,3) = 0 (4)

koeficienti A, B, C, D nemainas, ka y un z aizvieto ar patva-
}3igi izveletam da28dsm skaitliskam vertibam b, b', b" attiec.

G, o'y 0"

A-F (x,b,0) +B'F (abc) +C-F (a'be) + D'F (a}b,e) =0,

A'F (x;b'c) + B'F (a, )'e') + CF (a)bfc') + D-F (ajb)e) = 0,,(4)
A‘F (x,b"e") + B'F (a,b'c¢") + C'F (ajbre”) + D'F (afbe") = 0
Mums ir 4 ﬁolIdzin§juni, kas attiecibd uz A, B, C, D ir lineari
un homogéni. Viegli noskaidrot, ka A, B, C, D nevar visi reize
bt nulles. Ja pieyem, ka A = 0, tad seko, ka vienadibam (3)
labés puses ir lineari atkarigas, t2 tad, lineari atkarigam ja-

b@t arI kreisam pusém, t.i. starp ¥y 2z japleyen sakarIba. Bet
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ta8ds pieyfmums ir neatlauts, jo vienddIba (1) mainigie jauz-
skata kZ neatkarigi. Ta tad, japiepyem, ka A #0.
Ja sistemai (4), (4') ir netriviils atrisindjums, tad j&-

izzud determinantem, ko veido izteiksmes pie A, B, C, D :

Tad3 pat kart §J ievietojot

b" un tre33 (z vietd) ¢, ¢', ¢

do (5%, (5"):

" .
) geko :

F(x,y, 8) F(x,b,c) F(x,bjc') F(x,bye")
F(a y, z) F(a}b, c) F(a,bjc’') F(a bse") e e
F(a'y, z) F(a'bec) PF(ajbjo') F(a byec")
F(g;y) z) F(a)d, c) P(ayb'e') F(ajbje")

otr%vienmn:a (2) y vietd b, b,

P(x,y,2) P(ay c) F(a)y, c'} F(ayry, c")

F(x,b,z) P(a,bc) F(e b o) Flalw,en) J
F(x,h’) z) F(a,b; c) F(_a’)b’)cﬁ F(a;’b,‘c") = %
P(x,b%z) F(a bre) F(a)bid) P(aybrer)

F(x,y,2) P(a,bz) PF(a)¥)z) F(amhrs)

F(x, ¥ e) R(a,b, c) F(a’,b’, c) F(a;'b;'c)

g, r ol =0v (3%

F(x, 3, c) F(a, b, c) F(a,b, c') F(a bs'c')

F(x,yj c") P(a, b, c"™) I‘(a")b’, c'l) F(a;‘b;c")

Hinorus, kas vienadib&s (5):‘ (5'), (5") atbilst elementam

F(x)y) z) apzim®sim pfc kartas ar A,A’,Af: Vipi atkarajas no kon-
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stantan a, a', a" (x vértivaes), b, b', d" (y vértibas) un c,
c', ¢" (2 vértibas), kuru izvele ierobeZota ar prasibu, ka
vienam tam padam mainigam japen daZadas vertibas. IevEérojot
konstantu patval Tbu vienmér var iekartot ta, ka

Ao ANowo, A *9, (6)

Ja tas t&, vienadibas (5), (5'), (5"), kad izvirza deter-

minantus p€c pirm@s rindas elementiem, var parveidot 3adas :
P(I}j‘) 5) - HF(I, b,‘ c) -+ Y}(x}b; c’) + WP(I_,b_",'_O")
Pr,5,2) = db(agc) » sy ) o whiazron | (1

F(x,y,3) = u"F(a,b,3) + y"F(a/v)z}+w"P(arbrs)
kur ! w,v,w - atkardjas no (y,2z),
Sh L Sk 2 " (z,x),
ulvy w"- " * (x¥).

No ta secina (sk. H. Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie,
1924, 139. 1p.p.), ka funkeiju F(J_cJ ) 2) var uzrakstit determi-
nanta veidd, kura elementi tikai ar konstantien proporcionali-
tates faktoriem var at¥jpirties no F(x,b,c), F(X,b)c), ...

Ta tad, identiski :

AFP(xbec) AF(xbec) AF(xb c)

F(x,yz) = [“F(ay c) KF(ayec) (PFlay c) (8)
23 ¢F(@a b z) vF(@' b’z) yF(a'b z)
kur h, A’A/;H'f&" f_,{_*’ +ss — konstantas.




Mainigo &firSanas probl®mai F. Boulad's, iesdkot ar 1910.g.
(C.R., T. CL), velti vairak darbu, par kuriem M. d'Ocagne *) sa-
ka, ka vipu kopums esot "viens no vislabzkiem un vissvarigakien

visparigas nomografijas veicinajumiem".

s Jiotodes princips.- Uzdots molidzindjums Fjps = O, kam krei-
sa puaé atkaradjas no mainigiem 3,, %,, 3,. Plepemsin, ka vipau,
kad to nomografiski sakarto attieciIbd wz meinIgo z,, ir Sads
veids : P, By, + Gy Gy + H Hyy = O, (1)
J@atrod, ja iesp8jams, 6 funkcijas F;, G;, H. (i =2 , 3) tadas,

k*identiski
Py G H1‘

FiFy, + GGy, + H Hy, -_-Ig: g; %:
Ja tada vienadiba iesp&jama un tur ¥, G,, H, apmainakttie—
cigi pret F,, Go, Hy vai F;, G;, H;, dabi laba pus® nulli :
By Fap + Gy Goy + HoHos = O,
Fs Py # G3Gy5 + HyHy = o,}
jo tadas apmaipas d€} divi rindas determinantad top vienadas.

(2)

Liela nozime metod® ir tam, ka (2) ir_yienzdibas.

-~*) Calcul graphique et Nomographie, 2-2 éd., 191%, 258519.p.
piez.
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it 25T0d 1O pima:‘:i vienadibas (2), sakartojot to

attiecibd uz mainigo z;. Piepemsim, ka p®: parkartoSanas ir :
2.V, + 8P, + +0a + $,0, =0,

kur £;, g,, e+« t; ir zinamas funkeijas. Nezinamas F,, G,, Hy
ir detvertas simbolos ¥, @), ...G.

ParkartoSanas iznakums ir vien&diba, kas sp@®ka@ neatkarigi
no mainiga z, veértibam. Tas ta var bt vienigi tad, ja

YVo=0, D=0, ...0 =0,

Vispirms japarliecin@s, ka Sie nolidzindjumi nerund@ viens

otram pretim. Ja vipos ir pretrum, mainigo Hgir3ana nodomata
veida nev iesp@jama. Ja pretrunas nav, nolidzinajumi kalpo E ,
Gy 4 Hy atraBanai. :

Bt 8trod 11dzIgd karta no otras visnadidas (2), sa-
kﬁ‘tojot to attiscibd uz mainigo 2z, . Piepemsim, ka p%c parkarto-
Sanas dznak :

2V, 4+ 8P 4+ eoe + 5,6, = 0.
Ta k& tas ir spekd identiski, neatkarigi no z, vertibam , tad
jabut Yo=0, P=0, ...0=0,

no kurienes dabidl F;, G;, Hs;, piepemot, ka sist®m& nav pretrunas.

4idzingjums ar 5 mainigiem.- Ta8da nolidzinadjuma veids ir :
F.(a, £ £+ a,£, + a, £, + a) +
+ Gs(bof L+ byE + by f, + 1) + (3)
+ Hy(cofyfy+ 0, f, + £, +¢c) =0,
kar a,, b;, ¢; - konstantas.
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Ja F,, G;, H; lineari neatkarigi, nolidzinajums attiscIba
wz z, ir otra@s (pret€ja gadijuma - pirmZs) kartas. Attieciva
uz par€jiem mainigiem vip3 ir pirm3s kartas, té‘xa kopiga karta
n=73vai4.
Gribot nolidzinadjuma kreiso pusi uzrakstit determinanta vei-
dd, kur mainigie at¥firti katrs sava rinda :
P Gy Hy
F. 6, Ho|= 0,
F; 6, K
aizvietojam uzdotd nolidzindjumd (3) F,, G, H; (uzdotas funk-
cijes) ar simboliem F,, G,, H, wn F,, G,, H, . Seko vienadlbas,
kures sakartojam attiecIbd uz z, un 2,
f,_[ F;(a,f, + a,) + G, (b, £, + by) + H,(c, £, + c,_)] +
- [ F,(a)f, + a;) +6,(0, £, +b;) «HE (L, + cs)] = 0,
un tapat
fd[ F; (a,f, +a,) + Gy(b,£, +b,) + H(c,£, + 01)] +
+ [ By (agfs + 8;) # Gy(bgfy + b3) + Ho(c, £, + 631} = 0,
Pas ir vienddibas, kas spfkd neatkarigi no mainigo veértibam.

Pirmai j@bit sp®ka neatkarigi mo 2z, , otrai - nzatkarigi no z,.

Tapeéc :
F,(aof; + 8,) 4+ G,(b,£, + by) + H;(c,£; + cy) = 0,
F,(a,£, +a;) +¢g,(bsf; + ;) 4+ H(c,£ +¢,) =0, )
un
F,(aofa+ a,) + Gy(byf, +b,) ¢ H(c £ +¢) =0, i

B, (asfy + 8,) + Gy(by®, + 1) + Hy(c, £, +¢,) =0,

No Sejienes seko :
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b, £, + by o, £, + cy a, £ +a, b, £, + b,

Cofy +cy a, %, + a1
3

bif, + by 0124 + 05| [0,2, + 0, 2,2, +a 8,2, +a,b, 2, + D,

Eg‘:Gg_:Hiz

Dofy, + b1 Cofy + C cof, + 0 af, +a af, +a, b, + Db,

e f, +¢; a,f, + a

.
-

blfg_ +b3 Osz +°3 ag_fz +35-b2f9_ +b3
Funkeijas P, G,, H; noteic sk3lu. K&ds mnolidzinajums ir

? Punkta, kam atbilst atzime

z,, koordinatas ir

F4 G
X -' Y: 2
B H,

%8 tad, 4 ;: G;: H . = x : y : 1.
Ja molidzindjumos (4) funkeijas ¥, G,, H, aizvietc ar pro-
porcionalien lielumiem x, y, 1, dabu :
(.2, + 8y)x + (b £y + b,)y'-l_- (cofy + G) = O,
(arfs + 85)x + (0, £, + b, )y + (¢,£, +#¢;) =0,
vai , parkartojot |
' (85 + Doy + Co)f + (8,X + Dyy + ©;) = d,
(2, + Byy + e4)f + (a3 + b3y + ¢;) = 0.
Elimin®jot no beidzamienm nolidzindjumien £, atrod gkalas
atbalsts nolidzingjumu :

o

ax + D1y + C1 8:X + D5 ¥ + Cs (5)

Ja to padu rekinu atkarto attieciba wz otru skilu, ko noteic
funkeijas F,, G,, Hy, dabi@l $o padu nolidzinajumm (5).

#) Ipafos gadijumos likne ver degenerst divi taisnds.



Nolidzinajums nonografiskiﬂ sakartots attiecIbd uz h. Piepeusim :
P, =k, G=-h, H, =-4i.
Ja 8o funkciju vie%a reksta F., G;, H; (i = 2, 3), daebil viena-
dibas : B (1 +1) +G1 4 + :é) + HA -1)1 + 2p) =0,
Fs(1 +1) +6sI (1 +p) +EsA -1)(1 + 2p) = 0.
Piepemot, ka F, , G,, H, atkarajas no 1 wn F,, G;, H; no p,
sakartosim pirmo vienadibu attieciIbd@ uz p, otru - attieciIva uz 1 :
p[s,_l +28, (1 - 1)] +[F_,_(1 +1) +61+HA - 1)] = 0,
1[ Fi+ G5(1 + p) - H, (1 + 2p):, +[F3 + H M + 2p)] = 0.
~ Abas ir vienaiibas, kam jabut sp€ka neatkarigi no mainigo
veértibam : pirmai neatkarigi no_pjiotrai - neatkarigi no 1. Tas
iesp&jems tikei tad, ja funkeijas F;, Gi, H—;,F;zﬁd. No}tﬁ seko
divi sist®mas nezinamo funkeiju aprekind¥anai :
Gl + 2H,(1L - 1) = O,
F (L +#1) + 6,1 4+ Hy(1-1) = 0;

P,+6;(1 +p) - H;(1 +2p) =0,
F, + H; (1 + 2p) = 0;

Fo 2 64 o Hy

il

14 - 1) :.2"=1) : 2(2. +4) ;

By i G5 3 H. = -1 +2p)A +p) : 24 +2p) : 4 + p).

T U,:Q,'.}) mﬁw, ka Tfuxomer darainae Lvcanag



da Divi sk3las un gekaite.- Gronwall's 1912.g. public®ja
memudru, kur mainigo SihrSanas probl&ma apskatita visai siki
un plaSi. VE€lak bis minéti da%i 31 pétijuma iznZkumi. Bet pa-

priek3u, k3 sagatavojums turpmakan, $ads vienkar3s geometri-

jas uzdevums :

Apzim&jumi :

§)q - Dekarta koordindtas,

X 5= skalu atzimes,

u - sekantes virziena koeficients,
v - nogrieznis ordinatu asij,

w - . abscisu asij.

Skalu nolIdzinajumi :
b= g5 (T (1)
(i =1, 2). Indeks 1 apzim@, ka funkcija atkar3jas no x, 2 - ka
vipa atkarajas no y :
£1= 1% (x), g=g(x), hi=h,(x);
L=2(y), 8=28(F), bhy=h(y).

Caur punktiem (ﬁ, R,) un (§‘2, R,) vilkta taisne, kuras
nolidzinajums :
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5 1
61 R, 1|=0,
gﬁl o
(n,- 8,05 - (§- 509 + (&n, -0,k =o. (2)

Gddﬁtmiem, kad abas skalas ir uz kopigas taisnes, kas pa-

ralela vienai vai otrai koordinatu asij, apskatam@ probléma nav
ne teoretiskas ne praktiskas intereses, Tap&c piepemsim, ka,

visparigi, g, 4 §2 ) '14 + ’i'l' Tad no (2) seko vilkta@s taisnes
(sekantes) virziena koeficients un asu nogrieipi :

n = — = = Y
4 2 T E" e
Y = §1 . o f1gq,—g4f.£‘

§453- 5152 L Lage- gqu.
n1- “h- g"lh‘z— h‘! &9
No 3Im formulam, vai ari tiedi geometriski redzams, ka

identiski uw+ v =20, (4)
Funkecijas u, v, w atkaradjas no x un y. Vipu parcialas at-

W s =

vasinatas :
= =ha D1 oy  _ LD ’
. (T hy- BB Ox  (f1By- B 50 (5)
B RN Y L ke =Za D1 2
- ox (g1 hg= hyg,)* w* (£1Hy# h,£,)* /l
Tapat :
m—zj_ﬂh—ﬁi av. = £1Do <
oy f1hy- hqify oy (B hy—- h,£,)2’ L i

oy (g1hy— 1118\1)‘z u (£, hy- h £y i l
v




=

$inis formulds :

fq g1 h.1
DL S f,_ 82 hg_ . (i = 1,2) (6)
' gl n
No (5) un (5') seko :
N
ov < ow ou
i o 8 ool =21 5 8y ¢ B
Oy oy oy
un ’ (7)
v : ow du
-~ g2 W w iy 3B Ry
dx ox ax . : 3
/

Funkcijas u, v, w saista identiska sakariba (4), t3pSc pro-

porcijés (7) vienu lielumu, piem. w, var eliminét., Seko :

- oW ( du v ) oun
— —— Y V =t = U ——— ! we——— =f, : g ¢ h
dy dy oy Ay : ! -
(7
ov ou ov du
e P (V= =R = ) 3 emee = £ 8, hy

ox Ox ox ox
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Uzdevumu var atrisinat, ja uzdotas funkcijas u, v ir tadas,
ka attiecibas

dv ou ou ov ou
S ; (¢ =—=—— =1 ) 3
oy oy gy oy oy

“u 0
ov ou ('V' —trm— - W 4 ) 4 ou
3 > ox ox ox
ox ox

atkarajas tikai no viena mainiga (pirmas - no x, beidzami3s -

no y). Ta t=d, jabut

) dv du du dv dv.  ou du
( : ) = ( - ) 3 (====)"=0,
oy oy dy oy oy? oy oy? oy
o] v du du dv 3v.  du ou
( : ) = ( : i -y : ) : ( o e )7_ 2 0,
ox ox 9x 9x ox? dx ox* ¥x
vai ard :
du v dv  du ;
i «'0
dx ox? 9x ox? : (8)
du dv v du {
i  — Oo
oy oy oy oy

Viegli konstat®t, ja (8) izpildIts, ka tad yigsas attiecibas,

kas ir formulas (7') kreisd puss, atkar@jas tikai no viena mai-

Vigus var parrakstIt 338da veidd :

% 9y B e
ox ox oy oy

(8")

[
I
(e}

Su_ av| | gh g
éx® ax* oy:  oy2




e

un determinantus uztvert ka Vromska determinmantus attieciba
uz divam divu mainigu lielumu funkeijam. (8') izteic, ka attie-
cigie parcialie atvasingjumi ir lineari atkarigi :

ou ov

F1 e H1-——— = 0,
oy oy :
ou ou

F,_ + Jo M, 2 00
ox ox

Integréjot :
Fau + Hiv = G,
Fu+Hyv -G
kur F;, G;, H;, ir patvaligas no x (indeks 1) vai y (indeks 2)
atkarigas funkei jas.
Atrisinot sistému dabi :

G‘,; H.]_ e H1 G"_ FA[ Gl i G1 FQ‘
= M b A = s o ’
F,H,~ H,Fy P, Hy- HF,

abSRSzSL

. - -
A7) 14 an Kol lcleants i =

mmzﬁmmmu_m (fa = £,(x), £2= £(y)-)

)3

PapriekSu japarliecinds, ka uzdota@s funkcijas atbilst notei-
kumien (8) :
du v v dm , > , ,
— = m o e = (£ 8) ~( -1 2,) £,=0,

ox 9x* ox ox*

2

du dv  dv ou ; 5 ! 5
ek i, s g e ot B s E) = <. L) L= Q
a0t A g 9 ( ~£1%) - ( -£4%,) £,= 0,

Aprékinam :

dx ox ox



Ta tad :
ov ow Odu

—mmf Wen i e w T f L, t e L, 2 s 1
ox dx ox

v ow dm i

SR L AR e PSS 1 A A N PSS |

dy oy oy
Skalu nolidzindjumi :&= £, p,= £; (i = 1,2). Ab@m skdldm
atbalsts kopigs (parabola z} = ;z ).

No uzdotam funkcijam f, g, h, kas atkarigas no kopiga mainigs,
_ar veselas linearas transformacijas palidzibu veidosim jaunas

funkei jas

bl

=a,f +b,g + ch,

=a,f +b,g + c,h, (9)

&l ol

= a;f + by;g + c:h.
Ja atbilstiba starp funkecijdm £, g, h un £, g, h ir apgrie-
Zami viennozimiga, koeficientu determinantam j3at¥kiras no nulles:
a, by ¢4 _
8, b, 0|4 0. (9")
; a; by ¢,
Tad sistemu (9) var atrisinat attiecibd wuz £, g, h. Japiezin?,
ka $ini atrisinalana svariga loma ir apakSdeterminantiem, kas
piekartoti aug$eji determinanta elementiem. Transformacijas
determinanta apaksdeterminantus (minorus) apzim@sim attiecigiem
lieliem burtienm :
A, B, C,
A, B, Oy

Ay By 04
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(A= bye5 = cyb;, Ag= =by;C3 + G4b3, o)

Funkeijas £, g, h wn £, g, h liet@sin skZlu punktu noteik-
Sanai Dekarta koordindtu asis. So funkeciju vértibu trijotnes,
kas atbilst ki‘dai noteiktai kopigd parametra veértibai, var uz-
tvert, ki@ koordinatu plEh:fes punktu homogéngs koordina@tas pirms
transformacijas un p&c tas. No vipam seko nehomogénds Dekarta
koordinatas :

I)E-—- .'"-%; II)g-—-—--—- 'x?s-g-

Transformacija (9) punktam (§, n) piekarto punktu (g 7).

Abu punktu nehomogénas koordinatas saistitas ar sakaribam :

g £ a,f + b,g + ¢4h at+bp + o
S = = )
a;f + b;g + ¢c;h a,c+b;g + c;

3 3 ;5+1:h (10)
i g a,f + byg + coh a1§+ bR + o,
e n a;f + b;g + c;h 35§+b3q_+ o5

Iedomasimies figuru, kas sastav no koordinatu asim, attie-

¢iba@ pret kuyam uzdotas divi ska@las (1). Caur viyu punktiem
(E‘f' R} ) un (§1, n,) vilkta taisne, kures virziena koefici=nts
ir u, nogrieznis ordinatu asij v, abscisu asij -w. Transforma-

cija (9) jeb (lo) skalas un taisni parvieto citd stavokli, kur

taisnes dati ir u, v, w. K3 _g.jgj‘m Re V. W &8F W, V, w 2
Pamatojoties uz (3) un (9) pierada

R i il A, B, O, Ay By Oy
- g‘lh'l_ h'lgq_
LS8 ey, s s o = N By B4l 0 £, g, h,|, (11)
J.Ihl- hqfti
%ug? h?. f? g?, h?-

kar A;, B, C{ ir transformacijas determinanta minori, kas at-
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bilst attiecigl a;, bi, c/. Tadas pat formulas, kas noteic asu
nogriemus v un w, atSkigas tikai ar konstentu indekiem, ta ka
izndkumns pietiks atzIn®t salsindta veidd, izrakstot tikai pir-
mas determinantu rindas :

W=~ |Ay B; O3] : |A; By C4.
Izvirzot determinantus pfc pirm@s rindas un iev3rojot (3)

dabu :
‘.1‘ + qu - Bq

A,u + CGv = By

A:a + O,v - Bs

(12)

A + C,v - By,

Tap8c izdarot vi&m t8s paSas darbibas ar lielumiem
u = u(x, y) u = u(x, y)
v = v(x, y) v = ¥(x, y)
dabil, visparigi,dakidu iznZkumu. Ja tom&r gadas, ka kadai funk-
cijai F ir tada Ipadiba, ka identiski
‘ P (u,v) =F (1,¥),
tad t@dw funkeiju sauc par invariantu, un ipadi - ja darbibu
simbolad F ietverta ari atvasinéSana - par diferxencialinvari-
antu.
Gronwall'a metode mainigo SkirSanai galvenam kZrtam pamato-
jas uz d:l.v:j. izteiksm®r, kuyu strukturu vislabsk parredz, uzraks-
tot vipas determinantos :
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Sv. _2u_ or. . _du_

oy oy ) ox ox
g'l + a gl
3;!:5 ox? b% y Oxoy
C=’- : ' ) (13)
ox ' ox
Y ORgR M
oy oy
St O e
+
s;e 2 x0y a;é
. TSR R e 0 (13°)
g .
ox ox
[u ' Qv
oy 9oy

Izteiksmju sauc®jd ir lielumu w, v funkcionzldeterminants,
kas nav vienlidzIgs nullei, jo sekantei, ar kuras palidzibu no-
mogramma izdara nolasiIjumms, virziens koeficients wu ir neatka-
rigs no v. .

Gronwall's *) piepeu

L&l}zﬁuﬁi_ﬁlngﬁ (14)
0 (xy 0x 0y Ox Oy
un raksta
2 2 g‘z E?_ |
C=(%:‘% £ %%%%‘FZ oxoy %% =2 o0xdy %&)C US)

® Journal de liath. pures et appliguées, t. VIII,1912, 64.lpp.
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2 6
D-(Ei_d.od o dim”

Ka izteiksmes C un D invariantas attieciba uz ikvienu homo-
grafisku transformaciju, kas skar lielumus u un v, pieradijudi
E. Goursat un P. Painlevé (C.R., . CIV, 1887.)

Diferencgjot (14) parcisdli pfec x un y un izmantojot iznaku-
mu kop@ ar (15)) k3 ari ievarojot (8)) dabil diferenci@lvienadoju-

mwu littalu 3

(16)

Talak veido sistémas integrebilitates noteikumus, dabiitas
izteiksmés aizvieto otras atvasinidta@s ar viyu virtibam (16),

un secina, ieveérojot u un v neatkaribu, ka

& - 4(B-c)(Beac)r

- 480 (§-0) - el

Serer vl : w=we’® _ (18)
b 5 & 1 :_aC )
g%.l =3Cg§+g(%c-—%§)w; _
D _1nga _ ¢ D 19)
why =P8R -3 -3 G )
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AbEm sist@maém (17) un (19) izradds kopigi integrabilitates

noteikumi, kuyus izteic divi diferencialvien adojumi :

2l + - (28 + ) -0

ab-yi +2 3x0y 'D( - “'2%2)’0 :

(20)

Lumi .- Piepemsiu, ka uzdotu nolidzinsjumu
F (x,y,2) =0 (21)
var parveidot vigem 1idzvertigs cita, kur kreisg pusé deter-
minents, turkldt mainigie determinantad atSfirti katrs savd
rinda : £.(x) gq.(x) Bhy(x)
" £,(y) 8.(y) ha(y)| =oO.
25(2) g5(2) Bs(z)

Vienm&r var iskartot ta, ka beidzamd stabipd neviens elements
nav nulle. To stabiym, kuya nav nevienas nulles, raksta k& bei-
dzamo. Ja katra stabiyd ir nmlle, pietiek beidzamam stabipam pie-
skaitit vienu no paraleliem stabinism. Ta tad, piepemsim, ka visi
h; # O, un izdalisim katras rindas elementus ar attiecigo h;.

Tad .beidzam'ﬁ stabind visur bis 1.
~ Tapéc nolidzingjumam (21) mainigo SkirSenas izn@kumu, ja
ikirﬁana iespijaﬁa, vienm®r var rakstIt 58d3 veidd, kas seko,
ja diepriek3&ja determinantd piegyen h;= h = h;= 1 :
£.(x) gy(x) 1
£,(y) 8. (y) 1| =o. (21)
£ (2) 85(5) 1
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Lidzveértigus, tada pat veida uzrakstItus nolidzindjumus :
£ (x) &(x) 1
£ (y) 8.(y) 1|=0 (21m)
Bls) T.lx) 1

dabid pielietd@jot funkecijam f , g., visparigo homografisko trans-

formaciju, t3 ka

o Aafi D gt O
f”ﬁ a;f + bsg + °;

?‘:: .jg T 2 b3g-&+ Cs3

kur transformacijas konstantas a;, b,, c; atbilst noteikumam (92').

(i =1,2,3) (22)

Agrak dabttas formulas, ja tur piepem h,= h,= 1, paliek
speka ari tagad. Piem;, no (3) seko, ka apskatama gadijuma

_ 8- 8 o Diga~
YT ¢ 5 (23)

Ja nolIdzinajuma (21') determinantu izvirza vadoties no
tresas rindas, dabu :
g5(z) = w £5(z) + v. (24)
To atvasinam parcigli p€c xun y :

28 . u QI,
%ﬁaax g§L%§-+f§ bx

dz 3y T ay °L8 oy

Ja beidzamo nolidzindjumu pareizina ar dz|dx, bet iepriek-

§8jo - ar dz[dy, un vienu reizinijumu atskaita otram, seko :

fS(%g%?"%?%i)*'(%%?—%%%):O’

vai ari

fz, 3 x,'y% +'aEx’yg”O. (25)
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Abi funkcionZldeterminanti beidzamz formuld atSkiyas no
nulles, Ja piepem, ka viens ir nulle, tad arI otrs ir nulle.
Ja abi ir nulles, seko, ka u = u(z) un v = v(z), t3 tad, noli-
dzinajums (24) ir tikasi z. Bet tas t& nevar but, jo (24) ir -
lidzvertigs (21), kas izteic sakaru starp 3 mainigiem. Ta'ind

atliek tikai piepemt, ka neviens no abiem funkcionaldetermi=
nantiem nav nulle.

T8pSc (25) var atrisindt attiecIbd uz f5; iznakumd dabi:

Ov 2z _ Qv 2z lrjﬂl-TQI
f, (2) =~ ek . . N5E ey (26)
: ou —_— 2z MQK+.9.E
ox Oy Oy dx oy
piegemot apzimfjumu
M=-—22 : 2&. (27)
0y Oox
Vel viens apzim&jums :
1l0oM _
N= H dy (27")
(22) 82 _ 9_9.&&&_&_ ( )ﬁz
= ﬁy m o). oy> .
e
ox/ oy

Starp izteiksmeém M, N un diferencialinvariantiemz C, D Gron-
wall's konstat® sakaribu : _
D=MC +N. (28)
Sekas ir tas, ka diferencidlvienadojumos (20), kuriem C un D
atbilst, vienu no 3Im funkecijsm var elimin®t, piem@ram, D. Tad
otra ( C ) epmierina reiz@® divi nolidzinajumus. Un ja tas ta
ir, top pieradIts talak, var atrast u, v, © un funkecijas £;, g;.



Gronwall 'a teorema:
‘ —e e e————————TaT

Teorema I.

Hepiecieﬁamaia un pietiekoSais noteikums tam, ka skala ar-

gumentam x ir taisna, ir tas, ka

8% +238 <0,

kopd ar (20) un (28).

Teorema I1I.

NepiecieSamais un pietiekoBais noteikums tam, ka skila ar-

gumentam y ir taisna, ir tas, ka

oC 4
26 +%£-0!

kopa ar (20) un (28).

Teorema I1II.

NepiecieSamais un pietiekoSais noteikums tam, ka skdla mainigen
z ir taisng, ir tas, ka
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_9£+5%=

kopa ar (20) un (28).

Teorema IV.

NepiecieSamais un pistiekoBais noteikums taw, ka nomogrammai

visas 3 sk3alas taisnas, ir tas, ka

2 log M _.
oxoy

( De_Saint-Robert, 1871).

Teorema V.
NepiecieSamais un pietiskoBSais noteikums tam, ka ska@las x
" un y ir taisnas, bet skdla z - lika, ir tas, ka izteiksme

e - (IJE%‘E) '_Q%%?"M’ (29)

apmierina vienadojumus -

%}%:-&(MC+NP

Sini teoremd ietilpstodo uzdevumu pirmo reizi atrisina Massau

(1884) un Lecornu (1885).

Ieoremg VI.
Nepiecie Samais un pietiekoSais noteikums tam, ka uzdotu no-
1idzingjumu (21) var parveidot Bada:
£Ax) £(x) 1
£, (y) £3(y) 1|=0,
£, (z) g,(2) 1
ir tas, ka izteiksme (29) atbilst vlenadojumlem :

AT Men)=3P20, o= (55



(Kellogg'a metode).

d..lzongks deferginanti.- Piepemsiu, ka uzdotas N funkeijas

£4(x), £4(x), ..+ £4(x), kuradn apska®and argumenta maipas inter-
valld ir 1-3as, 2-83, .. (n-1)-8s kSrtas atvasinatas., Vronska

(Ho$né Wromski, Réfutation de la théorie des fonmctions analyti-
ques de Lagrange, 1812) varda sauc determinanantus, kas veidoti
rakstot pirma rind3d paSas funkcijas, otra rindd - to pirmas at-

vasingtas, nakosSas rindads - otras, tredas, ... (n-1)-23s atvasi-
natas.

T2 tad :
f;}(I) fz(x) ss e ses fn(X)
Lo Sx) | LLhRY i ada izl o
oiEw) - Rl ol i teke)
'é:-?x) é:ix) $ae ..; f(::)(x)
L¥ Vronska determinants.
2, Funl ] peara atkariba viena mainies sadijuma. -
Funkc.ijas £ {x), f2(x), oo s fm(x) sauc par lineari atkarigsm, ja

ta@s identiski izpilda noteikumu

c,l:E,'(x) + czfi(x) + s0e +0,%,(x) = 0) (2)

kur konstantas c, , Cys +ve Cp visas nav nulles. Ja, turpretinm,



noteikumu (2) nevar identiski izpildiIt cit@adi, ka piepemot, ka
G =0Cy= +:0 = Q= 0, tad funkeijas sauc par lineari negtkarigzam.
Ja funkeijam f; (i = 1,2, ... n) ir 1-@s, 2-3s, (n-1)-@s kdr-
tas atvasina@tds, no (2) seko :
cff"(x) + c!:tz’(x) & sony ¥ °nfn,(x) =0
f:’(x) + czfz”(x] + geee ¥ c,,fg(x) =0,
1" )(x) +02}_0(x) ¥ ssne * chf("
Sie nolIdzina;lmi, kopd ar (2) veido sistdmu, kas attiecibi usz
konstantam o; ir lineara un homog®na. Ja piepyem, ka visi c; nav
nulles, seko.
£y (x) :Bz(x) sess seee £,(x)
0 T (USRI X4 )
t(x)  2f(x) ciie voes 2x) |z 0, (3)

L LI N &« ® 8 » L B L A

% £ e el £
T3 tad, in_m_a..ig.._u.-iﬁ Ar linefri atkariges.mo

m.m:._u_umm_mm To viegli paradit, ja funkeijas
ir divas, Piepemsinm :

£ £
2 / /

/I »of
tad, saskapd ar determinantu atvasinaBanas kartulu, bis

22 f,f; ﬂa:ﬁ_o. (5)

Ja viena funkeija ir konstanta, tad no (4) seko, ka ari otra ir




~$9-

" konstanta. So gadijumu mspie;?not f"# 0. fé_-,l_— 0. No (4) seko :
%=ﬁ%=%ﬁ

(e, £ 0), ti-'Fp'éeilu, saskand a'.u:l £3) ;
Ll 2 LW

Lg-ntoni ()
dx £f 2
ApzIm®sinm apak3determinantus, kas kreisd pus€ (3) atbilst
beidzamas rindas elementiem ar (0)(x), Wy(x), ...WJ(x). Talsk,
ieve@rosim, ka identitats® (3) beidzmo rindu determinantd var
aizvietot ar kadw no par8jam rindam., Izgvirzisim attiecIbd uz
beidzamds rindas elementien determinantu vieni.t_ifbi' (3), ka ari
par&jds vienddTbads, kas dabUtas no t38s aizvietojot beidzamo
rindu u‘ paralelam rind@mnm::
0 + @y L+ s0ve +Q, %, = 0,

n*th=
qfql'.‘%d"' DR +cIJnf’:_0’
0315:’4- @_?f;{-!- boes +GJ,,1’”= 0, (6)

n- i) h-1)
@1é1)+ahé +¢o.o +mﬂén :0’
no kurienes seko, ka @ : @o: @,: ..., : @) — ki determinanti,

ko dabii/Mmatrice \dze50t

Ry Ry (& e By
/ / /
SRy B e LEn
" 4 Ul

— - = e s = e e e

pirmo, otro, trefo .... stabipyus un dzé&Sanss iznakumam pievie-
nojot parmaipam pozitIva un negativu zImi.

Ja viengdibas (6) atvasina pfc kartas iev@ro nako3o, dabi
' Kz
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sistemu :
ot / of
/ po -
w1#+%f2+ * e 0w +Q!'fn’ 0)

/ 4 I
,f1+632’£2+ o Ct),,fn_-:-.O

Q{fg’-ﬂ-ﬁﬁ);_i(;ﬂ)-n— soee +041£T2)— 0,
no ku'ienoséseko, kaca{: C\J;{:Cli;: soee § ﬁ?,,' = ka determinanti,
kas veidoti aug3Z@ aprakstita kartd no matrices (7).
No t3a redzams, ka
I
) :Gdy: oo.@ Cﬂ Cil. ses 3G
/
@azts_«{___ s ol
w,~ &, @,
Ta tad :
1nﬁa4_ﬂ~ ...._gilnﬁJ g(x),
X d
,'_'_c ef? c% 026@", L c

Ievietojot 353Is izteiksmes pirmZ vien@diba (6) un ievérojot

n—-

to, ka ekponmencisld funkcija nsv nulle, dabi p€c izdaliSanas ar
to :

°1£1 + cn’fﬂ"b a..o.+ ann;_-'_o,

= 8, (8)

f‘l f’} fﬁ f"}lg ‘l‘al} f‘la} ff-.m f1]1’2 Ty f‘!:’zr

- fo %, Toy o oen . vos b
M £y f3: T3, oo oo ¥ SR uae B A e (9)

5" fqz’ f‘;} DR 0 T I S T Y .ty



Burti x, y, z funkciju indekos apzim® parcidlo atvasin@anu.

Teorema vienkdr3ibas labd formul®ta attiecIdd uz 4 funkeijam,
bet ta3 paliek 1TdzIga veida deriga arl vispirIgd gadIjuma@, kad
funkeiju skaits ir n. Matricei tad ir n rindu un stabipi nobei-
dzas ar (m-1l)-2s k3rtas parciilam atvasindtam.

Notiekums ir nepieciefigms, ki parliecin@s parcidli diferen-
cjot (8) un eliminjot ¢, , ¢,, 3, ¢+ Ka tas ari pietiekoss,
viegli parliecina@ties, kad funkeijas ir divas. Piepemsim, ka

£, £
m’ * l 1 Ty :j
£q f!,

rangs ir mazdks par 2. PieradIsim, ka $+3d3 gadIjumd funkeijas
ir limedri atkarigas.

matricei

Ta ka matrices ranmgs ir mazaks par 2, tad visi determinanti,

ko no matrices var veidot svitrojot stabipus, ir mulles :

2, & £, £ £4. L
¥ = o = M =0 (10)
No t2 seko, piepemot, ka neviena no funkecijam nav konstanta nulle:
By LY D D (11)

B~ £2') "t~ L,
No pirma@ nolidzin@juma (11), ko var rakstIt 384i :

2

W(m ) :"05' (1nf, )
integr&jot seko, ka fy= G £, , kur G = Cs(2z). Izn3kuiu parbaudot,
otra nolidzinadjuma (11) dabd, ka C, = comst. = q. Ta tad, :Bz_-_ e £,

kur odmatkarijas ne no y ne no z,t.i. funkcijas £, un fy ir

)
lineari atkarigas.
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Piepemsim, ka teorema pareiza attieciva uz n=3 funkeijam;
pier@adIsim, ka tad vipa pareiza ari atticciba uz n+l = 4 funk-
cij-ﬂ.

Dota ir matrice M, ,kuras rangs ir 3, t.i. vismaz viens
trisrindu determinants, ko var veidot, izdz®3ot tai rindas un

stabigus; ;nay mulle. Ar rindu parmaipu vienm®r var sasniegt to,
ka neizz@doSo determinantu veido elementi, kas ir matrices pir-
majas 3 rind3s. SameklSsim stabipus matricei M, no kuru rindam
veidojas meizz@doSais determinants. Teiksim, tie veido matrici

H,. Apskatisim 4 rindu determinantu, ko dabi pievienojot matri-
cei ¥ vienu stabipu no M. pieun.,
f4%
i:: ul ‘ (12)
£, |

Divi gadIjumi iesp8jami : 1) matrice H” nay pievienotd sta-
biga,un 2) pievienotais stabips tur ir. Abos gadIjumos determi-
nants ir nulle : pirmaja gadijum§ tap€c, ka matricei M rangs ir
3, otrd gadIjumd t3p€c, ka determinantad divi stabipiem attieci-
gie elementi ir vien@di. Detemminanta (12) pirmz stabipa vieta
tikpat labi var pemt citu matrices M stabiym ; visi determinan-
ti, ko t3 dabl, ir nulles.

ApgIm@sim apak3determinantus, kas atbilst pirma stabipa ele-
mentiem determinantd (12) attiecigi ar 4,+ B, C,- D, Lai dab@tu
A matrics M j312d28% pirnd rinda. Lai debite B, j3izdz3 otrs
rinda, un dsbiteis determinants jégem ar negatIvu zimi, Lidziga
kart@ t3lak. Vismaz D #:0.
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Izvirzisim determinantu (12) p@c pirmd stabipa elementiem,
tapat izvirzisim d_eteminaﬁtns y ko dab@l apmainot pirmo stabinu.
Seko 10 vienadibgs :

Ay +B 5+ Cf+DF =0,
A +sz}+0f3}+l)i’}:_0,
A O o P SISy ee > (13)

A fqn-i- B fﬂ;l]}"' Cc f3$|l+ D ﬁhﬂ: 0)

A+ B £33+ C £3,4 D Tin= 0, |

lf.’ - sz’}‘ﬁ - Cfa,lm - qu‘l‘l‘? = O,

Y
LA N R R NN > (13')

‘Kfyq,, + By, + Cfyyy; + Dy, = 0./
Koeficienti A, B, C, D, visparigi atkar3jas no y, z, bet
vigu attiecibas no Jiem mainigiem meatkarijas. Lai to par@ditu,
atvasindsim vien@dibas (13) parciali pfc y, un izndkumu vien-
karSo3anai izlietSsim sakaribas (13) un (13').

G557 Y

Integréjot, seko, ka

I1ndA - 1n( = InB - Inb = 1nC- 1lnc =1nD - 1nd,
g A |

a b

Jmr integracijas komstantas a2, b, ¢, @ no y neatkarajas. Ta tad



attiecibas

neatkarajas no y.
LIdziga karta pieradam, ka t3s neatkarajas arI no z. T2 tad
tas ir konstantas, un sakaribu
ALy + By + c£3+ Df,,.-_-_ 0,
izdalot to ar D var parraketIt £adi :
f‘t'_' S :C, - cz:f’-r %fB»‘

kur - i konstantas.

sm3.- Kellogg's sava

darba ievadd (Zeitschr. f. Math. u.- Phys., 63. Bd., 1914, 159.
lpp.) atzIm®jis Gronwall'a u.c. nopelnus mainIgo SkirSanas pro-
blémas atrisinadand@, saka : "Es iedro¥inos dot rakstu par So te-
matu vienigi t3p®c, ka kritériji, kurus es esmu atradis, k3 Skiet,
maz atstdj ko vEl&ties liet@BSanas vienkar3Tbas ziyd, jo vipi
ietvey sevi tikai diferenc@Sanas un matridu rangu noteikSanu".

Ja funkeciju g(x)y) z) var pi‘rveidot determinantd, kam maini-
gie atdkirti katrs savd rindd, tad j@secina, ka

g(x)y) z) = F,’ X+ % X.‘!;"" FB Xj) (14)

kur F; atkard@jas no y, z, bet Xi." tikai no x. Piepemsim, ka funk-
cijas F; ir savd starpd@ linedri neatkarIgas ; t3pat x; . K3 pazit

Atvasinot vienadibu (14) parciali, kad mainas x ; dabil :

=X+ B X+ B X

B = B X+ B, X+ P XJ
oy I/

Bux= Fy Xi+ B, X+ Py XY¥.
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No 3Im vien@Ibam kopd ar (14) var elimindt F;; tad reds,
ka g(x,y, 2) atbilst diferemcidlvienddojumam .
g 5 X X4
8x 11, Ié' I;

=0 (15)
V4 4 T <7
Exx X I’z x’5
w 4 w
Buxx X Xa X

ta& tad, funkeijas g, 8y, 8« s Bxxx 2ttieCIdE uz y un 2 ir line-
arl neatkar3gas, jo koeficienti pie vipan atkardjas tikai no x.
Saskapa ar Kellogg'a teor®mu par limedri atkarIgam funkeijau ,

nepiccicSamais un pietieko3ais noteikums diferencidlvienzdoju-

ma (15) eksist&3anai ir tas, ka matricei

8 8y 8, Byy e Bay

8 By  Bxa  Byyy .v B
g!.n gxa'q guz Bx;“ sran sxﬁz-z

gxu g“m’ gm gx“ ’\, ey g“ﬂ!‘i-z
rangs ir mazd@ks par 4. Ia&s TEREP

N = (16)

s(xy,2) = (¥ ¥ Y, (17)

s X (x), = (y), % =3i(s);
(2 =1,2,3)

Talakais uzdevums ir atrast funkeijas, kas ir labaja puse®
formul@s (14) un (17).
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a) Atrast X, Xo, Xa.

Piepemot, ka nepiecieSamais noteikums (16) izpildTts, visi
matric® N ietelpstoSie 4-rindu determinanti ir nulles. Samekl?-
jam matric® N trIs stabiyus, no kuru rind@m var veidot vienu ne-

igzidodu trisrindigu determinantu. Sos tris stabipus apzizdsim

arH,.

8x | /
s“:

% N
Attistot /pc pirm3 stabipa elementicn dabil
Ag + Bg, + Cg,, + Dgyyx = 0.
Viens no koeficientiem nav mulle, teiksim D # 0. Ja ar to izda-
la, kosficientos

4, B,
D'y .D

ola

izzud y un z. Paliek

Ag + Bg, + Cgx + By =0, (18)
kur A, B, C - atkarajas no x.
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-b) Atrast ¥, Fo, P,
Uzskatot Xi(i =1,2,3) par zinamdm funkcijam, atvasindm
(14) divreiz parciali p®c x :
B =B+ B+ B
B = (e Bxle 2.2l
AttiecIbd uz F;ta ir nehomogenu lineadru noliIdzindjumu sistéma,
no kuras kopa ar (14) seko :

8 X9 X4

A /
Bzl & % LEFG,2,

Xy 8x I;_-_I'Q(y)z),

j X
1l
P~

= 1'3(5') z),

-
1]

- D
M
i3
@

kur determinants
B Lo X,
A=z x5 x{}to,
%) . &5 2
jo funkeijas X;, X,, Xq saskand ar ies@kumd piepemto, ir line-
ari neatkarIgas.



_y8—

o) At t Y ua E (45 1.2.3).
Salidzinot (14) ar (17) redz, ka

X I,

X4

2y Zq 23
t3 tad, ievietojot abas pus®s Xj vieta Y, wn %; (i = 1,2,3) :
P,‘ Y1+ !171-} l'aY3:.-; 0)
1‘1 zf + Fo2,+ Fy 2= 0.
Funkeijas Fisaista linedras sakaribas, kuru koeficienti atkara-
jas viend g dIjumad tikai no y, otrd - tikai no 3z,
| Nepiecie Samie un pietiekodie noteikumi tam , ka tadas saka-
ribas ir sp®ka, ir divu Vronska determinantu izzulana :
E, Fy P, A NS
Fjy Py Py |2 0,(Pyy Py, Py (=0, (79)
Pl F2: Paa Fryy Fay Fay

aTIa S nd as




~ g

Piepemsin ka uzdotu funkeiju, kas atkaradjas no 3 mainigiem
Z4,%,25, var uzrakstit diveéjadi :
Bo& K
F (2,,80,%5) = Py Kgs + Gy Lys & E My = |Fq Gy
P, G H
Usdevums ir atrast F, ,G.,H, (i = 2,3).%)
No abu veidu vienadibas seko, ka K, L, ¥ ir minori, kas at-
-bilst determinanta pirmai rindai :

G, Hyl Y
Ky = = G Hy = 563,
G Hs
ROt O Y
B a~ = F-FH (1)
% 5 37T %8s,
M i E
- « PG~ GF.
7 E G 3G = G F;

No 5Im vienddiban , kur K, L, ¥ ir zin3mas, no z, un z; at-
karigas funkecijas, j@atrod 6 nezindmas funkcijas. Ja vienadibas
(1) pareizinma pSc kiartas ar F,, G, H, (i = 2,3) un reizindjunus
saskaita, dabu vienadibas

Fg K93 # GyLg; + HyMyy = O,
Fy Koz + G3;Lg; + Hyllgs = O (2)
kuras var likt divu vienadibu vieta sistéma (1).

%) Nofe
k-l’»: La'?ﬁ:%!:mmma{:nm %;smni:a&wn%o em%ﬁ;wm htls %M
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Lai atrastu F, ,G,,H, yemsim pirmo vien@dibu (2) wn atvasi-
nasin vigu pmiﬂi p&c z,. Ta dabisim nolIdzinajumus ar nezi-
namien F, ,G, ,H, :

P, Ko + GyLy, # H My = O
F,K; +GL, + BM; =0 (3)
F,K; + G Ly + H,N; = 0
Simboli K(;’,If'g ,l‘? apzin® i-tos parcidlos atvasinajumus péc z;
funkeij@im Koy sLigs ,Mos o

Tris homogéniem nolidzindjumiem ar 3 nezindmiem, k3 zinanms,
ir netrivials atrisinajums tikai tai gadijuma, ja koeficientu
determinants identiski ir nulle. T3 tad,lai nolidzindjumiem (3)
bitu atrisindjums, kas atdjiras no E = G,= H,= 0, funkeijan
‘K, L, i jabit +8i&, ka '

Kos Lgs My
K; L M:{=0. (4)
£ 5.

Ja noteikums (4) ir spéka, tad nezinamo funkciju F ,G, ,H,
aprékinaSsnai var yemt ikkatrus divus sistemas (3) nolidzina-
Jumus, piemé€ram, divus pirmos, No tiem seko :

l Kgs Mg K9z Lgs '

Lgs My ,
O A AR 7

R

FE:G'2:H2=

(5)

Determinantus proporcijas laba pus€ var dabi@t no tabulas

K9z Loz Mg,
Ky L; M3

nostripojot p€c kartas pirmo, otro un treso stabipyus,un tz2 da-
bito yemot parmijus ar + un - zIm@m.
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Parliecinasimies, ka attiecibas F, : G, : Hy, kas apréki-
natas saskapid ar priek3rakstu (5), atkardjas tikai no z,. ATva-
singsim vipas parciali pSc z;

2 B L{|Im il Ep Iml}
bz,H,_ 0z, || I,
[ TSR, O “ Kas stl- K3 I-zs,}
335H, 0z; || K5 M5 UIKS L5
Izdarot atvasinadamu un noka@rtojot izmakumu atrodam galigi :
Ky; Ly My
K L
£h- 151K :l v Lf’,
K
Seew) T T da Hy#0 tad
jwverofet () it
Kaa L-n 0
K4

Kgs Ly Mys|  |Kg5 Leqd*
3@- HCB” o | X Tr S :IK‘; I;j
K7 L, MJ
No funkecijam By ,Gg ,Hy tikai viena drikst biit nulle. Pie-
pemsim, ka Hy (dalu sauc@js) nav nulle; pret&ja gadIjuma par
dalitaju jagem F, vai Gy. Ta ka determinants (4) ir nulle,

tad
2 B_, 2 &_j.
03, Hy 7 02y Hy 0;

t.i. attiecibas ¥, : G,: H, atkarigas tikai no zy.

Tada pat karta atrodam F,: G,: H;. No vienadibam (2) pe-
man p&i€jo un atvasinam parciali peéc z,:
Ps Kox 4 G559, + HsMy = O
F,Ky + G;L;, + H;My = O (5)
F, Ky + G,L, + H;MJ = 0
Fs ,G;,H, ir nezinamas funkeijas; K, L, M un vipu atvasingjumi
- zinamds. Ja uzskatam F, ,G,,H; par nezindmiem, tad (5) ir
homogenu lineadru nolIdzindjumu sistéma, kuyail mekl€jam netri-
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viglu atrisindjumu. Ta tad

Koz Lg. My
Ke Lo Mile O (6)
K L, Mg

Ja noteikums (6) izpildTts, tad var aprékindt attiecibas :
5 Ly M Eix Ml iKex L
P 38 3B ”1 : fl: . 21, (7
K Myl 1Ky Iy

L
Determinantiem (5) un (7) ir kopigi dalItajiA un attiec.pm .

un vigas atkaradjas tikai no z .

ATmetot ¥os "liekos" dalitajus (izdalot ar tiem determinantus),
atrodam mezindmds funkeijas 2 kenolambam Pwporeisnalelalio 4.)
_anam

Lys My
T 4 4 / F )
B * x T, ¥, il ¢ (I'ZS M; - My, L3)
| Ky, My
Gz.-.—% o =L (R M - N, KY) (8)
(-
; Ky, Ly
Hz.. 1 v 3 = % (K% IJ; - I'23 K;)
K; L '
un t& pat
Fs = = il -~ (I‘23 Mé = My, I‘;,)
Conl omg E
Egz - Mgz '
G5 == =-1(Ky ¥y - 7) (9)
K K, F Koz My = Moz K,
Kyz Ly .
H3=-4‘- ; 2 =1(K25L2 "'I‘23K£]-
Pk 2z

Funkcijas A un { saista vienkarsas sakariba, kuyu atrodan,
ievietojot funkeijas (8) un (9) kad& no vienadIbam (1), piem.,

pirma :

*)c?m'!&u kalvureyas  pickve 2naf %wmcu’n tfiecdal .
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/' ’ 7
Mgy K, = Kgy Ml Ko L, = Lgs K,

Gg_ Hg A

A
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My, Ky = Ky Mél Ky, Ly = Lss K

¢, H,
No +2 seko :
Koz Loz Mes
Ap = - |Ey I; Mg - (20)
Ky Ly Mj
T3 k2 neviens no dalTt@jiem A un M nedrikst bat nulle,
tad noteikumiem (4) un (6) j3pievieno vl tredais :
K9y Lgs Mg
Ko L; Mg|+# O (11)
Ky Ly M
Detr minarte Y- newientrdoiber  ouird pust. R Soveau
(PodTE 4 Maguy | T, $520pp.) dume o molidiind) wmd

P Kot 6, Lot HMay= 10

W s R,




Piemers 1. PFo,+ £, + £5 + £;. Funkeiju var uzrakstit no-
mografiski sakartota veida piepemot :
P = £, 6,=1, H=1;
Kp= 1, Lg= £, Mpm £5.
Vipa izpilda prasibas, kas izteiktas iepriekZéja noda}Z formu-
135 (4) (6) wa (11)

'L 8] (3.8 2

0 £, 0|={0 0 £|= 0,

0 £ 0 0.0 2
U T

A ==[0 £5 0|=-££540,
0.0 £

ta tad vigu var uzrakstit determinanta veida. Nezinamas funk-
cijas :
p Sl G 2
loo:f;

Fo: G Hym £, £,: =5 : O = £, : =1 : O (A= £5)
= K f'

D20
Fy: Gy: Hy= ~f385: 0 ¢ f=%5: 0 : -1 (u= —£3)

T& tad : £: 1 X

Figs= £, + £, + £,=|£, -1 O

£, 0 <1
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Izngkuma pareizibu var parbaudiIt izvirzot determinantu.
Nolidzindjumu F,y; = O 5ini gadIjumd att®lo nomogramma, kas sa~
sta@v no 3 paralelam skalam.
To paSu funkeiju var paklaut visparigam tipam,rakstot :
Fig=2 + £ + £ =21 + 2(£5,+ £5) +0:-M,; ,
ta tad, piepemot :
E=%, G=1, H-=-0;
Kp= 1, ILp= % + £, Mp= nenoteikta
Funkeija M,, ja&izvel t&, lai bitu izpilditas 3 prasibas.

Vispirms
1 £+ £ M,
5 £ My
¢} £ M5 | = =0
5 M3
0 5 MY
No t2 seko integréjot, ka

kur A, un By - funkecijas 2z, .
Saskapa ar otru prasibu funkeijai M, jab@t tadai, ka
1 H+ 1 My

; £f9 M

o £ M

£ Mg

Izvirzot beidzamo determinantu un liekot M, vietd@ izteiksmi (1)
dabu :

3 (Asfs+ By) - £5(4;2;+ B)) = O,

£3 (f3h5- £5A;) + (£3B;- £/B;) = O.
81 vien@dTba ir sp®ka neatkarigi no z,, t@psc abdm iekavam iden-
tiski jRizzud
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£A;- £ 4;= 0, td tad A = afy + c;
£,By- £ B3= 0, " " By= Db, +d.
Ta tad :
Mgy = Agfs4+ By= afy £+ by + cf5 + d (2)
Integracijas konstantas a, b, ¢, 4 nedrikst bat pretruna
tredSajam noteikuman : |
1l £+ £ My
Ap=—| 0 £, My |- £iM,- £, M4 O.
0 pict M5
Ieliekam 1 vieta izteiksmi (2_) :
A =— 15 £ [a(tz-fj) + (e -b)] + 0 (3)
Tas ir izpildIts, ja a, b un ¢ t&di, ka stiraina iekava nav nulle.
Vipa var bUt nulle tikai tad, ja a = O un reiz®@ b = ¢, ta tad,
ja piepem My; - c(f_z-n- f3) + &. S0 gadIjumu neapskatot apré

FRi6, i H, ""10 'y Pé? e c’a‘HS‘M“o ;'ﬁ M'%l

F"' +c-2 = 3‘.‘—- 3?f' g +d
G‘ag; f}ﬂ))ﬁ (‘D gac}a +ch ); (s) |

& Q\o—-{a) Ha.—_” ( ""'F«’)

T Punkcijas F;,6;,H; (i = 2,3) warakstitas, atmetot Ajun F,,
kas kopIgi visiem attiecIbu F;: G;: H; locekliem. Salidzinot
%Ho ar?kH redzam, ka v&l ir

¥, = a(fy- £3) + (¢ - 1), (6)
ay lmgl nav dalits. Ar 3o atliku#o faktoru, kad rakstam uzdoto

funkeciju determinanta veida izdalam visu determinantu.
’ f1 4" @ ] 1 f1
1123:f+f2+£d;i)-0 FZ Gzl _—_-i-’ol GQ'FQ)
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kar P, 6 (i = 2,3) un Y, vietd jaliek atrastds funkeijas (4),
(5) wn (6).
Determinants beidzamd veidad moteic #ris skdlas, no kuyam
pirmd (x;= 0, y,=1 : £ ) ir taisna un ir uz ordinatu ass. Otra
jakonstru® saskapa ar priekirakstu :

1 1
ol -y R T N
%= 'G" . "!f‘m(é"g‘s)'f{‘"a g | (7)

un tre33 saskapa ar priekﬁrakntu $
X, = ;—5 ¥ = ?.:‘ (7")

Abas beidzam@is skalas ir uz kopigas koniskas likmes, ka parlie-
liecinamimics elimin&€jot no (7) wn (7') parsmetrus £, vai £,.
Elimindcija dod koniskd@s likmes nolidzin3ajumu :

(be —ad)x - (b + c)xy + ¥ + ax = O.
Lai likne bitu plakn® simetriski pret abscisu asi, piepemsinm,
ka b + ¢ = 0. Tada gadijumd mums ir

elipse ja be -ad > O _
hipexbola " be - ad < 0
parsbols . " de - ad =
PiepSmums bc -ad = 1 parverS elipsi rigki. LIikne sadalas divas

taisn®s, ja a = 0.

Riemerg 1. Fipn= £+ £ hy.
Uzdoto funkeiju var uzrakstit sekojo$a sakartota veidd :
Froz= £:1 + 1- %, hy+0-My, ,
t8 tad, piepemot:
F=f &=1, H=0;
Kp=1l Lp=1% h5) M.~ nenoteikts.
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Funkcijas M, apr@finasanai mums ir vispirms noteikums :
Y ilbe Ma
0. f,h M-t
0 £h{ M

b3 M
= 0,

” ’
h3 HE

un %3 tad :

My, = A,h,+ B,, - (8)
kur integracijas komstantas A, un B, atkardjas no z,. Otrs no-
teikunms : |

1 £ h; N
; g ST £, M,
0 fQ.hS lg - h} ' p - O,
0 TR hy My
0 £h, M

£ M~ £/1= 0.
Ieliekot M vieta izteiksmi (8), redzam, ka
hy (L4~ £/4,) + (£B;- £8;) = 0.
Sai praﬂiba.:i jabit ik_pild Ital ddentiski, t38pSc iekavas ir nulles.
Ho %2 seko :
' | Ag= af, + ¢ By=bf, + d
Mgy = Ayhs+ By = afy hs+ bf, + chy+ d. (8)
Integracijas konstantam a, b, ¢, 4 jabut tada:, ka lieko
faktoru reizinajuus
1 £,h, My
A== [0 BBy |- Zui (6% - ons) 40,
0 £ h N
ta tad, b un ¢ nedrikst izzust reizd.

P:ltpuot, ka #is noteikums izpildits, apr@inam :
l 1 fg h3 MQS'
t By mo||lg g nt w4
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F, = £3 (b + d)
G- afh+ e (2= %)
= -t
i fohs M
F,: G;: H; no “0 £h, 1;1!
F.= h,(ch,+ d)

G,= ah,+ b , (Mog “f;,)
H,= =h,
T8 tad :
£, 1 0
B % £i % Loy 'EE'}EE £o (b4 d) afy+ ¢ —fo

hs(ch,+ d) ah;+b -h,
Vai ari, pareizinot treflo stabiyu ar d (un a) un reizindjumu

pieskaitot pirmam (otram) :

£4 G . &

1 :
1'1%-_- f1 2 f? h5s -6?;,--—“6?;3— bf;’ o c
ch} h; b

Lai palielinitu determinanta patvaligo konstantu skaitu,
uz::;akzt Isim vipu S&di :
£, 0 1 + mf,
e £ e wb £}
ch; h, b + mch}

kur m - izvel&ts p€c patikas. Konstruésim 3 skalas :

s Yo =

ta ir taisna un uz abscisu ass.

1I) s {a .
e e nbg’ bl mbf) ’

11I) X3 = ——Qh:'_i!‘ Y = e

b + mc:h3 b + nch,)



S

ta@s ir 1Tkas un uz kopigas koniskas lTknes, kuryas nolidzindju-
mu atrod elimingjot f; un h, no skalu nolidzinajumiem :
mx”+ bey’ - x = O.

Likne, kuyu 5is nolidzindjums izteic ir simetrisks pret absci-
su asi un iet caur koordinatu asu ies@kumu. Vipa bis visparigi

elipse Ja mbe > O

hiperbols *" mbe < O

baxabola " mbec =0 (bec % 0)
Specidli vipa parveérsas

zinkl ja be =m
divas taisnés " be =0 (m % 0)

. DiemExs III. Fyp= £, £, 4 £,4, +%. Mainigos 5ini gadIjumd
vigvieglak stildrt, ja funkeiju sakdrto nomografiski attieci-
ba uz tresSo mainigo, t.i. piepyemot

B= 2, G=®s H=Y;

Ko= £, Lp= £, My= 1.
Viegli parliecinaties, ka K, L, M spmierina visus noteikumus :

. {RRI ST | - SR IR
|£4 c 0| = lo £ .Q =0,
Sl + S, 0 . &z .0
: A 1l y
=—|£ 0 0| = =£1£+ 0.
=16 ‘2 o i

Nezinamo funkciju attiecibas :
Fi: Gs Hye =£,: 0z £, %,
BaaG: Ee. 0 £: ~5 1
PaSas funkecijas :

Pr=el G=0 H=-%£H (\=-£f2)
Fy=0 G=1 Hy=-12% (u=1£4)
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T3 tad :
1 . 0 =
Fg= L84 £,9. 49, = [0 1 -8 (9
£ . W

Nolidzinajumu Fy;= O att€lo momogramma, kura sastav no
vienas 17kas un ivan taisn@n skalam.
| Sakartosim funkeciju vél attiecibd wz kadu no citiem maini-
glem (piem., 3z,) :
Fip= £ 224 1 (4, + ¥ ) +0:Mgs ,
t3 ka

Fg - 11) G'4= 1) H1=_ 0;
Ep= £5, Ly= £,'5+Y;, Mp= nenoteikta.

Funkcijam K, L, /M jabut tadam, ka vigu Vronska determinan-
41 attiecIbd uz abiem mainIgiem identiski izz@d. Sie noteikumi
palidz atrast M. N nofuomma

fS fg,(P3 » "Ua H25

o Mg
0 £, ¥ |= 59, - 0
0 5, Mgy :
seko, ka M ir lineara funkeija 1 : |
My, = A%y + B3, (%)

kur integracijas konstantas A un B visparigi atkarajas no z;.
No otra noteikuma
h Y o, +Y, | Moz
£, By +y,  M3|=0,
T By +v M]
dieliekot M vieta augsa atrasto izteiksmi (%) un t&@ iegiito deter-
minantl wzrakstot summas veida, seko :

7 A+t (A +A,) +Aso, - (20)
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kur :
£, 9, As £ ¢, B,
A =|fe A N\,=| £ 95 BS
£ 9, A £3 13, B3
£, ¢ A, £; % B
A,=| 23 ¥ A N,=|T % B
£ W5 A% £ ¥ Bj

Vienadibai (10) jabut speka identiski, kas iesp&jams tikai
ja A, =0, N, + D, = 0, \,= 0.
No td, ka /\ = /\,= O, seko, ka A, un B, ir lineards funkeijas,
kas atkardjas mo f,,¢, vai f,,¥, :
A= af, + by, B,=cf, +dy,.
Ieliekot 35is v@rtibas determinantos /\,un /\,, p@rlieciuamies,
ka /\,+ /\,var identiski izzust tikai tad, ja d = b.
To ieverojot
Mgz = A; £, 4+ B; = afy £5+ b9, + cf,+ b
~ Liekie faktori nedrjkst dbut nulles :
£, £995+¢, My
?tfa:- 0 59, K |- af; £,
£5 Ly +¥; M3
ta tad, = neiz_zi‘l (a + 0).

f?) f?(f”;"'lpsF 0
fg f?(f’; +[F3’

Apré€kinam tagad funkeijas, no kuram sastav mekl&tais deter-

minants :
f5 ficr'f) +1P5 H?S

Fy: Gg: Hy mo
£5 f3q§+l{’£ M_;,

Fy= - (afy+ ¢)
Go = ~b
=1

; ’% £aq5 + Y5
ey Bgy ey,




f 3
F, : 6 : H mo 03 f’tz(;q' :‘;3
2
= - (af b =
R (Pg}(tlo e
T2 tad :
Proa= Li Lo+ +LI1—i —(afflc) -‘JE E
AR RR TR | 5P (g @

vai ari pareizinot tredo kolomu ar c(un b)un reizinajumm pie-

skaitot pirmajam (otram) stabipam:

- % 4 £4 : 0]
= £ + T “+ = = 0 1

193= H I3+ L@y = -afy

? a | ay, -afy P3

8is rakstibas veids istenibd neatSkiyas no iesdkumd atrastd (9')
ﬁonogrma , kura gadijumam atbilst, sastav no divi taisnam un
vienas 1Tkas sk@las. S0 funkciju, t& tad, nevar att€lot vairak
principiali de’@diem papfmieniem, k& tas bija pirmos divos piemé&ros.

RienSrs IV. Fypy= £ f,%3+ (£ + )P+ s

Uzrakstisim funkcijn 8838 veidd (sakartotd attiecibd pret maini-

g9 24) : Fiaa= £y (£ B3+ @) + L(£Q+Yy) +0:Mgs,
t8 tad, piepemsim :
F =1 Gsl H=0

x;m apré}j.niq]i%:riﬁgc;?% LEIF t:aiq;ﬁl%?.i %ﬁa?::géggsétﬁkirﬁanas
noteikuni., No (6) mod. VI. seko, tapatkd iepriekdsja pieméra,
ka funkeija II limeari atkariga no %, ta k& vipas visparigo
veidu izteic formula (2). No (H) nod. VI., seko, ka

A+ A+ Ag) + 23(Ag+ D) + A= 0,

kur Ao, Aq, AQ unASapzi&nE to paSu, ko vienadIbd (10), bet
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F 4 Vi J /! '
Ar|% ¥ Ajfun A=|% ¥, B
il AN v Y xRy

Ta k& jabTt A.,! As" 0, tad A un BMeikines, k& iepriek-
88ja plem®rd. Divi par&jie noteikumi (A, + A\,= A,+ A\ = 0)
tom®r ierobeZo konstantu izv®li un spieZ piepemt ¢ - 2, d = b,
un beidzot

My = afs £5 + by + ag, + b .
1Zradds, ka 5ini gadijumd, lai apmierin@tu noteikumus (4) un
(6) nod. VI., japiepem, ka funkcija M linea@ri atkariga mo K un
L (M = ak 4 bL). Tads piep®mums runid pretim noteikumam (11) nod.
. VI., t@pSc ka tad reizindjums AM ir nulle. T tad, funkeiin

T8 ka £, un f; stavoklis funkecija F,; ir simetrisks, tad secina-
jums attiecas ari uz mainigo z,. Atliek sakdrtojums

F,= £, G=%, H,=9;

Kp= £ 85, L= £,4 f£5, M= 1.
$ie X, L, M apmierina visus nepiecie3amos noteikumus :

Tl Lt X 2,2 fysfs 1 :
£12s £ ol = |8 £ o| = o;
1l 4 0 25 £ 0

ity L4211
Ap = —|2/ 2, £/ ol = £y£2 (8~ £,) % O.
% A 24 0

Aprékinam vajadziga determinanta elementus :



£1£s, L1+ £ 1I

e 4 0
Fi=1
G = -5 (A= = £3)
H = £

F,: 63 Hy mo

£:£a a4 £, 1
£ £y £ o"

Bol ol
ik, (= - 27)
= £
T8 tad 1 3
o 2yt (6o e one o | 5

Nomografiskais att®ls visparigs gadIjuma, kad funkeijas f;,
@, , ¥, nav lineari atkarigas, sastav no 3 1likam skalam, no kuyam
divas ir wz kopigas koniskas 1Tkmes. Kads eits, prineipiali
cit@ds att®loSanas veids 3inT piensrd, preteji diviem pirmiem,



TreS@s nomografiskas kartas molidzindjumu ar 3 mainigiem
E.Soreau.ﬂq,n.d'OGagns raksta vispariga veidd sekojo3i :
Af, £,£.+2B, £, £,+2C.£,+ D = O,
kur A, B, C, D - konstantas wn i, j, k - ciparu 1,2,3 cikliskds
permutacijas. Lai determin:;ggmqutu simetriski, rakstisim nolI-
dzindjuma kreiso pusi citados koeficiesntu apzim@jumos, proti
$31& sakartotd veidd :
Fios= £, (Afy £+ Bfg+ Cf54 D) +
+ (A £, %, + B £, + C,f,+ D). (1)
ApzIn®sim izteiksmi pirma iekavad ar K,, , otrad iekavad - ar
Ly, » Piepemot apzim®jumus :

Ay =Af2+ C, a5 Bfg-FD,

.
=
1]

A%, + B, a;

1]

C £,+ D,
By = A2, B,, by =02+¢D,
seko :
Koy= L+ 85 = L A+ ap,
Loy = £3B34 by = £,B5+ by.
Lai funkciju (1)parveidotu determinant®, kam mainigie at3kir-
ti rindgs, rakstam paprieksu

Frgs= £4 Kp+ 1.Lg+ 040y, (1)
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un mekl&jam tadu funkeiju My, kas kop@ ar zinamam K,, un L,,
apmierina tris nepiecieSamos un pietiekamos noteikumus. Divi
noteikumi ir $3di :

Kys Lz Mp| |Aafo+ a5 Byfh+ by My
’

Ky Ly, Mg|=| Asfs Bsf;  M3|= 0,
K; Ls M, Agfs Baf; My

Kz?} Loz M, AIfS + a5 B!f3+ bE MP_S

Ki Ly Myf=| Azf; R
KJ, L}, M Ay fs e R
no ”'fiem seko :
a5 bﬁ_f; M;l_ aj bﬁlfg M;,_ 0 (2)
A B,_J £ w5l |4 EJ %ol

. Determinanti, kuyu elementiem latiyu indeki, neviens nedrikst
izzust, jo pret€ja gadijuma funkeija F,, sadalas reizina&tdjos t8,
ka pielidzinot viyu nullei vairs nedabiijem sekaru starp 3 maini-
gajiem. Lai to paradItu, piepemsim, ka

8y bﬁ,l 'B:E,J-i—D Bof,-»n,l

=0
E A-.fz"’c Aofﬂ"' CO
val arI izvirzita veida :

1 S

Sai vienadTbai jabut sp&ka neatkarigi mo z,, ta tad, koefi-

(3)

=Oo

c D\
G, D,

ciantiem, kas ir pie £ un £, , k@ arI no £, neatkarIgem locek-

lim, visiem reiza jaizzud. Tas iesp€jams divos gadIjumos, pro-
ja

Aol ool
F s Al

/]

(4)
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vai ari, ja : o
’ j ﬁ-%’ﬁ,—‘%‘, (4!)
To padu proporciju (4) vai ari vipas vietad 3a3du

A_B_A_B -
¢%D TG0, (4")

dab@ mekl&jot noteikum wms, kad determinants
|- | (3)

A Byl |lAf,+ B Aof 4+ B,

var identiski biit vienlIdzIgs mullei.

Proporcija (4) izteic to, ka sakartojumd@ £.Ky+ L, funkei-
jas K un L at3kiras tikai ar konstantu faktoru. To pasu izteic
(4') un (4") par sak@rtojumiem attiecid@ uz f, vai £, . Visos
gadijuoi Ljx =« Kjx un Fy sadalas divi faktoros.

Py = (£, 4) Kjuy (1,3,k = 1,2,3)

t& k@ pielidzinot vipu nullei m&s nedab@ijam sakaru (nolidzina-
juma) starp 3 mainIgajiem.

~ Piepemsin, t3 tad, ka no proporei jam (4), (4')) (4") neviena
nav spskd. Tad determinanti (3) un (3') nav nulles, un noteiku-
mi (2) mo kuriem jEaprékina M, ir 3&i :
fa M| | f£5 M3
£, Mg

No t3 redzams (sk. pirme piem@ru iepriek3s;j3a noda}é) o X8

=0 (8Y)

My; = afy, £f5 4+ L, + cf; + 4.
Se a, b, ¢, 4 dir integracijas konstantas, kuyu izv€li iercbe-
Zo prasiba, ka liekie faktori Ap nedrikst bUt nulles . P@c ne-
lielien parveidojumiem dabujam :
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C£H+ D C,£,+ D, cf;+ 4
?\P,=-rir; Af;+ B A, £. 4+ B, af,+ b | + 0 (5)
Afy + 0 AT+ C, af,+ ¢
kur pirmajad rinda var rakstit ari
Bfy+D B, f,+ D bf,+ d

No ta seko

B c D
7 ’ “'o :"Bp CO Du

A=+ £ $0 (5)
a b c d

+1 ~f, £, +4; 1

_ . Lai B0 noteikumu izpildTtu, ceturtajai rindai atbilstosSie
determinanti nedrikst visi reiz® bdt nulles, t.i. matricei
A B c D
R <8 B (6)
a b c a
j@bit treSaja ranga-

Piepemsim, ka noteikums (5),(5') ir sp@kd, um apr&kindsinm
F;, Gy B; (1 = 243).

Bfy+ D B,f,+ D, bf, + d
F,: Gyg: Hy; seko no

Afa+ C A £, +C af, + ¢
(A= £5)

“cn +D C,f,+D eofs+ an

F,: G,: H, seko no
Af.+B A, f,+B af .+ b
(po= £2)

Matric®m dz83 pirmo, otro, treSo stabipus un t3 dabitos deter-
minantus pem ar parmijus zImdm (4 ~ +) un t§ liéz}ﬁrof:‘ofciona—
litates faktoram dabd F,, G,, H;. To paSu sasniedz izejot no

schemam



Bii Lhe. "B B B

\
Mﬂ
1]
o
o’
(]
oy

3 (A= 13) (7)

I
~
o

o°
o

-Gy =] a c b d (o= £3) (7*)

un dzS¥ot labajd pus® vienu no pirmam tris rind@a saskapf ar

kartulu : ¥, pirm3
lai atrastu -Gi j3dzeS labajd pus® otrd rinmda.
Eo ixesa

J@piezIm®, ka schemu (7') var dabiit no (7) apmq,.‘mifj "
B, By, b olfieetgr. o’ ¢, C,, o un indeku 2 poamifol ar = 3.

Pieyemsiam 3adus saisind@tus apzim®jumus :

A, B, Ay BY 19, B, G, B,
Py = q,= + I, =
a b c a4 a b g ' &
(8)
A" B AvB G +P g B
p.= Q= -+ r =
rka ot Trilexar laial Tt len &
A B A ;B D D
p5= q_3=' J'I' 1'; -
A, B, G, D} 1A, B, C, D,
A" 0, A, C B, D, T
(p)= (@)= + (z)=
.8 d a ¢ b3
(8+)
A" G A Q B D B-D
(B)= (a)= + (z)= o
a ¢ da 2 o d
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CJ (@) ].L Cc
4 C B, Do

i

Tad varam uzrakstit :

D
+

(p)=

Q-0

—F,= £5p, + £,q,4 T4,
G= £2Do+ £, Q.4 Ty, (92)
-H=1£p+5q+1;,
un tapat
—F = f;’"(n) + £5(q) + (x)
G = £ (p) + £5(w) + (1), (9*)
=H,= £(p) + £ (1) + (). |
P&c So funkeiju atraSanas mums ir visi dati, kas nepiecie-
Sami § usrakstiSanai determinantd, kam at¥kirti mainigie. No
(') zinam, ka F, = £,, G,= 1, H = 0. To iev8rojot :
£.. 85 3
Figs = \1;; F, B, Gy
P, H, 6,
vai arI, parmijot otro un trelo stabigus, lai beidzamaja stabi-
»& nebitu nulles : £ 0. &
Fﬁs'—':\;'o Fs, Hz G'i.
B, Hy, G,
v, apzImé lieko faktorm (Ap :A.u,), kas atmests aprékinot funk-
cijas ¥¢, @;, Hi, un vienlIdzIgs: determinantam -').
Nolidzinajuma nomogramma sSastfv no vienas taisnas skalas,
kas ir uz abscisu ass (x = f,, y = 0), un divam 13kam skalam :
x =5/ G—i}(@ x=F) 63}(59
y=Hy G ¥4 H/G
Lai atrastu 1lTknes nolidzinijumu) uz kuras ir kada no skalanm,

-
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(piem., t3, kas atbilst mainigajam z,), j@elimin® parametrs £,
no skalas nolidzinajumien

X-EQ— > )
G, Lp.+ f2q+ 1,

2

e _Bpis Lot Ta
J G: f:p,+£,q,+r,,’

jeb no nolidzinajumiem
£ (PoX + P1) + £2(q,x + q,) + (Byx + 1,) = 0,
£ (Pey + Ps) + £o(qo¥s + a5) + {7y + 7,) = 0.
Elimind@cija dod sakaru starp x un y (t.i. lIknes nolidzindjumu)
determinanta veids :
PoX +# P QX +qQ X + I 0
PaY + P WYV +Q Ly 471 0
0 PpX + P QX 4+ qQ, X + I,
0 BRY 4P QX +Qq LJ + s
vai ari dizvirzita veida :

=0 (10)

Anx’-+ (Au,'.‘- A”)q + Agy2+ (A15+ qu)x + (Ag‘.’ A)g)y + Ax= O. (11)
Koeficienti A, 17dzind@s determinantiem, ko dab@l dz&Sot seko-
jo33@ schémd labajid pus® divas rindas, proti :

b, q.1 I, 0
P, % %N O
Py @ ¥\ 0
Rots 3 3 3 (12)
0 p % %

. BE T T S

O »p q, =
kur labaja pus® ja3dz8§, skaitot no auglas, rindas i un k.

Gayaki apr8kini, kuyu kodols ir tas, ka p;, q;, r; vietd
liek vipu izteiksmes (8), r@da, ka visiem A, nolidzinajumz (11)
ir kopigs faktors
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Q =A,A,,— A:A:s'
s¢ /\,ir determinanty, kurusdabi@, ja matricei
4D c D
Ao B; O D
& » ¢ ¢
izdz®8 i-to stabigu.
P&c kopigd faktora atmeSanas (11) viet@ stajas noliﬂzinﬁjnns
B,x*+ 2B xy + B,y'+ 2B,x + 2B,y + By~ 0 (13)
kur koeficientiem ir $3das nozImes :
2B,= Bc - Ad + Cb - Da ; B,= BC - AD ;
2B, BC, - AD,+ OB, - DA, ; B,= bc - ad ; (7%)
2B,,= Bge-—— A,d + C;b - D,a ; B,= B C,- A D,.

Folidzinajumu (13) var uzrakstit proporcijas veidad :

W=W’ (13')
kd@ viegli parliecindties, pareizinot 3k@rsam proporcijas loceXk-
Jus un reizinajumus atpemot vienu otram.

NolidzinZjums (11) ir otr3s pakapes, skala mainigam z, ir
uz koniskas 1Tknes. Mekl§jot atbalsta nolidzinajumu skalai z,
atrod tapat veidotas formulas, k3 (10), (11), (12), tikai agra-
ko p,qa, r vieta tagad jaliek (p ), (a ), (r ). T3 tad, ska-
la 2z, arT ir uz koniskas liknes. Pareju no z9—> 32, jeb no p;,
ay —> (9;); (ag), (x;), k@ rdda izteiksmju (8) un (8')
veids, var izdarit, parmijot B, Bo, b attiecigi ar C, C;, c un

otrgdi.

No t3 seko, ka 1ikmei, uz kuyxas ir skd@la z5, ir tads pat noli-
dzindjums, k@ otras skalas atbalstam, t.i. gbas skalas ir uz
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kopigas Konigkas llmes.

Nolidzindjuma (13) daZi koeficienti atkardjas no nenoteik-
tam konstantam a, b, ¢, 4, kuras var izv@®l&t pSc patikas, bet
protams, saskana ar prasibu (6). Brivibu min@to konstantu izve-
18 var izlietot, lai padaritu 1ikmes nolidzindjumu vienk3rsaku
vai arI lai dotu paSai 1Tknei v@lamu veidu. Izvél®sim vipas %3,
lai nolidzindjumd (13) izzWd loceklis ar mainIgo lielumu reizi-
najumu,

2B,2=Bc—1d+0b - Da = 0.

Tad 1Tkmes veids atkar@jas no atlikuSo kvadratloceklu koefici-
entiem, un proti, mums bus

elipse ja  B,B,= (BC - AD)(be - ad)> O

bipexbola " " " = " " Z

pazabola " " "= L . =0
piegemot, ka B, = BC — AD ¥ O. Elipse parvértisies par rimki,
ja abu kvadratloceklu koeficienti vienadi, t.i. ja be - ad =
BC - AD.

Ja matric® (6) kada stabipa elementi visi ir mulles, tad
nolidzindjumd (13') viens proporcijas loc@klis ir nulle, un
nolidzindjuns izteic divi taisneg. Ta, piem., ja A = A,%a =0,
tad no (13') seko

Bx + by + B,= 0, Cx +0y +C, =0,
t.i. divu taispu nolidzinajumi.
Nenoteikt@s konstantas var izv@l &t t&, ka visi koeficienti.
kuri no vipam atkardjas (Byg, B,, B,y, izzidd :
Be - Ad + Cb - Da = 0,
Boec - 4,4 + Cob - D a =0, (15)
bec - ad = O.
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No beidzam3 nolidzinidjuma seko :
Di:a=xd:c= 9)
no diviem par€jiem :
(py) € - (a3) & + (r3) = 0.
Dabid divas Wertibas parametran 9, kuras ir da’%adas un redlas,

Jja
(a3)° = 4(p3) (x3)>0 (16)
Nolidzinajuma (13) vieta stajas
x - 2B3x + B~ 0,
kas izteic aisnes ps a

: elas oxdingtu agij. Vigas ir da-
Zadas un redlas, ja

2
By B,B,)0. (17)
Ta tad, ja.nomogramma divi skalam jablt paralelam ordin@fu asij,
funkeija (1) konstantam j“u%ierina prasiba (16), (17). Japiezime, ka
abas prasIbas Istenidd neatdkiyas, jo abu nevienadibu kreisas

puses var padarit identiskas, yemot paliga (8) um (14).



ab
5T Sizes nolidzinajumiem, kreisai pusei ir sekojods vis-

parigais veids :
Boy= Fy(a,f, £+ 8,8+ 2,8, + a,) +
+ Gy (b, £, £,4 by £, + byfy+ by) 4+ (1)
+ Hy(c, £, £o+ o, £, + ¢ fa + €3),
kur a;, b, ¢; - konstantas. ApzIm®sim iekavas p®c kartas ar K,
L, M un bez tam, Isuma 48] piepemsim apzImgjumus :
Ar = 8,L; + 3 Br = b, £, + by Cr = ¢, £+ ¢
ar = 8, L, + a4 br = by £+ by Cp = ¢ £+ Cy
Ap = a, L, + a, By = b, £, + by Cp = ¢, £,+ ¢4
ag = 8, + a, by = by £, + by g = ¢ T, + c3.
Funkeijas K, L, M varam sakartot tiklab attiecIbd uz mainiIgo z,,
ka arI z,:
Kig= £, A+ ag= T, A7+ ar
Lig= £;Bg+ by= £,Br+ br
oy o o e Ry b Bt
Lai F,vardtu uzrakstIt determinanta veidd ar atdfirtien
mainIgiem, funkcijam K, L, M jebut tadam, ka divi Vronska deter-
minanti identiski izzud.
Jabut : Kjg Lo Mg Ly Ap+ ap £, B+ £ 0p+ o

Cule| gyt ot |=c
N/ /4

'/ /4 1 /i
K4 I.h’ H{ f1 AI[ f,‘ B]I f1 C]I
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un KigLyg Mpp|  |folr+ & LoBr+ by £,0r+
B e aalf / / /
Ko Lo Mg|= | £24r £q.Br 220r | = O,
e e ) U n

kas t3 tieS3am ari ir, ta@pSc ka abos determinantos divu beidzamo
rindu elementus atdkir tikai proporcionalitates faktori.

Abu ieprieks8jo nmoteikumu izpildiSana v&l nenodro¥ina mainigo
atdfirganas iesp@jamibu, Funkecija@a K, L, M vl jabut t3d3m, ka ne-
viens no liekajiem faktoriem O\t() nav nulle. Apr&kinam 3o faktoru
reiginijumu :

8,5, + a) B, £, b, G 9 ¢
7\1.1'-' - 2] 2) 0,2+ 8y B2, 4 By ooy oa|, (2 =1,2)
a,fi+ a5 by + by ¢ f + ¢y
vai' ari, p8c parveidojumiem :
8 & a5 ag

W' B By by /

r7\H =+ f{fff =) 2, V), (2)

Co Cy 02 03
1 Iy ) 4%
Ta ]s@?\tl nedrikst b nulle, tad seko, ka detorminantiem, kurus

Ja 5is noteikuss ir sp§kad, var aprdkinat F;, 6;, H; (1 = 1,2)
ATmetot kopigos faktorus ?\oz f{ un Hoz f: , atrodam parasta karta
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a + a b, + c, £ +
E,:';—’G,l:H;, . 1 %4 3 B E+Dby of ; (7\o=fa’,)
8, L, + 89 Db f+ Dby cf +
un ta@pat
a,f,+ a8, b,f,+ D £, +
Fo: Gy: Hy mo e B s e e %l, (Ho-:f{)
8, L+ a; Dbofy+ by o fy+ ¢

VAr ari, t3pat k3 diepriek3€j3 nodald iam_nn_i.ﬁhmﬁ

A G300 Wt J : I dzeégot atiscls: DIAS ]
fxeSo xindas. JapiezTné , ka viena schema parv@r3as otr@, ja k3da
no vipdn pérmij sava starpa indekus 1 un 2.

Pipemot saisin@tus apzIm€jumus :

g b, by < by by ; by ba L - | bg bj
- 4= =
: Gy © Cq Cg G, ©4 ] Cg Cg
‘0 a, a, .‘ ‘-2 '3 8q 8.3
Py = Qo= + Ig= (4)
Cy Cy 02’ 03 Co 0,1 Cq C3
- da= -
37 1o, vyl 7 oy val B by 3 Ibg bg
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(py) = (q1) = + (zy) =
Oo °2 01 03 Cy, Cg 01 03
a, a, a, &, a, a4 8, 2,4
(pg) = (W) =] T+ (x9) =
Co 02 01 03 Co Cg 01 03
By 8g % 8of |2 & % %
(py) = (a3) = + (r3) =
b, by v bsl v, v, b, b3

funkcijas F;, 6;, H; varam ugrakstiIt izvirzIta veida :
~Fy= p, rf+ Q£ oF
Gy= pz:tf-c- QP + Ty (5)
-Hy= pbf,z+ Q£+ T3
un tapat
Fy= (p9)23+ (@4)204+ ()
Gy= (Dg)fa+ (ag)%+ (xg) (5')
-Hy= (p3)85+ (23)8g+ (73)
Tagad var uzrakstTt funkeciju (1) determinanta veidd ar atskirtism

uinigiﬂn H F,1 G1 H1
1
Fg 63 Hy

kur y), vieﬂﬁziga-:detemntw Attieciga nomogramma vispa-
riga gadijuma sastav no 3 lIkam skalam :

X=_§: l = %‘2 X ‘E‘;
(31)

Gs3

Hjy

(29)

- S S -2
Divas pirm3s skalas ir uz kopigas koniska@s lIknes, kux)‘as nol I-

(z3)

dzinajums proporecijas veida :

82X + Doy + Co

X + by + ¢4 3 8,X + Day + Cj3

&)



Soturg.
bop.
bl sl e e 8
Tl oo 4

I. Dwf)Meaﬁt WQW%WW 13
I Boulod g mefde meinicge Irinbanai- — 77

V. Vapavgas anqrm&nwmm
&wwww diferwm ciofin vaviomib
[Qnmwaﬂﬂ fdede,) W 99

v %mcm Dinvandu- adiconthas pin=
el MainTye Yl and /WMQ’&

md»@dt) G0 R . MGG NG
V. J’I/mzmgw dkmd e /ﬁu/mowwv
fy Kgs+ G?L-B'LHLM ————— l/?

il J‘WW ZFWMW deiom kans-
piveim dumce dipivin

PMUMA"/ P 7[}-1-)44'3—————--54
- 2 FT =fthhy -— — —— - I}
o 3 an— fstharws - 60
iy Fios=ffafa+(frHf) g5+ ‘/’3 - 063
. Jeifar MW’LLAWWW
Undjums a/»énmmq;ezm il

X. &MMWWWWM
el AR WML o 3 maAnTgivm — - Yh

——



	0001_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000002.tiff
	0002_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000003.tiff
	0003_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000004.tiff
	0004_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000005.tiff
	0005_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000006.tiff
	0006_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000007.tiff
	0007_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000008.tiff
	0008_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000009.tiff
	0009_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000010.tiff
	0010_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000011.tiff
	0011_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000012.tiff
	0012_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000013.tiff
	0013_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000014.tiff
	0014_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000015.tiff
	0015_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000016.tiff
	0016_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000017.tiff
	0017_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000018.tiff
	0018_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000019.tiff
	0019_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000020.tiff
	0020_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000021.tiff
	0021_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000022.tiff
	0022_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000023.tiff
	0023_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000024.tiff
	0024_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000025.tiff
	0025_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000026.tiff
	0026_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000027.tiff
	0027_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000028.tiff
	0028_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000029.tiff
	0029_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000030.tiff
	0030_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000031.tiff
	0031_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000032.tiff
	0032_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000033.tiff
	0033_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000034.tiff
	0034_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000035.tiff
	0035_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000036.tiff
	0036_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000037.tiff
	0037_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000038.tiff
	0038_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000039.tiff
	0039_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000040.tiff
	0040_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000041.tiff
	0041_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000042.tiff
	0042_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000043.tiff
	0043_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000044.tiff
	0044_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000045.tiff
	0045_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000046.tiff
	0046_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000047.tiff
	0047_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000048.tiff
	0048_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000049.tiff
	0049_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000050.tiff
	0050_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000051.tiff
	0051_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000052.tiff
	0052_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000053.tiff
	0053_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000054.tiff
	0054_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000055.tiff
	0055_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000056.tiff
	0056_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000057.tiff
	0057_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000058.tiff
	0058_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000059.tiff
	0059_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000060.tiff
	0060_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000061.tiff
	0061_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000062.tiff
	0062_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000063.tiff
	0063_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000064.tiff
	0064_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000065.tiff
	0065_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000066.tiff
	0066_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000067.tiff
	0067_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000068.tiff
	0068_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000069.tiff
	0069_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000070.tiff
	0070_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000071.tiff
	0071_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000072.tiff
	0072_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000073.tiff
	0073_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000074.tiff
	0074_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000075.tiff
	0075_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000076.tiff
	0076_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000077.tiff
	0077_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000078.tiff
	0078_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000079.tiff
	0079_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000080.tiff
	0080_Zalts_K_Mainigo_skirsanas_problema_1936_sn1129214_00000081.tiff

