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ANOTĀCIJA

Šajā darbā tiek aprakst̄ıti vairāki paradoksi un mald̄ıgie spriedumi statistikā, kurus ir

būtiski izprast, lai izdar̄ıtu korektus secinājumus par datiem dažādās zinātnēs, piemēram,

epidemolo ‘gijā, ties̄ıbu zinātnē, sociālajās zinātnēs. Kaut ar̄ı liela daļa no šiem fenomeniem

tika aplūkoti jau 20. gadsimtā, ar paradoksiem saist̄ıtie rezultāti vēl joprojām var būt

intuit̄ıvi nesaprotami, kaut ar̄ı no statistikas viedokļa tie ir korekti. Savukārt, mald̄ıgie

spriedumi, kuri var likties lo ‘giski, bet noved pie nepareiza rezultāta, joprojām ir sastopami

rakstos. Darbā fenomeni tiek aprakst̄ıti un doti piemēri.

Atslēgvārdi: statistikas paradokss, mald̄ıgie spriedumi, mald̄ıgais spriedums ekolo ‘gisko

datu interpretācijā, simpsona paradokss, lorda paradokss, lindleja paradokss, spēlētāja

mald̄ıgais spriedums, prokurora mald̄ıgais spriedums
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ABSTRACT

This paper is dedicated to multiple statistical paradoxes and fallacies, which are

important to be aware of in order to draw valid conclusions about data in various fields

such as epidemiology, law and social sciences. Despite the fact that discussions about

statistical paradoxes and fallacies started in 20th century already, results related with

paradoxes are still not intuitive, however, they are correct from statistical point of view.

On the other hand, fallacies seem logical, but to this day they still lead analysts to false

inference. In this paper phenomena and examples of them are described.

Keywords: statistical paradox, statistical fallacy, ecological fallacy, simpsons paradox,

lord paradox, lindley paradox, gamblers fallacy, prosecutors fallacy
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APZĪMĒJUMI

N - populācijas lielums

P (A) - notikuma varbūt̄ıba

P (A|B) - nosac̄ıtā varbūt̄ıba

Cov(Xi, Yi) - gad̄ıjuma lielumu kovariance

σ - standartnovirze

σ2 - dispersija

∀ - katram

X ∼ N(µ0, σ2)- main̄ıgais X ir normāli sadal̄ıts ar vidējo vērt̄ıbu µ un standartnovirzi σ

5



IEVADS

Zinātniskajos pēt̄ıjumos statistika tiek izmantota visa pēt̄ıjuma laikā un tā ļauj veikt

datu apstrādi un anal̄ızi, kas pal̄ıdz pētniekam noskaidrot saist̄ıbas starp fenomeniem un

veikt korektu slēdzienizdar̄ı̌sanu. Sakarā ar to, cik plaši tiek pielietota statistika dažādās

jomās, piemēram, epidemolo ‘gijā, ties̄ıbu zinātnē, sociolo ‘gijā, un ņēmot vērā to, ka biež̄ı

vien pēt̄ıjuma veicējam nav padziļinātas zināšanas statistikā, datu anal̄ıze var būt sarež ‘ḡıta

un pētnieks var izdar̄ıt mald̄ıgus spriedumus vai būt pārsteigts par anal̄ızes rezultātiem,

ja saskaras ar statistikas paradoksu un pat atteikties no izdar̄ıtajiem slēdzieniem, jo nav

uztic̄ıba datiem.

Kaut ar̄ı liela daļa no šiem fenomeniem tika aplūkoti jau 20. gadsimtā[1][8][10],

mūsdienās joprojām tiek izdar̄ıti nepareizi secinājumi mald̄ıgo spriedumu ietekmē un

daudzi paradoksi pētniekiem nav zināmi.

Bakalaura darba galvenais mērķis ir informēt par statistikas paradoksiem un

mald̄ıgajiem spriedumiem un pievērst uzman̄ıbu šai aktuālai tēmai.

Darba izstrādei izvirz̄ıti sekojoši uzdevumi:

1. Izpēt̄ıt, kādi ir populārākie paradoksi un mald̄ıgie spriedumi statistikā un to

aktualitāti;

2. Iepaz̄ıties ar izvēlētajiem statistikas paradoksiem un mald̄ıgajiem spriedumiem un

aprakst̄ıt tos, pievienojot matemātisko aprakstu;

3. Aprakst̄ıt vai uz ‘generēt piemērus fenomeniem.

Darbs sastāv no ievada, 6 nodaļām, secinājumiem, izmantotās literatūras saraksta un

pielikumiem. 1.nodaļā tiek apskat̄ıts mald̄ıgais spriedums ekolo ‘gisko datu interpretācijā

un aprakst̄ıtas divas metodes, kuras var izmantot, strādājot ar ekolo ‘giskajiem datiem, lai

iegūtu korektus secinājumus. 2. nodaļā ir apskat̄ıts Simpsona paradokss un tā variācijas. 3.

nodaļā apskat̄ıts Lorda paradokss un paskaidrots, kāpēc rodas atšķir̄ıba ANCOVA un divu

izlašu t-testa rezultātos.4. nodaļā apskat̄ıts Lindleja paradokss un ievietots ı̄ss apraksts par

Baiesa un klasisko statistiku labākai paradoksa izprašanai. 5. nodaļā apskat̄ıts spēlētāja

mald̄ıgais spriedums un 6. nodaļā prokurora mald̄ıgais spriedums. Visu aprēķinu rezultāti

iegūti, izmantojot programmatūru R un veicot aprēķinus.
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1. Mald̄ıgais spriedums ekolo ‘gisko datu interpretācijā

1.1 Ekolo ‘giskā slēdzienizdar̄ı̌sana

Ekolo ‘giskā slēdzienizdar̄ı̌sana ir process, kad no agregētiem datiem (vēsturiski-

ekolo ‘giskajiem datiem) izdara secinājumus par indiv̄ıdu uzved̄ıbu. Vajadz̄ıba izdar̄ıt

secinājumus par indiv̄ıdu uzved̄ıbu no agregētiem datiem ir gan politikā, kad vēlēšanu laikā

indiv̄ıda l̄ımeņa dati nav pieejami, gan epidemolo ‘gijā, gan ‘geogrāfijā, vesture, kad indiv̄ıda

dati nav pieejami un citās zinātnēs un tā jau ilgu laiku ir bijusi viena no svar̄ıgākajām

statistikas problēmām pieminētajās zinātnēs. Šādu datu izmantošanu apgrūtina tas, ka

daudz dažādas sakar̄ıbas indiv̄ıda l̄ımen̄ı var veidot vienādu rād̄ıtāju, kad dati tiek agregēti

jeb agregācijas dēļ zūd svar̄ıga informācija[3].

Indiv̄ıda l̄ımeņa dati- visdetalizētākie iegūtie dati par vienu anal̄ızei pakļauto vien̄ıbu.

1. tabula Indiv̄ıda l̄ımeņa dati

Vārds Grupa Ienākumi, tūkst. EUR

Cilvēks 1 Latvijā dzimušie 1.5

Cilvēks 2 Latvijā dzimušie 2.5

Cilvēks 3 Latvijā dzimušie 2

Cilvēks 4 Latvijā dzimušie 2.7

Cilvēks 5 Latvijā dzimušie 1.9

Cilvēks 6 Ārpus Latvijas dzimušie 2.5

Cilvēks 7 Ārpus Latvijas dzimušie 1.1

Cilvēks 8 Ārpus Latvijas dzimušie 1.3

Agregēti (apkopoti, ekolo ‘giskie) dati – dati, kas apkopoti atbilstoši noteiktiem vienotiem

raksturlielumiem (̄ıpaš̄ıbām), tie var būt gan gala rezultāts (rād̄ıtāju aprēķins), gan

starprezultāts. Piemēram, indiv̄ıdi ir grupēti pēc dz̄ıvesvietas, taut̄ıbas vai rakstprat̄ıbas.
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2. tabula Agregēti dati

Grupa Vidējie ienākumi, tūkst. EUR

Latvijā dzimušie 2.12

Ārpus Latvijas dzimušie 1.63

1.2 Mald̄ıgā spieduma apraksts

Ekolo ‘giskais mald̄ıgais spriedums ir pieņēmums, ka grupā novērotās sakar̄ıbas noteikti

atspoguļo sakar̄ıbas indiv̄ıdu l̄ımen̄ı.

V. Robinsons 1950. gadā pievērsa uzman̄ıbu ekolo ‘giskajam mald̄ıgajam spiedumam,

uzsverot atšķir̄ıbu starp korelāciju grupā un individuālo korelāciju un vērsa anal̄ıtiķu

uzman̄ıbu uz to, ka ar metodēm, kuras bija pieejamas tajā laikā korekta ekolo ‘giskā

slēdzienizdar̄ı̌sana nav iespējama un aicināja anal̄ıtiķus neizmantot agregētos datus priekš

secinājumiem par indiv̄ıdiem[1]. Kaut ar̄ı šis mald̄ıgais spriedums jau sen tiek apspriests,

tas joprojām atkārtojas dažādos rakstos [19].

Piemēram, Eiropā 19. gadsimtā pašnāv̄ıbu rād̄ıtājs bija augstāks valst̄ıs, kur dz̄ıvo

vairāk protestanti [2] un bija izdar̄ıts secinājums, ka protenstantu tic̄ıba paaugstina

pašnāv̄ıbu risku. Šis ir piemērs ekolo ‘giskajam mald̄ıgajam spriedumam, kad tiek uzskat̄ıts,

ka sakar̄ıbas, kuras ir novērotas agregētos datos ir attiecināmas ar̄ı uz indiv̄ıdiem. Netika

ņemts vērā kāda reli ‘gija bija katram indiv̄ıdam, kurš izdar̄ıja pašnāv̄ıbu, bet tika sal̄ıdzināti

divi rād̄ıtāji- pašnāv̄ıbu rād̄ıtājs un reli ‘gija valst̄ı. Protestantu valstis atšķirās no Katoļu

valst̄ım pēc daudzām paz̄ımēm, ne tikai reli ‘gijas- ar̄ı š̄ı jaucējfaktoru problēma, kurai vajag

pievērst uzman̄ıbu katra pēt̄ıjuma ietvaros- netika ņemta vērā.

1.3 Metodes darbā ar ekolo ‘giskajiem datiem

Ir dažādi iemesli, kāpēc nākas saskarties ar ekolo ‘gisko mald̄ıgo spriedumu, piemēram,

jaucējfaktori, nepareiza izlases izveidošana, informācijas zudums sakarā ar nepareizu

agregāciju un citi, tāpēc pētniekiem ir svar̄ıgi būt informētiem par ekolo ‘gisko mald̄ıgo

spriedumu un zināt kā strādāt ar ekolo ‘giskajiem datiem.

Divas vecākās un visplašāk pielietojamās metodes[4] , strādājot ar ekolo ‘giskajiem datiem

ir robežu metode un ekolo ‘giskā regresija. Š̄ı darba ietvaros apskat̄ısim tikai š̄ıs 2 metodes.

Visvienkāršāk ir izskaidrot metodes uz reāla piemēra. Uzdevums ir noteikt, cik lielai

daļai cilvēku no ārpus ASV dzimušajiem ir augsti ienākumi (virs 50.000 $ gadā). Šeit ir
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runa par 2 novērotajiem main̄ıgajiem- Ti un Xi un diviem main̄ıgajiem, par kuriem nav

datu un kuri interesē pētnieku- Ba
i un Bna

i .

3. tabula Metodes formulas

Augsti ienākumi Zemi ienākumi Kopā

ASV dzimušie Ba
i 1−Ba

i Xi

Ārpus ASV dzimušie Bna
i 1−Bna

i 1−Xi

Kopā Ti 1− Ti Ni

3. Tabulā attēloti sekojoši dati:

� Ti - iedz̄ıvotāju daļa, kuriem ir augsti ienākumi;

� Xi - iedz̄ıvotāju daļa, kuri ir dzimuši ASV;

� Ba
i - ASV dzimušo iedz̄ıvotāju daļa, kuriem ir augsti ienākumi;

� Bna
i - Ārpus ASV dzimušo iedz̄ıvotāju daļa, kuriem ir augsti ienākumi.

1.31. Robežu metode

Robežu metode jeb Method of bounds noz̄ımē, ka pētnieks aizvieto nezināmos Ba
i un

Bna
i 1. tabulā ar iespējamiem vērt̄ıbu intervāliem, kurus var izsecināt no marginālajiem

tabulas skaitļiem pēc formulām (1.1) un (1.2) [4].

Ba
i ∈

[
max

(
0,
Ti − (1−Xi)

Xi

)
,min

(
Ti
Xi
, 1

)]
(1.1)

Bna
i ∈

[
max

(
0,
Ti −Xi

1−Xi

)
,min

(
Ti

1−Xi
, 1

)]
(1.2)

Ievieto dotos[5] skaitļus tabulā 3.

4. tabula 1. uzdevums- absolūtie skaitļi

Augsti ienākumi Zemi ienākumi Kopā

ASV dzimušie Ba
i 1−Ba

i 3 066 000

Ārpus ASV dzimušie Bna
i 1−Bna

i 263 000

Kopā 1 146 000 2 182 000 3 329 000
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Pārveido absolūtos skaitļus procentos.

5. tabula 1. uzdevums- relat̄ıvie skaitļi

Augsti ienākumi Zemi ienākumi Kopā

ASV dzimušie Ba
i 1−Ba

i 0.92

Ārpus ASV dzimušie Bna
i 1−Bna

i 0.079

Kopā 0.344 0.6554 3 329 000

Kā redzams no tabulas 5. marginālie skaitļi ir zināmi, bet iekšējās šūnas nav zināmas.

ASV dzimušo iedz̄ıvotāju daļa noteikti pieder intervālam [0,1] jeb tā vērt̄ıba ir no 0% l̄ıdz

100%. Ba
i aprēķins ir sekojošs:

Atrad̄ısim apakšējo robežu no formulas (1.1)

max

(
0,
Ti − (1−Xi)

Xi

)
= max

(
(0,

Kopā % ar augstiem ieņēmumiem-Visi % dzimušie ārpus ASV

Visi % dzimušie ASV

)
= max

(
0,

0.344− (1− 0.92)

0.92

)
= max(0, 0.28)

=0.28

=28%.

Šis ir vienkārši intuit̄ıvi izskaidrojams- ja no visiem iedz̄ıvotājiem ar augstiem

ieņēmumiem atņem visu ārpus ASV dzimušo skaitu (gan ar augstiem ieņēmumiem, gan ar

zemiem), tad rezultātā noteikti tiek iekļauti tikai ASV dzimušie ar augstiem ieņēmumiem.

Atrad̄ısim augšējo robežu no formulas (1.1)

min

(
Ti
Xi
, 1

)
= min

(
Kopā % ar augstiem ieņēmumiem

Visi % dzimušie ASV
, 1

)
= min

(
0.344

0.92
, 1

)
= min(0.37, 1)

=0.37

=37%.
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ASV dzimušo procents ar augstiem ieņēmumiem nevar būt lielāks par kopējo iedz̄ıvotāju

daļu ar augstiem ieņēmumiem.

Ārzemēs dzimušo ar augstiem ienākumiem iedz̄ıvotāju procentam ir jābūt starp 28%

un 37%. Taču bieži vien, izmantojot šo metodi, intervāls ir pārāk plats un tādēļ nav

informat̄ıvs.

1.32. Ekolo ‘giskā regresija

Citos avotos [6] piedāvāja risināt šo uzdevumu jeb novērtēt Ba
i un Bna

i , izmantojot

vienkāršu regresijas modeli:

Ti = Xi ·Ba
i + (1−Xi) ·Bna

i (1.3)

Novērtēsim Ba
i un Bna

i ar šo metodi. Sākumā 1.3 model̄ı tiek ievietoti jau zināmi skaitļi:

0.344 = 0.92 ·Ba
i + (1− 0.92) ·Bna

i

Bna
i ievieto 0, pieņemot, ka nav neviens ārpus ASV dzimis iedz̄ıvotājs ar augstiem

ienākumiem. Tad 0.344 = 0.92 · Ba
i + (1 − 0.92) · 0 = 0.344

0.92 = 0.37. Atrasta augšējā

robeža un rezultāts sakr̄ıt ar rezultātu, kurš iegūts, pielietojot robežu metodi. Tālāk Bna
i

ievieto 1, pieņemot, ka visi ārpus ASV dzimušie iedz̄ıvotāji ir ar augstiem ienākumiem. Tad

0.344 = 0.92 · Ba
i + (1 − 0.92) · 1 = 0.264

0.92 = 0.28. Atrasta apakšējā robeža un tā sakr̄ıt ar

robežu metodi.

1.4 Piemērs

Viens ievērojams piemērs ir sakar̄ıba starp piedzimšanu valst̄ı, par kuru tiek apkopota

statistika un rakstprat̄ıbu. 1950.gadā Robinsons [1]visiem 48 ASV štatiem ir aprēķinājis,

cik procenti no populācijas ir dzimuši ASV un cik procenti no populācijas virs 10 gadiem

spēj rakst̄ıt un las̄ıt. Korelācijas starp 48 pāriem bija 0.53. To sauc par ekolo ‘gisko

korelāciju, jo anal̄ızes subjekts ir cilvēku grupa, nevis katrs indiv̄ıds atsevǐsķi. Ekolo ‘giskā

korelācija nosaka, ka ārpus ASV dzimušie ar lielāku varbūt̄ıbu ir rakstprat̄ıgi nekā vietējie.

Bet realitātē indiv̄ıdu l̄ımen̄ı aprēķinātā korelācija ir -0.11 un ekolo ‘giskā korelācija rada

nepareizu priekšstatu. Ekolo ‘giskās korelācijas z̄ıme ir pozit̄ıva, jo ārpus ASV dzimušie

visbiežāk dz̄ıvo štatos, kur cilvēkiem ir sal̄ıdzinoši augstāka izgl̄ıt̄ıba.
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2. Simpsona paradokss

2.1 Apraksts

Simpsona paradokss ir fenomens statistikā, kad saist̄ıba starp main̄ıgajiem X un Y

mainās uz pretējo, pazūd vai atšķiras no saist̄ıbas populācijā, kad tiek pievienots main̄ıgais

Z, neskatoties uz main̄ıgā Z vērt̄ıbu. Ja mēs sadalam populāciju apakšgrupās, kur katra

apakšgrupa reprezentē main̄ıgā Z vērt̄ıbu, var novērot, ka saist̄ıba jeb sakar̄ıba starp X un

Y ir pretēja, sal̄ıdzinot ar sakar̄ıbu kāda ir, kad izskatam visu populāciju, nepievienojot Z

main̄ıgo.

Fenomens tika apskat̄ıt jau kad 1899. gadā iznāca K. P̄ırsona un pāris gadus vēlāk Dž.

Jula raksts, bet tieši pēc Simpsona 1951.gada raksta “The interpretation of interaction in

contingency tables” [8], kurā tika izskat̄ıta šādas saist̄ıbu virziena izmaiņas, šim fenomenam

tika piešķirts nosaukums “Simpsona paradokss”. No statistikas viedokļa šis paradokss ir

izskaidrojams, tomēr tas nav intuit̄ıvs un bieži pārsteidz pētniekus ar̄ı mūsdienās, piemēram,

2020. gada COVID-19 Beļ ‘gijas pēt̄ıjuma datos, kur jebkurā vecuma grupā saslimušajiem

v̄ıriešiem bija augstāks mirst̄ıbas koeficients, bet, neiekļaujot anal̄ızē vecumu grupas, tas

bija augstāks sievietēm[15].

2.2 Matemātiskais apraksts

Izskat̄ısim piemēru, kuru pats Simpsons prezentēja savā rakstā[7]. Tabulā 6. attēlots

ārstēšanas rezultātu kopsavilkums visai populācijai (N=52), kā ar̄ı atsevǐsķi sievietēm un

v̄ıriešiem.

6. tabula Simpsona piemērs

Visi, N=52 V̄ırieši, M,N=20 Sievietes, ¬M , N=32

Grupa Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S) Izveseļošanās % Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S) Izveseļošanās % Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S) Izveseļošanās %

Ārstēšana (T) 20 20 50% 8 5 61% 12 15 44%

Kontrole (¬T ) 6 6 50 % 4 3 57% 2 3 40%

Ārstēšana izskatās neefekt̄ıva kopējā populācijas l̄ımen̄ı (gan ārstējoties, gan

neārstējoties rezultāts bija vienāds- 50% no katram grupas izveseļojās), bet tā ir

efekt̄ıva, kad atsevǐsķi izskatas sievietes un v̄ıriešus (61% pret 57% v̄ıriešiem, 44% pret 40%

sievietēm). Kad uzraksta nosac̄ıtās varbūt̄ıbas, kur T-ārstēšana jeb treatment, M-v̄ıriešu
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apakšgrupa, S-atveseļošanās, tad iegūst, ka

p
(
S | T

)
= p

(
S | ¬T

)
, bet tajā pašā laikā p

(
S | T,M

)
> p

(
S | ¬T,M

)
un p

(
S | T,¬M

)
> p

(
S | ¬T,¬M

) (2.1)

Divi apgalvojumi ir būtiski, lai izprastu, kāpēc pozit̄ıva saist̄ıba pazūd, kad izskatam visu

populāciju. Pirmkārt, atveseļošanās % ir augstāks ar̄ı v̄ıriešiem, kuriem nav bijusi ārstēšana,

ja sal̄ıdzina ar sievietēm, kurām bija ārstēšana (57% pret 44%). No š̄ı var secināt, ka ar̄ı

dzimums ir svar̄ıgs faktors, no kura ir atkar̄ıga izveseļošanās. Otrkārt, sievietes veido lielāko

daļu no grupas, kura bija pakļauta ārstēšanai (27 sievietēs, 13 v̄ırieši), savukārt v̄ırieši veido

lielāko daļu no grupas, kura netika pakļauta ārstēšanai (7 pret 5). Tātad, populācijā nav

korelācija starp ārstēšanu un izveseļošanos, jo v̄ırieši ar lielāku varbūt̄ıbu izārstēsies un ar

mazāku varbūt̄ıbu būs grupā, kura tika ārstēta. Tas ir vienkārši izskaidrojams, ja izteikt

izveseļošanās varbūt̄ıbas pie nosac̄ıjuma, vai bija ārstēšana un kāda ir apakšgrupa. Kopējā

atveseļošanās varbūt̄ıba jeb pilna varbūt̄ıba [7] var būt izteikta kā svērtais vidējais starp

atveseļošanās varbūt̄ıbām grupās:

p
(
S | T

)
=p
(
S | T,M

)
p
(
M | T

)
+ p

(
S | T,¬M

)
p
(
¬M | T

)
(2.2)

p
(
S | ¬T

)
= p

(
S | ¬T,M

)
p
(
M | ¬T

)
+ p

(
S | ¬T,¬M

)
p
(
¬M | ¬T

)
(2.3)

Simpsona paradokss var parād̄ıtiem dažādos datu tipos, bet parasti tas tiek atspoguļots

2x2 kontin ‘gences tabulā[7]. Pieņem, ka Di = (ai, bi, ci, di) ir 4 dimensiju reālo skaitļu

vektors, kurš reprezentē 2x2 kontin ‘gences tabulu par ārstēšanu un atveseļošanos i-tajā

apakšgrupā un

D =

N∑
i=1

Di = (
∑

ai
∑

bi
∑

ci
∑

di) (2.4)

ir agregētie dati starp N apakšgrupām. Vispār̄ıga datu reprezentācija ir attēlota 7.

tabulā.
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7. tabula Abstraktas 2x2 kontin ‘gences tabulas reprezentācija ar divām apakšgrupām D1

un D2

Visi, D = D1 + D2 Apakšgrupa D1 Apakšgrupa D2

Grupa Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S) Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S) Izveseļojās (S) Neizveseļojās (¬S)

Ārstēšana (T) a1 + a2 b1 + b2 a1 b1 a2 b2

Kontrole (¬T ) c1 + c2 d1 + d2 c1 d1 c2 d2

Pieņem, ka α(Di) parāda, cik stipra ir saist̄ıba starp T un S apakšgrupā Di. α(Di) =0

noz̄ımē, ka nav saist̄ıbas starp main̄ıgajiem, α(Di) > 0, ka ir pozit̄ıva saist̄ıba, α(Di) < 0-

negat̄ıva. Aprakst̄ıtās saist̄ıbas var rasties tikai pie šādiem nosac̄ıjumiem:

α(Di) =


> 0, ja aidi > bici;

= 0, ja aidi = bici;

< 0, ja aidi < bici;

(2.5)

Piemēram, nosac̄ıjums αi ∗di > bi ∗ci apz̄ımē, ka atveseļošanās varbūt̄ıba ārstētai grupai

ir lielāka nekā neārstētai grupai:

ai
(ai + bi)

>
ci

(ci + di)
(2.6)

2.21. Saist̄ıbas virziena izmaiņa

Var novērot, ka 6. tabulā ir gad̄ıjums, kad a(D) =0, neskatoties uz to, ka a(D1) > 0

un a(D2) > 0. Tas ir gad̄ıjums, kad saist̄ıba tiek apgriezta (Association Reversal jeb AR).

AR rodas tikai, kad ir tāda populācija, kur visās apakšgrupās saist̄ıba ir vai nu pozit̄ıva,

vai negat̄ıva, vai vienāda ar nulli un sakar̄ıba populācijā nesakr̄ıt ar sakar̄ıba apakšgrupās.

Uzrakstot to matemātiski, datu kopa D =
∑N

i=1DiN atbilst vienam no diviem nosac̄ıjumiem

[7]:

α(D) ≤ 0 un α(Di) ≥ 0 ∀1 ≤ i ≤ N

α(D) ≥ 0 un α(Di) ≤ 0 ∀1 ≤ i ≤ N

,kur vismaz viena no nevienād̄ıbām ir stingra.

(2.8)
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2.22. Jūla saist̄ıbas paradokss

Vēl viena noz̄ımı̄ga Simpsona paradoksa variācija rodas tad, kad katrā apakšgrupā

nepastāv saist̄ıba starp main̄ıgajiem, bet populācijā pastāv saist̄ıba:

α(Di) = 0 ∀1 ≤ i ≤ N ,bet α(D) 6= 0 (2.10)

Šo speciālo gad̄ıjumu mēdz saukt ar̄ı par Jūla saist̄ıbas paradoksu (Yule’s Association

Paradox jeb YAP). Piemēram, gulēšana drēbēs korelē ar galvassāpēm nākamajā r̄ıtā. Toties,

ja stratificēt datus atbilstoši izlietotajam alkoholam iepriekšējā vakarā, sakar̄ıba pazūd, jo

pie vienāda izdzertā alkohola daudzuma cilvēkiem, kuri novilka drēbes galva sāpēc tikpat

stipri cik cilvēkiem, kuri nenovilka drēbes. Cits zināms Jūla paradoksa piemērs ir 1973.

gada pēt̄ıjums par iespējamo neobjektivitāti skolu uzņemšanā starp meitenēm un zēniem.

2.23. Mazāka vai lielāka saist̄ıba populācijā nekā apakšgrupās

Un pati vispār̄ıgākā Simpsona paradoksa variācija ir, kad saist̄ıba starp main̄ıgajiem

populācijā ir mazāka vai lielāka nekā saist̄ıba starp main̄ıgajiem apakšgrupās. Tas gad̄ıjums

tiek saukts ar̄ı par Amalgamation Paradox jeb AMP.

α(D) > max
1≤i≤N

α(Di) vai α(D) < min
1≤i≤N

α(Di) (2.12)

2.3 Piemērs

Apskat̄ısim piemēru, kad regresijas z̄ıme mainās uz pretējo, kad populāciju sadala

apakšgrupās uz pakotnē palmerpenguins pieejamajiem datiem par 3 dažādu šķirņu

pingv̄ıniem. Ir apkopoti dati par 344 pingv̄ıniem. Šajā piemērā izskatam pingv̄ına knābja

garumu milimetros un knābja platums milimetros.

Ja apskat̄ıt izkliedes grafiku knābja garumam un platumam un uztais̄ıt vienkāršu lineāro

regresiju, tad var secināt, ka pastāv negat̄ıva sakar̄ıba starp knābja garumu un platumu.
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(a)

1. att. Regresija uz knābja platumu kā funkciju no garuma

No š̄ı grafika var secināt, ka jo garāks knābis, jo mazāks platums, bet ja apskata katru

pingv̄ına šķirni atsevǐsķi, tad iegūst pretējus rezultātus. Knābja platums palielinās katrai

no tr̄ıs šķirnēm, palielinoties knābja garumam.

(a)

2. att. Regresija uz platumu kā funkciju no garuma pa grupām
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3. Lorda paradokss

3.1 Apraksts

Lorda paradokss apz̄ımē rezultātu, kad saist̄ıba starp nepārtraukto iznākuma main̄ıgo

un diskrēto main̄ıgo mainās uz pretējo, kad tiek ieviesta vēl viena nepārtraukta kovariate.

Viens specifisks piemērs ir, kad divos sec̄ıgajos laika periodos izmēra vienu un to pašu

nepārtraukto main̄ıgo. Piemēram, statistikā bieži ir vajadz̄ıba sal̄ıdzināt vairākas cilvēku

grupas vairākos laika periodos un saprast vai parādās atšķir̄ıba starp grupām laika gaitā.

Statistikā pastāv vairākas metodes kā veikt aprēķinu šādos gad̄ıjumos, bet pat priekš 2

grupām un 2 laika periodiem aprēķinu metodes izvēle nav vienkārša.

Zinātnieks F.M. Lords 1967. gadā uz datiem par studentu svaru pēc dzimumiem gada

sākumā un gada beigās izpēt̄ıja divas anal̄ızes metodes [10]. Pirmā metode bija vidējo

sal̄ıdzināšana, izmantojot divi izlašu t-testu un otrā metode bija gala svara kovariācijas

anal̄ıze jeb ANCOVA, izmantojot sākuma svaru kā kovariāti. Pielietojot t-testa metodi

rezultātā var secināt, ka nav nekādas izmaiņas ne puǐsu, ne meiteņu grupā un nav ar̄ı

atšķir̄ıbas starp grupām. Kaut ar̄ı visu atsevǐsķu meiteņu un zēnu svars ir main̄ıjies gada

laikā, iespējams ievērojami, visas grupas svars nav main̄ıjies. Var secināt, ka nav iemeslu

uzskat̄ıt, ka ir jāmaina skolas ēdienkarti vai jāpēta citi faktori, kuri var ietekmēt studentu

svaru. Savukārt, ANCOVA rezultāti parāda, ka zēnu grupā svars ir palielinājies ievērojami

vairāk nekā meiteņu grupā. Paradokss ir tajā, ka divas metodes dod atšķir̄ıgu rezultātu.

3.2 Matemātiskais apraksts

3.21. Atšķir̄ıba parametros

Lorda paradoksa pamatā ir tas, ka interesējošais parametrs divu izlašu t-testā un

interesējošais parametrs ANCOVA model̄ı nav vienādi [9]. Zemāk apskat̄ısim izvedumus

no publikācijas [9]. Atšķir̄ıba parametros vai būt paskaidrota ar lineāri kombinēto main̄ıgo

kovarianci.

Pieņemsim, ka U1, ..., Un un W1, ...,Wm ir gad̄ıjuma lielumi un L1 =
∑n

i=1 aiUi, L2 =∑m
j=1 bjWj ir to lineārās kombinācijas. Tad kovariācija tiek rēķināta pēc formulas (3.1).

Cov(L1, L2) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aibjCov(Ui,Wj) (3.1)
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Tā kā σ2(L1) = Cov(L1, L1), tad pārveidojot formulu (3.1). dispersijas formula ir

σ2(L1) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aiajCov(Ui, Uj) =
n∑
i=1

a2
iσ

2(Ui) + 2
n∑
i=1

∑
j>i

Cov(Ui, Uj) (3.2)

No š̄ı izveduma ir vienkārši paskaidrot atšķir̄ıbu t-testa un ANCOVA modeļa testa

parametros.

3.22. Divu izlašu t-tests

Pieņemsim, ka Zi ir pirmais un Yi ir otrais i-tā subjekta rezultāts. Xi ir grupas

indikātors, kur Xi=0 0-tās grupas dal̄ıbniekiem un Xi=1 1. grupas dal̄ıbniekiem.

Divu izlašu t-tests var būt izteikts kā vienkāršais lineārais modelis.

Di = β0 + β1Xi + εi, (3.3)

kur Di = Yi − Zi ir izmaiņa rezultātā un εi ∼ N(0, σ2). Vienādojumā (3.3) pētnieku

interesējošais parametrs ir starp̄ıba starp divu grupu vidējām vert̄ıbām.

β1 = E(Di | Xi = 1)− E(Di | Xi = 0) (3.4)

Nulles hipotēze ir H0 : β1 = 0 un H1 : β1 > 0.B1 var izteikt ar̄ı kā

β1 =
Cov(Xi, Di)

σ2(Xi)
, jo

Cov(Xi, Di) =Cov(Xi, β0 + β1Xi + εi) =

Cov(Xi, β0)+Cov(Xi, β1Xi) + Cov(Xi, εi) = β1σ
2(Xi)

(3.5)

3.23. ANCOVA

ANCOVA modeli var aprakst̄ıt ar šo vienādojumu

Yi = γ0 + γ1Xi + γ2Zi + δi, ,kur δi ∼ N(0, σ2) (3.6)

Šajā model̄ı interesējošais parametrs ir γ1 jeb starp̄ıba 2. rezultātā starp novērojumiem

no 0. un 1. grupām ar vienādu 1. rezultātu. Nulles hipotēze ir H0 : γ1 = 0 un H1 : γ1 > 0.

Alternat̄ıvs veids kā aprakst̄ıt ANCOVA modeli ir

Di = γ0 + γ1Xi + (γ2 − 1)Zi + δi, (3.7)
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kur no abām pusēm tika atņemts Zi, ņēmot vērā, ka Di = Yi − Zi.

γ1 =
Cov(Xi, Di) + (1− γ1)Cov(Xi, Zi)

V (Xi)

=β1 + (1− γ2)(
Cov(Xi, Zi)

σ2(Xi)
)

(3.8)

Var uzrakst̄ıt, ka k1 = Cov(Xi,Zi)
σ2(Xi)

= E(Zi | Xi = 1) − E(Zi | Xi = 0) ,ko var interpretēt

kā starp̄ıbu vidējā 1.rezultātā, kad sal̄ıdzina 0. un 1. grupas.

Kā aprakst̄ıts, t-testa un ANCOVA modeļa intereses parametri ir atšķir̄ıgi un starp tiem

pastāv šāda saist̄ıba:

γ1 =β1 + (1− γ2)k1

β1 =γ1 + (1− β2)k1

(3.9)

Parametri sakr̄ıt jeb γ1 = β1, ja k1=0 vai γ2=1. Pirmais nosac̄ıjums var būt izpild̄ıts ar

randomizāciju(veicot eksperimentu novērojuma vietā), bet otrais nosac̄ıjums γ2 = 1 nevar

būt ietekmēts, visbiežāk pirmais rezulāts ir pozit̄ıvi korelēts ar otro rezultātu.

3.3 Piemērs

Apskata piemēru uz simulētajiem datiem. Studentu, kuri ir uz 45◦ l̄ınijas svars nav

main̄ıjies. Ar Dzimums=0 apz̄ımē meitenes, Dzimums=1 ir zēni.

(a)

3. att. Lorda paradokss
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Šajā piemērā t-tests nespēj noraid̄ıt nulles hipotēzi pie noz̄ımı̄bas l̄ımeņa 0.05, savukārt

ANCOVA noraida nulles hipotēzi.

Veicot t-testu, pētnieks jautā ”Vai ir starp̄ıba vidējā svara palielināšanās populācijā” un

korekta atbilde ir nē. Savukārt, otrais statistiķis jautā ”Vai ir sagaidāms, ka zēni uzņemsies

svarā par vairāk kilogramiem nekā meitenes, ja sākotnēji viņi ir vienāda svara?” un korekta

atbilde ir jā. Tātad abi varianti ir korekti un paradoksa atisinājums ir pareizi noteikt

jautājumu, uz kuru grib atbildēt [11].
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4. Lindleja paradokss

4.1 Baiesa un klasiskā (frekventistu) statistika

Kad tiek risināts secinošās statistikas uzdevums, piemēram, parametra novērtēšana,

veiktas prognozes un sal̄ıdzināti modeļi, tiek pielietotas divas atšķir̄ıgas pieejas aprēķiniem:

Baiesa un Klasiskās jeb frekventistu statistikas metodes. Baiesa teorēma par nosac̄ıto

varbūt̄ıbu ir fundamentāla baiesa statistikā, jo tā ļauj skaitliski izteikt, cik pamatoti ir

ticēt kādai hipotēzei pie pierād̄ıjumiem, kuri šobr̄ıd ir:

P (A | B) =
(B | A) · P (A)

P (B)
(4.1)

Ja piešķirt citu interpretāciju notikumiem formulā 4.1, tad

P (H | D) =
(D | H) · P (H)

P (D)
, kur (4.2)

H ir jebkura hipotēze, kuras varbūt̄ıba var būt datu ietekmēta,

D ir pierād̄ıjums jeb jauni dati, kuri netika izmantoti aprioras varbūt̄ıbas aprēķinā,

P (H) ir apriorā varbūt̄ıba jeb H varbūt̄ıbas novērtējums pirms dati D ir izskat̄ıti,

P (D) ir totāla datu varbūt̄ıba, ņēmot vērā visas iespējamās hipotēzes,

P (H|D) ir aposteriora hipotēzes varbūt̄ıba jeb H varbūt̄ıbas novērtējums, kad ir ņemts

vērā D,

P (D|H) iespējamı̄ba jeb varbūt̄ıba iegūt datus E, ja H ir patiesa.

Ja apriorā hipotēzes varbūt̄ıba un iespējamı̄ba ir zināmi visām hipotēzēm, tad Baiesa

formula prec̄ızi izrēķina aposterioru varbūt̄ıbu. Tāds gad̄ıjums, piemēram, ir ja metam

metamo kauliņu, kurš ir nejauši izvilkts no trauka, kura saturs bija iepriekš zināms. Bet

lielākajā daļā eksperiementu apriorās hipotēžu varbūt̄ıbas nav zināmas. Šajā gad̄ıjumā

baiesisti izvēlās izdomāt aprioro varbūt̄ıbu un frekventisti risina uzdevumu, pielietojot

ticamı̄bas.

Baiesa slēdzienizdar̄ı̌sanā izmanto gan hipotēzes, gan datu varbūt̄ıbu un metodes

balstās uz apriori varbūt̄ıbu, kuru izvēlās pētnieks, kā ar̄ı iegūto datu varbūt̄ıbu. Savukārt

frekventistu slēdzienizdar̄ı̌sanā netiek izmantotas vai izvēlētas hipotēzes varbūt̄ıbas

(nav apriorā vai aposteriorā varbūt̄ıba) un rezultāts ir atkar̄ıgs no P (D|H) ticamı̄bas

novērotajiem un nenovērotajiem datiem un tādā veidā tiek nodrošināta ōbjektivitāte”.
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Frekventisti pieņem, ka kāda hipotēze ir patiesa un ka novērotie dati ir nākuši no kāda

sadal̄ıjuma [12].

Sarunas par to, kuru metodi labāk izmantot turpinās vēl joprojām. Klasiskā statistika

kopš 20. gadsimta ir populārāka un tajā tiek izmantoti tādi plaši zināmi paņēmieni kā

p-vērt̄ıbas, ticamı̄bas intervāli, bet baiesa statistiska mūsdienās arvien vairāk tiek izmantota

maš̄ınmāc̄ı̌sanā, ‘genētikā, kas iepriekš bija sarež ‘ḡıti, jo datori nebija tik jaud̄ıgi, cik šobr̄ıd

[12].

4.2 Apraksts

Lindleja jeb Džefrija-Lindleja paradokss parāda kā p-vērt̄ıbas izmantošana hipotēzes

pārbaudē klasiskajā statistikā var novest pie pretējiem rezultātiem, sal̄ıdzinot ar baiesa

hipotēžu pārbaudes testu. D. Lindlejs 1957. gadā publicēja rakstu [13] par paradoksu, kurš

jau bija aprakst̄ıts H. Džefrija rakstā 1939. gadā[16]. Lindlejs raksta, ka ir izlase, kuras

izmērs ir n un tā ir normāli sadal̄ıta- N(θ, σ2) un dispersija- σ2. Testējot nulles hipotēzi

H0 : θ = θ0 (pret alternat̄ıvo hipotēzi H1 : θ 6= θ0), var nonākt pie pretējiem secinājumiem,

atkar̄ıbā kādu statistisko metodi izvēlēsies pētnieks. Tātad, zinot, ka

xn ∼ N(θ,
σ2

n
) un tn =

xn − θ0

σ/
√
n
,

tālāk iegūst p-vērt̄ıbu, no kuras izdara secinājumus par nulles hipotēzi[12].

Savukārt, ja pielieto Baiesa metodes, tad ir svar̄ıgs sekojošais vienādojums:

P (H0 | D)

P (H1 | D)︸ ︷︷ ︸
aposteriorā izredžu attiec̄ıba

=
P (H0)

P (H1)︸ ︷︷ ︸
apriotā izredžu attiec̄ıba

· P (D | H0)

P (D | H1)︸ ︷︷ ︸
Baiesa faktors

Vienādojuma kreisajā pusē ir aposteriorā izredžu attiec̄ıba jeb secinājumi par hipotēzēm

H0 un H1 pēc datu D izskat̄ı̌sanas. Labajā pusē viens no reizinātājiem ir apriorā izredžu

attiec̄ıba jeb secinājumi par hipotēzēm H0 un H1 pirms datu D izskat̄ı̌sanas. Otrs reizinātājs

ir Baiesa faktors un no vienādojuma Baiesa faktoru var interpretēt kā faktoru, kurš izmaina

aprioro izredžu attiec̄ıbu pēc datu izskat̄ı̌sanas. Baiesa faktors nosaka, cik lielāka varbūt̄ıba

bija iegūt datus D,ja H0 ir patiesa, sal̄ıdzinot ar H1 un tāpēc bieži vien tieši Baiesa faktors

tiek izmantots, kad tiek veikti Baiesa hipotēžu testi. Ja Baiesa faktors ir tuvu 1, tad dati D

praktiski neietekmē mūsu secinājumus par varbūt̄ıbām. Parasti ja Baiesa faktors ir lielāks

par 10, tad uzskata, ka ir stipri pierād̄ıjumi par labu H0.

Un paradokss, kuru apraksta Lindlejs ir tajā, ka pie tn fiksētas vērt̄ıbas un gandr̄ız

jebkuram θ apriorajam sadal̄ıjumam, Baiesa faktors tiecās uz bezgal̄ıbu, kad n tiecās uz
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bezgal̄ıbu, savukārt p-vērt̄ıba paliek konsanta jebkuram n. Un var rasties situācija, ka

pētnieks var uz 95% būt pārliecināts kā frekventists, ka θ 6= θ0 un tajā pašā laikā būt uz

95% pārliecināts, ka θ = θ0. Tas var gad̄ıties, piemēram, ja tn = 1.96 and n = 16 818, ja

pieņem, ka apriorie svari ir 0.5.

Ir norād̄ıts, ka triviālais paradoksa risinājums ir tāds, ka nav jāsagaida, ka skaitliskie

rezultāti baiesa un klasiskās statistikas testos sakrit̄ıs, jo tie aprēķina atšķir̄ıgas vērt̄ıbas,

tomēr joprojām nav panākta vienošanās par paradoksa korekto risinājumu un diskusijas

par paradoksu turpinās.

4.3 Piemērs

Šajā apakšnodaļā paradokss tiks demonstrēts uz piemēra. Iedomāsimies pilsētu, kur

noteiktā laika posmā piedzima 49581 zēni un 48870 meitenes. Zēnu daļa x ir 49581
98451 = 0.5036.

Pieņemsim, ka piedzimušo zēnu skaitam ir binomiālais sadal̄ıjums ar parametru θ. Grib

pārbaud̄ıt, vai θ=0.5. Tātad, H0 : θ = 0.5 un H1 : θ 6= 0.5

Kā noskaidroja iepriekš, frekventistu pieeja balstās uz p-vērt̄ıbas aprēķinu, noteikšanu

kāda ir iespēja, ka zēnu daļa ir ne mazāka par x pie nosac̄ıjuma, ka H0 ir patiess. Tā

kā piedzimušo bērnu skaits ir liels,zēnu piedzimšanas daļai var izmantot aproksimāciju uz

normālo sadal̄ıjumu x ∼ N(µ, σ2), kur

µ = np = nθ = 98451 · 0.5 = 49225.5

σ2 = nθ(1− θ) = 98451 · 0.5 · 0.5 = 24612.75
(4.3)

Tad iegūst, ka

P (X ≥ x | µ = 49225, 5)

=

∫ 98451

x=49581

1√
2πσ2

e−(u−µ
σ

)
2
/2 du

=

∫ 98451

x=49581

1√
2π24612.75

e−(u−49225.5
24612.75

)
2
/2 du

≈ 0, 0117

(4.4)

Tātad H0 hipotēzi var norad̄ıt pie noz̄ımı̄bas l̄ımeņa 0.05.

Izmantojot Baiesa metodi, pieņemam, ka neviena no hipotēzēm nav varbūtiskāka.

Baiesa metode balstās uz aprioro varbūt̄ıbu definēšanu π(H0) = π(H1) = 0.5 un vienmēr̄ıgo
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θ sadal̄ıjumu. Tālāk tiek aprēķināta aposteriorā H0 varbūt̄ıba, izmantojot Baiesa teorēmu.

P (H0 | k) =
P (k | H0)π(H0)

P (k | H0)π(H0) + P (k | H1)π(H1)

P (k | H0) =

(
n

k

)
(0, 5)k(1− 0.5)n−k =≈ 1.95 · 10−4 ≈ 1, 95 · 0, 0001 = 0, 000195

P (k | H1) =

∫ 1

0

(
n

k

)
θk(1− θ)n−k dθ =

(
n

k

)
B(k) + 1, n− k + 1) ≈ 1.02 · 10−5 = 0, 0000102

(4.5)

Ja ieliek iegūtās vērt̄ıbas formulā, tad aposteriorā varbūt̄ıba P (H0 | k) ≈0.95, kas norāda

uz to, ka H0 ir varbūtiskāka par H1. Tas ar̄ı ir paradoksa piemērs- divu metožu rezultāti ir

atšķir̄ıgi.
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5. Spēlētāja mald̄ıgais spriedums

5.1 Apraksts

Franču matemātiķis P.S. Laplass bija pirmais, kas sāka runāt par gamblers fallacy savā

esejā “Illusions in the Estimation of Probabilities” [17], vēršot uzman̄ıbu uz piemēriem no

azartspēlēm un loterijām. Kopš tā laika vairāki uzved̄ıbas pēt̄ıjumi ir apstiprinājuši, ka

gambler fallacy pastāv un ietekmē cilvēku lēmumus. Cilvēkiem nākas saskarties ar spēlētāja

mald̄ıgo spriedumu, kad tie sagaida sistemātisku rezultātu, novērojot nejaušus sec̄ıgus

notikumus. Piemēram, kad met monētu uzskata, ka, ja uzkrita reverss, tad nākamreiz ar

lielāku varbūt̄ıbu uzkrit̄ıs averss.Spēlētāja mald̄ıgais spriedums rodas no tic̄ıbas “mazo

skaitļu likumam”.Mazo skaitļu likums ir termins, kuru ieviesa 1971. gadā, lai aprakst̄ıtu kā

cilvēki pārsp̄ılē, cik stipri maza izlase l̄ıdzinās populācijai, no kuras tā ir atlas̄ıta[18]. Kaut

ar̄ı metot monētu 1000 reizes, avers uzkrit̄ıs apmēram 50% gad̄ıjumu, nav pamats uzskat̄ıt,

ka tāds pats rezultātu sadal̄ıjums būs ar̄ı pēc 10 metieniem.

5.2 Piemēri

Ar spēlētāja mald̄ıgo spriedumu var saskarties ar̄ı pieņemot svar̄ıgus lēmumus. Viens

no piemēriem ir dabas katastrofas- cilvēks var uzskat̄ıt, ka tūrisms uz kādu vietu ir dross,

jo jau ilgu laiku tur nav bijušas dabas katastrofas. Vai potenciāli vēl b̄ıstamāk ir uzskat̄ıt,

ka pēc lielas zemestr̄ıces ir droši ceļot, jo vēl viena zemestr̄ıce visticamāk nebūs.

Vēl viens piemērs ir tiesu process- ja tiesnesis vairākus aizdomās turāmos teroristus ir

pasludinājis par nevain̄ıgajiem, tad viņa lēmums par nākamo aizdomās turāmo var būs

iespaidots ar uzskatu, ka starp tik daudziem aizdomās turamajiem kaut vienam ir jābūt

b̄ıstamam teroristam. Vai ar̄ı gluži otrādi- tiesnesis var uzskat̄ıt, ka 5 teroristi pēc kārtas

ir pārāk daudz un var uzskats, ka 5. terorists nav vain̄ıgs.

Kad pēt̄ıja aizdevumu izsniedzēju darbu, tika atklāts, ka izsniedzēja lēmumi ir negat̄ıvi

autokorelēti un izsniedzējs biežāk noraida pieteikumu, ja pirms tam ir apstiprinājis vairākus

pieteikumus. Kaut ar̄ı katrs aizdevums un aizdevuma pieteicējs ir individuāls, mazāk

pieredzējuši lēmumu pieņēmēji uztver pieteikumus kā savstarpēji saist̄ıtus un saskaras ar

gamblers fallacy.

Var simulēt mald̄ıgo spriedumu, lai pārliecinātos, ka sākotnēji bieži novērojot vienu
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iznākumu, nevar secināt, ka varam viennoz̄ımı̄gi izdar̄ıt secinājumu, ka turpmāk iznākumi

būs pretēji. 1000000 reizes tiek simulēta monētas mešana 40 reizes. No tām 935 reizes

pirmās 10 reizes tika uzmests averss. Vai tas noz̄ımē, ka pārējās reizes tiks biežāk uzmests

reverss? Tiek novēroti 30 atlikušie metieni 935 simulācijās. Varam novērot, ka vidēji 49%

no atlikušajiem metieniem bija reverss.

(a)

4. att. Piemērs
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6. Prokurora mald̄ıgais spriedums

6.1 Apraksts

Prokurora mald̄ıgais spriedums ir mald̄ıgais uzskats, ka P (A|B) = P (B|A), kuram tika

piešķirts šis nosaukums pēc C. Tomsona un E. Šumana raksta 1987. gadā [21]. Tas rodas

no varbūt̄ıbas teorijas neizprašanas un tam ir liela noz̄ıme ties̄ıbu zinātnē un epidemolo ‘gijā.

Kad prokurors ir ieguvis pierād̄ıjumus (piemēram, DNS sakrit̄ıba) un eksperts izsaka

viedokli, ka ir maza varbūt̄ıba iegūt šos pierād̄ıjumus, ja apsūdzētāis ir nevain̄ıgs, tad

var tikt pieļauts prokurora mald̄ıgais spriedums, ka ir maza varbūt̄ıba, ka apsūdzētāis ir

nevain̄ıgs. Pieņemsim, ka E- pierād̄ıjumi, I- apsūdzētais ir nevain̄ıgs, P (E|I)- varbūt̄ıba,

ka tiks iegūti noz̄ımı̄gi pierād̄ıjumi, pat ja apsūdzētais ir nevain̄ıgs, P (I|E)- varbut̄ıba, ka

apsūdzētāis ir nevain̄ıgs, neskatoties uz pierād̄ıjumiem.

Uzskats, ka P (E|I) = P (I|E) ir aplams, jo pēc Baiesa teorēmas

P (I|E) = P (E|I) · P (I)

P (E)
, kur (6.1)

P (I)- nevain̄ıguma varbūt̄ıba, neņemot vērā pierād̄ıjumus E, P (E)- varbūt̄ıba, ka tiks

iegūti pierād̄ıjumi. Vienādojums parāda, ka mazs P (E|I) nenosaka viennoz̄ımı̄gi mazu

P (I|E), ja ir liels P (I) un mazs P (E) jeb ja apsūdzētāis bez š̄ı pierād̄ıjuma ar lielu iespēju

būtu nevain̄ıgs un vispār̄ıgi nav varbūtiski iegūt pierād̄ıjumu E.

6.2 Matemātiskais apraksts

Viens no veidiem kā parād̄ıt, ka nosac̄ıtā varbūt̄ıba nav abpusēja ir izmantojot Venna

diagrammas. [20]

(a)

5. att. Venna diagrammas attēls, kur redz abu figūru laukumus

Pieņemsim, ka diagrammā 4.attēlā nosac̄ıtās varbūt̄ıbas jēdziens ir prezentēts kā divu

laukumu attiec̄ıba. Daļas skait̄ıtājs ir laukums, kur divi taisnstūri pārklājas. Daļas saucējs ir
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viena vai otra taisnstūra laukums. Ir liela noz̄ıme tam, kura taisnstūra laukums ir saucējā.

Varbūt̄ıba, ka esi figūrā A pie nosac̄ıjuma, ka tu jau atrodies figūrā B ir apmēram 0,25.

Savukārt, varbūt̄ıba, ka atrodies figūrā B pie nosac̄ıjuma, ka jau esi A jeb P(B|A) ir tikai

apmēram 0,14.

6.3 Piemērs

Šis mald̄ıgais spriedums ir sastopams ar̄ı epidemolo ‘gijā un sabiedr̄ıbas vesel̄ıbas jomās.

Piemēram, Dauna sindroma risks paaugstinās ar mātes vecuma palielināšanos[22], risks ir 17

reizes augstāks starp bērniem, kuru mātēm ir vairāk kā 40 gadi sal̄ıdzinot ar bērniem, kuri

ir dzimuši mātēm zem 30 gadiem. Var kļūd̄ıties, ja pieņem, ka lielākā daļa sieviešu, kurām

piedzimst bērns ar Dauna sindromu ir vecākas, bet dati rāda, ka 51 procents no bērniem

ar sindromu ir piedzimuši mātēm zem 30 gadiem, jo sievietēm zem 30 gadiem ievērojami

biežāk dzimst bērni.
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SECINĀJUMI

Izvirz̄ıtais uzdevums izpēt̄ıt un aprakst̄ıt populārākos paradoksus un mald̄ıgos

spriedumus statistikā tika sasniegts. Tika izpēt̄ıti, aprakst̄ıti un izskaidroti uz piemēriem

tr̄ıs paradoksi- Simpsona, Lorda un Lindleja, kā ar̄ı tr̄ıs mald̄ıgie spriedumi: mald̄ıgais

spriedums ekolo ‘gisko datu interpretācijā, prokurora mald̄ıgais spriedums un spēlētāja

mald̄ıgais spriedums.

Darba izstrādes gaitā autors sastapās ar to, ka vien̄ıgie pieejamie avoti par šo tēmu ir

raksti un publikācijas, kuros par paradoksiem ir izteikti konfliktējošo viedokļi, piemēram,

dažu publikāciju autori uzskata, ka Lorda paradokss ir Simpsona paradoksa variācija.

Izpētes laikā tika secināts, ka paradoksi un mald̄ıgie spriedumi statistikā ir aktuāla

problēma un šo tēmu var turpināt pēt̄ıt, detalizētāk apskatot jau aprakst̄ıtos fenomenus, kā

ar̄ı apskatot tos, kuri nav aprakst̄ıti šajā darbā.
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A R programmu kodi

%SIMPSONA PARADOKSA PIEMĒRS

install.packages("palmerpenguins")

library(tidyverse)

library(palmerpenguins)

set.seed(9450)

penguin_df<-

palmerpenguins::penguins %>%

na.omit()

DT::datatable(head(penguin_df))

lin_reg <- lm(bill_depth_mm ~ bill_length_mm, data=penguin_df)

penguin_df %>%

ggplot(aes(x=bill_length_mm, y=bill_depth_mm)) +

geom_point() +

geom_abline(slope = lin_reg$coefficients[[2]],

intercept = lin_reg$coefficients[[1]],

color="red") +

labs(x="Garums", y="Platums",

title="Regresija uz platumu kā funkciju no garuma") +

theme_classic()

summary(lin_reg)

chin<-

penguin_df %>%

filter(species == "Chinstrap")

adelie<-

penguin_df %>%

filter(species == "Adelie")
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gentoo<-

penguin_df %>%

filter(species == "Gentoo")

lm_chin<- lm(data=chin, bill_depth_mm ~ bill_length_mm)

lm_adelie<- lm(data=adelie, bill_depth_mm ~ bill_length_mm)

lm_gentoo<- lm(data=gentoo, bill_depth_mm ~ bill_length_mm)

penguin_df %>%

ggplot(aes(x=bill_length_mm, y=bill_depth_mm,

color=species)) +

geom_point() +

geom_abline(slope = lm_chin$coefficients[[2]],

intercept = lm_chin$coefficients[[1]],

color="black") +

geom_abline(slope = lm_adelie$coefficients[[2]],

intercept = lm_adelie$coefficients[[1]],

color="black") +

geom_abline(slope = lm_gentoo$coefficients[[2]],

intercept = lm_gentoo$coefficients[[1]],

color="black") +

labs(x="Garums", y="Platums",color=’Šķirne’,

title="Regresija uz platumu kā funkciju no garuma") +

theme_classic()

%LORDA

library(ggplot2)

N <- 1000

b <- 10

l <- 50

u <- 70

Siev1 <- runif(N, l, u)

Vir1 <- Siev1 + b

beta1 <- 0.4

SievB0 <- (1 - beta1) * mean(Siev1)

VirB0 <- mean(Vir1) - beta1 * (mean(Siev1) + b)

sds <- 1

Siev2 <- SievB0 + beta1 * Siev1 + rnorm(N, sd=sds)

Vir2 <- VirB0 + beta1 * Vir1 + rnorm(N, sd=sds)

dati <- data.frame(sakuma_svars = c(Siev1, Vir1), gala_svars = c(Siev2, Vir2))
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dati$dif <- dati$gala_svars - dati$sakuma_svars

dati$dzimums = c(rep(0, N), rep(1, N))

legend_title <- "Dzimums"

ggplot(data = dati, aes(sakuma_svars, gala_svars, color = factor(dzimums))) +

geom_point() + stat_smooth(method = "lm") +

geom_abline(intercept = 0, slope = 1) +

labs(x = "Sākuma svars")+

labs(y = "Beigu svars")+

# scale_fill_manual(legend_title,values=c("orange","red"))+

labs(color = "Dzimums")+

theme_bw()

summary(lm(dif~dzimums,data= dati)) #t-test

summary(lm(gala_svars ~ dzimums + sakuma_svars, dati)) #ancova
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A Pielikumi

(a)

6. att. Lorda paradokss

(a)

7. att. Lorda paradokss
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