LATVIJAS UNIVERSITATE
DATORIKAS FAKULTATE

PRECIZIE KVANTU ALGORITMI, IZMANTOJOT
1-KVANTU-VAICAJUMA IZSAUKUMUS

MAGISTRA DARBS

Autors: Zigmars Rupenheits
Stud. apl. ZR11002
Darba vaditajs: prof. Dr.dat. Juris Smotrovs

RIGA 2018



Anotacija

Precizi kvantu vaicajumu algoritmi ir algoritmi, kuri, izmantojot kvantu vaicajumus, ar pilnigu
precizitati (ar varbutibu P = 1) izdod pareizo atbildi. Precizo kvantu vaicajumu sarezgitibu sauc
par minimalo kvantu vaicajumu skaitu, kas ir nepiecieSams pareizas atbildes izdosanai visam ieejas
vertibam. Lidz Sim ir izdevies pieradit, ka Bula funkciju precizo kvantu vaicajumu sarezgitiba
ir mazaka par klasisko vaicajumu sarezgitibu gandriz visam Bula funkcijam. Vai uzlabojums ir
ieverojams, ir zinams tikai daziem gadijumiem. Lidz Sim ar1 nav petits, kadam visparigam ipasibam
butu jaizpildas kvantu vaicajumam, lai tas sniegtu precizu informaciju par aprekinamo funkciju, un
tadejadi varetu uzkonstruet precizo kvantu vaicajumu algoritmu.

Darba tiks petitas precizo kvantu vaicajumu algoritmu konstrukcijas, izmantojot 1-kvantu-vaicajumu
izsaukumus, un 1pasibas, kadas nepieciesamas vaicajumam, lai tas sniegtu precizu informaciju par
aprekinamo funkciju.

Atslegas vardi: precizie kvantu algoritmi, Bula funkciju vaicajuma sarezgitiba



Abstract

Exact quantum query algorithms using single-quantum-query
subroutines

Exact quantum algorithms are algorithms which by using quantum queries compute value correctly
with certainty (probability P = 1). Quantum query complexity is minimal number of queries
required for correct value to be returned over all inputs. It is proven, that for almost all Boolean
functions quantum query complexity is less than (classical) decision tree complexity, but only for
few of them it is known of what order lower is quantum query complexity. To this day, there is no
study of general properties of quantum query that have to be satisfied, for it to derive some exact
information about the computable function.

In the thesis exact quantum query algorithms using single-quantum-query subroutines will be
studied, as well as properties of a quantum query to get some exact information about the computable
function.

Keywords: exact quantum algorithms, Boolean function query complexity



Autoreferats

Darba ir analizeti zinami unikali precizie kvantu algoritmi, kuru ipasibas ir atskirigas no citiem
literatura atrodamiem algoritmiem, un uzsakts petit iespejas visparinat sajos algoritmos esosos
panemienus. Darba ir noformulets jauns skaitloSanas modelis, kas ir saistits ar precizo kvantu
vaicajumu modeli. Veikti skaitliski aprekini, lai palidzetu saprast jauna modela iespejas un ierobezojumus.
Izteiktas hipotezes un virzieni, kados turpinat analizi un petijumu.
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Ievads un motivacija

Vesturiski viens no pirmajiem rezultatiem, pec kura aizsakas aktiva kvantu skaitlosanas petnieciba,
ir [1]. Saja darba Doi¢s (Deutsch) pirmais izklastija universalu kvantu skaitlosanas magmas modeli
un arl paradija interesantu kvantu algoritma piemeru XOR aprekinasanai tikai ar vienu kvantu
vaicajumu (bet ar nelielu kludas varbutibu) [1, p. 112].

Pec daziem gadiem sadarbiba ar vel vienu zinatnieku Doics izveido pirmo kvantu algoritmu daleji
definetas Bula funkcijas aprekinam, kuras vaicajuma sarezgitiba ir ar eksponencialu uzlabojumu
klasiskajai vaicajuma sarezgitibai [2].

Nedaudz velak [1] 2-bitu XOR aprekina panemienu uzlabo [3] un parada precizu XOR aprekina
algoritmu ar vienu kvantu vaicajumu. Ka art paradija, ka preciza kvantu vaicajumu sarezgitiba
paritatei ir Qg(PARITY,) = 3.

Montanaro 2011. gada [1] veica skaitliskos aprekinus, lai noskaidrotu kvantu vaicajumu sarezgitibu
Bula funkcijam pie neliela ievades varda izmera (lidz 4 bitiem visam Bula funkcijam un Iidz 6
bitiem simetriskam Bila funkcijam). Saja darba Montanaro ari izteica savus noverojumus par
to, ka ieprieks visi precizie kvantu algoritmi, kas uzlabo klasisko vaicajuma sarezgitibu, ka vienigo
kvantisko sastavdalu izmanto tikai ieprieks piemineto Doica precizo 2-bitu XOR algoritmu [3]. Vins
ar1 demonstreja optimalu kvantu vaicajumu algoritmu 4-bitu Bula funkcijai, kurai neeksiste optimals
algoritms izmantojot Doica preciza kvantu 2-bitu XOR izsaukumus.

Pec tam sekoja [5], kura, izmantojot jaunu metodi, kas nebalstijas uz kvantu XOR izsaukumu,
tika ieguts optimals algoritms Bula funkciju klasei, konkreti, paradija EXACT), un THRESHOLD}
optimalas precizas kvantu vaicajumu sarezgitibas algoritmu.

Saskaroties ar algoritmiskiem uzdevumiem klasiskaja skaitloSana, ir noderigi zinat dazadus
panemienus, ar kuriem var meginat risinat problemas, piemeram, dinamiska programmesana ir
labs panemiens problemu risinasanai ar visai konkretu strukturu, tapec ne visam problemam ar
kuras paradas algoritmu izstrade, to var pielietot. Lidzigi var skatities uz precizo kvantu algoritmu
izstradi. XOR pielietoSanas panemiens ir vieniga loti labi izpetita metode, kas paradas daudzos
pielietojumos precizo kvantu algoritmu konstrukeija ([4, §1]). STiemesla dél ir ievérojama motivacija
petit precizo kvantu algoritmu konstrukeiju panemienus “virzienos”, kas ir atskirigi no XOR panemiena
izmantosanas.

Viens paraugs Sadai petniecibas virzibai ir panemiens, kas paradas darba [5]. Taja ir izmantota
cita pieeja algoritma konstrukcijai, kuru ir verts analizet un saprast panemiena visparinaSanas
iespejas un ierobezojumus.

St darba visparigais merkis ir tiesi analizet iepriekSmineta panemiena 1pasibas un censties to
visparinat, vai pamatot, ka to nav iespejams izdarit.

1. nodala tiek aprakstitas pamatzinasanas, kuras ir nepiecieSamas darba izpratnei. 2. nodala
tiek konspektivi aprakstiti kvantu algoritmi, un analizetas 1pasibas un visparinasanas iespejas. 3.
nodala tiek uzsakts apraksts par visparigu viena kvantu vaicajuma izsaukumu modeli. 4. nodala
tiek stingri nodefinets relaksets modelis, kas ir specigaks par visparigu viena kvantu vaicajuma
izsaukumu modeli. 5. nodala tiek apkopoti secinajumi un turpmakas idejas, ko virzit.



1 Ieskats nepiecieSamajas priekszinasanas

1.1 Bula funkcijas

Par Bula mainigo jeb bitu z; sauksim mainigo, kurs var pienemt vienu no divam vertibam, Saja
darba tas bus vai nu {£1} vai {0,1}. Standarta pareja no x; € {0,1} uz 2y € {£1} ir &; = (—1)**.

Par Bula ieejas vardu = garuma n sauksim komplektu no atseviskiem konkretas reprezentacijas
Bula mainigajiem jeb bitiem xy, x5, ..., z,, un apzimesim ar x.

Definicija 1. n-Bula mainigo ieejas varda x € {0,1}" Heminga svars, ko apzimesim ar |z| ir ”1”
skaits.

Definicija 2. Bula funkcija f tiek defineta ka n Bula mainigo argumentu funkcija, kas izeja art
dod Biila mainigo f : B® — A, kur B, A - Bila mainigie. Saja darba paradisies Biila funkcijas
reprezentacijas gan ar {1}, gan {0, 1}, piemeram, f : {£1}" — {0, 1}.

Definicija 3. Bula funkcija ir simetriska, ja tas vertiba nav atkariga no ieejas bitu secibas.

Definesim jedzienu, kas laus divas vienada ieejas varda izmera Bula funkcijas uzskatit par
ekvivalentam (dazadas nozimes), ja tam ir nebutiskas atskiribas, piemeram, ieejas bitu parkartojumi,
vai ieejas bitu noliegumi.

Definicija 4. Divas n-mainigo Bula funkcijas sauc par NP-ekvivalentam, ja pie visiem ieejas
vardiem tas atskiras tikai ar ieejas mainigo parkartojumiem vai to logiskajiem noliegumiem.

Definicija 5. Par n-mainigo Bula funkciju NP-ekvivalences klasem sauc visu n-mainigo Bula
funkciju sadalijumu pa savstarpeji neskelosam kopam, kur katra no tam visas funkcijas ir savstarpeji
NP-ekvivalentas.

Definicija 6. Divas n-mainigo Bula funkcijas sauc par NPN-ekvivalentam, ja pie visiem ieejas
vardiem tas atskiras tikai ar ieejas mainigo parkartojumiem, logiskajiem noliegumiem vai izejas
mainiga noliegumu.

Definicija 7. Par n-mainigo Bula funkciju NPN-ekvivalences klasem sauc visu n-mainigo Bula
funkciju sadalijumu pa savstarpeji neskelosam kopam, kur katra no tam visas funkcijas ir savstarpeji
NPN-ekvivalentas.

1.2 Lineara algebra

Par lietotajam linearas algebras pamatzinasanam sikak var skatit [0].



Saja darba apskatitie vektori un linearas transformacijas biis no kompleksas linearas telpas, ja
vien tas netiek atseviski atrunats. Kompleksu (kolonas) vektoru |a) apzimesim ar

3]
a2
|a> = as

an

Visam skaitlu strukturam matricas forma (linearam transformacijam, kolonas vektoriem, rindas
vektoriem) par to Ermita saistito jeb dualo objektu sauksim ta transponeéto objektu ar kompleksi
saistitajam vertibam un apzimesim sekojosi

objekts  Ermita saistitais

U Ut
|a) )" = (al
(bl (bl = [o)

Definicija 8. Par vienadas dimensijas vektoru |a) un |b) skalaro reizinajumu sauksim kompleksu
skaitli un apzimesim to ar (a|b) vai (a,b) un

Definicija 9. Par vektora [¢)) normu sauksim realu pozitivu skaitli un apzimesim to ar || [¢) || vai

vienkarsi ||| un ||| = / (¥, )

Definicija 10. Linearu transformacija U sauksim par unitaru, ja tai izpildas UUT = I, kur [ ir
vienibas matrica.

1.3 Kvantu skaitlosana

Smalkakam ievadam kvantu mehanika tiek noradita atsauce uz [7], kvantu skaitlosanai — [3].

Kvantu skaitlosana (un kvantu mehanika) pamatelements ir sistemas kvantu stavoklis, ko
medz apzimet ar [¢), un kas raksturo sistemas stavokli.

Formali, |¢) pieder Hilberta telpai (kvantu skaitlosana, kur darbojamies ar galigu dimensionalitati,
ta ir unitara telpa), un to var uzskatit par vektoru |¢) € C™.

Telpas bazes stavoklus apzimesim ar [1),]2),...,|n), tiek pienemts, ka tie ir normeti vektori
(i,i) = 1.

Jebkuru kvantu stavokli Saja telpa var izteikt ka linearu kombinaciju no telpas bazes stavokliem:

¥) = 1) + as|2) + -+ anln)

kur a; € Cun |a;|? + |ag/* + - + |a,]* = 1.
Lai parietu no viena kvantu stavokla uz nakamo, pieejamais riks kvantu skaitlosana ir unitara
transformacija U:

ja) = [b)
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Atbilstosa algebriska sakariba Sai stavoklu parejai ir
[b) = Ula).

Nakamaja sadala par vaicajumu sarezgitibu paradas 1pasas simboliskas unitaras matricas, ar
kuru palidzibu ir iespejams stavokli iekodet algoritma ieejas datu vertibas - Bula mainigos x1, za, . . ., .
Sada unitara transformacija ir diagonalmatrica () un par piemeru var but forma:

0 To ... 0
Q: : : .. : ’
0 O T

kur z; € {£1}.

Definicija 11. Merijjums (standartbaze) ir darbiba, kuras rezultata ar varbutibu |a;|? stavoklis
partop par (kolapse uz) |i), jeb no skaitlosanas viedokla, mes uzzinam stavokla indeksu i.
Gadijuma, ja stavoklu superpozicija a; = 0, bazes stavokli |7) merijuma rezultata nav iespejams

iegtit. Precizos kvantu algoritmos merijuma bridi bus svariga tikai atskiriba starp a; = 0 un a; # 0.

1.3.1 Vaicajumu sarezgitibas modeli

Plasaks parskats par vaicajumu sarezgitibam ir atrodams [9].

Deterministiskas vaicajuma sarezgitibas modelis / lemumkoka modelis

Par lemumkoku sauc koku ar sakni, kura katrai ne-lapas virsotnei piekartots ieejas bits z; (i €
{1,2,...,n}). Ne-lapas virsotnei ir tie$i divi berni, un katrai lapai ir piekartota vertiba 0 vai 1.
Lemumkoks aprekina konkretas Bula funkcijas vertibu sekojosi. Sakuma stavoklis ir saknes virsotne
un katra sol1, kamer nav sasniegta lapas virsotne, uzzinot tabriza stavokla virsotnes piekartota bita
vertibu x;, atkariba no x; izvelas kreiso vai labo bernu uz kuru parvietoties. Kad ir sasniegta lapas
virsotne, izdod tai piekartoto vertibu.

Lemumkoks aprekina Bula funkciju f: {0,1}" — {0,1}, ja pie katra ieejas varda x lemumkoks
izdod f(x) — pareizo Bula funkcijas vertibu.

Definicija 12. Par Bula funkcijas f lemumkoka sarezgitibu sauc par minimalo lemumkoka
dzilumu no tiem lemumkokiem, kuri aprekina f, un to apzime ar D(f).

Visparigais kvantu vaicajumu sarezgitibas modelis

Ja lemumkoku modell mes interesejamies par lemumkoku ar minimalo dzilumu, kas pareizi aprekina
doto Bula funkciju, tad kvantu vaicajumu modeli mes interesejamies par to, ar kadu mazako
vaicajumu matricu izsaukumu skaits ir nepieciesams, lai butu pietiekama informacija funkcijas
vertibas noteiksanai veicot merijumu/merijumus (precizi, vai ar ierobezotu kludas varbutibu).

Kvantu vaicajumu modell pirms un pec katra vaicajuma ir pielaujams, ka tiek veikta unitara
transformacija (neatkariga no ieejas bitiem). k-vaicajumu gadijuma sakuma stavoklim secigi tiek
pielietotas sekojosas transformacijas:

Ula Q) U2a Q7 ) Uk7Q7 Uk-‘rl )



kur U; ir brivi izvelamas unitaras transformacijas un vaicajuma transformacija () ir forma

z, 0 ... O
0= 0 xu 0 7
0 O Ti,,
kuri; € 0,1,2,...,n, zo = 1 ir konstantais loceklis un parejie 1, xo, . . ., x,, ir ieejas biti, kas pienem

vertibas z; € {£1}. Un pec sim 2k+1 transformacijam tiek veikts merijums (standartbaze). Katram
bazes stavoklim ir piekartota funkcijas vertiba (Iidzigi ka lapam lemumkoka). Sads kvantu algoritms
aprekina Bula funkcijas f : {£1}" — {0, 1}, ja pie katra ieejas varda z algoritms atgriez pareizo
funkcijas vertibu.

Definicija 13. Par Bula funkcijas f precizo kvantu vaicajumu sarezgitibu sauc mazako
nepieciesamo vaicajumu skaitu k, ka eksiste kvantu algoritms, kurs ar k£ vaicajumiem un varbutibu
P = 1 katram ieejas vardam pareizi izrekina f vertibu. Precizo kvantu vaicajumu sarezgitibu

apzime ar Qg(f).

Paritates lemumkoks

Liela grupa literatura atrodamo precizo kvantu vaicajumu algoritmu, piemeram, [10-12], tiek izpilditi
balstoties tikai uz Doica XOR algoritmu divu ieejas bitu paritates aprekinasanai. viena vaicajuma
un neizmanto nekadas citas pieejamos kvantu vaicajumu iespejas. Gluzi ka [1, §3.1], definesim

kvantu vaicajumu modeli tikai balstoties uz (klasisko) lemumkoka modeli ar pieeju kvantu XOR
vaicajuma izsaukumam ka vienam vaicajuma soli.

Definicija 14. Par paritates lemumkoka sarezgitibu sauksim vaicajuma sarezgitibu lemumkoka
modelim ar vienigo izmainu lemumkoka struktura, ka katra virsotne ir atlauts izraudzities, vai
noskaidrot viena ieejas bita vertibu x; (ka parastaja lemumkoka), vai ar1 uzzinat paritati XOR(z;, x;)
jebkuram bitu parim (x;, x;).

Apzimesim Bula funkcijas f paritates lemumkoka sarezgitibu ar Dxor(f).



2 Esosie rezultati

[1] Bula funkciju klase f,,, kurai Dxor(f.) > Qr(f,). Velak paradijas viens no retiem preciziem
kvantu algoritmiem Bila funkciju aprekinam, kas nebalstas uz XOR izsaukuma [5]. Lidz ar to, ir
skaidrs pamats veikt algoritma panemiena sikaku analizi.

Tsi tiks aprakstiti [5] esoSie kvantu algoritmi specifisko Bula funkciju aprekinam.

2.1 Preciza kvantu vaicajumu sarezgitiba Bula
funkcijam EXACT un THRESHOLD

Definesim sekojosas Bula funkcijas

Lja|z| =k

EXACTL (@) = {0 citadi

1, ja || > k

THRESHOLD! (z) = {0 o
, citadi

2.1.1 EXACT}

Apzimejam k£ = m un definejam Uj.

>

2m
Uy 1 N\ Q i .
0) — 1) — l
0 253 i & )
Definejam Us, ka visiem i € [2m]:
1 1 1
Unli) = S ——i, /) = S =], ) + ——10) .
o) =2 i) = 2 i+ o)

Ui izmers ir (2m +n+ 1) X (2m 4+ n + 1), un nav vajadzibas parbaudit skalaro reizinajumu, jo no
linearas algebras ir labi zinams, ka eksiste no uzraditajam matricas rindinam neatkarigi normeti
vektori, kas atbilstu |7, j), lai aizpilditu pilno rank(U;) = 2m +n + 1.

Vel pielietojot tagad transformaciju Us, rezultejosais kvantu stavoklis ir:

2m

A 2m . A A
Z; £ Us Z; Ty —Tj, . .
— 0 .
>l X gl + S i)

i=1 i<j

Algoritma, ka publikacija aprakstits, tiek darits sekojosi:



(a) ja tiek nomerits |0), tad 3207 & # 0 jeb |{i|#; = 1}] # |{i|&; = —1}];
(b) ja tiek nomerits |7, j), tad &; # T; .

Un abos gadijumos tiek ieguta informacija, kas ir deriga, lai rekursivi reducetu problemu uz tas
stingri mazaku gadijumu:

(a) EXACT?™ =0, jo bitu vertibu sadalijums nav precizi uz pusem Y. #; # — >, @ ;

;=0 ;=1

(b) EXACT?™(z) = EXACT? [ *(a\{zi, v;}) .

2.1.2 THRESHOLD}

Sakuma pilnigi analogiski EXACT} gadijumam, tieck sagatavots vienmerigi pa bazes stavokliem
sadalits stavoklis ar U; un tad pielietots vaicajuma izsaukums Q:

2m—+1 2m—+1 N

U 1 \ Q T .
— —i) > —i
;\/Qm—l—lH ;\/Zm—l—l”
Transformacija, kas panak nepieciesamo stavokli:
N Us vVom —1, . . vVom—1 . 1 .
% . J— —_ —_

To pielietojot pec vaicajuma @) atstatajam stavoklim, iegustam sekojosu stavokli:

2m+1 2m+1 A ~
(T; —xj)vV2m -1,
Z Zl § a1t Z NCTES S

Pec mertjuma kolapsejot uz konkretu bazes stavokli, iespejami divi varianti:

(a) ja nomeram |i), tad ir zinams, ka varda x\{z;} bitu ar vertibu "0” un bitu ar vertibu ”1”
skaiti atskiras vismaz par 2. Tapec izmetot no ieejas varda x; un jebkuru citu patvaligu bitu
x; (j # 1), vairakuma vertiba nemainisies;

(b) ja nomeram |i,j), tad x; un z; ir dazadi, tos izmetot arl vairakuma vertiba nemainisies.

Un abos gadijumos THRESHOLD?"4!(z) = THRESHOLDZ2" " (x\{z;, 7;}).

2.2 EXACT un THRESHOLD kvantu algoritmu kopigas
1pasibas un panemieni

Var ieverot, ka izveidotas bazes stavoklu superpozicijas ieejas bitu z; linearas kombinacijas pie katra
bazes stavokla ir divas formas (nenemot vera normetibai nepieciesamos amplitudu koeficientus):

D dld) wn (@ - 3510 J)
€8

kur S ir kada izraudzita indeksu apakskopa.



Viegli saprast, ka merjjuma rezultata, piemeram, kolapsejot stavokli |i, ), tiek ieguti indeksi
diviem bitiem, par kuriem zinams, ka tie ir sava starpa dazadi x; # ;. Toties nomerot stavokli
ar amplitudu forma ) . Z;, uzreiz sniedz informaciju, lai vai nu zinatu funkcijas vertibu (EXACT
gadijuma = 0) vai ar1, ka neieskaitot z; parejo bitu kopa z\{z;} 71”7 un "0” skaiti atskiras vismaz
par 2 (THRESHOLD gadijuma un varam to rekursivi reducet uz THRESHOLD ar 2 bitiem mazaku
ieejas vardu).

Labakai izpratnei, apskatisim konkretu beigu superpozicijas piemeru — EXACT;L bazes stavoklu
amplitudas (ka ieejas bitu linearas kombinacijas), kad tas pienems 0 vertibu, ir noraditas tabula
2.1.

Tabula 2.1: EXACT;1 kvantu algoritma beigu stavokla superpozicijas bazes stavoklu koeficientu
vertibas. Tuksajas ailites ir nenulles vertiba.

TaT3 T _3;124;m—@g;m—£3;m—@4;@—@3;m—@4;%—£4 EXACT?
0000 0 0 0 0 0 0 0
0001 0 0 0 0
0010 0 0 0 0
0011 0 0 0 1
0100 0 0 0 0
0101 0 0 0 1
0110 0 0 0 1
0111 0 0 0 0
1000 0 0 0 0
1001 0 0 0 1
1010 0 0 0 1
1011 0 0 0 0
1100 0 0 0 1
1101 0 0 0 0
1110 0 0 0 0
1111 0 0 0 0 0 0 0

Kvantu merijuma rezultats (bazes stavoklis) atbilst tabula 2.1 kadai no kolonam, turklat pie
katra ieejas varda var tikt iegtita tikai kada (no ¢etram) tabulas rindinas Sinam ar nenulles vertibu
taja. No otras puses, ja mes nezinam ieejas vardu, tad uzzinot kura kolona ir tikusi nomerita,
automatiski var izslegt ieejas vardus, kuru atbilstoSas Sunas ir ar nulles vertibu. Konkreta gadijuma
visas kolonas iznemot pirmo satur tiesi pusi no Sunam ar nulli taja - kuru atbilstosos rindinu ieejas
vardus varam izslegt. Pirma kolona ir 1pasa ar to, ka Suna ir nulles vertiba tad un tikai tad, ja
atbilstosa funkcijas vertiba EXACT(z) = 1.

Ja pretendejam visparinat So panemienu uz citiem vaicajumiem ar lidzigiem polinomiem kolonas,
tad svarigs aspekts, ko nemt vera ir tas, ka nulles vertibu skaits ir tas faktors, kas nosaka, cik daudz
ieejas vardu tiek atmesti merijjuma rezultata. Jo vairak nullu ir nomeritaja kolona, jo par vairak
potencialajiem ieejas vardiem varam pateikt, ka faktiskais ieejas vards nav viens no tiem.

Cits aspekts ir tas, ka ne obligati izpildot vairakus Sada tipa vaicajumus ir nepieciesams potencialo
ieejas vardu komplektu kopu reducet Iidz vienam elementam — ja aprekinamas funkcijas vertiba
visiem atlikusajiem iespejamiem ieejas vardiem ir vienada, varam sniegt atbildi — funkcijas vertibu.



Lidz $im nav pieminets aspekts, ka konstruejot kvantu vaicajumu, iespejas uzkonstruet linearus
polinomus no ieejas bitiem, ir ierobezotas ar iespejam, ko sniedz unitaras transformacijas. Tatad
kvantu vaicajuma lineariem polinomiem ir niepiecieSams, lai tos butu iespejams nonormet (saglabajot
normu pie visiem ieejas vardiem), bet japiebilst, ka iespejams tas nav pietiekams nosacijums, lai
jebkura lineara transformacija, ar kuru ieguti interesejosie linearu polinomu komplekti, butu unitara
vai ar1 viegli parveidojama par unitaru.
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3 Viena kvantu vaicajuma izsaukumu
lemumkoks

Ieprieks aprakstitos EXACT un THRESHOLD algoritmos izmantotos panemienus var visparinat
dazados virzienos. Viens veids no tadiem butu intereseties tikai par viena kvantu vaicajuma
iespejam.

Ta ka liela dalu literatura atrodamo precizo kvantu algoritmu ieklaujas paritates lemumkoka
modelr, ka art ir uzraditas Bula funkciju klases, kuram neeksiste optimalu precizie kvantu algoritmi,
kas ieklautos paritates lemumkoka modeli, tad ir pamats aplukot plasakus modelus par paritates
lemumkoku, bet kas tomer butu vienkarsaki un vieglak petami par precizu kvantu vaicajumu
visparigo modeli. Tas butu daudzsoloss solis, gadijuma, ja Saja modeli jau butu automatiski
zinams kads algoritms, kurs parada ta parakumu par paritates lemumkoku. Nav garantijas, ka
tads skaitlosanas modelis neklust specigaks par kvantu skaitlosanas, bet tomer iegustot jebkadu
negativu rezultatu par to, ko Sis modelis nespej aprekinat, automatiski pierada, ka to nespej ar1
paritates lemumkoka modelis, jo tas butu tad vajaks skaitloSanas modelis.

Tadu modeli tagad ieviesisim, kura ieklausies EXACT un THRESHOLD piedavatie kvantu
aprekinu algoritmi [5].

Visparigaks kvantu vaicajuma modelis ar jebkadam unitaram transformacijam ir parak plass,
lai to butu pietiekami viegli analizet, tapec interesesimies par vienu kvantu vaicajumu un kadu
informaciju tada veida varam iegut, kas palidzetu jaunu kvantu algoritmu konstrukcijai Bula funkciju
aprekinasanai.

Visparigakaja forma viena vaicajuma rezultata iegutais kvantu stavoklis ir

kur |¢) ir sakuma stavoklis, Uy un U ir patvaligas unitaras transformacijas, () - kvantu vaicajums.
Pieradisim, ka

Lemma 1. Ja ir doti divi patvaligi normeti vektori |a), |b) € C™ (||a||* = ||b]|* = 1), tad vienmer
eksiste unitara transformacija U, kas parveido |a) Y |b).

Pieradijums. Ja |{a|b)| = 1, tad U = €'*I, kur a = Arg({a|b)). Citadi, |[{a|b)| < 1, un varam
pielietot Hausholdera transformacijas (Householders reflection) versiju kompleksaja telpa, kas bus

forma
U _ eia (]_ 2|90><92‘) 7
[

kur |p) = |a) —e~'®|b). Viegli parliecinaties, ka ||¢||?> > 0 un Ula) = |b), ka ari tas, ka UTU = 1. [

Tas nozime, ka pilnigi visparigu vienu kvantu vaicajumu vienkarsibas labad, varam apskatit
forma UQ|a), kur U ir patvaliga unitara transformacija un |a) ir izvelams sakuma stavoklis ar
nosactjumu ||a|? = 1.
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Izmantota kvantu stavoklu darba telpa ir izmera m, un kvantu vaicajumam visparigakaja forma
k-tais bits x, € {£1} var paradities neviena, viena, ka ar1 vairakas () matricas pozicijas. Laujam
i; €4{0,1,2,...,n}, kur i; # 0 atbilst vienam no n ieejas bitiem 1, z, ..., z, un i; = 0 atbilst z,
kas ir konstantais ieejas bits, kas vienmer pienems vertibu zy = 1.

aq
o
y=| " |ecm
Qi
xy 0 0 0
0 0 0
Q= 0 0
0 0 L1 0
0 O 0 .
Ul]_ U]_2 .« o U]_m
U U.21 U.22 . U?m
Uml Um2 s Umm
Q, U, U() e cmxm
Pec transformacijam rezultejosais vektors ir
Unzi a1 + Uppzi,an + -+ - + Ui @, 0, pi(z)
Ui, a1 + Usppwiyon + -+ - + U, Oty p2(z)
p) = UQla) = 1 - -
Uniziaq + Upaiyop + -+ - + Upn @, 0, P ()

Ja savelkam kopa koeficientus pie katra x;, tad saisinati vektora komponentes atkariba no ieejas

bitiem varam parrakstit forma
n

pz(l‘) = Zaijxj — bl

Jj=1

Lai sada sistema atbilstu kvantu mehanikas pamatpostulatiem, viens no nepieciesamajiem nosacijumiem
noteikti butu
m
2
Z lpi(2)]" = 1.
i=1

Bet pie $1 nosacijuma nav triviali redzamas garantijas, ka izraugoties patvaligu |p), tikai ierobezotu
ar nosacijumu |p|* = 1, eksistés unitara transformacija U, ar kuru vares panakt jebkuru patvaligu
normetu beigu stavokli.

Ja vienkarsakai analizei relaksejam U unitaritates nosactjumu, un tikai par to, kad p;(x) pienems
vertibu p;(z) = 0 un kad ne — p;(x) # 0, tad

Z pj(z)? =0 < qu(x)2 =0 un er(x)Q =0
j=1 j=1 j=1
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un ka vares redzet turpmakaja analize, So logisko konjunkciju bus iespejams modelet ar citu
paneémienu, tapec nezaudejot visparigumu, varam uzskatit, ka visi linearie polinomi p;(z) ir ar
realiem koeficientiem.

Apskatisim, vai U unitaritates nosacijumu ir iespejams vienkarsot vienam kvantu vaicajumam

Ip) = UQ|z). Ka vienkarsu gadijumu apskatisim, ka ||p|| = [|z|| = 1 un vaicajums @ ir forma
Q=[: : 0 0]
0 0 Tp—1 O
0 0 0 =z,

t.i., darba telpas izmers sakrit ar ieejas bitu skaitu.
Interpretejot transformaciju ka kolonas vektoru komplektu

varam izrakstit

| | | n |
p) =UQ|z) = | x1v1 z2v2 ... x0, | |2) = lez, V;
| | | =

Ipl|> = (plp) = (Z$Z Uz) <ijz;‘|vj>) =Y @zl Y w2z (o) +25 2 (v;vi))
j=1 i=1

1<i<j<n

=D lalllullP + Y @ 2Rz {viley) = 1
i=1

1<i<j<n

0
Ta ka visiem z; € {+1} un izteiksmei ||p||> = 1 ir jabut konstantai (neatkarigai) no z;, tad
(27 z;(vi|v;)) = 0. Citiem vardiem z;z;(v;|v;) ir tiri imaginars. Ja nosacijums butu, ka (v;|v;) =0
tad mes automatiski butu ieguvusi ortogonalitates nosacijumu. Ja apskatam gadijumu, kad |z) €
R”, tad 2z/zj(v;|v;) = 0 un no ka izriet, ka visiem i # j A |z, |z;| > 0 = (v;|v;) = 0. Ta ka {z}
jabut neatkarigam no {v;} un Y. |z|* =1, tad >_, ||vi||* = 1. Redzams, ka tomer ir nepiecieSami
vel citi nosacijumi bez ||p|| = ||z|| = 1, lai U transformacija butu unitara.
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4 Linearu polinomu komplektu merijumu
modelis

Ka sadala 2.2 tika analizets, tad doto kvantu algoritmu specifika bija taja, ka tika uzkonstrueti
linearu polinomu komplekti, no kuriem katrs polinoms lielai dalai ieejas vardu pienema vertibu 0.
Saja nodala formali definesim modeli, kura aspektus petisim talaka darba dala.

4.1 Modela definicija un salidzinajums

Darba no $1 briza, apskatisim ieejas vardu sastavam no bitiem +1 reprezentacija, t.i., z; € {£1}.
Formalizesim modeli sekojosi:

Definicija 15. Kortezu ar k elementiem, kur katrs no tiem ir linears polinoms no n ieejas bitiem
x; € {£1}, kur i € {1,2,...,n}, sauksim par linearu polinomu komplektu (jeb LPK)

[p1(2), pa(2), -, pr(2) ].

Att. 4.1: Linearu polinomu komplektu lemumkoks (LPKL)

Definicija 16. Par linearu polinomu komplektu lemumkoku (LPKL) sauksim lemumkoku,
kura katrai lemumkoka virsotnei tiek piekartots LPK [pi(x),pa(x),...,pr(x)] (ar kompleksiem
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koeficientiem), katrai lemumkoka ne-lapas virsotnei ir tiesi k berni, un katra ne-lapas virsotne
pariet uz vienu no virsotnes berniem j € {l € [k]|pi(z) # 0}, ar 1pasibu, ka &1 berna apakskoks ir
visdzilakais, t.i., tiek ieguts indeks vienam no polinomiem, kuri pie esama ieejas varda nepienem
nulles vertibu. Katrai lapas virsotnei ir piekartota vertiba 0 vai 1, un nonakot lapas virsotne,
lemumkoks izdod Sai virsotnei piekartoto vertibu.

Ja pie katra no Bula funkcijas f ieejas vardiem x LPKL izdod vertibu f(z), tad LPKL aprekina

f.

Definicija 17. Par LPKL sarezgitibu Bula funkcijai f sauksim minimala dziluma LPKL, kas
aprekina f, un apzimesim to ar LPKL(f).

Definicija 18. Lemumkoka modeli L; sauksim specigaku par lemumkoka modeli Lo, ja visam
Bula funkcijam f, L, sarezgitiba funkcijai f ir mazaka vai vienada ar Lo sarezgitibu funkcijai f.

Teorema 2. LPKL modelis ir specigaks par paritates lemumkoka modeli.

Pieradijums. Zinot vaicajumu algoritmu paritates lemumkokam, pieradisim, ka katram vaicajumam
atbilst analogs LPKL. Katrs solis var but

(a) bita x; vaicajums - Saja gadijuma izveidojam polinoma komplektu sastavam no py(z) = 1 +
xi, pa(r) = 1 — x;. Acimredzami, ka atkariba no z; vertibas, viens no polinomiem pienems
pi(xz) = 0 un otrs p;(z) # 0, un abos gadijumos viennozimigi bus zinama x; vertiba.

(b) paritates z; @ z; vaicajums - izveidojam py(x) = z; — z;, p2(z) = x; + x;. Lidzigi a1 Saja
gadijuma pie katra ieejas varda viens no polinomiem pienems nulles vertibu, otrs ne, ka ar1
tiks viennozimigi noteikta paritate z; ® x;, uzzinot, kurs polinoms ir ar nenulles vertibu.

]

4.2 LPKL atseviska polinoma analize
Apskatisim atseviska lineara polinoma 1pasibas, kas ir svarigas LPKL pielietojuma.
Definicija 19. Par lineara polinoma p(x) raksturojoso Bula funkciju sauksim tadu Bula funkciju

f(zx), kurai izpildas:
_ 0, jap(z)=0
1 {1, o plz) £ 0

Lemma 3. Ja LPKL jebkuras virsotnes LPK jebkuru polinomu aizstaj ar citu polinomu, ka to
raksturojosas Bula funkcijas sakrit, tad tas nekadigi neizmaina LPKL wvai ari ta izpildes gaitu
atkariba no ieejas varda.

Pieradijums. Acimredzami pec definicijam. O
Lidz ar to varam ieviest polinomu ekvivalenci.

Definicija 20. Linearus polinomus sauksim par ekvivalentiem (LPKL modela ietvaros), ja to
raksturojosas Bula funkcijas sakrit.
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Definicija 21. St darba ietvaros par trivialiem sauksim tadus linearus polinomus, kuru raksturojosa
Bula funkcija f(z) = ¢, kur ¢ € {0,1}.

Ja vienkarsos gadijumos apskatam linearus polinomus ar kompleksiem algebriskiem koeficientiem,
un apskatam homogeno gadijumu (nehomogenajam ir lidzigs intuitivs spriedums), tad ir skaidrs,
ka, pieméram, koeficients v/2 un v/3 ar jebkadiem papildus racionaliem reizinatajiem nedos summa
0, lidz ar to intuitivi butu sapratigi savilkt iracionali lidzigos saskaitamos kopa un tikai, ja polinoma
katra no sadam savilktajam grupam pienemtu 0 vertibu, polinoms summari dotu 0 vertibu. Tadu
grupu analogu veselajos skaitlos varetu izveidot, piereizinot pietiekami lielu reizinataju dalai polinoma
mainigo, tada veida panakot logisko konjunkciju starp nosacijumiem, ka katras grupas summai jabut
0.

Hipoteze 4. Lineari polinomi ar kompleksiem koeficientiem LPKL modela ietvaros ir ekvivalenti
lineariem polinomiem ar veseliem koeficientiem.
Varam to sadalit sekojosi:

p(x) = q(z) +ir(z),
kur ¢(x) un r(z) ir polinomi ar realiem koeficientiem. Nosacijums p(x) = 0 izpildisies tad un tikai
tad, ja reize ¢(z) =0 un r(z) = 0.
Talak tiks apskatits vienkarsi skaitliski apskatams viena polinoma gadijums
4.2.1 Veselo skaitlu koeficientu lineari polinomi

Aplukosim vienkarsaku gadijumu, kur lineara polinoma koeficienti ir veseli skaitli. Tad
p(x) = ez + asxe + - - + apx, — b,

kur a;,b € Z un x; € {£1}.
Ja apskatam §1 polinoma raksturigo Bula funkciju f, tad ir skaidrs, ka

(a) gadijums a; = 0 nozime, ka f ir neatkariga no x; bita;

(b) a; zimes maina polinoma uz —a; atbilst f ieejas bita negacijai; lidzigi ar1 b zimes maina veic
negaciju Bula funkcijas visam ieejam;
(c) polinoma a; koeficientu permutacijas atbilst f ieejas bitu permutacijam.
Ta ka koeficientu zimju mainu un permutaciju rezultata netiek iziets arpus konkretas NP-

ekvivalences klases, nezaudejot visparigumu, varam intereseties tikai par nenegativiem koeficientiem,
kuri sakartoti ne-dilstosa seciba.

4.2.2 Skaitliskie aprekini

Lai sekmetu labaku izpratni par problemu, tika uzrakstita programma C++ valoda, kas ar pilno
parlasi atrod atskirigu raksturojoso Bula funkciju linearos polinomus ar veseliem koeficientiem, ar
koeficienta vertibu a; Iidz 32, un tika ieguta sekojosi rezultati.

No pilnajam tabulam (ne visas ir attelotas) var redzet, ka linearu polinomu raksturojoso Bula
funkciju ar mazako Heminga svaru (lielako nullu skaitu) ir pie polinoma ar visiem 1 koeficientiem.
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Tabula 4.1: 1-bita netriviala raksturiga Bula funkcija (1)

|| £i(000)... fi(111) | a; |

‘ Raksturojosa Bula funkcija ‘

i 10 | 1]

b
0| NAND(z:) |

Tabula 4.2: 2-bitu netrivialas raksturigas Bula funkcijas (kopa 3)

‘ Raksturojosa Bula funkcija ‘

| £:(000) ... fi(111) | ay | as |
0111 1]1
1001 11
1011 1] 2

b
2
0
1

Tabula 4.3: 3-bitu raksturigo Bula dazadas funkcijas (kopa 6)

Raksturojosa Bula funkcija

S
2
fs
i
s
Jo

£i(000) ... f;(111) | ay | a2 | a3 | b
11111110 1711113
11110111 1{11]3]1
11111101 1121213
11100111 1111210
11101011 112211
11101001 11171

NAND(xl,SCQ,JZg)
OR(NAND(z), AND(zy = x2, 11 # 3))
NAND(xy # w9, 29 = 3,71 = C)
NAND(x1 = x9,x1 # x3)
NAND(zy = ¢, 22 # x3)

X1 *Tg *xXTgzg == C

Tabula 4.4: Izlase no 4-bitu raksturigo Bula dazadam funkcijam (kopa 18)

£(0000) . .. f;(1111)

)
=
=)
[\
)
w
)
W~

1111111111111110
1111111111100111
1111111111100111
1111110111011111
1111111111111001
1111110110111111
1111111010011111
1111111011101001
1110100110010111

el e e e e
= = N = N e
EF RPN DN WD DN
= =W W W ww
O O WWhko

Tabula 4.5: Izlase no 5-bitu raksturigo Bula dazadam funkcijam (kopa 64)

| £:(000000) . .. fi(111111)

| a1 | as | as | as|as |

w

11111110111010011110100110010111

b
11111110111010011001011102121111 | 1 | 1 | 1 [ 1 | 2 | O
1711 ]11]1
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Tabula 4.6: Izlase no 6-bitu raksturigo Bula dazadam funkcijam (kopa 399)

£:(000000) ... f;(111111) | a1 az a3 ag as ag | b
1111111111111110111111101110100111101001100101111001011101111111 111112 1
1111111111111110111111101110100111111110111010011110100110010111 111111 2
1111111011101001111010011001011111101001100101111001011101111111 111111 0

Hipoteze 5. n ieejas bitu polinoms ar mazako raksturojosa polinoma Heminga svaru ir ar koeficientiem
a;=1unb=0 vai 1. Heminga svars = (LnT/LQJ .

Ja si hipoteze izpilditos, butu iespeja talak virzit ideju, ka iespejams praktiski noderigie polinomu
komplekti prieks Bula funkciju klasem (lieliem n ) noderigas ir tikai konstrukcijas ar x;£x; polinomiem,
ka ari ), x; polinomiem, ka ir ticis izmantots [5] darba.
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5 Rezultati un secinajumi

Darba ir formali definéts jauns lemumkoka-tipa modelis, kas ir klasisks lemumkoka modelis, izmantojot
viena kvantu vaicajuma izsaukumu, un ir izteiktas hipotezes par pamatots, ka tas ir specigaks par
paritates lemumkoka modeli.

Skaitliskie aprekini izveidotaja LPKL modeli liecina par iespeju pieradit, ka nedaudz visparigaka
modeli par paritates lemumkoku (klasiskie vaicajumi ar Doica XOR izsaukumiem) ieverojamsi lielakas
skaitlosanas iespejas nav. Uzsakta st modela dazZadu ipasibu analize, ka ari veikti skaitliskie aprekini,
labakai modela izpratnei.

Ir izteiktas vairakas hipotezes, kuram varetu meklet pretpiemérus vai meginat pieradit.

Ir neskaitami virzieni, kuros

Kas wvel netika paguts - meginat pielietot hiperkuba/geometriskas interpretacijas un zinamos
faktus, lai pateiktu ko par hiperplaknu skelumiem ar tiem.
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