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Anotâcija

Bakalaura darba mçríis ir aplûkot daþâdas signâlu apstrâdes metodes, tâs salîdzinât un

pielietot praktiskâm datu problçmâm. Galvenâ darba daïa ir veltîta signâlu filtrâcijas teo-

rijai un tâs praktiskajiem pielietojumiem skaòas signâlu apstrâdç un bio-fizikâ. Galvenâs

filtrâcijas metodes, kas aplûkotas darbâ ir slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas metode, augstâs/zemâs

caurlaides metode, kâ arî joslas caurlaides metode. Tâpat darbâ tiek aplûkota signâlu sa-

lîdzinâðana ar ðíçrs-korelâcijas metodi un apskatîta ðîs metodes pielietoðana stacionâru

laikrindu salîdzinâðanai. Tâ kâ signâlu filtrâcija ir saistîta ar Furjç transformâcijâm, tad

darba sâkuma daïa tiek veltîta Furjç analîzei. Darbâ signâlu apstrâdei tiek izmantoti

autoregresîvo un slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas procesu simulâcijas, lîdz ar to sniegts neliels

ieskats laikrindu analîzç.

Atslçgas vârdi: Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs, loga-sinc filtrs, ðíçrs-korelâcijas funkcija.



Abstract

The goal of this work is to examine methods of signal processing, compare them and

explore their practical usage. Main part of the work is dedicated to signal filtration

theory and its practical use in sound processing and bio-physics. Two filtration methods

are presented: moving average method and windowed-sinc kernel method. Second part

of the work is devoted to signal comparison using cross-correlation function and its use

for stationary time series. Signal filtration is connected to spectral analysis, therefore

concepts of Fourier transforms are being introduced in the beginning part of the work.

Also, autoregressive and moving average process simulated values are being used as data

for signal processing, for this reason a short introduction into time series analysis is

provided.

Keywords: Moving average filter, windowed-sinc filter, cross-correlation function.
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Ievads

Signâlu apstrâdei ir aizvien lielâka nozîme pieaugot signâlveida datu vâkðanai daþâdâs

zinâtnes nozarçs. Tapuði daudz materiâli, kas pçta uzdevumus saistîtus ar signâlu ap-

strâdi. Lîdz ar Kuleja un Tukeja (Cooley and Tukey) 1965. gadâ izstrâdâto âtrâs Furjç

trasnformâcijas algoritmu tika likts pamats ðîs nozares straujai attîstîbai. Par piemçriem

signâlu apstrâdes lietojumos varçtu minçt skaòas signâlu apstrâdi audio zinâtnç, vizuâlo

datu apstrâdi attçlu inþenierijâ, elektrokardiogrammu analizçðana bioloìijâ, transmisijas

procesi telekomunikâciju zinâtnç, u.t.t.

Lîdz ar datoru parâdîðanos iepriekðçjâ gadsimta seðdesmitajos gados, kad tie vçl bija

relatîvi nepieejami, signâlu apstrâde tika pielietota tikai Nacionâlâs droðîbas uzdevumos,

radaru tehnikâ, un Kosmosa izpçtç [1]. Signâlu filtrâcijas pirmsâkumi, kas veicinâja ðîs

nozares attîstîbu, meklçjami audio ierakstu nozarç, kad parâdîjâs pirmie audio ieraksti.

Uzdevums bija panâkt skaòas datu lîdzîgumu 'reâlajai ' skaòai, kas nâca no muzikâliem

instrumentiem [2].

Darbâ aplûkotas vairâkas signâlu apstrâdes metodes - signâlu filtrâcija ar slîdoðâs

vidçjâs vçrtîbas filtru un loga-sinc filtriem, un salîdzinâðana ar ðíçrs-korelâcijas funkci-

jas palîdzîbu, kâ arî tiek salîdzinâtas filtru pielietoðanas iespçjas tâdu praktisku uzde-

vumu risinâðanâ kâ signâla trokðòu noòemðana un stipri variçjoðâ signâla atbrîvoðana

no trokðòiem. Tâpat tiek sniegts teorçtiskais pamatojums loga-sinc filtrâcijas procesam.

Veicot signâla filtrâciju tiek veikta filtra iedarbîbas pârbaude laika domçnâ un frekvenèu

domçnâ. Par piemçriem tiek òemti periodisku funkciju lineârâs kombinâcijas, kâ arî simu-

lçtie AR(1), ARMA(1,1) procesi. Paralçli tiek aplûkoti laikrindu analîzes pamatelementi

un tiek ieviesti AR(p), MA(q), un ARMA(p,q) procesu jçdzieni, kâ arî tiek sniegts ieskats

Furjç analîzes pamat-atzinumos, uz kuriem balstâs signâlu aplûkoðana frekvenèu domçnâ.

Darba praktiskajâ daïâ tiek apskatîtas tâdas problçmas kâ muzikâlâ skaòdarba sadalî-

ðana pa instrumentiem un skaòas signâla atbrîvoðana no trokðòiem. Tâpat tiek pielietotas

signâlu apstrâdes metodes bio-fizikâ, kur tiek novçrota ar lâzer-pinceti notvertâs daïiòas

kustîba laikâ un problçmas nostâdne ir noteikt signâla nobîdi pa y asi un to izslçgt, kâ arî

atrast fâþu starpîbu signâlam pret uzìenerçtu sin(2π64t) signâlu un noteikt ðîs frekven-

ces sinusoîda amplitûdu, kâ arî atrast frekvenci, pie kuras lâzer-pincete zaudç satvçrienu

pâr daïiòu [3]. Pirmos divos gadîjumos par problçmas risinâjumu tiek piedâvâts izman-

tot loga-sinc filtrus, savukârt pçdçjai problçmai tiek pielietotas Furjç transformâcijas un
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ðíçrs-korelâcijas.

Bakalaura darba mçríi ir sekojoði:

• Iepazîties ar signâla filtrâcijas metodçm un veikt to salîdzinâðanu.

• Iepazîties ar signâlu salîdzinâðanas metodi stacionâru laikrindu gadîjumâ.

• Apskatît augstâk minçto signâlu apstrâdes veidu praktiskas pielietoðanas iespçjas

skaòas signâlu apstrâdç, bio-fizikâ un simulçtâm datu kopâm.

Darbs sastâv no 6 nodaïâm un pielikuma. Pirmâ nodaïa ir veltîta Furjç transformâciju

un frekvenèu domçna grafika definçðanai. Otrâ un treðâ nodaïa sniedz ieskatu laikrindu

teorijas pamatelementos, tiek definçti AR(p), MA(q), un ARMA(p,q) procesi un aplûko-

tas to îpaðîbas. Ceturtâ nodaïa ir veltîta signâlu filtrâcijai, tajâ tiek apskatîts Slîdoðâs

vidçjâs vçrtîbas filtrs un Loga-sinc filtri, tiek veikta to iedarbîbas pârbaude gan laika

domçnâ, gan frekvenèu domçnâ, kâ arî tiek salîdzinâtas to pielietoðanas iespçjas. Piek-

tajâ nodaïâ tiek aplûkota metode stacionâro laikrindu salîdzinâðanai un tiek apskatîta

tâs pielietoðana simulçtiem datiem. Sestâ nodaïa veltîta praktisko problçmu risinâðanai,

pielietojot iepriekð gûtâs signâlu apstrâdes metodes. Pielikumâ atrodams programmas R

kods lietotiem filtriem un signâlu salîdzinâðanai.
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1. Furjç transformâcijas

Funkciju reprezentâcija frekvenèu domçnâ balstâs uz Furjç transformâcijâm, tâpçc

definçsim Tieðo Furjç transformâciju un Inverso Furjç transformâciju.

Definîcija 1. [4, lpp. 134] Par tieðo Furjç transformâciju sauc

f̂(t) =

∞∫
−∞

f(x)e−2iπtxdx,

kur f(x) ∈ S, kur S apzîmç Ðvarca telpu.

Definîcija 2. Ðvarca telpai pieder funkcijas, kas ir nepârtraukti diferencçjamas ar kârtu

∞ un konverìç uz nulli, kad x→∞, katram f (l)(x) jeb

f(x) ∈ S ⇐⇒ supx∈R |x|k|f (l)(x)| <∞,

katriem k, l ≥ 0.

Ðis nosacîjums attiecîbâ uz funkcijâm nav nepiecieðams, bet ir pietiekams, lai integrâïi,

kas saistîti ar Furjç transformâcijâm, eksistçtu.

Definîcija 3. [4, lpp. 130] Par Inverso Furjç transformâciju sauc

f(x) =

∞∫
−∞

f̂(t)e2iπtxdt,

kur f̂(t) ∈ S.

Ðîs divas definîcijas dod iespçju aplûkot jebkuru nepârtrauktu, bezgalîgu signâlu gan

laika domçnâ gan frekvenèu domçnâ.

Tomçr praksç bieþi vien iespçjams novçrot tikai galîgus signâlus diskrçtâ laikâ. Ðajâ

gadîjumâ, ja novçroðanu veic ar vienâdu laika atstarpi, ir iespçjams veikt Diskrçto Furjç

transformâciju (DFT) un iegût koeficientus atseviðíâm frekvencçm.

Definîcija 4. [5] Par diskrçto Furjç transformâciju (DFT) sauc

X(ωk) =
1√
N

N−1∑
n=0

x(n)e
−i
2πkn

N , k = 0, 1, ..., N − 1,
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kur x(n) - diskretizçtâs signâla vçrtîbas, N - novçrojumu skaits, ωk =
2πkfs
N

- ktâ frek-

vence izteikta kâ radiâni sekundç un fs - novçrojumu frekvence Hercos.

X(ωk) vçrtîbas ir signâla projekcijas uz ortonormçtâs bâzes vektoriem

sk(n) =
1√
N
e
i
2πkn

N

virs kompleksâ lauka CN . Tâdçjâdi vienkârðâ veidâ var rekonstruçt signâlu kâ superpo-

zîciju no normalizçtâm projekcijâm uz bâzes funckijâm, ko dçvç arî par inverso diskrçto

Furjç transformâciju.

Definîcija 5. [5] Par inverso diskrçto Furjç transformâciju (IDFT) sauc

x(n) =
1√
N

N−1∑
k=0

X(ωk)e
i
2πkn

N .

Analizçjot filtru îpaðîbas, tiks aplûkots grafiks G kâ tieðâs Furjç transformâcijas koe-

ficientu X(ωk) amplitûdas jeb |X(ωk)| atkarîbâ no frekvences fk.

G = {(fk, |X(ωk)|) : k = 0, 1, 2..., N
2
},

kur

fk =

2πkfs
N
fs

=
2πk

N
,

un

|X(ωk)| =
√
Re(X(ωk))2 + Im(X(ωk))2.

1. att. Pa kreisi - AR(1) process ar φ = 0.7, n = 100, pa labi - DFT
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2. Laikrindu analîze

Par laikrindu sauc gadîjuma lielumu Y1, ..., Yn realizâcijas jeb novçrotâs vçrtîbas. Ðie

gadîjuma lielumi savukârt ir daïa no stohastiskâ procesa {Yt : t ∈ T}. Bieþi vien ar

laikrindu saprot gan novçrotâs vçrtîbas gan paðu procesu, tomçr ir svarîgi ðos jçdzienus

atðíirt.

Tâpat kâ gadîjumu lielumu analîzç ir svarîgi jçdzieni matemâtiskâ cerîba un dispersija,

laikrindu teorijâ tie ir matemâtiskâs cerîbas funkcija un autokovariâcijas funkcija.

Definîcija 6. [6, lpp. 210] Par stohastiska procesa {Yt} vai {Y (t)} matemâtiskâs cerîbas

funkciju sauc

µ(t) =
∫∞
−∞xft(x) dx,

kur ft(x) =
∂Ft(x)
∂x

un Ft(x) sadalîjuma funkcija laika momentâ t.

Definîcija 7. [7, lpp. 20] Par stohastiska procesa {Yt} kovariâcijas funkciju sauc

γ(s, t) = E[(Ys − µs)(Yt − µt)].

Ja ðî funkcija ir atkarîga tikai no laika atstarpes |t− s|, tad to sauc par autokovariâcijas

funkciju un, òemot vçrâ, ka s = t+ h, to var uzrakstît kâ γ(t+ h, t) = γ(h, 0) = γ(h).

Definîcija 8. [8, lpp. 17] Stohastisku procesu {Yt : t ∈ T} sauc par stiprâ nozîmç

stacionâru, ja ∀k > 0 un ∀t1, ..., tk ∈ T , galîgi dimensionâls sadalîjuma vektors

(Yt1 , ..., Ytk)

ir tâds pats kâ

(Yt1+u , ..., Ytk+u
),

katram u > 0.

Definîcija 9. [8, lpp. 18] Stohastisku procesu {Yt : t ∈ T} sauc par stacionâru vâjâ

nozîmç, ja

1) µ(t) = c , kur c ir kâda konstante.

2) γ(s, t) = ϕ(|t− s|), jeb kovariâciju funkcija ir atkarîga tikai no laika atstarpes |t− s|.
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Ja process ir stacionârs, tad ir noderîgi ieviest autokorelâcijas funkcijas jçdzienu ρ(u) =

γ(u)/γ(0).

Ðîs definîcijas ir nepiecieðamas, lai definçtu signâla troksni, kuru filtrâcijas procesa

gaitâ mçìina noòemt vai arî samazinât tâ iedarbîbu.

Definîcija 10. [8, lpp. 18] Par troksni sauc stohastisku procesu {εt : t ∈ T}, kuram

izpildâs

1) µ(t) = 0,

2) γ(h) =

 σ2, ja h = 0

0, citâdi.

2.1. Nobîdes operators

Ieviesîsim nobîdes operatora jçdzienu, kurð bûs svarîgs laikrindu îpaðîbu analîzç.

Definîcija 11. [8, lpp. 19] Nobîdes operators L laikrindai {Yt} tiek definçts kâ

LYt = Yt−1.

Definîcija 12. [8, lpp. 19] Lineârâm kombinâcijâm nobîdes operatoru definç kâ

L(αYt1 + βYt2) = αYt1−1 + βYt2−1, α, β ∈ R.

Pielietojot to autokovariâciju funkcijai, var redzçt, ka

cov(LYs, LYt) = cov(LYs−1, LYt−1) = cov(Ys, Yt).

Definîcija 13. [8, lpp. 19] Dabiskais veids kâ definçt Lk ir

LkYt = Yt−k.

To var redzçt piemçrâ L2Yt = L(LYt) = LYt−1 = Yt−2. Lîdzîgi lineârâm kombinâcijâm

(αLk + βLl)Yt = αYt−k + βYt−l, α, β ∈ R, k, l ∈ N.

2.2. Lineârie procesi

Kâ pirmo no lineârajiem procesiem definçsim autoregresîvo modeli ar kârtu 1 jeb

AR(1) sekojoðâ veidâ

Yt = φYt−1 + ξt, (2.1)
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kur φ ir konstante ar |φ| < 1, kas ir nepiecieðamais nosacîjums stacionâras laikrindas

eksistencei, un ξt ir troksnis, kurð definçts 10. definîcijâ.

Parâdîsim, ka veicot pârveidojumus ar ðo vienâdîbu, autoregresîvo modeli var uzrakstît

lineârajâ formâ

∞∑
u=0

φuξt−u,

kas ïauj ðo procesu uztvert, kâ bezgalîgu pagâtnes trokðòu lineâru svçrtu kombinâciju.

Vienâdîbu (2.1) var uzrakstît formâ

(1− φL)Yt = ξt.

Apgalvojums 1. [10, 6.1] Operatoram (1− φL) eksistç inversais operators (1− φL)−1,

kurð pierakstâms formâ

∞∑
u=0

φuLu.

Tâdçjâdi vienâdîbu (2.1) var pârrakstît kâ

Yt =
∞∑
u=0

φuLuξt =
∞∑
u=0

φuξt−u.

Inversais operators tiek definçts kâ robeþa, kad n→∞, izteiksmei

n∑
u=0

φuξt−u.

Apgalvojums 2. [8, lpp. 18] Gadîjuma lielumi ar EX = 0 un E|X|2 <∞ veido Hilberta

telpu, kur skalârais reizinâjums tiek definçts kâ 〈X, Y 〉 = E(XY ).

Tâdçjâdi iepriekðminçtâ rinda konverìç, ja

||
∞∑

u=n+1

φuξt−u||2 → 0.

Tâ kâ Eφuξt−u = 0 ∀u,∀t un cov(ξi, ξj) = 0, ja i 6= j, tad

||
∞∑

u=n+1

φuξt−u||2 = D(
∞∑

u=n+1

φuξt−u) =
∞∑

u=n+1

φ2uσ2.

Tâ kâ |φ| < 1, tad atlikumu rinda konverìç uz nulli un EY 2
t < ∞, kas nozîmç, ka ðis

elements pieder Hilberta telpai.
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Definîcija 14. [8, lpp. 20] {Yt} sauc par lineâru procesu, ja

Yt =
∞∑

u=−∞

ψuξt−u ,

kur ξt ir troksnis un
∞∑

u=−∞

|ψu|2 <∞.

Vispârîgais lineârais process atkarîgs gan no pagâtnes ξt vçrtîbâm, gan no nâkotnes

vçrtîbâm. Lineâru procesu, kurð atkarîgs tikai no tagadnes un pagâtnes vçrtîbâm, sauc par

kauzâlu jeb cçlonisku. Kauzâlus procesus izmanto bieþâk nâkotnes vçrtîbu paredzçðanai,

jo tie atspoguïo mûsu izziòas principus.

3. Autoregresîvie procesi

Definîcija 15. [8, lpp. 21] {Yt} sauc par autoregresîvu procesu ar kârtu p jeb AR(p), ja

Yt = ψ1Yt−1 + ...+ ψpYt−p + ξt,

kur ξt ir troksnis un |ψu| < 1.

Autoregresîvie procesi ir svarîgi, jo:

1. Viòiem ir skaidra interpretâcija - nâkotnes vçrtîba atkarîga no pagâtnes vçrtîbâm.

2. Viegli novçrtçt to parametrus.

3. Viegli paredzçt to nâkotnes vçrtîbas.

3.1. AR(1) process

AR(1) process pierakstâms kâ

Yt = ψYt−1 + ξt. (3.1)

Tâ kâ Yt un ξt ir nekorelçti, jo Yt−1 atkarîgs tikai no pagâtnes ξ vçrtîbâm, tad ðîs procesa

dispersija ir

D(Yt) = ψ2D(Yt−1) + σ2
ξ ,
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kur σ2
ξ = D(ξt). Ja {Yt} ir stacionârs process, tad D(Yt) = D(Yt−1) = σ2

Y un tâdçjâdi

σ2
Y = ψ2σ2

Y + σ2
ξ . (3.2)

Tas, savukârt, nozîmç, ka σ2
Y > ψ2σ2

Y jeb 1 > ψ2, kas ir nepiecieðamais nosacîjums

stacionâra atrisinâjuma eksistencei. Var pierâdît, ka nepiecieðamais un pietiekamais no-

sacîjums stacionâra atrisinâjuma eksistencei ir vienâdojuma

1− ψz = 0,

kur z ∈ C, saknes atraðanâs ârpus vienîbas riòía.

Ja vienâdojumâ (3.1) mçs pareizinâm abas puse ar Yy−u un meklçjam matemâtisko

cerîbu, tad mçs iegûstam

E(YtYt−u) = φE(Yt−1Yt−u) + E(ξtYt−u).

E(ξtYt−u) = 0, jo Yt−u ir neatkarîgs no ξt. Tas nozîmç, ka autokovariâciju funkcijai

jâapmierina rekursîvâ sakarîba

γ(u) = φγ(u− 1), u = 1, 2, 3, ....

Turpinot rekursiju, seko

γ(u) = φγ(u− 1) = φ2γ(u− 2) = ... = φuγ(0), u = 0, 1, 2, ....

Pârveidojot vienâdojumu (3.2) iegûstam γ(0) = σ2
ξ/(1− φ2), no kâ seko

γ(u) =
φuσ2

ξ

1− φ2
, kur u = 0, 1, 2, ...

Autokorelâcijas funkciju iegûst dalot autokovariâcijas funkciju ar γ(0)

ρ(u) = φu, kur u = 0, 1, 2, ...

Autokorelâcijas funkciju un procesa simulâciju var aplûkot 2. un 3. attçlâ.
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2. att. Pa kreisi - AR(1) ar φ = 0.8, n = 30 pa labi - AR(1) ar φ = −0.9, n = 30

3. att. Pa kreisi - ρ(u) ar φ = 0.8, n = 30 pa labi - ρ(u) ar φ = −0.9, n = 30

3.2. Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas procesi

Laikrindu {Yt}, kurai izpildâs

Yt = ξt + θ1ξt−1 + ...+ θqξt−q, (3.3)

kur {ξt} ir troksnis, sauc par slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas MA(q) procesu ar kârtu q. Ðis

process ir stacionârs, un procesa autokovariâciju funkcija ir

γ(u) =


(1 + θ21 + ...+ θ2q)σ

2 ja u = 0

(θu + θ1θu+1 + ...+ θq−uθq u = 1, ..., q

0 citâdi.

Tas nozîmç, ka process atkarîgs no galîga skaita iepriekðçjâm vçrtîbâm. Ir viegli atðíirt

AR unMA procesus pçc to autokorelâciju funkcijâm. MA procesa autokorelâciju funkcija

'apraujâs' strauji, bet AR procesam tâ dilst eksponenciâli.
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3.3. ARMA procesi

Definîcija 16. [8, lpp. 30] Par ARMA(p,q) procesu sauc laikrindu, kurai izpildâs

Yt = φ1Yt−1 + ..+ φpYt−p + ξt + θ1ξt−1 + ...+ θqξt−q, (3.4)

kur {ξt} ir troksnis, |φu| < 1, |θu| < 1.

Apgalvojums 3. [8, lpp. 31] ARMA(p,q) proces ir stacionârs, ja

1− φ1z − ...− φpzp , z ∈ C

saknes atrodas ârpus vienîbas riòía.

3.4. ARMA(1,1) process

ARMA(1,1) process pierakstâms formâ

Yt = φYt−a + ξt + θξt−1. (3.5)

Lai atrastu autokovariâciju funkciju {Yt}, jâievçro, ka

E(ξtYt) = E[ξt(φYt−1 + ξt + θξt−1)] = σ2
ξ

un

E(ξt−1Yt) = E[ξt−1(φYt−1 + ξt + θξt−1)] = φσ2
ξ + θσ2

ξ = (φ+ θ)σ2
ξ .

Pareizinot vienâdîbu (3.5) ar Yt−u un atrodot matemâtisko cerîbu, varam parâdît, ka

γ(u) =


φγ(1) + (1 + θ(φ+ θ))σ2

ξ , u = 0

φγ(0) + θσ2
ξ , u = 1

φγ(u− 1), u ≥ 2

Aprçíinot pirmâs divas vienâdîbas iegûst

γ(0) =
(1 + 2θφ+ θ2)

1− φ2
σ2
ξ ,

un, pielietojot gadîjumam, kad u ≥ 2 rekursîvo sakarîbu var parâdît, ka

γ(u) =
(1 + θφ)(θ + φ)

1− φ2
φu−1σ2

ξ , u ≥ 1.

Tâdçjâdi ARMA(1,1) procesa autokorelâcijas funkcija ir

ρ(u) =
(1 + θφ)(θ + φ)

1 + 2θφ+ φ2
φu−1, u ≥ 1.

Procesu simulâcijas var redzçt (4. attçlâ).
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4. att.: Pa kreisi - ARMA(1, 1) ar φ = −0.9, θ = 0.3, n = 30 pa labi ARMA(1, 1) ar

φ = 0.8, θ = 0.3, n = 30

5. att.: Pa kreisi - ρ(u) ar φ = −0.9, θ = 0.3, n = 30 pa labi ρ(u), ar φ = −0.9, θ = 0.3,

n = 30

4. Signâlu filtrâcija

Signâlu apstrâdç par filtrâciju sauc procesu, kurâ signâlam tiek noòemta vai apslâpçta

kâda nevçlama sastâvdaïa. Visbieþâk tas nozîmç nevçlamo frekvenèu noòemðanu, lai

atbrîvotos no trokðòiem.

Definîcija 17. [8, lpp. 78] Par filtru sauc operâciju, kura ieejas signâlu pârvçrð citâ

signâlâ. Ja {Y (t)} ir izejas signâls, tad filtru var pierakstît ðâdi

Y (t) = A[X](t).

Definîcija 18. [8, lpp. 78] Filtru sauc par lineâru, ja jebkuriem α, β ∈ R ir spçkâ ðâda

sakarîba

A[αX + βY ](t) = αA[X] + βA[Y ].

Definîcija 19. [8, lpp. 78] Filtru sauc par invariantu attiecîbâ pret laiku (laika-invariants),

ja
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A[LuX](t) = LuA[X](t).

Viena no lineârajâm, laika-invariantâm filtru klasçm ir pierakstâma formâ

A[X](t) =
∞∑

u=−∞

a(u)X(t− u),

kur a(u) ir filtra koeficienti. Tâlâk aplûkotie filtri pieder ðai filtru klasei.

Signâlu filtrâcija balstâs uz Furjç transformâciju îpaðîbâm, konkrçti, uz funkciju kon-

volûcijas Furjç transformâciju.

Definîcija 20. [4, lpp. 139] Par divu uz rçalâs taisnes integrçjamu funkciju f un g kon-

volûciju sauc funkciju (f ∗ g) : R→ R, ka izpildâs:

(f ∗ g)(x) =
∞∫

−∞

f(t)g(x− t)dt

Apgalvojums 4. Konvulûcijas operâcija ir komutatîva jeb (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x).

Pierâdîjums. (f ∗g)(x) =
∞∫

−∞

f(t)g(x−t)dt =
−∞∫
∞

−f(x−u)g(u)du =

∞∫
−∞

f(x−u)g(u)du =

(g ∗ f)(x)

Apgalvojums 5. (̂f ∗ g)(x) = f̂(x)ĝ(x).

Pierâdîjums. (̂f ∗ g)(t) =
∞∫

−∞

(f ∗ g)(x)e−2iπtxdx =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(x− y)g(y)dy

 e−2iπtxdx =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x)g(y)e−2iπt(x+y)dxdy =

 ∞∫
−∞

f(x)e−2iπtxdx

 ∞∫
−∞

g(y)e−2iπtydy

 = f̂(t)ĝ(t)

Bûtîbâ ðî îpaðîba parâda, ka divu funkciju konvolûcijas Furjç transformâcija ir ðo fun-

kciju atseviðío Furjç transformâciju reizinâjums. Ðî îpaðîba ir signâlu filtrâcijas pamatâ,

jo tâ paver iespçju iegût jebkâdu frekvenèu reakciju, kâda ir bûtiska konkrçtai situâcijai.

Funkciju, ar kuru tiek veikta konvolûcija ieejas datiem, sauc par kodolu. Tomçr praksç

signâli ir galîgi un tâtad jâizmanto diskrçtâ cikliskâ konvolûcija

(x ∗ y)(n) =
N−1∑
m=0

x(m)y(n−m), kur y(−i) = y(N − i), i = 1, 2, ..., N − 1.
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Analoìiski kâ nepârtrauktâ gadîjumâ var pierâdît, ka ðai konvolûcijai izpildîtâs tâs paðas

îpaðîbas [5, lpp. 151]. Kâ redzams mums ir jâgarantç, lai signâli ir vienâda garuma, kas

praksç bieþi vien ir neçrti, ja mçs vçlamies vienu signâlu turçt konstantu, kâ piemçram ga-

dîjumâ ar filtra kodolu, un mainît tikai otro signâlu, kuru vçlamies filtrçt. Ðajâ gadîjumâ

mçs varam papildinât îsâko signâlu ar nullçm lîdz abi signâli kïûst vienâda garuma

x = (x(0), x(1), ..., x(N − 1), 01, ..., 0l).

Pielietojot ðim jaunajam signâlam DFT, iegûst

X(k) =
N−1+l∑
n=0

x(n)e
−i
2πkn

N + l =
N−1∑
n=0

x(n)e
−i
2πkn

N + l , k = 0, 1, ..., N − 1 + l.

Ðo îpaðîbu signâlu apstrâdç dçvç arî par interpolâciju. Kâ redzams jauniegûtais signâls

iegûst lielâku rezolûciju jeb palielinâs DFT koeficientu skaits.

Aplûkosim piemçru, kur par signâlu tika òemts x(n) = cos(2πn(0.25+ 0.5
N
)) un N = 64

6. att. cos(2πn(0.25 + 0.5
N
))

Veicot ðim signâlam DFT iegûsim

7. att. Frekvenèu domçns

Savukârt, ja mçs ðim signâlam pievienosim vçl 448 nulles, tad signâls iegûs formu,

8. att. Signâls ar pievienotâm nullçm
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un, apskatot jauniegûtâ signâla DFT, var redzçt, ka ir palielinâjusies frekvenèu reak-

cijas rezolûcija.

9. att. Frekvenèu domçns

4.1. Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs

Ðis filtrs ir ïoti bieþi izmantots signâlu apstrâdç, jo tas pçc bûtîbas ir viegli saprotams

un izejas signâls tiek labi nogludinâts, kâ arî skaitïoðanas apjoms ir relatîvi mazs salîdzinot

ar citâm filtrâcijas metodçm. Ðo filtru izmanto laika domçnâ, lai samazinâtu trokðòa

iedarbîbu, bet to nevar izmantot frekvenèu domçnâ, lai atdalîtu konkrçtas frekvences, jo

frekvenèu reakcija ir izskatâ:

10. att. n = 3, n = 11, n = 31

Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs pierakstâms ðâdâ formâ

A[X](t) =
1

2n+ 1

n∑
u=−n

X(t− u),

Var parâdît, ka ðis filtrs ir lineârs

A[αX + βY ](t) =
1

2n+ 1
(

n∑
u=−n

αX(t− u) + βY (t− u)) =

α
1

2n+ 1

n∑
u=−n

X(t− u) + β
1

2n+ 1

n∑
u=−n

Y (t− u) = αA[X] + βA[Y ].

Parâdîsim, ka ðis filtrs ir arî laika-invariants
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A[LkX](t) =
1

2n+ 1

n∑
u=−n

X(t− k − u) = A[X](t− k) = LkA[X](t).

Ðis filtrs pieder iepriekðminçtai klasei, pieòemot, ka a(u) = 0, kad u > n.

Gadîjumâ, ja

X(t) = sin(2πt) + 0.25ξ,

kur ξ ∼ N(0, 1), slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtra iedarbîbu ar daþâdu atsauces elementu

skaitu n var aplûkot 11. attçlâ.

11. att. (a) n = 5, (b) n = 10, (c) n = 50, (d) n = 100 .

Grafikâ redzams kâ, mainot atsauces elementu skaitu (n nâkotnes un pagâtnes vçrtî-

bas), signâls tiek nogludinâts. To arî var redzçt, aplûkojot ðos signâlus frekvenèu domçnâ.

12. att. Pa kreisi - nefiltrçta signâla DFT pa labi - filtrçta signâla DFT
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Kâ redzams, relatîvi augsto frekvenèu amplitûdas tiek nogludinâtas, kas arî bija ðî

filtra mçríis.

13. att. AR(1) ar φ = −0.9, n = 10

Tomçr, ja mçs apskatâm tâdu procesu kâ AR(1) ar φ = 0.9, tad ðis filtrs neparâda

procesa îpatnîbas, kas varçtu bût svarîgas, piemçram, valûtu tirgû un citviet. Ðim nolûkam

labâk lietot Loga-sinc filtru.

4.2. Loga-sinc filtri

Loga-sinc (windowed-sinc) filtrus izmanto, lai izdalîtu kâdu konkrçtu frekvenèu joslu.

Tas ir ïoti stabils, tomçr veido fluktuâcijas frekvenèu domçnâ, caurlaides frekvenèu joslâ.

Ideâlâ gadîjumâ mçs vçlamies, lai filtrs nekâdâ veidâ neiedarbojâs uz kâdu iepriekð

noteiktu frekvenèu joslu, bet pârçjâs frekvences mçs vçlamies pilnîbâ apslâpçt. Par Low-

Pass filtriem sauc tos, kuri atstâj tikai signâla zemâs frekvences. Analoìiski par High-

Pass filtriem sauc tos, kuri atstâj tikai signâla augstâs frekvences. Tâ kâ zems un augsts

ir relatîvi jçdzieni, tad precîzâk bûtu saukt par zemâm frekvencçm tâs, kuras ieiet [0, fc]

frekvenèu intervâlâ, bet par augstâm [fc,∞] frekvenèu intervâlâ, kur fc - lielâkâ vai ma-

zâkâ pieïaujamâ frekvence.

Zemâs caurlaides filtrs

Apskatîsim zemâs caurlaides (Low-Pass) filtru ar zemâko pieïaujamo frekvenci fc, kur

fc izteikta kâ novçroðanas frekvences daïa, kas ir ne lielâka par 0.5.
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14. att. Vçlamâ frekvenèu reakcija.

Veicot Inverso Furjç transformâciju ðâdai frekvenèu reakcijai (frequency response) mçs

iegûstam filtra kodolu

h(k) =
sin(2πfck)

kπ
,

kas tiek saukta par sinc funkciju.

Vispârîgâ veidâ sinc(x) =
sin(x)

x
grafiks izskatâs ðâdi

15. att. Diskrçtizçta sinc funkcija.

Veicot konvolûciju ieejas signâlam ar ðo filtra kodolu, mçs iegûstam ideâlo Low-Pass

filtru. Tomçr problçma ir tâda, ka ðî funkcija tikai asimptotiski tiecâs uz nulli un tâtad

ir jâievçro visas ðî kodola vçrtîbas. Lai izvairîtos, no ðîs problçmas, mçs varam 'apraut'

sinc funkciju pieðíirot tai nulles vçrtîbu, kad |x| > l, kur l ∈ R. Tomçr ðî 'aprauðana'

veido fluktuâcijas frekvenèu reakcijas grafikâ.
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16. att. Frekvenèu reakcija ar diskretizçto sinc funkciju.

Tomçr ir iespçjams padarît to gludâku sareizinot 'aprauto' sinc funkciju ar kâdu no

loga funkcijâm. Òemsim par piemçru Blackman loga funkciju

w(k) = 0.42− 0.5 cos(2πk/M) + 0.08 cos(4πk/M),

kur k = 0, 1, ...,M un M - sinc funkcijas diskrçto vçrtîbu skaits no 0 lîdz l.

17. att. Diskrçtizçta Blackman loga funkcija.

Sareizinot ðîs abas funkcijas, mçs iegûstam kodolu, kas ir vairâk nogludinâts un tâ

frekvenèu reakcija izskatâs ðâdi

18. att. Frekvenèu reakcija ar diskretizçto Blackman− sinc funkciju.

Ðo kodolu var pierakstît formâ
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h[k] = K
sin(2πfc(k −M/2))

k −M/2
[0.42− 0.5 cos(2πk/M) + 0.08 cos(4πk/M)],

kur h[M/2] = 2πfcK un K tiek izvçlçts tâ, lai
M∑
k=0

h(k) = 1. Normçðana ir nepiecieðama,

lai frekvenèu domçnâ kodolam bûtu vienîbas amplitûda [1].

Piemçrs 1. X(t) = sin(100πt) + sin(10πt), t ∈ [0, 1].

19. att. Nefiltrçts signâls.

Pielietojot Loga-sinc filtru, varam izfiltrçt svârstîbas ar augstu frekvenci, pieòemot

par fc = 0.01, kur novçroðanas frekvence f = 1kHz.

20. att. Loga-sinc filtrs ar fc = 0.01.

Kâ redzams veidojâs neliela fâþu nobîde, bet augstas frekvences svârstîbas tiek pilnîbâ

noòemtas. 21. attçlâ redzams, kas notiek, pielietojot ðim paðam signâlam slîdoðâs vidçjâs

vçrtîbas filtru ar n = 50.
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21. att. Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs ar n = 50.

Piemçrs 2. AR(1) ar φ = 0.9

22. att. AR(1) ar φ = 0.9.

Pielietojot filtru ar daþâdâm fc vçrtîbâm iegûst

23. att. Pa kreisi - fc = 0.05, pa labi - fc = 0.01

Kâ redzams ar ðî filtra palîdzîbu ir iespçjams prognozçt galvenos procesa trendus,

neievçrojot trokðòus.
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Pielietojot ðim procesam slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtru ar n = 50 iegûst

24. att. Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs ar n = 50.

Vizuâli redzams, ka ðis filtrs parâda tikai vidçjâs vçrtîbas kâdâ laika intervâlâ, neievç-

rojot stipras svârstîbas ap ðo vidçjo vçrtîbu.

Augstâs caurlaides filtrs

Ðî filtra bûtîba ir tâda pati kâ zemâs caurlaides filtram, tomçr ðajâ gadîjumâ neaiztik-

tas paliek augstâs frekvences. Ðâdu filtru var izmantot, piemçram, lai iegûtu informâciju

par trokðòiem.

Filtra kodolu iegûst veicot spektrâlo apgrieðanu, t.i. pareizinot ar −1 zemâs caurlaides

filtra kodola vçrtîbas un pieskaitot 1 kodola simetrijas centram. [1, lpp. 272]

Iegûtais filtra kodols ir formâ

h[k] = −K sin(2πfc(k −M/2))

k −M/2
[0.42− 0.5 cos(2πk/M) + 0.08 cos(4πk/M)],

kur h[M/2] = −2πfcK + 1.

Piezîme 6. Augstâk minçtais augstâs caurlaides filtra kodols nav viennozîmîgs, tas ir

atkarîgs no gludinoðâs loga funkcijas izvçles. Ðajâ gadîjumâ tâ ir Blackman loga funkcija.
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25. att. Pa kreisi - Kodols pa labi - Frekvenèu reakcija

Aplûkosim salîdzinâðanai piemçrus, kas tika apskatîti pie zemâs caurlaides filtra.

Piemçrs 1. X(t) = sin(100πt) + sin(10πt), t ∈ [0, 1].

26. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns

Pielietojot augstâs caurlaides filtru ar fc = 0.01 un novçroðanas frekvenci f = 1kHZ,

varam redzçt kâ tiek noòemta zemâs frekvences komponente un atstâta trokðòveida kom-

ponente.
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27. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns

Piemçrs 2. AR(1) ar φ = 0.9

28. att. Pa kreisi - Laika domçns pa klabi - Frekvenèu domçns (f = 1kHz)

29. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (fc = 0.1)
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Joslas caurlaides filtrs

Ðî filtra bûtîba ir frekvenèu komponenðu pilnîga apslâpçðana ârpus kâda frekvenèu

diapazona, kuru mçs apzîmesim ar [fL, fH ]. Tâ kâ no apgalvojuma Nr.5 izriet, ka divu

funkciju konvolûcijas Furjç transformâcija ir ðo funkciju atseviðío Furjç transformâciju

reizinâjums, tad, lai iegûtu joslas caurlaides filtru, pietiek veikt konvolûciju zemâs caur-

laides filtra kodolam ar augstâs caurlaides filtra kodolu.

30. att. Pa kreisi - Kodols pa labi - Frekvenèu reakcija

Attçla redzams filtra kodols un frekvenèu reakcija pie fL = 0.1 un fH = 0.4

Joslas caurlaides filtrus galvenokârt izmanto bezvadu raidîtâjos un saòçmçjos. Filtra

mçríis ir lîdz minimumam ierobeþot caurlaides joslu izejas datiem, lai pârsûtîtu signâlu

bez liekas informâcijas. [12]

Izmantojot trigonometrisko funkciju summas, var spilgti parâdît ðî filtra iedarbîbu.

31. att. Pa kreisi - sin(2π) + sin(100π) + sin(200π), Pa labi - sin(100π)
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5. Signâlu salîdzinâðana

5.1. Ðíçrs-korelâcijas metode

Ðajâ nodaïâ apskatîsim signâlu salîdzinâðanu stacionâru procesu gadîjumâ, izmantojot

ðíçrs-korelâcijas metodi. Par lîdzîgiem signâliem ðajâ gadîjumâ uzskatîsim tos, kuru

normçjumi pieòem pçc iespçjas tuvâkas vçrtîbas viens otram laika domçnâ.

Definîcija 21. [9] Par ðíçrs-korelâcijas funkciju sauc

K(l) = E[X(t)Y (t+ l)] =
1

σxσy

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xyf(x, y + l)dxdy = r(X(t), Y (t+ l)),

kur {X(t)} un{Y (t)} ir stacionâri procesi ar matemâtiskâm cerîbâm µx = µy = 0 un

standartnovirzçm attiecîgi σx un σy.

Pieòçmums par stacionâritâti vajadzîgs, lai praktiski bûtu iespçjâms novçrtçt ðíçrs-

korelâcijas funkcijas parametru vçrtîbas. Novçrtçjums ðíçrs-korelâcijas funkcijai pierak-

stâms formâ

k(l) =
1

SxSy

(N−1)/2∑
n=−(N−1)/2

1

N
x(n)y(n+ l),

kur l = −(N − 1)/2, ..., 0, 1, ..., (N − 1)/2 un Sx, Sy - novçrtçtâs standartnovirzes.

Jo lielâka ir ðíçrs-korelâcijas funkcijas vçrtîba, jo vairâk ðie signâli ir lîdzîgi. Tâpçc

par galçjo lîdzîbas novçrtçjumu ir vçrts pieòemt

c = max−(N−1)/2≤l≤(N−1)/2 |k(l)|.

Tâ kâ ðíçrs-korelâcijas funkcija pieòem vçrtîbas no [−1, 1], jo maksimumi tiek sasnieg-

ti tikai tad, kad laikrindas ir lineâri saistîtas, tad c ∈ [0, 1]. Tas nozîmç, ka, jo tuvâk c

vçrtîba bûs 1, jo lîdzîgâki ir signâli.

Piemçrs 1. Pieòemsim, ka X(t) = ξt un Y (t) = ηt, kur ξt, ηt ∼ N [0, 1], N = 101 un

t ∈ [0, 1].
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32. att. Pa kreisi - X(t) = ξt pa labi - Y (t) = ηt.

Pçc vizuâla novçrtçjuma signâli neizskatâs lîdzîgi, tâtad varam sagaidît, ka to ðíçrs-

korelâcijas funkcijas maksimâlâ vçrtîba c nebûs tuvu vieniniekam.

33. att. Ðíçrs-korelâciju funkcija.

Kâ redzams 33. attçlâ, koeficienti tuvu nullei norâda uz signâlu neatkarîbu, kâ arî

ticamîbas testa rezultâti (aprautâs lînijas grafikâ) norâda, ka nevar noliegt ðo datu neat-

karîbu pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05 (implementçts nozîmîbas lîmenis ccf funkcijâ R).

Piemçrs 2. Apskatîsim arî citu gadîjumu X(t) = ξt un Y (t) = X(t+ 25/N),

kur ξt ∼ N [0, 1], N = 101 un t ∈ [0, 1].

Ðajâ piemçrâ signâla vçrtîbas tiek pârvietotas par 25 novçrotâm vçrtîbâm. Vçrtîbas

tiek piekârtotas uz riòíi, jeb Y (0.76) = X(0), Y (0.77) = X(1), utt.
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34. att. Pa kreisi - X(t) = ξt pa labi - Y (t) = X(t+ 25/N).

Ðo signâlu ðíçrs-korelâcijas funkcija izskatâs ðâdi

35. att. Ðíçrs-korelâciju funkcija.

Kâ redzams ir viena vçrtîba, kura norâda uz diezgan stipru lîdzîbu - c = 0.736 pie

l = 25. Arî pçc ticamîbas testa var redzçt, ka ðî vçrtîba noliedz datu neatkarîbu pie

nozîmîbas lîmeòa α = 0.05.

6. Praktiskâ daïa

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîts Loga-sinc filtru, Furjç transformâciju un ðíçrs-korelâcijas

funkcijas pielietojums praktiskâm datu problçmâm. Tiks apskatîti divi daþâdi audio signâ-

li, kur pirmajâ gadîjumâ tiks aplûkota iespçja no muzikâlâs kompozîcijas atdalît daþâdus

muzikâlos instrumentus, un otrajâ gadîjumâ tiks apskatîta iespçja, izmantojot Loga-sinc
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filtrus, atdalît trokðòus no muzikâlâ skaòdarba. Tâpat tiks apskatîta datu kopa, kas iegûta

pçtot ar lâzerpinceti notvertâs daïiòas kustîbu laikâ. Ðai problçmai vajadzçs noteikt da-

þâdus parametrus, kas tiks novçrtçti pielietojot Furjç transformâcijas un ðíçrs-korelâcijas

funkciju.

6.1. Muzikâlâs kompozîcijas sadalîðana pa instrumentiem

Par audio signâlu tika òemta muzikâlâ kompozîcija, kurâ izteikti sadzirdama ir vijole

un bass. Tieði ðie instrumenti ir izvçlçti atdalîðanai, jo to skançðanas frekvenèu diapazons

pârklâjas relatîvi mazâ intervâlâ. Bass skançðanas frekvence vidçji ir 10−300Hz intervâlâ,

bet vijolei ðis intervâls ir 200− 3500Hz [13].

36. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (f = 44.1kHz)

Noklausîties.

Pielietojot zemâs caurlaides filtru ar fc = 0.001 tiek atstâtas tikai signâla zemâs

frekvences, kam galvenokârt ir jâbût basa instrumentam.

37. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (f = 44.1kHz)

Noklausîties.

Tâpat, pielietojot augstâs caurlaides filtru ar fc = 0.001, tiek noòemtas signâla zemâs
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frekvences un paliekoðajâ signâlâ teorçtiski ir jâbût skaidri sadzirdamai vijolei.

38. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (f = 44.1kHz)

Noklausîties.

Abiem filtriem tiek pielietota viena un tâ pati atdalîðanas frekvence, lai netiktu pazau-

dçta kâda signâla daïa, kâ arî, lai netiktu noklusinâts kâds frekvenèu diapazons. Noklau-

soties filtrçtos signâlus, var novçrot, ka pilnîgi atdalîti instrumenti netika, tomçr katrâ

signâlâ atseviðíi izteikti sadzirdams tikai viens konkrçts instruments.

6.2. Muzikâlâs kompozîcijas atbrîvoðana no trokðòiem

Ðeit par signâlu tika òemts 1889. gadâ skaòas platç ierakstîts skaòdarbs Joe Natus

izpildîjumâ. Ðajâ skaòdarbâ izteikti sadzirdams troksnis, kas traucç uztvert reâlo skaò-

darbu.

39. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (f = 44.1kHz)

Noklausîties.

Pielietojot zemâs caurlaides filtru ar daþâdâm atdalîðanas frekvencçm, par optimâlo

atdalîðanas tika izvçlçta fc = 0.025, jo pie zemâkâm vçrtîbâm instrumenti zaudç savus
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virstoòus un muzikâlâ kompozîcija nav skaidri sadzirdama, bet pie lielâkâm vçrtîbâm

troksnis nav noòemts pietiekamâ lîmenî, lai varçtu skaidri uztvert skaòdarbu.

40. att. Pa kreisi - Laika domçns pa labi - Frekvenèu domçns (f = 44.1kHz)

Noklausîties.

6.3. Signâlu apstrâdes metoþu pielietojums fizikâ

Apskatot ar lâzerpincetes palîdzîbu notvertâs daïiòas kustîbu laikâ, pie lâzerpincetes

svârstîbâm ar 64Hz lielu frekvenci (veicot novçrojumus ar 25kHz frekvenci), tika iegûta

sekojoða datu kopa [3].

41. att. Daïiòas kustîba pie novçrojumu frekvences 25kHz

Datiem vajadzçja noteikt nobîdi pa y asi un to izslçgt, kâ arî atrast fâþu starpîbu sig-

nâlam pret uzìenerçtu sin(2π64t) signâlu un noteikt ðîs frekvences sinusoîda amplitûdu.

Tâpat datu kopai bija nepiecieðams atrast arî lâzer-pincetes 'satvçriena' zaudçðanas frek-

venci, jo tâ ir proporcionâla lâzer-pincetes stinguma koeficientam κ = cfc, kur c - fizikâla

konstante, fc - 'satvçriena' zaudçðanas frekvence, kas ir svarîgs parametrs lâzer-pincetes
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darbîbas raksturoðanai.

42. att. Frekvenèu domçns

Veicot DFT datu kopai vienkârðâ veidâ var noteikt nobîdi pa y asi, jo tâ atbilst nulles

frekvences amplitûdai, kas ðajâ gadîjumâ ir |X(ω0)| = 0.02058, iegûstam centrçtu signâlu.

43. att. Centrçts signâls

Tikpat vienkârði no frekvenèu domçna grafika iespçjams nolasît sinusoîda ar 64Hz

frekvenci amplitûdu. Tâ kâ f =
k

fs
, tad f =

64

25000
= 0.00256

44. att. Frekvenèu domçns
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Kâ redzams tâ ir |X(ω64)| = 0.00327. Tâ kâ |X(ωk)| =
√
a2k + b2k
2

, tad
√
a2k + b2k =

2|X(ωk)|, kur koeficienti ak, bk ir Furjç rindas koeficienti. Tâtad sinusoîda amplitûda ir

2|X(ω64)| = 0.00327× 2 = 0.00654. Lai atrastu fâþu nobîdi, tika veikta kroskorelâcija ar

uzìenerçtu sin(2π64t), kur t = 0, 1/fs, ..., 1.

45. att. Kroskorelâcija ar uzìenerçtu sin(2π64t)

Lielâkâ kroskorelâcijas vçrtîba ir pie sinusa nobîdes pa 120 vienîbâm, kur 1 vienîba

atbilst
2π × 64

fs
=

2π × 64

25000
radiânu lielai fâþu nobîdei. Tâtad mûsu gadîjumâ sinusa fâze

ir nobîdîta par γ =
2π × 64× 120

25000
= 0.6144π radiâniem.

46. att. Kroskorelâcija ar uzìenerçtu sin(2π64t+ γ)

Visbeidzot signâlam vajadzçja noteikt frekvenci, pie kuras lâzer-pincete zaudç savu

satvçrienu pâr notverto daïiòu.
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47. att. Frekvenèu domçns, log − log skala

Satvçriena zaudçðanas frekvence grafikâ ir frekvence, pie kuras mainâs signâla slîpuma

koeficients. Tâtad ðî problçma reducçjâs uz maiòas punkta atraðanu datu kopai. Izman-

tojot R programmpaketi 'strucchange', ir iespçjams atrast ðo liekuma maiòas punktu.

Par maiòas punkta atraðanas metodi tika izvçlçta F testa metode [14], kas balstâs uz

standarta lineârâs regresijas

yi = xTi βi + εi, xi = (1, xi1 , ..., xik)
T , βi = (β0, ..., βk)

T .

hipotçþu pârbaudes

H0 : βi = (β0, ..., βk)
T , i = 1, ..., n

H1 : βi =

 βA, 1 ≤ i ≤ i0

βB, i0 ≤ i ≤ n

Ðî metode prasa, lai potenciâlais maiòas punkts i0 bûtu zinâms, kas ne vienmçr (arî

mûsu gadîjumâ) ir iespçjams. Tâpçc darbâ tiek lietots ðîs metodes vispârinâjums, kas

pârbauda potenciâlos maiòas punktus no iepriekð izvçlçta intervâla [i, i].

35



48. att. F-tests

Ðeit tiek meklçts maiòas punkts izvçloties pirmos 1000 datus un meklçjot maiòas pun-

ktu intervâlâ [200, 800]. Punkti virs sarkanâs lînijas noraida nulles hipotçzi pie nozîmîbas

lîmeòa α = 0.05. Kâ redzams lielâkâ vçrtîba ðai statistikai ir pie 0.754 jeb pie 754 punkta.

49. att. Maiòas punkts

Maiòas punkts atbilst frekvencei f =
754× 25000

50000
= 377 Hz. Tâtad satvçriena zau-

dçðanas frekvence fc = 377 Hz.
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Nobeigums

Bakalaura darbâ tika apskatîti laikrindu analîzes pamatelementi, tika definçti AR(p),

MA(q) un ARMA(1,1) procesi. Ðiem procesiem tika sniegti piemçri, simulçjot AR(1) un

ARMA(1,1) procesus. Tika attçlotas to autokorelâciju funkcijas, un apskatîtas atkarîbas

starp gadîjuma lielumiem.

Vçlâk tika sniegtas metodes signâlu filtrâcijai un, pielietojot tos ðiem paðiem proce-

siem, tika pârbaudîtas to iedarbîbas. Izrâdâs, ka slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs veiksmîgi

noòem trokðòus ar relatîvi mazâm amplitûdâm, savukârt, pielietojot to signâliem, kur

lielas amplitûdas svârstîbas laikâ ir svarîga signâla sastâvdaïa, tie zaudç ðo svarîgo infor-

mâciju. loga-sinc filtriem nav ðâda veida problçmu, jo tie orientçti uz konkrçta frekvenèu

diapazona atdalîðanu. Ar ðiem filtriem var veiksmîgi atdalît signâlus ar atðíirîgâm frek-

vencçm, saglabâjot to amplitûdu. Tâpât tos var pielietot, lai atdalîtu trokðòus signâliem,

kur lielas amplitûdas svârstîbas laikâ ir svarîga signâla sastâvdaïa, jo tie saglabâ visu

informâciju par signâlu ârpus apslâpçðanas intervâla.

Apskatot signâlu salîdzinâðanas metodi ar ðíçrs-korelâcijas funkciju stacionâriem pro-

cesiem, tika secinâts, ka tas veiksmîgi atrod atkarîbu datiem, kuri ir savâ starpâ saistîti

ar kâdu laika nobîdi.

Darba praktiskajâ daïâ tika mçìinâts sadalît muzikâlo skaòdarbu pa tajâ ietilpstoðiem

instrumentiem, kas tika izdarîts diezgan veiksmîgi izmantojot loga-sinc filtrus, tomçr pil-

nîgi izolçt instrumentus neizdevâs, jo instrumentu skançðanas frekvenèu diapazoni pârklâ-

jas. Tâpat tika mçìinâts atbrîvoties no trokðòiem skaòu plates ierakstâ, tâdçjâdi mçìinot

panâkt skaòas lîdzîbu îstajai. Tas arî tika izdarîts diezgan veiksmîgi, tomçr pilnîgi trok-

sni noòemt neizdevâs, jo troksnis frekvenèu domçnâ ir aptuveni vienmçrîgi sadalîts, kas

nozîmç, ka izmantojot Loga-sinc filtrus no tâ pilnîgi atbrîvoties nevar. Visbeidzot tika ap-

lûkota datu kopa, kas tika iegûta pçtot ar lâzerpinceti notvertâs daïiòas kustîbu laikâ, kur

tai vajadzçja noteikt daþâdus fizikâlus parametrus, kas tika veiksmîgi izdarîts, pielietojot

Furjç transformâcijas un ðíçrs-korelâcijas funkciju.

Ðo darbu varçtu turpinât aplûkojot citus filtrus ar brîvi izvçlçtâm frekvenèu reakcijâm,

tâdçjâdi iegûstot filtrus, kas piemçroti tieði kâdai konkrçtai praktiskai problçmai, kâ arî

aplûkojot citas metodes laikrindu salîdzinâðanai, ar kurâm varçtu salîdzinât arî nestacio-

nârus processus. Tâpat darbâ netika ievçrota aliasinga (aliasing) problçma, kuru varçtu

iekïaut, tâlâk turpinot darbu.
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Izveidoto programmu kods

1. AR(1) procesi

par(mfrow=c(1,2)) # Korelâcijas koeficients

t<-seq(0:30)

korel<- function(t,fi) fi^t

fi<--0.9

plot(t,korel(t,fi),type='h',xlab='Laiks',

ylab='Korelâcijas koeficients',main='AR(1) ar phi -0.9')

x<-arima.sim(n = 1001, list(ar = c(0.9, 0.0),

sd = sqrt(0.1796)) #AR(1) procesa simulâcija

plot(t,x,type="l",xlab='Laiks',ylab='Amplitûda', main='AR(1) ar phi 0.9')

2. ARMA(1,1) procesi

par(mfrow=c(1,2)) # ARMA(1,1) procesu simulâcija

plot(seq(1:30),arima.sim(n = 30, list(ar = c(-0.9, 0.0), ma = c(0.3, 0.0)),

sd = sqrt(0.1796)),type='l',xlab='Laiks',ylab='Amplitûda',

main='ARMA(1,1) ar phi -0.9 un theta 0.3')

plot(seq(1:30),arima.sim(n = 30, list(ar = c(0.8, 0.0), ma = c(0.3, 0.0)),

sd = sqrt(0.1796)),type='l',xlab='Laiks',ylab='Amplitûda',

main='ARMA(1,1) ar phi 0.8 un theta 0.3')

3. Slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtrs
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t<-seq(0,1,by=0.001) #Signâla filtrâcija ar slîdoðâs vidçjâs vçrtîbas filtru

x<-sin(2*pi*t)+ 0.25*rnorm(t)

plot(t, x, type = "l",xlab="0<t<1, n=10",ylab="signâls")

n=100

k <-rep(1/(2*n+1),2*n+1)

ma<-Ma(k)

y<-filter(ma,x)

y

points(t,y,type="l",col="red")

par(mfrow=c(1,2)) #Signâls frekvenèu domçnâ

f<-0:length(t)/length(t)

f

x1<-fft(x)

mag <- sqrt(Re(x1)^2+Im(x1)^2)*2/length(t) #Amplitûda

plot(f[1:length(f)/2],mag[1:length(f)/2],type="l",xlab="Frekvence (1/Fs),

nefiltrçts signâls",ylab="Amplitûda")

f<-seq(1:length(t))/length(t)

y1<-fft(y)

mag <- sqrt(Re(y1)^2+Im(y1)^2)*2/length(t) #Amplitûda

plot(f[1:length(f)/2],mag[1:length(f)/2],type="l",xlab="Frekvence (1/Fs),

filtrçts signâls",ylab="Amplitûda",ylim=c(0.0,0.4))

4. Loga-sinc filtrs

M<-100 #Low-Pass filtrs ar Blackman loga funkciju

fc<-0.05
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h<- function(i,fc,M) sin(2*pi*fc*(i-M/2))/(i-M/2)*(0.42-0.5*cos(2*pi*i/M)

+0.08*cos(4*pi*i/M))

h1<-seq(0:M)-1

h1

hi<-h(h1,fc,M)

hi[M/2+1]<-2*pi*fc

K1<-sum(hi)

hi1<-hi/K1

fl2<-conv(hi1,x)

fl2

par(mfrow=c(2,2))

plot(1:length(fl2)/length(fl2),fl2,type="l",xlab='Laiks',

ylab="Amplitûda",main="fc=0.005")

t<-seq(0,1,by=0.001)

x<-sin(100*pi*t)+sin(10*pi*t-0.5)

plot(t, x, type = "l",xlab="0<t<1",ylab="signâls")

M<-100 # HIGH PASS FILTRS

fc<-0.1

h<- function(i,fc,M) sin(2*pi*fc*(i-M/2))/(i-M/2)*(0.42-0.5*cos(2*pi*i/M)

+0.08*cos(4*pi*i/M))

h1<-seq(0:M)-1

h1

hi<-h(h1,fc,M)

hi[M/2+1]<-2*pi*fc

hi

K1<-sum(hi)
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K1

hi1<--hi/K1

hi1[M/2+1]<-hi1[M/2+1]+1

hi1

plot(1:length(hi1),hi1,'l',xlab="",ylab="")

f<-seq(1:length(hi1))

y1<-fft(hi1)

mag <- sqrt(Re(y1)^2+Im(y1)^2) #Amplituda

plot(f[1:length(f)/2]/length(f),mag[1:length(f)/2],type="l",xlab="",ylab="")

5. Signâlu salîdzinâðana

t<-seq(0,1,by=0.01) #1.piemçrs

x<-rnorm(t)

y<-0.1rnorm(t)

require(graphics)

par(mfrow=c(1,2))

plot(t,x,type="l",xlab='Laiks',ylab='Amplitûda',main='rnorm(t)')

plot(t,y,type="l",xlab='Laiks',ylab='Amplitûda',main='0.10*rnorm(t)')

ccf(x,y,lag.max=length(t)) #ðíçrs-korelâcijas f-ja

l<-25 #2.piemçrs

t<-seq(0,1,by=0.01)

x<-rnorm(t)

x

for (i in 1:(length(t)-l)) y[i]<-x[i+l]
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for (i in (length(t)-l):length(t)) y[i]<-x[i-length(t)+l+1]

y

require(graphics)

par(mfrow=c(1,2))

plot(t,x,type="l",xlab='Laiks',ylab='Amplitûda')

plot(t,y,type="l",xlab='Laiks',ylab='Amplitûda')

ccf(x,y,lag.max=length(t))

6. Praktiskâ daïa

y<-read.table("old1.txt") # Datu ielade

x2<-y$V1

x3<-x2

plot(1:length(x3)/length(x3),x3,'l',xlab="",ylab="") # Skanas signals

f<-seq(1:length(x3))/length(x3) # Spektrs

y1<-fft(x3)

mag<- sqrt(Re(y1)^2+Im(y1)^2)/length(y1) # Spektra Amplituda

plot(f[1:length(f)/2],mag[1:length(f)/2],type="l",xlab="",ylab="")

M<-100 # HIGH PASS FILTRS

fc<-0.1

h<- function(i,fc,M) sin(2*pi*fc*(i-M/2))/(i-M/2)*(0.42-0.5*cos(2*pi*i/M)

+0.08*cos(4*pi*i/M))

44



h1<-seq(0:M)-1

h1

hi<-h(h1,fc,M)

hi[M/2+1]<-2*pi*fc

hi

K1<-sum(hi)

K1

hi1<--hi/K1

hi1[M/2+1]<-hi1[M/2+1]+1

hi1

plot(1:length(hi1),hi1,'l',xlab="",ylab="")

f<-seq(1:length(hi1))

y1<-fft(hi1)

mag <- sqrt(Re(y1)^2+Im(y1)^2) #Amplituda

plot(f[1:length(f)/2]/length(f),mag[1:length(f)/2],type="l",xlab="",ylab="")

a<-log10(1:(length(y1)/50)) # CHANGEPOINT

b<-log10(mag[1:(length(y1)/50)])

test <- Fstats(b ~ a, from=200)

plot(test)

plot(b)

lines(breakpoints(test))

plot(a,b,'l')

points(a[754],b[754],col='red','h')

abline(v=a[754],col='red')
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