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Anotâcija

Lai pârbaudîtu statistiskas hipotçzes, ir izstrâdâti daudzi statistiskie testi. Piemçram, hi-

potçþu pârbaudei par izlaðu vidçjo vçrtîbu vienâdîbu izplatîtâkie ir t-tests un vienfaktora

dispersiju analîze (ANOVA), taèu, tâ kâ tie ir parametriski testi, tad ir jâizpildâs konkrç-

tiem pieòçmumiem, lai ðos testus varçtu pielietot, turklât diskrçtâ veidâ uzdotiem datiem

ðie testi nemaz neder. Ðajâ darbâ aplûkoti vairâki neparametriski testi, kas ir labas al-

ternatîvas parametriskajiem testiem, kâ arî paskaidrota atðíirîba starp parametriskajiem

un neparametriskajiem testiem. Katrâ nodaïâ aplûkotas atðíirîgas situâcijas pçc izlaðu

skaita un to savstarpçjâs atkarîbas, savukârt apakðnodaïâs aplûkoti piemçrotâkie testi

atbilstoðajam datu formâtam. Darba noslçgumâ iekïauti piemçri daþiem no aplûkotajiem

testiem.

Atslçgas vârdi: hipotçþu pârbaude, rangi, diskrçti dati, testu jauda



Abstract

There have been developed several statistical tests for testing statistical hypothesis. For

example, for testing hypothesis about the equality of sample means, the most common

tests are the t-test and one-way analysis of variance (ANOVA), but, as they are parametric

tests, there are certain assumptions about the data that have to be met before the test

can be properly used, plus for discrete data, the parametric tests are invalid. In this

paper several nonparametric tests are discussed, and the difference between parametric

and nonparametric tests is reviewed. Each chapter is devoted for different situation based

on the number of samples and their dependence, whereas each sub-chapter describes the

most appropriate test for the type of data. At the end a few examples are included for

some of the tests.

Keywords: hypothesis testing, ranks, discrete data, power of the tests
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Apzîmçjumi

N izlases apjoms,

N(µ, σ2) normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2,

χ2
k χ2 sadalîts gadîjuma lielums ar k brîvîbas pakâpçm,

Dexp(µ, b) dubulteksponenciâlais sadalîjums ar parametriem µ un b,

ln(a, b) lognormâlais sadalîjums ar parametriem a un b,

binomial(n, p) binomiâlais sadalîjums ar apjomu n un varbûtîbu p,

K(x0, γ) Koðî sadalîjums ar parametriem x0 un γ,

F izlases teorçtiskâ sadalîjuma funkcija,

Fn izlases empîriskâ sadalîjuma funkcija,

P varbûtîba,

d→ konverìence pçc sadalîjuma,

as→ gandrîz droða konverìence,

→
H0

konverìence,kad H0 spçkâ,

Iα indikatorfunkcija, I = 1, kad ir spçkâ α, un I = 0 pretçjâ gadîjumâ,
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Ievads

Viena no bûtiskâkajâm un plaðâk pazîstamajâm statistikas pamatproblçmâm ir hipo-

tçþu pârbaude. Praksç ïoti bieþi ir nepiecieðams savstarpçji salîdzinât divu vai vairâku

izlaðu râdîtâjus, lai noteiktu, vai starp ðiem râdîtâjiem pastâv bûtiskas atðíirîbas. Lai

ðâdas problçmas varçtu risinât, laika gaitâ ir izstrâdâti vairâki statistiski testi, kuru uz-

devums ir pârbaudît izvirzîtâs nulles hipotçzes. Plaðâk pazîstamâkâs metodes ir t-tests

divu izlaðu vidçjo vçrtîbu salîdzinâðanai un tâ paplaðinâjums triju vai vairâk izlaðu salî-

dzinâðanai - vienfaktora dispersiju analîze (ANOVA), kas ir parametriskas datu analîzes

metodes.

Parametriskie statistiskie testi ir ïoti efektîvs salîdzinâðanas veids, taèu tos ne vien-

mçr var pielietot. No teorijas viedokïa ir konkrçti pieòçmumi, kam jâizpildâs, lai varçtu

korekti pielietot parametriskâs metodes. Ir izpçtîts, ka daudzos gadîjumos novirzes no

pieòçmumiem praktiski neietekmç rezultâtus (skatît [1]), taèu ir arî situâcijas, kad pastâv

iespçja iegût ïoti kïûdainus rezultâtus. Daþiem datu sadalîjuma veidiem parametriskâs

metodes vienkârði nestrâdâ, citiem tâs uzrâda samçrâ vâjus rezultâtus, bet vçl citiem

parametriskie testi darbojas labâk par neparametriskajiem par spîti to neatbilstîbai. Ðie

teorçtiskie uzskati ir pârbaudîti ar datu simulâcijâm, kuru apraksts ir atrodams pie darba

praktiskâs daïas.

Ðî diplomdarba mçríis ir aplûkot daþus no pazîstamâkajiem neparametriskajiem tes-

tiem tâdâ veidâ, kas ïautu darba lasîtâjam âtri saprast, kâds bûtu piemçrotâkais tests

konkrçtâ situâcijâ, kâ arî palîdzçtu izvçrtçt testa lietderîbu un efektivitâti. Lai materiâls

bûtu uzskatâmâks, ir pievienoti piemçri ar reâliem datiem, kâ arî veiktas datu simulâci-

jas testu jaudas un kïûdu pçtîðanai. Apskatîtie testi darbâ sakârtoti pçc struktûras, kas

attçlota 1. tabulâ.
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1. tabula Testu iedalîjums

Datu veids Viena izlase Divas atkarî-

gas izlases

Divas ne-

atkarîgas

izlases

Trîs atkarî-

gas izlases

Trîs neatkarî-

gas izlases

Nominâli Binomiâlais

tests,

hî - kvadrâta

tests

Maknemâra iz-

maiòu tests

Fiðera tests,

hî - kvadrâta

tests

Kohrana Q

tests

Hî - kvadrâta

tests

Ordinâli vai

intervâla

Kolmogorova -

Smirnova tests

Zîmju tests,

Vilkoksona

rangu zîmju

tests

Mana - Vitneja

U tests,

Kolmogorova -

Smirnova tests

Frîdmana div-

virzienu rangu

dispersijas

analîze

Kruskala -

Vallisa rangu

dispersijas ana-

lîze,

Dþonkhîra

terpsta tests

Darbs sastâv no divâm ievadnodaïâm, kurâs sniegts ieskats hipotçþu pârbaudes un

statistisko testu bûtîbâ, paskaidrotas atðíirîbas starp parametriskajiem un neparametris-

kajiem testiem, kâ arî sniegts detalizçts ieskats testu efektivitâtes novçrtçðanâ. Tâlâk ir

piecas nodaïas ar vairâkâm apakðnodaïâm, kas iedalîtas pçc aplûkojamâs problemâtikas

bûtîbas un uzdoto datu veidiem. Katrai situâcijai ir aprakstîts piemçrotâkais neparamet-

riskais tests, kâ arî pieminçta tâ parametriskâ alternatîva, ja tâda eksistç. Praktiskajâ

daïâ ir aplûkoti piemçri daþiem populârâkajiem testiem un rezultâti salîdzinâti ar pa-

rametriskajiem testiem. Veiktas datu simulâcijas ar programmu R, lai novçrtçtu testu

jaudas un kïûdas daþâdiem datu sadalîjumiem. Pielikumâ atrodams simulâcijâm izman-

toto programmu kods.
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1. Hipotçþu pârbaude, statistiskie testi un to kïûdas

Lai izdarîtu secinâjumus par kâdu datu kopu, ir nepiecieðams izvirzît konkrçtu un

pamatotu hipotçzi. Atkarîbâ no tâ, vai izvirzîto hipotçzi var vai nevar noraidît, tiek pie-

òemti lçmumi par ðo datu kopu. Taèu, lai nonâktu lîdz hipotçzes pârbaudei, ir jâsaprot,

kâda metode bûtu vispareizâkâ lçmuma pieòemðanai. Pastâv neskaitâmi statistiskie testi,

ar kuru palîdzîbu tiek pârbaudîtas hipotçzes, taèu tie ir ïoti atðíirîgi, un nav tâda viena

universâlâ testa, kas derçtu jebkuriem datiem un jebkurai nulles hipotçzei. Lai izvçlçtais

tests bûtu pareizs, ir jâòem vçrâ vairâki faktori. Ir svarîgi gan tas, kâdâ formâtâ ir aplû-

kojamie dati (nominâla, ordinâla vai intervâla skala), gan salîdzinâmo izlaðu daudzums,

apjoms un veids, gan arî tas, vai izpildâs attiecîgâ testa pieòçmumi. Taèu, lai cik arî at-

bilstoðu metodi mçs neizvçlçtos, hipotçþu pârbaudç nekas nav zinâms pilnîgi droði, tâpçc

ir jâizvçlas bûtiskuma lîmenis, pie kura strâdât. Piemçram, ja tiek izvçlçts bûtiskuma

lîmenis α = 0.05, tad ar 95% ticamîbu var apgalvot, ka iegûtie rezultâti ir pareizi.

1.1. Nulles hipotçze

Hipotçze ir zinâtnisks pieòçmums, kas ir loìisks un ticams, bet prasa pârbaudi un

pierâdîjumu. Statistiskâ hipotçze ir pieòçmums vienas vai vairâku statistisko kopu îpaðî-

bâm, kuru pârbauda ar datu palîdzîbu, un iegûtajiem rezultâtiem ir varbûtîbas raksturs

[2]. Pirmais solis lçmuma pieòemðanas procesâ ir nulles hipotçzes (H0) izvirzîðana. Nulles

hipotçze parasti tiek veidota tâ, lai to varçtu noraidît un bûtu spçkâ alternatîvâ hipotçze

(H1). Piemçram:

H0 : µ1 = µ2,

H1 : µ1 6= µ2.

Ðâdi noformulçta hipotçze ïautu noteikt, vai starp divu izlaðu vidçjâm vçrtîbâm pastâv

bûtiskas atðíirîbas. Nulles hipotçze saka, ka bûtiskas atðíirîbas nepastâv, savukârt alter-

natîvâ hipotçze saka tieði pretçjo, tas ir, ka bûtiskas atðíirîbas pastâv. Ja testa rezultâtâ

iegûtâ p-vçrtîba ir lielâka par noteikto bûtiskuma lîmeni, tad saka, ka nulles hipotçzi ne-

var noraidît pie noteiktâ bûtiskuma lîmeòa, taèu, ja tâ ir mazâka par noteikto bûtiskuma

lîmeni, tad saka, ka pie noteiktâ bûtiskuma lîmeòa nulles hipotçze ir jânoraida, lîdz ar to

tiek pieòemta alternatîvâ hipotçze. Tas, ka alternatîvâ hipotçze tiek pieòemta, neïauj ap-

galvot, ka tâ ir patiesa. Tâ vienkârði tiek pieòemta kâ alternatîva hipotçzei, kuru noraida.

Jâpiebilst, ka ðâdi veidotu hipotçzi sauc par divpusçju hipotçzi. Ja alternatîvâ hipotçze
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ir uzdota formâ H1 : µ1 < µ2 vai H1 : µ1 > µ2, tad to sauc par vienpusçju hipotçzi.

1.2. Statistiskie testi

Statistikâ ir izstrâdâti ïoti daudzi testi, no kuriem ir iespçjams atrast derîgu testu

hipotçþu pârbaudei praktiski jebkuram pastâvoðam pçtîjumu dizainam. Lai varçtu droði

apgalvot, kurð tests ir piemçrotâkais konkrçtâ situâcijâ, ir rûpîgi jâizanalizç dati. Tâ kâ

ðî darba pamattçma ir neparametriskie statistiskie testi, tad 2. nodaïa ir veltîta paramet-

risko un neparametrisko testu aprakstam un savstarpçjam salîdzinâjumam. Izvçle starp

ðiem testiem balstâs tieði uz datiem, tâpçc ir svarîgi precîzi izpçtît visu mûsu rîcîbâ esoðu

informâciju. Izvçloties nepareizo testu, var gadîties, ka iegûtie rezultâti ir korekti (varbût

pat labâki nekâ izvçloties pareizo testu), taèu to nevar droði apgalvot. Ðâdas situâcijas

vçlâk aplûkoðu ar datu simulâcijâm.

1.3. Kïûdas un testa jauda

Kâ jau iepriekð minçju, lçmumam par hipotçzes pieòemðanu piemît varbûtîbas rak-

sturs. Tas nozîmç, ka pastâv arî varbûtîba pieòemt kïûdainu lçmumu. Pat ja mçs esam

par 95% droði par iegûto rezultâtu, pastâv iespçja kïûdîties, turklât pastâv divas daþâdas

kïûdas, kas definçtas avotâ [2].

Definîcija 1. Par pirmâ veida kïûdu sauc varbûtîbu P (noraidît H0|H0) = α.

Definîcija 2. Par otrâ veida kïûdu sauc varbûtîbu P (nenoraidît H0|H1) = β.

Veicot testu, iegûtajam rezultâtam ir 4 iespçjamie varianti, kas apkopoti 2. tabulâ.

2. tabula Statistiskâ testa iespçjamie iznâkumi

Pieòemtais lçmums H0 patiesa (H1 nepatiesa) H0 nepatiesa (H1 patiesa)

Noraidît H0 (pieòemt H1) pirmâ veida kïûda pareizs lçmums

Pieòemt H0 (noraidît H1) pareizs lçmums otrâ veida kïûda

Iepriekð minçtais bûtiskuma lîmenis faktiski ir maksimâli pieïaujamâ pirmâ veida kïû-

das eksistences varbûtîba. Jo mazâku izvçlçsimies bûtiskuma lîmeni α, jo mazâka iespçja

nepamatoti noraidît patiesu H0. Otrâ veida kïûdas varbûtîba β ir apgriezti proporcionâla

α, tas ir, ja pie nemainîga izlases apjoma N tiks samazinâta α, tad β palielinâsies. Lai

7



samazinâtu abu kïûdu pieïauðanas varbûtîbu, ir jâpalielina izlases apjoms N . No otrâ

veida kïûdas ir atkarîga arî testa jauda (skatît avotâ [3]).

Definîcija 3. Par testa jaudu sauc varbûtîbu P (noraidît H0|H1 = 1− β.

3. tabulâ apkopotas varbûtîbas, kas ir zîmîgas statistiskajiem testiem.

3. tabula Ar statistisko testu asociçtâs varbûtîbas

Pieòemtais lçmums H0 patiesa (H1 nepatiesa) H0 nepatiesa (H1 patiesa)

Noraidît H0 (pieòemt H1) bûtiskuma lîmenis = α testa jauda 1− β

Pieòemt H0 (noraidît H1) P (pieòemt H0|H0) = 1− α P (pieòemt H0|H1) = β

Izmantojot jaudas analîzi, ir iespçjams aprçíinât minimâli nepiecieðamo izlases apjo-

mu, pie kura varçtu iegût noteikta lieluma statistisko efektu, kâ arî var noteikt minimâli

iegûstamo statistisko efektu pie dota izlases apjoma. Kâ minçts avotâ [4], jaudas jç-

dziens ïoti bieþi tiek lietots arî, lai savstarpçji salîdzinâtu daþâdas statistiskâs procedûras,

piemçram, parametriskos un neparametriskos testus.

1.4. Testu efektivitâte

Iepriekð tika pieminçta testu efektivitâte, taèu netika paskaidrots, kas îsti tâ ir, un kâ

to aprçíinât. Pieòemsim, ka ir doti divi testi ar statistikâm T1,n un T2,n, kas pârbauda

nulles hipotçzi H0 : θ ∈ Θ0, un statistikas veidotas tâ, ka to lielas vçrtîbas liecina par H0

noraidîðanu, ts ir, Tn > cn ⇒ H−0 . α, β apzîmç pirmâ veida kïûdas pieïauðanas varbûtîbu

un testa jaudu, un ar θ apzîmçsim kâdu noteiktu alternatîvu. Apzîmçsim ar n(α, β, θ, T )

tâdu mazâko izlases apjomu, kam spçkâ

Pθ(Tn ≥ cn) ≥ β (1.1)

un

PH0(Tn ≥ cn) ≥ α. (1.2)

Abus testus T1,n un T2,n var salîdzinât ar attiecîbu

n(α, β, θ, T1)

n(α, β, θ, T2)
, (1.3)

un tests T1,n ir atzîstams par labâku, ja ðî attiecîba ≤ 1.

8



Diemþçl robeþlieluma n(α, β, θ, T ) aprçíinâðana ir ïoti sareþìîta un reizçm pat neie-

spçjama ïoti vienkârðos gadîjumos. Turklât robeþlielumu attiecîba var bût atkarîga no

daþâdâm α, β vai θ izvçlçtajâm vçrtîbâm. Par laimi, ja α → 0 β → 1, vai arî θ → θ0,

tad attiecîba parasti vai nu konverìç un lielumu, kas atkarîgs tikai n θ, vai arî ir vienkârði

konstante.

Uz ðâdiem pieòçmumiem savus efektivitâtes pçtîðanas modeïus ir izstrâdâjuði vairâki

autori, no kuriem vienkârðâkâ un populârâkâ ir Pitmana metode.

Definîcija 4. Doti X1, ..., Xn neatkarîgi un vienâdi sadalîti (turpmâk tekstâ tâdus apzî-

mçsim ar iid) novçrojumi no sadalîjuma Pθ, θ ∈ Θ. Pieòemsim, ka mçs gribam pârbaudît

H0 : θ ∈ Θ0 pret H1 : θ ∈ Θ−Θ0. Apzîmçsim ar Tn = Tn(X1, ..., Xn) tâdu statistiku secî-

bu, pie kurâm jânoraidaH0, kad Tn ir liels. Precîzâk, nofiksçjam 0 < α < 1, 0 < β < 1, θ ∈

Θ−Θ0. Definçsim cn = cn(θ, β) kâ Pθ(Tn > cn) ≤ β ≤ Pθ(Tn ≥ cn). Testa apjoms definç-

jams kâ αn(θ, β) = supθ0∈Θ0
Pθ0(Tn ≥ cn) un NT (α, β, θ) = inf [n : αm(θ, β) ≤ α ∀ m ≥ n]

Tâdçjâdi NT (α, β, θ) ir mazâkais izlases apjoms, pie kura tests, kas balstîts uz secîbu

Tn, ir ar jaudu β pie noteiktas alternatîvas θ un apjoma ≤ α, taèu to ir ïoti sareþìîti vai

pat neiespçjami aprçíinât dotiem α, β un θ. Lai aprçíinâtu NT (α, β, θ), ir jâzina precîzs

Tn sadalîjums jebkuram fiksçtam θ visiem dotiem n.

Definîcija 5. (Pitmana efektivitâte) Dotâm statistikâm T1n un T2n ar

eT2,T1(α, β, θ) =
NT1(α, β, θ)

NT2(α, β, θ)

Pitmana efektivitâte ir

eP (α, β, θ0) = lim
θ→θ0

eT2,T1(α, β, θ), (1.4)

kur θ0 ∈ δΘ0, pieòemot, ka ðâda robeþa eksistç.

Pitmana efektivitâte (turpmâk tekstâ - efektivitâte) tipiski nav atkarîga ne no α, ne

β, lîdz ar to tâs aprçíinâðana parasti ir visvienkârðâkâ. Aprçíini bûs vienkârði, ja tiks

apmierinâti visi nepiecieðamie nosacîjumi, taèu ir bûtiski, ka ðo efektivitâti var aprçíinât

arî kâ asimptotisku, kad statistikas T1n un T2n ir uzdotas kâ novçrtçjumi. Tâlâk aplûkosim

divas teorçmas no grâmatas [1], kas palîdz veikt efektivitâtes aprçíinus.

Teorçma 1. Ja dotas statistikas T1n un T2n un abas apmierina sekojoðus nosacîjumus:

(1) dotas funkcijas µn(θ), σ2
n(θ) un eksistç δ > 0, ka

sup
|θ−θ0|≤δ

sup
z

∣∣∣∣Pθ (Tn − µn(θ)

σn(θ)
≤ z

)
− Φ(z)

∣∣∣∣ →n→∞ 0,
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(2) µ′n > 0,

(3)
√
nσn(θ0)
µ′n(θ0)

= O(1),

(4) ja |θn − θ0| = O( 1√
n
), tad µ′n(θn)

µ′n(θ0)
→ 1,

(5) ja |θn − θ0| = O( 1√
n
), tad σn(θn)

σn(θ0)
→ 1,

tad efektivitâti var aprçíinât pçc formulas

eP (T2, T1) =

 limn→∞
√
nσ1n(θ0)
µ′1n(θ0)

limn→∞
√
nσ2n(θ0)
µ′2n(θ0)

2

. (1.5)

Teorçma 2. Pieòemsim, ka θ0 ∈ δΘ0, −∞ < h < ∞ un θn = θ0 + h√
n
. Ja dotas

statistikas T1n un T2n un abas apmierina sekojoðus nosacîjumus:

(1) eksistç funkcijas µ(θ), σ(θ) tâdas, ka visiem h
√
n(Tn − µ(θn))

σ(θn)

d−−→
Pθn

N(0, 1), (1.6)

(2) µ′(θ0) > 0,

(3) σ(θ0) > 0 un σ(θ) ir nepârtraukti θ0

tad efektivitâti var aprçíinât pçc formulas

eP (T2, T1) =
σ2

1(θ0)

σ2
2(θ0)

[
µ′2(θ0)

µ′1(θ0)

]2

. (1.7)

Redzams, ka testa statistiskais efekts jeb efektivitâte ir atkarîga no izlases apjoma,

datu sadalîjuma, kâ arî pieòçmumiem, kam jâizpildâs. Jo mazâk pieòçmumu par datiem

izsaka tests, jo mazâka bûs tâ efektivitâte, kas ir spçkâ pie jebkâda izlases apjoma. Turklât,

jo lielâks izlases apjoms, jo lielâka bûs testa efektivitâte. Taèu var gadîties situâcija, kad

testa A jauda ir lielâka par testa B jaudu pie izlases apjoma N = 30, savukârt testa B

jauda ir lielâka pie izlases apjoma N = 30 nekâ testa A jauda pie apjoma N = 20. Tas

nozîmç, ka, palielinot izlases apjomu, ar vâjâku testu ir iespçjams iegût tikpat efektîvus

rezultâtus kâ ar jaudîgâku testu pie mazâka izlases apjoma. Tas sniedz iespçju vai nu

vienkârðot aprçíinus, vai arî atvieglot datu iegûðanas procesu, jo ir nepiecieðams mazâks

datu apjoms. Izvçle par labu kâdam testam ir atkarîga no konkrçtâs situâcijas, un ðajâ

darbâ tâlâk tiek pçtîts, kad un kâdi testi bûtu vispiemçrotâkie.

Lai gûtu labâku priekðstatu par efektivitâtes salîdzinâjumiem starp daþâdiem testiem,

daudzos avotos (piemçram, [1]) ir iespçjams atrast tabulas ar aprçíinâtâm efektivitâtçm

daþâdiem izlaðu apjomiem pie konkrçtâm α un β vçrtîbâm.
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2. Parametrisko un neparametrisko testu salîdzinâ-

jums

Lai labâk saprastu atðíirîbu starp parametrisko un neparametrisko testu bûtîbu, ir

jâsaprot veidi, kâdos var tikt uzdoti dati. Visvâjâkais mçrîjumu lîmenis ir tad, kad objekti,

personas vai îpaðîbas tiek vienkârði klasificçti, izmantojot skaitïus vai citus simbolus.

Definîcija 6. Ja skaitïi (vai citi simboli) tiek izmantoti, lai noteiktu, pie kuras grupas

pieder konkrçtais objekts, tad saka, ka ðie skaitïi (simboli) veido nominâlo jeb kategorisko

datu skalu.

Definîcija 7. Ja skaitïi parâda attiecîgas objektu pozîcijas, bet neparâda atðíirîbas pa-

kâpi starp tiem, tad saka, ka ðie skaitïi veido ordinâlo skalu.

Definîcija 8. Ja skaitïi parâda attiecîgas objektu pozîcijas un ïauj arî novçrtçt atðíirîbas

starp objektiem, tad saka, ka ðie skaitïi veido intervâla skalu.

Ja dati ir uzdoti ar nominâlo vai ordinâlo skalu, tad ir jâizmanto neparametriskie testi,

savukârt, ja tie ir uzdoti ar intervâla skalu, tad ir jâpârbauda, vai izpildâs parametrisko

testu pieòçmumi. Ja tie izpildâs, tad vçlams izmantot parametriskos testus, bet ja nç,

tad neparametriskos.

2.1. Parametriskie testi

Galvenâ parametrisko testu pazîme ir tâda, ka tie balstâs un konkrçtiem pieòçmumiem

par datiem un to sadalîjumu. Precîzâk, par ìenerâlkopas sadalîjumu, no kuras ir òemta

izlase. Tâ kâ parasti mums nav iespçjas precîzi aprçíinât ìenerâlkopas parametrus un

noteikt tâs sadalîjumu, tad ðie lielumi tiek novçrtçti ar datiem no pieejamâs izlases. Bû-

tiskâkais pieòçmums, kam jâizpildâs, ir tâds, ka dati (vai to atlikumi) ir normâli sadalîti.

Pastâv uzskats, ka pie lieliem izlases apjomiem datiem vajadzçtu aproksimçt normâlo sa-

dalîjumu, taèu tas ir neviennozîmîgs uzskats, turklât ïoti bieþi ir jâstrâdâ ar neliela apjoma

izlasçm, tâpçc ðo pieòçmumu ir nepiecieðams pârbaudît. Veicot praktiskos pçtîjumus, ir

novçrots, ka nelielas novirzes no normalitâtes var neietekmçt rezultâtu, taèu païauðanâs

uz ðâdu novçrojumu paliek katra paða ziòâ. Ja tiek salîdzinâtas vairâkas izlases, tad ir

jâpârbauda pieòçmums par ðo izlaðu dispersijas homogenitâti. Tas nozîmç, ka ðo izlaðu

dispersijâm vajadzçtu bût vienâdâm. Saprotams, ka, lai izpildîtos ðie pieòçmumi, datiem
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ir jâbût no intervâla skalas, kas krietni ierobeþo parametrisko testu pielietojuma iespçjas.

Toties, ja ðie pieòçmumi ir spçkâ, tad parametriskie testi viennozîmîgi ir jaudîgâkie un

efektîvâkie, lîdz ar to vislabâkie.

2.2. Neparametriskie testi

Neparametriskie testi ir pazîstami arî kâ \testi bez pieòçmumiem" un \testi bez sa-

dalîjuma". Tas tâ ir tâdçï, ka ðiem testiem ir mazâk pieòçmumu, kam jâizpildâs, turklât

tiem nav bûtisks datu sadalîjums. Galvenâ ðo testu darbîbas bûtîba ir datu pârvçrðana

rangos. Par datu rangu sauc skaitlisku vçrtîbu no 1 lîdz N , kas tiek pieðíirta katram no-

vçrojumam no izlases apjomâ N , sakârtojot visus novçrojumus augoðâ secîbâ un pieðíirot

vçrtîbu 1 mazâkajam novçrojumam, 2 nâkamajam mazâkajam, un tâ tâlâk.

Tâ kâ analîze tiek veikta nevis ar paðiem datiem, bet gan to rangiem, tad var teikt, ka

netiek pçtîtas reâlâs atðíirîbas starp datiem, bet gan tikai to savstarpçjâ attiecîba (lielâks,

mazâks, vienâds). No ðî fakta arî izriet galvenais neparametrisko testu pretarguments,

kas saka, ka tiek pazaudçta ïoti liela daïa informâcijas, lîdz ar to testi ir izðíçrdîgi un

netiek balstîti uz precîzo situâciju. Kâ pretargumentu var minçt faktu, ka dzîvç ïoti

bieþi nâkas strâdât ar datiem, kas jau ir praktiski rangu formâ, lîdz ar to var gadîties,

ka nemaz nav citas alternatîvas kâ lietot neparametriskos testus. Turklât ir zinâms, ka

testu jaudu ir iespçjams palielinât, ja palielina izlases apjomu, tâtad ir iespçjams iegût

vienlîdz labus rezultâtus vienkârði òemot vairâk datu. Iepriekð jau ir minçts, ka, ja dati

ir uzdoti ar nominâlo vai ordinâlo skalu, tad parametriskos testus nemaz nevar pielietot.

Ïoti bieþi gadâs strâdât arî ar pavisam neliela apjoma izlasçm, kurâm ir sareþìîti precîzi

noteikt teorçtisko sadalîjumu, lîdz ar to neparametriskie testi ir pareizâ izvçle arî ðajâ

situâcijâ. Kâ vçl vienu plusu var minçt neparametrisko testu relatîvo vienkârðîbu, kas

ïauj cilvçkiem ar vâjâkâm zinâðanâm labâk izprast testu bûtîbu. Mûsdienâs gan reti kurð

aprçíinus neveic ar datorprogrammu palîdzîbu, lîdz ar to aprçíinu vienkârðîba nav visai

aktuâla nepiecieðamîba, taèu izpratne par to, ko tad îsti un kâ tests salîdzina, ir vairâk

nekâ vçlama, lai iegûtos rezultâtus varçtu racionâli attçlot un argumentçt.

2.3. Piemçrotâkâs metodes izvçle

No iepriekðçjos paragrâfos lasîtâ varçtu padomât, ka neparametriskie testi ir labâki

gandrîz jebkurâ situâcijâ, taèu tâ gluþi nav. Parametriskie testi viennozîmîgi ir labâki,
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vienkârði praksç ïoti bieþi nav korekti tos pielietot. Lai iegûtu pârliecîbu, ka paramet-

riskais tests ir pielietots korekti, nepiecieðams pârbaudît divus tâ galvenos pieòçmumus

- normalitâti un dispersijas homogenitâti. Ðo pieòçmumu pârbaudei ir izveidoti speciâli

statistiskie testi, kuru veikðana ir iespçjama visâs populârâkajâs statistiskajâs datorprog-

rammâs.

Lai pârbaudîtu datu atbilstîbu normâlajam sadalîjumam, jâpârbauda hipotçze

H0 : X ∼ N(µ, σ2)

pret alternatîvo hipotçzi

H1 : X � N(µ, σ2).

Visbieþâk izmantotie ir Kolmogorova - Smirnova tests ar Lilifora korekciju un Ðapiro -

Vilka tests. Abi ðie testi salîdzina datus no izlases ar normâli sadalîtu izlasi, kurai ir

vienâda vidçjâ vçrtîba un dispersija, un pârbauda hipotçzi, ka izlase òemta no normâli

sadalîtas populâcijas. Kâ minçts avotâ [5], Ðapiro - Vilka tests ir mazâk izplatîts, taèu

tas ir precîzâks un ar lielâku ticamîbu.

Definîcija 9. Doti X1, X2, ...Xn iid gadîjuma lielumi, kur Xi ir i-tais mazâkais skaitlis

izlasç, X = 1
n

∑n
i=1Xi. Ðapiro - Vilka testa statistiku var pierakstît formâ

W =
(
∑n

i=1 aiX(i))
2∑n

i=1(Xi −X)2
, (2.1)

kur ai ir konstantes formâ

(a1, . . . , an) =
((m1, . . . ,mn)TV −1)

((m1, . . . ,mn)TV −1V −1m)
1
2

,

m1, ...mn ir no normâlâ sadalîjuma òemtu iid gadîjuma lielumu sagaidâmâs vçrtîbas sa-

kârtotas augoðâ secîbâ, un V ir ðo vçrtîbu kovariâciju matrica. Testa statistikai ir spçkâ

îpaðîbas

W
d−→
H0

N(µ, σ2),

W
n→∞−−−→
H1

∞.

Abu testu lielâkais mînuss ir tâds, ka pie lieliem izlaðu apjomiem ir ïoti liela iespçjamîba

konstatçt minimâlas novirzes no normalitâtes, kas parâdîsies kâ bûtiskas, tâpçc ðâdos ga-

dîjumos bûtu vçlams normalitâti pârbaudît arî grafiski, piemçram, zîmçjot histogrammas

vai kvantiïu-kvantiïu grafikus. Grafiskâs metodes var sniegt uzskatâmu priekðstatu par
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datu sadalîjumu, taèu tâ kâ tas lielâ mçrâ ir noderîgi liela apjoma izlasçm, bet neparamet-

riskie testi ir plaðâk pielietoti tieði mazâm izlasçm, tad ðîs metodes sîkâk netiks aplûkotas.

Lai pârbaudîtu izlaðu dispersiju homogenitâti, jâpârbauda hipotçze

H0 : σ2
1 = σ2

2 = ... = σ2
n

pret alternatîvo hipotçzi

H1 : ∃ i, j ∈ (1, ..., n), i 6= j, σ2
i 6= σ2

j .

Ðim nolûkam visplaðâk izmantotais ir Levena tests.

Definîcija 10. Aplûkosim k izlases ar apjomiem Ni un kopçjo novçrojumu skaitu N ,

i-tâs grupas j-to novçrojumu apzîmçsim ar Yij. Ja Zij =
∣∣Yij − Ȳi.∣∣, Ȳi. ir i-tâs grupas

vidçjâ vçrtîba, Z.. ir visu Zij vidçjais un Zi. = 1
Ni

∑Ni
j=1 Zij, tad Levena testa statistiku

var aprçíinât pçc formulas

W =
(N − k)

(k − 1)

∑k
i=1Ni(Zi. − Z..)2∑k

i=1

∑Ni
j=1(Zij − Zi.)2

. (2.2)

Statistikas bûtiskuma pârbaudei izmanto îpaðîbu (skatît [6]), ka

W
d−→
H0

F (α, k − 1, N − k),

W →
H1

∞.
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3. Vienas izlases gadîjums

Ðajâ nodaïâ aplûkoti vairâki testi, ko var izmantot, lai pârbaudîtu hipotçzes par kâdu

vienu izlasi. Ar ðo testu palîdzîbu var noteikt, vai izlase òemta no kâdas konkrçtas po-

pulâcijas vai arî no konkrçta sadalîjuma, respektîvi, ir iespçjams pârbaudît hipotçzes par

atðíirîbu bûtiskumu starp izlases un ìenerâlkopas parametriem, par atðíirîbu bûtiskumu

starp novçrotiem bieþumiem un teorçtiski sagaidâmiem bieþumiem, kâ arî hipotçzes par

izlases datu atbilstîbu populâcijai ar noteiktu sadalîjumu vai formu.

3.1. Binomiâlais tests

DotiX1, X2, ..., Xn iid gadîjuma lielumi kas pieòem vçrtîbu 1 ar varbûtîbu p un vçrtîbu

0 ar varbûtîbu q (Bernulli sadalîjums). Tiek izvirzîta hipotçze

H0 : p = p0

un tâs alternatîvâ hipotçze ir

H1 : p 6= p0

divpusçjâ testa gadîjumâ, un

H1 : p ≥ p0 (H1 : p ≤ p0)

vienpusçjâ testa gadîjumâ. Testa statistika aprçíinâma (skatît [7]) kâ

Y =
n∑
i=1

Xi. (3.1)

Varbûtîba, ka tiks novçrots konkrçts veiksmîgo realizâciju skaits k, ir aprçíinâma pçc

formulas

P [Y = k] =
N !

(k!(n− k)!)
pkqn−k. (3.2)

Bieþi vien ir nepiecieðams aprçíinât varbûtîbu nevis precîzam veiksmîgo realizâciju

skaitam, bet gan varbûtîbu, ka tie realizçsies vismaz noteiktu reiþu skaitu. To var aprçíi-

nât, summçjot derîgo realizçðanâs reiþu varbûtîbas, lîdz ar to vienâdojums (3.2) var tikt

pârrakstîts kâ

P [Y ≥ k] = P [Y = k] + P [Y = k + 1] + ...+ P [Y = n] =
n∑
i=1

n!

i!(n− i)!
piqn−i. (3.3)
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Jâpiebilst, ka aprçíini pçc ðîm formulâm kïûst arvien komplicçtâki, kad n kïûst liels. Ir

iespçjams pierâdît, ka, palielinoties apjomam n, binomiâlais sadalîjums tiecas uz normâlo

sadalîjumu, precîzâk,

Y
d−→
H0

N(µ, σ2).

Ðî tendence ir ïoti izteikta, kad p ir tuvs 1
2
, taèu krietni lçnâka, kad p tuvojas 0 vai 1.

Respektîvi, jo lielâka starpîba starp p un q, jo lielâkam jâbût N , lai aproksimâcija bûtu

pietiekami tuva normâlajam sadalîjumam. Ir noteikts, ka pie p ≈ 1
2
pietiek, ja n = 25,

savukârt uzmanîgiem jâbût, kad p vçrtîbas ir tuvas 0 vai 1.

Teorçma 3. Ja p→ 0 vai p→ 1, tad jâizpildâs nevienâdîbai npq > 9, lai Y bûtu aptuveni

normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu np un dispersiju npq, lîdz ar to hipotçzes pârbaudei var

izmantot statistiku

z =
Y − np
√
npq

d−→
H0

N(0, 1). (3.4)

z =
Y − np
√
npq

→
H1

∞. (3.5)

Tâ kâ binomiâlais sadalîjums atðíirîbâ no normâlâ nav nepârtraukts, ir vçlams pielietot

nepârtrauktîbas korekciju. Vienâdojums (3.4) jâpârveido formâ

z =
(Y ± 0.5)− np
√
npq

d−→
H0

N(0, 1), (3.6)

kur Y + 0.5 tiek lietots, kad Y < np, bet Y − 0.5 lietots, kad Y > np, kas ïauj testa

statistikas bûtiskumu noteikt ar normâlâ sadalîjuma palîdzîbu.

3.2. Hî-kvadrâta tests

Dota izlase ar iid diskrçtiem gadîjuma lielumiem X1, X2, ..., XN , Xi ∼ F . Nulles

hipotçze izteikta formâ

H0 : F (x) = F0(x) ∀x ∈ R

un alternatîvâ hipotçze ir

H1 : ∃x ∈ R : F (x) 6= F0(x).

Definîcija 11. Testa statistiku aprçíina pçc formulas

X2 =
k∑
i=1

(ni − npi0)2

npi0
=

k∑
i=1

n2
i

npi0
−N, (3.7)

kur pi0 = P (X = Xi0).

16



Teorçma 4. Ja statistika aprçíinâta pçc vienâdojuma (3.7), tad tâ konverìç uz hî -

kvadrâta sadalîjumu ar k − 1 brîvîbas pakâpçm, kad H0 ir spçkâ.

X2 d−→
H0

χ2
k−1, (3.8)

X2 →
H1
∞.

No vienâdojuma (3.7) redzams, ka pie nelielâm atðíirîbâm starp novçrotajâm un sa-

gaidâmajâm vçrtîbâm arî testa statistika bûs neliela, lîdz ar to var secinât, ka, jo lielâka

statistikas vçrtîba, jo mazâka iespçjamîba, ka novçrojumi nâk no populâcijas, kurai izpil-

dâs pie H0 noteiktâs sagaidâmâs vçrtîbas. Tâ kâ testa statistika ir asimptotiski sadalîta

pçc hî - kvadrâta sadalîjuma ar k − 1 brîvîbas pakâpçm, tad tâs bûtiskumu var noteikt

pçc ðî sadalîjuma tabulâm.

Pielietojot hî - kvadrâta testu, ir jâpievçrð uzmanîba novçrojumu apjomiem katrai no

pieòemtajâm diskrçtajâm vçrtîbâm, jo testu nevar lietot, kad ir divas ðâdas vçrtîbas un

novçrojumu skaits kâdâ no tâm ir mazâks par 5, vai arî, kad iespçjamo vçrtîbu skaits ir

lielâks par 2, bet 20% sagaidâmo bieþumu ir mazâki par 5, vai arî kâds no sagaidâmajiem

bieþumiem mazâks par 1. Ðâdi apsvçrumi jâòem vçrâ, jo testa statistika tikai aptuveni

ir sadalîta pçc χ2
k−1, nevis precîzi, lîdz ar to sagaidâmo bieþumu varbûtîbas var nebût

pietiekami tuvas, lai izdarîtu secinâjumus par novçrotajiem bieþumiem.

3.3. Kolmogorova - Smirnova tests

Nodaïâ 2.3. ir pieminçts, ka ar Kolmogorova - Smirnova testa palîdzîbu var noteikt

datu sadalîjuma atbilstîbu normâlajam sadalîjumam, taèu ar to ir iespçjams novçrtçt

atbilstîbu arî starp datu empîrisko sadalîjumu un kâdu teorçtisko sadalîjumu, kam nav

noteikti jâbût normâlajam sadalîjumam.

Definîcija 12. Doti X1, X2, ..., XN iid gadîjuma lielumi. To empîriskâ sadalîjuma fun-

kcija ir

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

IXi≤x,

kur IXi≤x ir indikatora funkcija, kas pieòem vçrtîbu 1, kad Xi ≤ x un 0 pretçjâ gadîjumâ.

H0 : F (x) = F0(x) ∀x ∈ R
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H1 : ∃x ∈ R : F (x) 6= F0(x)

Testa statistika apºçkinâma pçc formulas

Dn = sup
x
|Fn(x)− F (x)| . (3.9)

Teorçma 5. (Glivenko - Kantelli) Ir spçkâ

sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x)| as−−−→
n→∞

0.

Kâ paskaidrots avotâ [8], tiek noteikts punkts, pie kura starp teorçtisko un empîrisko

sadalîjumu parâdâs maksimâlâs novirzes, un aplûkota varbûtîba, ka ðîs novirzes parâdî-

ðanâs ir nejauða. Tâ kâ Kolmogorova - Smirnova tests pieòem, ka mainîgâ sadalîjums ir

nepârtraukts, tad to var pielietot tikai datiem, kas uzdoti vismaz ar ordinâlo skalu.

No testa apraksta var secinât, ka tas ir lîdzîgs iepriekð aplûkotajam hî - kvadrâta

testam. Lai arî atðíiras dati, kam var pielietot katru no testiem, ordinâlâs skalas datiem

var izmantot abus testus. Ja tiek strâdâts ar nelielâm izlasçm, tad labâk bûtu lietot

Kolmogorova - Smirnova testu, jo tas ir precîzs, savukârt hî - kvadrâta tikai aptuveni

precîzs. Ir grûti salîdzinât ðo testu jaudas, jo katrs no tiem ir atkarîgs no citiem lielumiem,

tâpçc izvçle par labu kâdam no testiem, kad abi var tikt pielietoti, paliek katra paða ziòâ.
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4. Divu savstarpçji atkarîgu izlaðu salîdzinâðana

Izplatîta problçma statistikâ ir kâdas vienas izlases respondentu salîdzinâðana divos

daþâdos apstâkïos (piemçram, baktçriju daudzums organismâ pirms un pçc antibiotiku

lietoðanas), vai arî divu izlaðu respondentu salîdzinâðana, kur katram respondentam no

vienas izlases atbilst kâds cits respondents no otras izlases, par kuru var apgalvot, ka tie

ir pakïauti vienâdiem apstâkïiem (piemçram, tiek salîdzinâts tauku daudzums organismâ

divâm cilvçku grupâm, kur katrâ grupâ ir pa vienam cilvçkam no noteiktas svara kategori-

jas). Ðâdu un lîdzîgu situâciju analîzei visizplatîtâkâ metode ir t-tests, taèu ne vienmçr ir

iespçjams iegût datus, kam izpildâs visi t-testa pieòçmumi, kâ arî var gadîties, ka iegûtie

dati ir tâdâ formâ, ka t-tests to analîzei nemaz neder. Ðajâ nodaïâ aplûkoti daþi testi, kas

ir labas alternatîvas parametriskajai metodei.

4.1. Maknemâra izmaiòu tests

Kâ var noprast no testa nosaukuma, Maknemâra izmaiòu tests ir paredzçts izmaiòu

bûtiskuma noteikðanai kâdai konkrçtai izlasei pie diviem daþâdiem nosacîjumiem (piemç-

ram, vai kâdai cilvçku grupai dienas vidû ir jûtams nogurums, un vai tas samazinâs pçc

enerìijas dzçriena lietoðanas). Tests ir piemçrots darbam ar datiem, kas uzdoti nominâlâ

vai ordinâlâ skalâ, lîdz ar to ðim testam nav parametriskas alternatîvas.

Iegûtos datus vislabâk var attçlot, kâ tas parâdîts 4. tabulâ. A,B,C,D ir respondentu

skaits, kuru atbildes bija tâdas, kâ atbilstoðajâ rindâ un kolonnâ rakstîts, piemçram, A ir

to respondentu skaits, kas pirmajâ mçrîjumâ sniedza pozitîvu atbildi, bet otrajâ - nega-

tîvu. Lîdz ar to kopçjais respondentu skaits, kuru viedoklis mainîjâs starp mçrîjumiem,

ir A + D. Nulles hipotçze izsaka pieòçmumu, ka sagaidâmais apjoms abâs ðûnâs, kur ir

respondenti ar izmaiòâm atbildçs, bûs vienâds, precîzâk A+D
2

.

H0 : A = D,

H1 : A 6= D.

No vienâdojuma (3.7) zinâms, ka

X2 =
k∑
i=1

(ni − npi0)2

npi0
.

Veicot Maknemâra testu, mûs interesç tikai gadîjumi, kad konstatçtas izmaiòas atbildçs.

Tâ kâ A un D ir izmaiòu skaita gadîjumi attiecîgajâ virzienâ, un A+D
2

ir izmaiòu skaita
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4. tabula Izmaiòu bûtiskuma pçtîðanas palîgtabula

Pçc: negatîvs Pçc: pozitîvs

Pirms: pozitîvs A B

Pirms: negatîvs C D

sagaidâmâ vçrtîba abos virzienos, tad vienâdojumu (3.7) varam pârrakstît formâ

X2 =
k∑
i=1

(ni − npi0)2

npi0
=

(A− A+D
2

)2

A+D
2

+
(D − A+D

2
)2

A+D
2

=
(A−D)2

A+D
(4.1)

Teorçma 6. Ievieðot nepârtrauktîbas korekciju, vienâdojumâ (4.1) iegûtai statistikai ir

spçkâ

X2 =
(|A−D| − 1)2

(A+D)

d−→
H0

χ2
1. (4.2)

Iepriekð jau minçts, ka statistiku X2 var labi aproksimçt ar hî - kvadrâta sadalîjumu

tad, ja izlaðu apjomi ir lieli, taèu ðai metodei ir alternatîva. Ja sagaidâmâ vçrtîba A+D
2

ir

mazâka par 5, tad ievieðam N = A + D un ar x apzîmçjam mazâko no lielumiem A un

D, un analîzi veicam ar nodaïâ 3.1. aplûkoto binomiâlo testu.

Tâ kâ ar nominâliem datiem Maknemâra testam nav alternatîvas, tad ðajâ gadîjumâ

tâ efektivitâte nav bûtiska, taèu, ja ir iespçjams pielietot parametrisko t-testu, tad Mak-

nemâra testa efektivitâte ir apmçram 95%, kad A+D = 6, un ðî efektivitâte asimptotiski

samazinâs lîdz apmçram 63%, kad A+D palielinâs (skatît [10]).

4.2. Zîmju tests

Ar zîmju testa palîdzîbu tiek pçtîtas situâcijas, kad ir divas savstarpçji saistîtas iz-

lases un ir nepiecieðams noteikt, vai to ietekmçjoðie apstâkïi atðíiras. Vienîgais ðî testa

pieòçmums saka, ka mainîgais lielums ir ar nepârtrauktu sadalîjumu, taèu nav bûtiska ne

sadalîjuma forma, ne arî tas, vai visi objekti nâk no vienas populâcijas. Ïoti çrti ðo testu

pielietot ir situâcijâs, kad katrâ novçrojumu pârî ir iespçjams noteikt vienîgi to, kurð no

tiem ir lielâkais. Abas izlases tiek salîdzinâtas pa pâriem, un katram pârim tiek pieðíirta

zîme \+" vai \-" atkarîbâ no tâ, vai pirmâs izlases novçrojums ir lielâks, vai mazâks par

otrâs izlases atbilstoðo novçrojumu.
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Dotas divas izlases ar neatkarîgiem novçrojumiem X1, ..., Xn, Y1, ..., Yn.

Definîcija 13. Ja Xi ir i-tais novçrojums no vienas izlases un Yi ir tam atbilstoðais

novçrojums no otras izlases, tad zîmju testa nulles hipotçze pierakstâma formâ

H0 : P [Xi > Yi] = P [Xi < Yi] =
1

2
. (4.3)

Ieviesîsim apzîmçjumu

Zi = Xi − Yi, i = 1, . . . , n,

kur n ir katras izlases apjoms. Pozitîviem Zi tiek pieðíirtas \+" zîmes, bet negatîviem \-".

Jâòem vçrâ, ka ir iespçjama situâcija, kad novçrojumi ir vienâdi. Tâdâ gadîjumâ vienkârði

neòem vçrâ tos novçrojumu pârus, kam nav atðíirîbas, bet strâdâ tikai ar atðíirîgajiem,

iegûstot izlases apjomâ m ≤ n. Apzîmçsim ar W pâru skaitu, kad Zi > 0.

Teorçma 7. W ir sadalîts binomiâli, kad H0 ir spçkâ.

W
d−→
H0

binomial(m,
1

2
) (4.4)

No teorçmas 7 var secinât, ka bûtiskuma noteikðanai var izmantot 3.1. nodaïâ aplûkoto

binomiâlo testu. Izlasçm, kas apjomâ lielâkas par 25, var pielietot arî normâlâ sadalîjuma

aproksimâciju ar nepârtrauktîbas korekciju.

4.3. Vilkoksona rangu zîmju tests

Iepriekðçjâ nodaïâ aplûkotais zîmju tests izmanto tikai informâciju par atðíirîbâm datu

pâros, taèu, ja ir pieejama arî informâcija par ðo atðíirîbu lielumiem, tad var pielietot

jaudîgâku testu - Vilkoksona rangu zîmju testu. Ðî testa bûtiskâkâ iezîme ir tâda, ka

tiek pieðíirts lielâks svars pârim, starp kura vçrtîbâm ir lielâka atðíirîba. Parametriskâ

alternatîva ir pâru t-tests, taèu tâ kâ tas ir parametriskais tests, pastâv iespçja, ka to

nevar pielietot pieòçmumu neizpildîðanâs dçï vai datu veida dçï.

Definîcija 14. Pieòemsim, ka mums ir doti n datu pâri

(X, Y ) = (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn).

Izslçdzot pârus, kam ir spçkâ Xi − Yi = 0, iegûstam pâru skaitu m ≤ n. Starpîbas

novçrojumiem apzîmçsim ar di = Xi − Yi, un pieðíirsim rangus Ri visâm starpîbâm di
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pçc absolûtâs vçrtîbas augoðâ secîbâ, sâkot no mazâkâs starpîbas. Ja vairâkas vçrtîbas

ir vienâdas, tad pieðíiram katrai no tâm vidçjo rangu vçrtîbu. Pozitîvâs di vçrtîbas

aprakstîsim ar

ϕi = I(di > 0),

kur I ir indikatora funkcija: ϕi = 1, kad di > 0 un ϕi = 0 pretçjâ gadîjumâ. Lîdz ar to

statistikas vçrtîbu atrodam kâ

S = min (W+,W−), (4.5)

kur

W+ =
m∑
i=1

ϕiRi

un W− atrod pçc analoìijas.

Teorçma 8. Ja izlaðu apjomi m > 15, tad

W+ d−→
H0

N(µW+ , σ
2
W+

), (4.6)

W+ →
H1

∞, (4.7)

kur µW+ = m(m+1)
4

un σ2
W+

= m(m+1)(2m+1)
24

.

Efektivitâte

Materiâlâ [11] ir parâdîts, ka Vilkoksona (patiesîbâ arî zîmju un Kruskala - Vallisa)

testu efektivitâte normâlajam sadalîjumam nekad nebûs mazâka par 0.864.

Definîcija 15. Pieòemsim, ka βN(θ) un β∗N(θ) ir testu A un A∗ , kas veikti vienai un tai

paðai izlasei apjomâ N , jaudas funkcijas pret to parametriskajâm alternatîvâm apzîmçtâm

ar θ, un θ0 ir hipotçzç noteiktâ θ vçrtîba. Visi testi veikti pie bûtiskuma lîmeòa α, un

α < β < 1, kur β ir noteiktâ jauda. Aplûkosim tâdu alternatîvu secîbu, ka

βN(θN) →
N→∞

β, (4.8)

un N∗ = h(N) tâdi, ka

β∗N∗(θN) →
N→∞

β, (4.9)

tad, ja eksistç robeþa

eA∗,A = lim
N→∞

N

N∗
, (4.10)
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kas ir neatkarîga no α, β un izvçlçtajâm secîbâm θ un h(N), tad eA∗,A sauc par testa A∗

relatîvo asimptotisko efektivitâti attiecîbâ pret testu A.

Nodaïâ 1.4. ir parâdîts, kâ pçc Pitmana metodes aprçíinât ðo robeþu (4.10). Pieòem-

sim, ka ir dotas izlases X = X1, ..., Xm un Y = Y1, ..., Yn no nepârtrauktiem sadalîjumiem

F un G, un ir izvirzîta hipotçze H0 : F = G. Patiesîbâ mûs interesç, vai starp sada-

lîjumiem pastâv tikai nebûtiskas novirzes, tas ir, G(u) = F (u − θ) visiem u. Ja F ir

normâlais sadalîjums, tad atbilstoðais parametriskais tests ir Stjûdenta t-tests. Pitmana

asimptotiskâ efektivitâte Vikoksona testam attiecîbâ pret t-testu aprçíinâma kâ

ew,t = 12σ2

[∫
f 2(x)dx

]2

, (4.11)

kur f ir sadalîjuma F varbûtîbu blîvums, un σ2 ir izlaðu X un Y kopçjâ dispersija.

Ir zinâms, ka ew,t ≈ 0.95, kad f ir normâls blîvums, ew,t = 1 vienmçrîgâ sadalîjuma

gadîjumâ un ew,t = 1.26, kad f(x) = x2

4
exp−|x|. Visas ðîs vçrtîbas ir ïoti augstas, kas

mudina aprçíinât zemâko iespçjamo ew,t vçrtîbu. Lai to noskaidrotu, pierâdîsim sekojoðo

teorçmu.

Teorçma 9. Pieòemsim, ka N∗ apmierina nosacîjumus (4.9), kur testi A un A∗ ir t-

tests un Vilkoksona tests nepârtraukta sadalîjuma F novirþu pârbaudei. Tâdâ gadîjumâ

(a) jebkuram sadalîjumam F ir spçkâ

lim
N→∞

inf
N

N∗
≥ 108

125
= 0.864. (4.12)

Turklât (b) ðî apakðçjâ robeþa ir iegûta sadalîjumam ar blîvumu (4.20,4.21), kuram e =

0.864.

Pierâdîjums. Ir zinâms, ka, ja F ir nepârtraukts un

lim
θ→∞

∫
1

θ
[F (x+ θ)− F (x)] dF (x) = c, (4.13)

tad pçc vienâdojuma (4.10) aprçíinâmâ efektivitâte eksistç, un tâ ir 12c2σ2. Ðis pierâdî-

jums arî parâda, ka vispârîgi

lim
N→∞

inf
N

N∗
≥ 12σ2

[
lim
θ→0

inf
1

θ

∫
[F (x) + θ)− F (x)]dF (x)

]2

. (4.14)

Pçc Fatou lemmas, nevienâdîbas (4.14) labâ puse ir lielâka vai vienâda ar

12σ2

{∫ [
lim
θ→0

inf
F (x+ θ)− F (x)

θ

]
dF (x)

}2

. (4.15)
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No Dekompozîcijas Teorçmas seko, ka, ja F satur sigulâru komponenti,

lim
θ→0

F (x+ θ)− F (x)

θ
=∞ (4.16)

pozitîvo F kopai, lîdz ar to (4.15) un e ir bezgalîgi. Tâdçï varam pieòemt, ka eksis-

tç blîvums F (x) = F ′(x) visai F vçrtîbu kopai, izòemot 0, kas nozîmç, ka izteiksme

(4.15)vienkârðojas uz

12σ2

[∫
f 2(x)dx

]2

. (4.17)

Ja σ2 = ∞, tad no vienâdojuma (4.13) seko, ka e = ∞, lîdz ar to varam pieòemt, ka σ

ir galîga. Tâ kâ (4.17) ir nemainîgs pie izvietojuma vai mçroga izmaiòâm, varam òemt

σ2 = 1, lîdz ar ko (4.17) minimizçðana reducçjas uz∫
f 2(x)dx (4.18)

minimizçðanu ar nosacîjumiem∫
xf(x)dx = 0;

∫
f(x)dx =

∫
x2f(x)dx = 1; f(x) ≥ 0 ∀x. (4.19)

Saskaòâ ar nenoteikto reizinâtâju metodi, ir pietiekami minimizçt∫
[f 2(x) + 2b(x2 − a2)f(x)]dx.

Nenegatîviem f to var panâkt nosakot

f(x) = b(a2 − x2), (4.20)

kadx2 ≤ a2, un f(x) = 0 pretçjâ gadîjumâ. Konstantes a un b tiek noteiktas no nosacîju-

miem (4.19), lai

s =
√

5, b =
3

20

√
5, (4.21)

un ar ðîm vçrtîbâm izteiksme (4.17) ir vienâda ar 0.864, kas tâdçjâdi ir izteiksmes (4.14)

apakðçjâ robeþa. Tâ kâ blîvumam (4.20) vienâdojuma(4.13) robeþa var tikt panest zem

integrâïa zîmes, redzams, ka ðajâ gadîjumâ efektivitâte eksistç un ir vienâda ar apakðçjo

robeþu, kas tâdçjâdi nevarr tikt uzlabota.

Augstâk aplûkotajâ gadîjumâ parâdîta efektivitâte sadalîjumu atðíirîbu pçtîðanâ, ta-

èu dabâ bieþi ir sastopamas situâcijas, kad patiesîbâ parâdâs ïoti lielas atðíirîbas starp

paðiem datiem izlaðu ietvaros, tas ir, daþi novçrojumi \izlec" no pârçjâ sadalîjuma (tâdi
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novçrojumi tiek saukti par outliers). Ja tiek pçtîtas atðíirîbas starp izlaðu vidçjiem râdî-

tâjiem, tad ðo \izlecçju" ietekme var bût gana bûtiska, lai neuzrâdîtu korektus rezultâtus

par populâciju sadalîjumiem. Ir izpçtîts, ka ðâdos gadîjumos Vilkoksona un citu rangu

testu efektivitâte krietni pieaug, salîdzinâjumâ ar parametriskajiem testiem. [11]
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5. Divu savstarpçji neatkarîgu izlaðu salîdzinâðana

Ïoti izplatîta problçma statistikâ ir divu izlaðu salîdzinâðana. Iepriekðçjâ nodaïâ ap-

lûkojâm gadîjumu, kad izlases veidotas no savstarpçji saistîtiem novçrojumu pâriem, taèu

ne vienmçr abas izlases ir saistîtas. Ir izstrâdâti vairâki testi gadîjumiem, kad abas ap-

lûkojamâs izlases ir pilnîgi neatkarîgas, piemçram, lai salîdzinâtu divas populâcijas, no

katras tiek izvçlçta izlase no nejauðiem novçrojumiem, un no ðiem novçrojumiem tiek

veikts novçrtçjums par populâciju atðíirîbu. Ðâdos gadîjumos arî izlaðu apjomi var nebût

vienâdi.

Arî ðai situâcijai atbilstoðâ parametriskâ metode ir t-tests, kas intervâla skalas datiem

noteikti arî ir vislabâkâ, ja vien izpildâs pieòçmumi, taèu nominâliem un ordinâliem da-

tiem parametrisku metoþu nav, tâpçc tâdos gadîjumos noteikti jâizvçlas kâds no tâlâk

aprakstîtajiem neparametriskajiem testiem vai to alternatîvas.

5.1. Fiðera tests

Fiðera tests ir ïoti laba metode nelielu izlaðu salîdzinâðanai gadîjumos, kad dati var

pieòemt tikai divas daþâdas vçrtîbas.

Dotas izlases ar X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym iid gadîjuma lielumiem. Apzîmçsim ar A un

C vienas izlases novçrojumu apjomus un ar B un D otras izlases novçrojumu apjomus

attiecîgi katrai no iespçjamajâm vçrtîbâm. Tâtad, novçrojumu apjoms pirmajai vçrtîbai

bûs A + B, bet otrajai C + D, un kopçjais novçrojumu apjoms pa abâm izlasçm N =

A+B + C +D = m+ n.

Teorçma 10. Varbûtîba, ka tiks novçrots tieði ðâds novçrojumu sadalîjums pçc vçrtîbâm,

ir uzdota ar hiperìeometrisko sadalîjumu

p =
(A+C)!
A!C!

(B+D)!
B!D!

N !
(A+B)!(C+D)!

=
(A+B)!(C +D)!(A+ C)!(B +D)!

N !A!B!C!D!
(5.1)

Nulles hipotçze saka, ka abâs izlasçs novçrojumiem ir vienâda varbûtîba pieòemt kon-

krçtu vçrtîbu. Alternatîvâ hipotçze var bût gan vienpusçja, gan divpusçja.

H0 : P (Xi = k) = P (Yj = k), ∀i = 1, ..., n, j = 1, ...,m,

H1 : ∃i = 1, ..., n, j = 1, ...,m : P (Xi = k) 6= P (Yj = k)
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divpusçjai hipotçzei un

H1 : ∃i = 1, ..., n, j = 1, ...,m : P (Xi = k) ≥ P (Yj = k)

vienpusçjai.

Lai pârbaudîtu divpusçjo hipotçzi, mums atliek tikai salîdzinât iegûto varbûtîbu p ar

interesçjoðo bûtiskuma lîmeni α.

Lai veiktu vienpusçju testu, mums ir jâaplûko visi iespçjamie gadîjumi, kad sadalî-

jums ir tâds, kâ noteikts alternatîvajâ hipotçzç, vai arî vçl ekstrçmâks attiecîgajâ virzie-

nâ. Attiecîgi iegûtâs varbûtîbas ir jâsummç, un tad ðî summârâ varbûtîba jâsalîdzina ar

bûtiskuma lîmeni α
2
.

Pastâv uzskats, ka Fiðera tests ir viens no labâkajiem ðâda veida problemâtikas testiem,

taèu ir arî cilvçki, kas uzskata, ka var rasties neprecizitâtes ar nulles hipotçzes noraidîðanas

lîmeni. Alternatîva ðim testam ir Barnarda tests (Barnard's test), kas daþos avotos [12]

tiek uzskatîts pat par jaudîgâku, taèu Fiðera tests ir izplatîtâks.

5.2. Hî - kvadrâta tests

Lîdzîgi kâ Fiðera tests, arî hî - kvadrâta tests salîdzina divu izlaðu proporciju pa

kategorijâm atðíirîbu bûtiskumu. Tests vislabâk piemçrots diskrçtiem datiem, jo tiek

aplûkoti tikai bieþumi, ar kâdiem izlaðu dati pieder konkrçtajâm kategorijâm, bet netiek

òemta vçrâ precîza informâcija par mçrîjumiem. Dati ir izteikti diskrçtâ veidâ, un tiek

analizçts, vai novçrojuma vçrtîba liecina par tâ piederîbu konkrçtai izlasei, vai arî otrâdi,

ka novçrojuma piederîba konkrçtai izlasei liecina par lielu iespçjamîbu, ka tas pieòems

konkrçtu vçrtîbu (sîkâku aprakstu skatît [13]).

Definîcija 16. Pieòemsim, ka ir doti X1, ..., XN iid novçrojumi, kas iedalâs c izlasçs un

var pieòemt r daþâdas vçrtîbas. Apzîmçsim ar nij novçrojumu skaitu ar i-to vçrtîbu j-

tajâ izlasç un ar N =
∑r

i=1

∑c
j=1 nij kopçjo novçrojumu skaitu. Lîdz ar to testa statistika

aprçíinâma pçc formulas

X2 =
r∑
i=1

c∑
j=1

n2
ij

Eij
−N, (5.2)

kur

Eij =

∑c
j=1 nij

∑r
i=1 nij

N
(5.3)

ir sagaidâmais novçrojumu apjoms ar i-to vçrtîbu j-tajâ izlasç.
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Teorçma 11.

X2 as−→
H0

χ2
(r−1)(c−1) (5.4)

Balstoties uz teorçmu 11, var izdarît secinâjumus par nulles hipotçzi. Ir noskaidrots,

ka hî - kvadrâta tests darbojas diezgan slikti pie nelieliem apjomiem (n ≤ 5), jo tiek

aproksimçts nepârtraukts sadalîjums. Kad kopçjais novçrojumu skaits N ≤ 20, labâk

lietot Fiðera testu, jo tas rçíina precîzas varbûtîbas, nevis novçrtçtas, savukârt pie lieliem

apjomiem (N > 40) statistikai jâievieð nepârtrauktîbas korekcija (tikai tâdâ gadîjumâ, ja

ir tikai divas iespçjamâs vçrtîbas).

5.3. Mana - Vitneja U tests

Ja dati ir uzdoti vismaz ordinâlâs skalas veidâ, tad tiem ir iespçjams pieðíirt rangus.

Definîcija 17. Ja dota skaitïu kop X1, X2, ..., Xn apjomâ n, tad i-tâ novçrojuma rangs

ir

ri = #{k : Xk ≤ Xi}. (5.5)

Mana - Vitneja U tests veic tieði ðo rangu analîzi. DotiX1, ..., XN iid gadîjuma lielumi,

kas iedalâs divâs izlasçs x1 un x2. Tiek izvirzîta nulles hipotçze, ka ðîm izlasçm ir vienâdas

mediânas

H0 : θ1 = θ2

un alternatîvâ hipotçze

H1 : θ1 6= θ2.

Tests ir ïoti labi pielietojams un ir lieliska alternatîva parametriskajam t-testam ar

pieòçmumu par dispersiju nevienâdîbu, taèu ir nelielas variâcijas paða testa ietvaros. Ne-

lielâm izlasçm iespçjams veikt precîzus aprçíinus, savukârt lielâm izlasçm jâlieto normâlâ

sadalîjuma aproksimâcija. Vçl ir jâpârbauda, vai nav novçrojamas situâcijas, kad diviem

vai vairâkiem novçrojumiem ir vienâdi rangi.

Definîcija 18. Ja dotas ni izlases un

Ri =
∑

j:Xj∈xi

rij
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ir ðo izlaðu rangu summas, tad testa statistikas aprçíina kâ

Ui = Ri −
ni(ni + 1)

2
, i = 1, 2. (5.6)

Veicot nelielus algebriskus aprçíinus, var noskaidrot, ka

U1 + U2 = n1n2.

Tâ kâ ðâdi aprçíini kïûtu arvien komplicçtâki, kad N → ∞, tad ðâdos gadîjumos

izmantosim normâlâ sadalîjuma aproksimâciju.

Teorçma 12.

z =
U ± 0, 5− µU

σU
=
U ± 0, 5− n1(N+1)

2√
n1n2(N+1)

12

d−−→
H+

0

N(0, 1), (5.7)

kur 0.5 jâpieskaita, kad tiek meklçtas varbûtîbas sadalîjuma kreisajâ pusç, bet jâatòem,

kad sadalîjuma labajâ pusç.

Situâcijâs, kad ir vairâki novçrojumi ar vienâdiem rangiem, tiek veikta dispersijas

izlaboðana

σ2 =
n1n2

N(N − 1)

(
N3 −N

12
−

g∑
j=1

t3j − tj
12

)
. (5.8)

Ievietojot dispersijas vçrtîbu no vienâdojuma (5.8) vienâdojumâ (5.7) redzams, ka

nav nekâdu izmaiòu, ja vienâdu rangu nemaz nav, taèu pretçjâ gadîjumâ rezultâts tiks

uzlabots. Kâ jau iepriekð minçts, Mana - Vitneja U tests ir lîdzîgs parametriskajam t-

testam. To var droði pielietot arî gadîjumos, kad izpildâs pieòçmums par normalitâti, jo

U testa efektivitâte ir aptuveni 95% pat pie vidçji lielâm izlasçm, salîdzinot ar t-testu.

Turklât ir novçroti arî gadîjumi, kad U tests ir pat efektîvâks par parametrisko alternatîvu.

Jâòem vçrâ arî tas, ka Mana - Vitneja testam ir ïoti neliela varbûtîba uzrâdît zîmîgas

atðíirîbas starp abâm izlasçm daþu izteikti neiederîgu (outliers) datu dçï, jo aprçíini tiek

veikti, balstoties uz rangiem. Citiem vârdiem sakot, U tests ir robusts.

5.4. Kolmogorova - Smirnova tests

Nodaïâ 3.3. Kolmogorova - Smirnova tests tika aplûkots vienas izlases gadîjumâ, ar

kura palîdzîbu noteikt, vai dati nâk no normâli sadalîtas populâcijas, tas ir, tika salîdzi-

nâtas divas sadalîjuma funkcijas - empîriskâ un teorçtiskâ. Divu izlaðu gadîjumâ tests
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pârbauda, vai abas izlases nâk no vienas un tâs paðas populâcijas (vai arî no populâci-

jâm ar vienâdiem sadalîjumiem), tâtad tiek salîdzinâtas abu izlaðu empîriskâs sadalîjuma

funkcijas.

H0 : F1(x) = F2(x) ∀x ∈ R,

H1 : ∃x ∈ R : F1(x) 6= F2(x).

Ja starp abiem sadalîjumiem tiek konstatçtas gana lielas starpîbas, tad ir pamats noraidît

H0.

Definîcija 19. Vienpusçjâ testa statistika aprçíinâma kâ

Dm,n = sup
x

[F2,m(x)− F1,n(x)], (5.9)

kur F1,n(x) un F2,m(x) ir atbilstoðo izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas.

Definîcija 20. Tâ kâ divpusçjais tests pçta atðíirîbas tikai starp abiem sadalîjumiem,

nenorâdot virzienu, tad testa statistika izsakâma ar sadalîjumu starpîbu absolûtajâm

vçrtîbâm

Dm,n = sup
x
|F1,n(x)− F2,m(x)| . (5.10)

Salîdzinot Kolmogorova - Smirnova testu ar t-testu, ir noskaidrots, ka tâ efektivitâte

ir aptuveni 95% mazâm izlasçm, taèu tâ nedaudz samazinâs, pieaugot izlases apjomam.

Tests visâs situâcijâs ir jaudîgâks par tâ alternatîvâm - mediânas un hî - kvadrâta testiem,

taèu par Mana - Vitneja testu tas ir efektîvâks tikai pie ïoti mazâm izlasçm.
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6. Trîs vai vairâku savstarpçji atkarîgu izlaðu salîdzi-

nâðana

Lîdz ðim esam aplûkojuði gadîjumus, kad tiek pçtîtas atðíirîbas vai nu starp vienu izla-

si un kâdu teorçtisku sadalîjumu, vai arî starp divâm izlasçm. Teorçtiski varçtu domât, ka

vairâku izlaðu gadîjumâ var vienkârði aplûkot visas izlases pa pâriem un veikt atbilstoðos

divu izlaðu testus, taèu tâ nebûtu racionâla metode, jo, pirmkârt, bûtu jâveic ïoti daudz

ðâdu testu, un, otrkârt, veicot k testus ar bûtiskuma lîmeni α, pirmâ veida kïûdas pieïau-

ðanas iespçja tiek palielinâta k reizes. Tâpçc ir izstrâdâti statistiskie testi, kas paredzçti

tieði ðâdâm situâcijâm. Pazîstamâkais no tâdiem noteikti ir vienfaktora dispersiju analîze

jeb ANOVA tabulas, taèu, tâ kâ tas ir parametriskais tests, tad ir jâizpildâs vairâkiem no-

sacîjumiem, lai to varçtu pielietot. Ðajâ nodaïâ aplûkosim divus neparametriskus testus,

no kuriem viens paredzçts darbam ar nominâliem datiem, bet otrs - ar vismaz ordinâliem.

6.1. Kohrana Q tests

Kohrana Q tests pçc bûtîbas ir nodaïâ 4.1. aplûkotâ Maknemâra izmaiòu testa pa-

plaðinâjums, kas paredzçts 3 vai vairâku savstarpçji atkarîgu izlaðu salîdzinâðanai, kuru

novçrojumi uzdoti ar diskrçtiem datiem.

Pieòemsim, ka ir dotas k izlases apjomâ N un dati ir sakârtoti tabulâ ar N rindâm

un k kolonnâm, kur katra kolonna reprezentç vienu no k mçrîjumiem, kas veikti iid

novçrojumiem X1, ..., XN . Lai pârbaudîtu, vai kâdas konkrçtas vçrtîbas g proporcija Gj =∑N
i=1 IXi=g ir vienâda visâs izlasçs, izvirza nulles hipotçzi

H0 : G1 = G2 = ... = Gk,

kuru pârbauda pret alternatîvo hipotçzi

H1 : ∃ i, j ∈ (1, k) : i 6= j,Gi 6= Gj.

Definîcija 21. Testa statistika ir aprçíinâma pçc formulas

Q =
k(k − 1)

∑k
j=1(Gj −G)2

k
∑N

i=1 Li −
∑N

i=1 L
2
i

, (6.1)

kur Gj ir interesçjoðâs vçrtîbas kopskaits j-tajâ kolonnâ (izlasç) un Li interesçjoðâs vçrtî-

bas kopskaits i-tajâ rindâ.
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Teorçma 13. Ja N ≥ 4 un Nk ≥ 24, tad

Q
d−→
H0

χ2
k−1. (6.2)

Kâ jau iepriekð minçts, tad nominâliem datiem parametriskos testus nav korekti pie-

lietot, lîdz ar to Kohrana tests ðâdos gadîjumos ir piemçrotâkais, taèu ordinâliem vai

intervâla datiem var tikt pazaudçta daïa informâcijas par datiem, lîdz ar to iegûtie rezul-

tâti var bût kïûdaini.

6.2. Frîdmana divvirzienu rangu dispersijas analîze

Ja dati ir uzdoti vismaz ordinâlâ veidâ, tad labâkâ neparametriskâ metode, lai pâr-

baudîtu, vai izlases nâk no vienas un tâs paðas populâcijas, ir Frîdmana rangu dispersijas

analîze. Gluþi tâpat kâ iepriekðçjâ nodaïâ, ir dotas k izlases apjomâ N (apjomi visâm

izlasçm ir vienâdi, jo tâs ir savstarpçji atkarîgas). Izkârtojot datus tabulâ ar N rindâm

un k kolonnâm, pieðíiram visiem N savstarpçji atkarîgajiem novçrojumiem (novçroju-

miem katras rindas ietvaros) rangus no 1 lîdz k. Apzîmçjot izlases mediânu ar θ, varam

noformulçt nulles hipotçzi

H0 : θ1 = θ2 = ... = θk,

un alternatîvo hipotçzi

H1 : ∃ i, j ∈ (1, k) : i 6= j, θi 6= θj

tas ir, ka visas izlases ir no populâcijâm ar vienâdâm mediânâm.

Teorçma 14. Ja k > 5, tad testa statistika Fr pçc sadalîjuma konverìç uz χ2
k−1.

Fr =

[
12

Nk(k + 1)

k∑
j=1

R2
j

]
− 3N(k + 1)

d−→
H0

χ2
k−1 (6.3)

Gadîjumâ, ja ir vairâki savstarpçji atkarîgie novçrojumi, kam ir vienâdi rangi, vienâ-

dojums (6.3) jâpârveido formâ

Fr =
12
∑k

j=1R
k
j − 3N2k(k + 1)2

Nk(k + 1) +
Nk−

∑N
i=1

∑si
j=1 t

3
i.j

k−1

, (6.4)

kur si ir kopu skaits ar vienâdiem rangiem i-tajâ grupâ un ti.j ir i-tâs grupas j-tâs vienâdo

rangu kopas apjoms.
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Pielietojot Frîdmana testu normâli sadalîtiem datiem, tâ efektivitâte pret F testu

(ANOVA) ir 64%, kad k = 2, un tâ pamazâm pieaug lîdz 91%, kad k = 20, lîdz ar to ir

skaidrs, ka, ja vien tas ir iespçjams, labâk pielietot parametrisko testu.
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7. Trîs vai vairâku savstarpçji neatkarîgu izlaðu salî-

dzinâðana

Veicot pçtîjumus, bieþi vien ir nepiecieðams noteikt, vai pastâv bûtiskas atðíirîbas

starp vairâkâm populâcijâm. Lai to noteiktu, no populâcijâm tiek òemtas gadîjuma izla-

ses, kuru vçrtîbas tiek salîdzinâtas. Taèu, tâ kâ gadîjuma izlaðu vçrtîbas gandrîz vienmçr

bûs atðíirîgas kaut kâdâ mçrâ, tad uzdevums ir noteikt, vai ðîs starpîbas norâda uz pa-

tieðâm atðíirîgâm vçrtîbâm, vai arî tâs ir tâdas, kâdas ir sagaidâmas, izvçloties gadîjuma

izlases.

Ðajâ nodaïâ tiks aplûkoti 3 neparametriski statistiskie testi, ar kuru palîdzîbu var no-

teikt atðíirîbu bûtiskumu starp populâcijâm. Parametriskâ alternatîva ðîm procedûrâm

ir vienfaktora dispersiju analîze (ANOVA) jeb F tests, kura pielietoðanai ir jâizpildâs vai-

râkiem nosacîjumiem. Ja dati uzdoti nominâlâ vai ordinâlâ skalâ, vai arî tie nav normâli

sadalîti un ar homogçnu dispersiju, tad jâizvçlas piemçrotâkais no ðajâ nodaïâ aplûkota-

jiem statistiskajiem testiem.

7.1. Hî - kvadrâta tests

Iepriekðçjâs nodaïâs aplûkojâm hî - kvadrâta testus vienas un divu izlaðu gadîjumiem.

Ðajâ nodaïâ apskatîtais tests ir nodaïâ 5.2. jau pieminçtâ testa paplaðinâjums, kas piemç-

rots 3 vai vairâku ar diskrçtiem datiem uzdotu izlaðu salîdzinâðanai, turklât tas ir gandrîz

identisks divu izlaðu gadîjumam.

Doti iid gadîjuma lielumi X1, X2, ..., XN . Pieòemsim, ka tie iedalâs k izlasçs un tie

var pieòemt r daþâdas vçrtîbas. Apzîmçjot izlases mediânu ar θ, varam noformulçt nulles

un alternatîvo hipotçzi.

H0 : θ1 = θ2 = ... = θk,

H1 : ∃ i, j ∈ (1, k) : i 6= j, θi 6= θj.

Ja nij ir novçrotais gadîjumu skaits ar i-to vçrtîbu j-tajâ izlasç, bet Eij = npij0 ir ðî

lieluma sagaidâmâ vçrtîba, tad testa statistika pierakstâma formâ

X2 =
r∑
i=1

k∑
j=1

n2
ij

Eij
−N. (7.1)

Teorçma 15. Ir spçkâ

X2 d−→
H0

χ2
(r−1)(k−1). (7.2)
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Lai iegûtie rezultâti bûtu labi, nepiecieðams, lai sagaidâmie bieþumi nebûtu pârâk

mazi. Ja brîvîbas pakâpju skaits ir lielâks par 1, tad ieteicams, ka ne vairâk kâ 20% no

visiem Eij < 5, kâ arî nevienam sagaidâmajam bieþumam nevajadzçtu bût mazâkam par

1.

7.2. Kruskala - Vallisa rangu dispersijas analîze

Kruskala - Vallisa tests ir ïoti noderîga metode, ar kuras palîdzîbu noteikt, vai vairâ-

kas izlases nâk no vienas un tâs paðas populâcijas vai arî no identiskâm populâcijâm ar

vienâdâm mediânâm, tas ir, lai pârbaudîtu nulles hipotçzi

H0 : θ1 = θ2 = ... = θk.

pret alternatîvo

H1 : ∃ i, j ∈ (1, k) : i 6= j, θi 6= θj

Lai ðo testu pielietotu, datiem jâbût uzdotiem vismaz ordinâlâ formâ, kâ arî visiem

novçrojumiem X1, ..., XN jâbût iid. Metodes pamatâ ir datu aizstâðana ar rangiem. Tiek

òemti pilnîgi visi novçrojumi kopâ, un katram tiek pieðíirta atbilstoða ranga vçrtîba. Tâ-

lâk tiek aprçíinâtas rangu summas katrai izlasei, un tad no tâm tiek noteiktas izlaðu

vidçjâs rangu vçrtîbas. Ja izlases ir no vienâdâm populâcijâm, tad arî to vidçjâm ran-

gu vçrtîbâm bûtu jâbût vienâdâm, taèu pretçjâ gadîjumâ tâm bûtu jâuzrâda bûtiskas

atðíirîbas.

Definîcija 22. Kruskala - Vallisa testa statistika aprçíinâma pçc formulas

KW =
12

N(N + 1)

k∑
j=1

nj(Rj −R)2, (7.3)

kur nj ir novçrojumu skaits j-tajâ izlasç, Rj ir rangu summa j-tajâ izlasç un R = N+1
2

ir

vidçjâ ranga vçrtîba, òemot visus datus kopâ.

Gadîjumâ, ja vairâkâm vçrtîbâm jâpieðíir vienâdi rangi, statistikas vçrtîbu iespçjams

uzlabot, izdalot vienâdojumâ (7.3) iegûto statistiku ar

1−
∑g

i=1(t3i − ti)
N3 −N

, (7.4)
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kur g ir daþâdo grupu skaits ar vienâdiem rangiem un ti ir vienâdo rangu skaits i-tajâ

grupâ. Ðî uzlabojuma mçríis ir palielinât statistikas KW vçrtîbu, tâdçjâdi padarot re-

zultâtu bûtiskâku. Ja ir neliels skaits grupu ar vienâdiem rangiem, tad uzlabojums arî

bûs pavisam neliels, bet pie liela vienâdu rangu skaita uzlabotâ statistikas vçrtîba jûtami

atðíirsies.

Teorçma 16. Statistika KW konverìç uz hî - kvadrâta sadalîjumu ar k − 1 brîvîbas

pakâpçm, kad H0 ir spçkâ

KW
d−→
H0

χ2
k−1. (7.5)

Piezîme 17. Grâmatâ [14] ir apgalvots, ka aproksimâcija ar χ2
k−1 ir laba, ja visi nj ≥ 6

un k ≥ 3. Visos gadîjumos pastâv cieða saikne starp ðiem lielumiem un novçrtçjuma

precizitâti.

Salîdzinot ar parametrisko F testu, Kruskala - Vallisa testa efektivitâte asimptotiski

tiecas uz 95, 5% gadîjumos, kad ir korekti pielietot arî F testu, tâpçc to var uzskatît par ïoti

labu alternatîvu parametriskajai metodei. Turklât Kruskala - Vallisa testa efektivitâtei ir

spçkâ 4.3. nodaïâ aprakstîtâs Vilkoksona testa efektivitâtes îpaðîbas,par kurâm smalkâks

izklâsts atrodams grâmatâ [11].

7.3. Dþonkhîra - Terpsta tests

Kruskala - Vallisa testâ tiek pârbaudîta nulles hipotçze, ka k izlases ir ar vienâdâm

mediânâm, pret alternatîvo hipotçzi, ka viena vai vairâkas izlaðu mediânas atðíiras no

citâm. Ja ir nepiecieðams pârbaudît konkrçtâku alternatîvo hipotçzi, tas ir, ka izlaðu

mediânas ieòem kâdu noteiktu skaitlisku secîbu, nevis vienkârði atðíiras, tad ir jâpielieto

Dþonkhîra - Terpsta tests. Ðâdâ gadîjumâ Kruskala - Vallisa testa alternatîvâ hipotçze ir

derîga, taèu pârâk vispârçja.

Doti X1, ...XN iid gadîjuma lielumi, kas iedalîti k neatkarîgâs izlasçs.

H0 : θ1 = θ2 = ... = θk

H1 : θ1 < θ2 < ... < θk

Definîcija 23. Par Mana - Vitneja skaitu sauc statistiku

Uij =

ni∑
h=1

�(Xhi, j), (7.6)
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kur �(Xhi, j) ir gadîjumu skaits, kad novçrojums Xhi ir mazâks par novçrojumu izlasç j,

kad i < j.

Definîcija 24. Par Dþonkhîra - Terpsta testa statistiku J sauc visu iespçjamo Mana -

Vitneja skaitu summu

J =
k∑
i<j

Uij =
k∑
i=1

−1
k∑

j=i+1

Uij. (7.7)

Teorçma 18. Kad N →∞, tad ir spçkâ

J
d−→
H0

N(µJ , σ
2
J), (7.8)

kur

µJ =
N2 −

∑k
j=1 n

2
j

4

σ2
J =

1

72

[
N2(2N + 3)−

k∑
j=1

n2
j(2nj + 3)

]
.

Dþonkhîra - Terpsta testa asimptotiskâ efektivitâte ir 95.5%, salîdzinot ar atbilstoðo

parametrisko testu, taèu tâ ir aptuveni vienâda ar Kruskala - Vallisa testa efektivitâti.

8. Praktiskâ daïa

8.1. Piemçri

Latvijas Valsts meþzinâtnes institûts \Silava" nodarbojas ar daþâdu apstâkïu ietek-

mes uz koku parametriem pçtîðanu. Ðim nolûkam visâ Latvijâ ir ierîkoti eksperimentâli

stâdîjumi, kuros regulâri tiek veikti daþâdi mçrîjumi. Ievâcamie dati var atðíirties atkarî-

bâ no aktuâlâ pçtîjuma, taèu pilnvçrtîgai analîzei tiek ievâkta pçc iespçjas visa pieejamâ

informâcija. Kad dati ir ievâkti, tie tiek apkopoti un tiek veiktas atbilstoðas analîzes,

kuru rezultâti tiek publicçti daþâdos zinâtniskos izdevumos vai projektu ietvaros.

Koku pazîmes var tikt novçrtçtas daþâdos veidos. Piemçram, augstums un stumbru

diametrs ir uzdots ar intervâla skalas datiem, zaru skaits vai skujbires novçrtçjums (skalâ

no 1 lîdz 5) ir uzdots ar ordinâliem datiem, bet kâdas îpaðîbas esamîbu vai neesamîbu var

apzîmçt ar vçrtîbâm 0 un 1.
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Piemçrs 1

Tiek aplûkota prieþu plantâcija, kurâ aug vienâ laikâ stâdîti koki. Viena no koku

kvalitatîvajâm pazîmçm ir augusta dzinumu raðanâs, kas var bûtiski ietekmçt stumbra

kvalitâti. Ir dati par augusta dzinumu esamîbu 2009. un 2010. gadâ, un ir nepiecieðams

noskaidrot, vai starp ðiem gadiem atðíiras koku daudzums ar augusta dzinumiem. Tâ

kâ dati var pieòemt tikai vçrtîbas 0 vai 1 un abas izlases ir atkarîgas, tad pârbaudei

var izmantot Maknemâra izmaiòu testu. Ar datorprogrammu SPSS 15.0 veiktie aprçíini

parâdîja, ka p = 0.0012, lîdz ar to jânoraida hipotçze par augusta dzinumu daudzumu

vienâdîbu 2009. un 2010. gadâ.

Piemçrs 2

Aplûkosim to paðu plantâciju. Vairâkus gadus pçc kârtas visiem kokiem ir nomçrîts

augstums. Nepiecieðams noteikt, vai pieaugums, kas izveidojies 2009. gadâ bûtiski at-

ðíiras no pieauguma 2010. gadâ. Abi mçrîjumi ir savstarpçji atkarîgi un dati ir uzdoti

nominâlas skalas veidâ, lîdz ar to varam pielietot zîmju testu, Vilkoksona rangu zîmju

testu, kâ arî parametrisko t-testu. Ar datorprogrammu SPSS 15.0 veiktie aprçíini parâ-

dîja, ka p = 0.0047, lîdz ar to visi trîs testi noraida nulles hipotçzi par abu izlaðu vidçjo

vçrtîbu vienâdîbu.

Piemçrs 3

Iepriekð noskaidrojâm, ka augusta dzinumu daudzums pa gadiem atðíiras vienâ plan-

tâcijâ, taèu vajadzçtu noskaidrot, vai tas atðíiras arî vienâ gadâ divâs ìeogrâfiski attâlâs

plantâcijâs. Salîdzinâsim datus no Ogres un Smiltenes plantâcijâm. Ðajâ gadîjumâ izlases

ir neatkarîgas, lîdz ar to jâpielieto vai nu Fiðera, vai hî - kvadrâta tests, taèu tâ kâ izlaðu

apjomi ir ïoti lieli, tad jâlieto tieði hî - kvadrâta tests. Ar programmu R aprçíinâts, ka

testa statistikai p = 0.00008, lîdz ar to jânoraida hipotçze, ka abâs plantâcijas augusta

dzinumu daudzums ir vienâds.

Piemçrs 4

Zaru skaits augstâkajâ mieturî arî ir bûtiska koku kvalitatîvâ pazîme, kas pieòem

diskrçtas vçrtîbas. Lai pârbaudîtu, vai abâs plantâcijas zaru skaiti ir vienâdi, var pielietot

vai nu Mana - Vitneja, vai Kolmogorova - Smirnova testu. Veicot abos ðos testus ar
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SPSS, tika iegûts p = 0.0051, lîdz ar to nulles hipotçze jânoraida un nevar apgalvot, ka

abâs plantâcijâs zaru skaiti ir vienâdi. Salîdzinâjumam tika veikts arî t-tests, kas uzrâdîja

aptuveni tâdu paðu rezultâtu.

Piemçrs 5

Ogres plantâcijâ stâdîjums ir ierîkots vienas un tâs paðas koku ìimenes stâdot 4 blakus

esoðos laukos. Lai noteiktu, vai arî tik nelielas ìeogrâfiskâ novietojuma atðíirîbas var

bûtiski ietekmçt koku skujbiri, jâveic vai nu Kruskala - Vallisa tests, vai arî parametriskâ

vienfaktora dispersiju analîze. Tâ kâ skujbire ir novçrtçta ballçs no 1 lîdz 5, tad skaidrs,

ka priekðroka tiek dota neparametriskajam testam. Ar Kruskala - Vallisa testu iegûts, ka

p = 0.054, kas liedz noraidît H0 pie bûtiskuma lîmeòa α = 0.05, savukârt ar ANOVA

iegûts p = 0.039. Tâtad rezultâti ir nepârliecinoði. Lai pârbaudîtu, cik korekti ir pielietot

ANOVA, veiksim datu normalitâtes un dispersijas homogenitâtes pârbaudi. Ar Levena

testu iegûts, ka dispersijas nav homogçnas, savukârt ar Ðapiro - Vilka un Kolmogorova -

Smirnova testu ar Lilifora korekciju iegûts, ka dati neatbilst normâlajam sadalîjumam, lîdz

ar to varam secinât, ka Kruskala - Vallisa tests ðajâ gadîjumâ sniedz labâkus rezultâtus.

8.2. Simulâcijas

Lai pârbaudîtu pirmâ un otrâ veida kïûdas pieïauðanas varbûtîbas, tika veiktas simu-

lâcijas programmâ R. Divu neatkarîgu izlaðu gadîjumâ tika salîdzinâts t-tests un Mana -

Vitneja U tests. Pârbaudei tika izvçlçti 4 daþâdi datu sadalîjumi - normâlais, lognormâ-

lais, Koðî un dubulteksponenciâlais (saukts arî par Laplasa sadalîjumu).

Divu izlaðu gadîjumâ tika ìenerçtas divas izlases ar vienâdiem sadalîjumiem. Pirmâ

veida kïûdas pârbaudei abâm izlasçm tika izvçlçti vienâdi parametri, piemçram, N(0, 1),

taèu otrâ veida kïûdas pârbaudei katrai izlasei bija atðíirîgi parametri. Parametru atðíi-

rîbas attçlotas 5. tabulâ.

Vairâku izlaðu gadîjumâ tika ìenerçtas 5 izlases ar vienâdiem sadalîjumiem, kur pirmâ

veida kïûdas pârbaudei visâm izlasçm bija vienâdi sadalîjuma parametri, savukârt otrâ

veida kïûdas pârbaudei vienai izlasei parametri atðíîrâs no pârçjo izlaðu parametriem tieði

tâda paðâ veidâ, kâ attçlots 5. tabulâ.

Lai pçtîtu testu uzvedîbu gadîjumos, kad daïa datu ir izteikti neiederîgi, salîdzinot

ar kopçjo datu sadalîjumi, tika veikta tâ sauktâ datu piesâròoðana. Ðim nolûkam tika
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5. tabula Izlaðu sadalîjumi un to parametri

viena izlase otra izlase

N(0, 1) N(1, 1)

ln(0, 1) ln(1, 1)

K(0, 1) K(1, 1)

Dexp(0, 10) Dexp(1, 10)

izmantota programmâ R iebûvçtâ funkcija \contaminate". Ðîs procedûras bûtîba ir ar

iepriekð noteiktu varbûtîbas lîmeni aizstât elementu gadîjuma izlasç ar no ðî elementa

atkarîgu funkciju. Ðajâ darbâ tika izmantots aizstâðanas varbûtîbas lîmenis ε = 0.05 un

elements x tika aizstâts ar f(x) = x ∗ 10. Tika aplûkotas gan situâcijas, kad piesâròotu

datu nav, gan situâcijas, kad piesâròotie dati ir tikai vienâ izlasç, gan arî situâcijas, kad

tâdi ir visâs izlasçs.

Pielikumâ atrodamajâs tabulâs dati ir izteikti kâ nepareizi noraidîto pareizo nulles

hipotçþu apjoms pret veikto testu daudzumu pirmâ veida kïûdai, savukârt otrâ veida

kïûdas vietâ izteikta testu jauda, kas aprçíinâta kâ pareizi noraidîto nepareizu nulles

hipotçþu apjoms pret veikto testu daudzumu. Piesâròotie dati apzîmçti kâ outliers.

Pirmâ veida kïûdas pârbaudei tika salîdzinâtas izlases ar vienâdâm vidçjâm vçrtîbâm

un novçrtçta varbûtîba noraidît pareizu H0. Ðim nolûkam tika aplûkotas izlases ar apjo-

miem N = (5, 10, 25, 30, 50, 100). Katram gadîjumam simulâcijas atkârtotas 1000 reiþu

un tâm iegûts nepareizi noraidîto hipotçþu skaits. Tabulâs redzams, ka abu testu pirmâ

veida kïûdas varbûtîbas visiem sadalîjumiem ir ïoti lîdzîgas, lielâkoties tâs atbilst bûtis-

kuma lîmenim α = 0.05. Koðî sadalîjumam t-tests uzrâda krietni labâkus rezultâtus,

taèu interesanta tendence parâdâs lognormâlajam sadalîjumam gadîjumâ, kad daïa datu

ir izteikti neiederîgi (outliers). Ðajâ situâcijâ redzams, ka pirmâ veida kïûdas varbûtîba

konverìç uz 1, kad izlaðu apjoms N →∞, taèu Mana - Vitneja testam ðî konverìence ir

krietni lçnâka, kas liecina par testa robustîbu. Vçl zîmîgi, ka normâli sadalîtiem datiem

neparametriskais tests uzrâda labâkus rezultâtus pie ïoti mazâm izlasçm.

Otrâ veida kïûdas pieïauðanas varbûtîbas β vietâ aplûkota testu jauda 1−β. Simulçtas

tâdas paðas situâcijas kâ pirmâ veida kïûdas gadîjumâ, taèu ðoreiz izlases ìenerçtas ar
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atðíirîgiem sadalîjumu parametriem. Visos gadîjumos

1− β →
N→∞

1,

taèu ðî konverìence atðíiras gan starp testiem, gan starp sadalîjumiem. Normâlajam un

lognormâlajam sadalîjumam mazliet labâkus rezultâtus uzrâda t-tests, taèu visos pârçjos

gadîjumos Mana - Vitneja tests ir jaudîgâks. Izteikti neiederîgu datu ievieðana t-teta

rezultâtus padara vçl sliktâkus, turklât Koðî sadalîjumam tâ jauda ir izteikti slikta. Du-

bulteksponenciâlajam sadalîjumam ar izteikti neiederîgiem datiem abi testa uzrâda sliktus

rezultâtus, taèu arî ðeit neparametriskais tests ir labâks.

Lai salîdzinâtu parametrisko vienfaktora dispersiju analîzi (ANOVA) ar neparamet-

risko Kruskala - Vallisa, veiktas lîdzîgas simulâcijas kâ divu izlaðu gadîjumâ. Ìenerçtas 5

neatkarîgas izlases ar kopçjo apjomu N = (25, 50, 100, 250, 500, 1000, 2000, 5000). Izvçlçti

3 datu sadalîjumi - normâlais, Koðî un dubulteksponenciâlais. Aplûkotas situâcijas, kad

dati ir bez îpaði neiederîgiem, kâ arî situâcijas, kad îpaði neiederîgi dati ir, turklât vienâ

variantâ tie ir vienmçrîgi sadalîti starp visâm izlasçm, bet otrâ tie ir tikai vienâ izlasç.

Pielikumâ atrodamajâs tabulâs redzams, ka kopumâ abiem testiem pirmâ veida kïû-

das pieïauðanas varbûtîba ir ïoti lîdzvçrtîga. Daþos gadîjumos tâ mazliet labâka vienam

testam, daþos otram, taèu kopumâ mazliet labâka tendence ir t-testam. Kïûdas pieïauða-

nas varbûtîba ïoti reti pârsniedz bûtiskuma lîmeni α = 0.05, vienîgi gadîjumâ, kad vienâ

izlasç ir izteikti neiederîgi dati, ANOVA kïûda krietni pieaug pie lieliem izlaðu apjomiem.

Testu jaudas normâli sadalîtiem datiem ïoti strauji sasniedz 1, turklât redzams, ka

izpildâs teorija, ka Kruskala - Vallisa testa jauda ir nedaudz vâjâka, izòemot gadîjumus,

kad ir izteikti neiederîgi dati. Koðî sadalîjumam ANOVA jauda ir tik vâja, ka var apgalvot,

ka tests nedarbojas, savukârt Kruskala - Vallisa testam jauda palielinâs pie lielâm izlasçm,

turklât tâ konverìç uz 1. Dubulteksponenciâlajam sadalîjumam abi testi uzrâda ïoti

sliktus rezultâtus. Lai arî abiem testiem jauda

1− β →
N→∞

1,

tas notiek ïoti lçnâm. Mazliet straujâka konverìence piemît Kruskala - Vallisa testam.
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Secinâjumi

Darbâ aplûkoti daþâdi neparametriski testi, kas piemçroti atðíirîgu situâciju analîzçm.

Tika aplûkoti vieni no populârâkajiem un plaðâk pielietotajiem neparametriskajiem tes-

tiem, kas jâlieto gadîjumos, kad datu struktûra ir nepiemçrota vai arî neizpildâs paramet-

risko testu nosacîjumi. Lielâkâ daïa aplûkoto testu pieejami populârâkajâs statistiskajâs

datorprogrammâs, piemçram, SPSS, R, SAS.

Darba mçríis bija analizçt piemçrotâkâs metodes izvçli datu pçtîðanai konkrçtâ si-

tuâcijâ, kâ arî izprast atðíirîbu starp parametriskâm un neparametriskâm metodçm. Kâ

galvenie novçrtçjumi testu kvalitâtei darbâ apskatîtas pirmâ un otrâ veida kïûdas, kâ arî

testu Pitmana asimptotiskâ efektivitâte.

Praktiskajâ daïâ ir parâdîti piemçri, kur ikdienâ tiek pielietota hipotçþu pârbaude ar

neparametriskajiem testiem. testi veikti programmâs R un SPSS. Tieði saskare ar pielie-

tojumu praksç mudinâja mani veikt padziïinâtu analîzi par neparametriskajiem testiem,

lai ikdienâ veiktâs analîzes bûtu korektas un pamatotas.

Ar datu simulâcijâm parâdîts, ka patieðâm neparametriskie testi testi var uzrâdît

gandrîz vienlîdz labus vai atseviðíos gadîjumos pat labâkus rezultâtus nekâ parametriskie

testi. Apstiprinâjâs teorçtiskais pieòçmums, ka neparametriskie testi daudzos gadîjumos

ir labâki mazâm izlasçm un datiem, kuros ir daþi izteikti neiederîgi dati, kâ arî tas, ka

daþiem sadalîjumiem parametriskâs metodes strâdâ ïoti slikti.

Tâ kâ darbâ aplûkotie testi pârsvarâ ir domâti izlaðu vidçjo vçrtîbu salîdzinâðanai,

tad bûtu noderîgi padziïinâti aplûkot arî ticamîbas intervâlu konstruçðanu un statistiku

bûtiskuma novçrtçðanu, piemçram, ar Monte Karlo simulâcijâm vai butstrapa metodçm.

Darbâ aprakstîta tikai Pitmana asimptotiskâ efektivitâte, taèu ir aprçíinâmas arî cita

veida efektivitâtes.
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1. Pielikums

1.1. Simulâciju ceïâ iegûtie rezultâti

6. tabula Divas neatkarîgas izlases, pirmâ veida kïûda
N t-tests U tests t-tests U tests t-tests U tests t-tests U tests

bez outliers N(0, 1) ln(0, 1) K(0, 1) Dexp(0, 10)

5 0.047 0.032 0.043 0.032 0.014 0.031 0.032 0.030

10 0.049 0.042 0.050 0.044 0.018 0.042 0.045 0.045

25 0.047 0.044 0.049 0.048 0.020 0.053 0.048 0.051

30 0.051 0.053 0.053 0.051 0.019 0.047 0.052 0.050

50 0.051 0.052 0.051 0.050 0.021 0.054 0.050 0.050

100 0.052 0.053 0.052 0.052 0.020 0.047 0.047 0.049

1000 0.051 0.052 0.048 0.048 0.023 0.051 0.053 0.054

abâs outliers

5 0.009 0.037 0.001 0.005 0.005 0.036 0.005 0.030

10 0.008 0.036 0.003 0.024 0.012 0.046 0.014 0.034

25 0.028 0.060 0.004 0.031 0.014 0.049 0.019 0.042

30 0.029 0.042 0.003 0.029 0.023 0.053 0.023 0.042

50 0.039 0.052 0.007 0.052 0.024 0.048 0.033 0.055

100 0.035 0.046 0.005 0.040 0.022 0.050 0.026 0.042

1000 0.041 0.038 0.014 0.036 0.022 0.053 0.055 0.045

vienâ outliers

5 0.010 0.023 0.008 0.045 0.005 0.030 0.009 0.024

10 0.024 0.046 0.012 0.039 0.012 0.045 0.017 0.032

25 0.023 0.051 0.033 0.056 0.017 0.040 0.017 0.052

30 0.026 0.054 0.050 0.060 0.023 0.046 0.036 0.052

50 0.039 0.057 0.068 0.054 0.014 0.052 0.027 0.037

100 0.049 0.042 0.13 0.079 0.016 0.055 0.032 0.053

1000 0.059 0.061 0.98 0.377 0.018 0.053 0.040 0.037
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7. tabula Divas neatkarîgas izlases, testu jauda
N t-tests U tests t-tests U tests t-tests U tests t-tests U tests

bez outliers N(0, 1) ln(0, 1) K(0, 1) Dexp(0, 10)

5 0.265 0.201 0.250 0.198 0.055 0.096 0.178 0.139

10 0.553 0.512 0.559 0.514 0.062 0.182 0.360 0.399

25 0.935 0.922 0.931 0.920 0.077 0.428 0.697 0.805

30 0.969 0.963 0.967 0.958 0.074 0.503 0.765 0.870

50 0.999 0.998 0.999 0.998 0.074 0.737 0.935 0.980

100 1 0.999 1 1 0.077 0.954 0.998 1

1000 1 1 1 1 0.082 1 1 1

abâs outliers

5 0.021 0.161 0.013 0.065 0.011 0.079 0.009 0.026

10 0.134 0.446 0.093 0.372 0.035 0.164 0.010 0.038

25 0.468 0.890 0.283 0.885 0.067 0.418 0.023 0.060

30 0.568 0.939 0.352 0.929 0.073 0.487 0.039 0.057

50 0.769 0.995 0.621 0.996 0.080 0.750 0.045 0.075

100 0.970 1 0.864 1 0.076 0.957 0.049 0.103

1000 1 1 1 1 0.089 1 0.178 0.496

vienâ outliers

5 0.058 0.243 0.047 0.292 0.021 0.111 0.012 0.031

10 0.221 0.541 0.193 0.576 0.051 0.199 0.032 0.052

25 0.727 0.941 0.629 0.960 0.099 0.482 0.018 0.056

30 0.800 0.966 0.705 0.973 0.057 0.523 0.037 0.057

50 0.973 1 0.874 1 0.088 0.742 0.045 0.084

100 0.999 1 0.981 1 0.095 0.959 0.058 0.092

1000 1 1 1 1 0.105 1 0.218 0.495

46



8. tabula Piecas neatkarîgas izlases, pirmâ veida kïûda
N F KW F KW F KW

bez outliers N(0, 1) K(0, 1) Dexp(0, 10)

25 0.040 0.022 0.025 0.035 0.047 0.044

50 0.042 0.043 0.024 0.042 0.034 0.032

100 0.055 0.047 0.015 0.044 0.052 0.056

250 0.043 0.044 0.018 0.043 0.048 0.057

500 0.046 0.038 0.015 0.047 0.037 0.031

1000 0.048 0.051 0.026 0.063 0.044 0.045

2000 0.043 0.050 0.016 0.063 0.047 0.045

5000 0.048 0.050 0.013 0.040 0.038 0.035

visâs outliers

25 0.023 0.030 0.036 0.030 0.026 0.036

50 0.024 0.044 0.027 0.036 0.018 0.057

100 0.025 0.041 0.015 0.063 0.030 0.042

250 0.032 0.045 0.012 0.044 0.040 0.052

500 0.034 0.047 0.012 0.035 0.034 0.047

1000 0.056 0.044 0.014 0.044 0.047 0.045

2000 0.049 0.050 0.020 0.042 0.050 0.051

5000 0.041 0.044 0.015 0.040 0.044 0.050

vienâ outliers

25 0.027 0.036 0.020 0.038 0.028 0.033

50 0.035 0.045 0.022 0.053 0.040 0.049

100 0.038 0.036 0.018 0.054 0.038 0.048

250 0.051 0.047 0.022 0.060 0.049 0.048

500 0.073 0.063 0.015 0.046 0.065 0.053

1000 0.075 0.048 0.018 0.049 0.069 0.043

2000 0.065 0.034 0.019 0.051 0.078 0.062

5000 0.082 0.044 0.021 0.049 0.076 0.043
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9. tabula Piecas neatkarîgas izlases, testu jauda
N F KW F KW F KW

bez outliers N(0, 1) K(0, 1) Dexp(0, 10)

25 0.270 0.202 0.061 0.060 0.052 0.032

50 0.529 0.486 0.032 0.145 0.044 0.050

100 0.883 0.863 0.028 0.326 0.055 0.057

250 1 1 0.044 0.758 0.061 0.061

500 1 1 0.031 0.974 0.070 0.082

1000 1 1 0.029 1 0.098 0.115

2000 1 1 0.024 1 0.135 0.174

5000 1 1 0.027 1 0.316 0.464

visâs outliers

25 0.073 0.206 0.051 0.085 0.019 0.037

50 0.163 0.466 0.031 0.189 0.018 0.051

100 0.407 0.850 0.027 0.322 0.026 0.044

250 0.880 0.999 0.027 0.692 0.038 0.055

500 0.997 1 0.029 0.971 0.049 0.076

1000 1 1 0.026 1 0.063 0.096

2000 1 1 0.034 1 0.076 0.209

5000 1 1 0.028 1 0.133 0.460

vienâ outliers

25 0.139 0.240 0.051 0.088 0.030 0.026

50 0.413 0.508 0.041 0.192 0.036 0.041

100 0.819 0.867 0.047 0.374 0.042 0.065

250 0.977 1 0.041 0.784 0.069 0.069

500 1 1 0.046 0.978 0.107 0.078

1000 1 1 0.029 1 0.125 0.122

2000 1 1 0.038 1 0.164 0.181

5000 1 1 0.052 1 0.305 0.482
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1.2. Izveidoto programmu kods

## 2 neatkarigas izlases##

## normalais sadalijums#

N<-100

norm_t=0

norm_u=0

norm_kop=0

n_norm1<-c(1:10000)

n_norm2<-c(1:10000)

for (i in 1:10000)

{

norm1<-rnorm(N, 0,1)

norm2<-rnorm(N, 1,1)

p[i]<-t.test(norm1,norm2)$p.value

w[i]<-wilcox.test(norm1,norm2)$p.value

if (p[i]<0.05) {norm_t=norm_t+1}

if (w[i]<0.05) {norm_u=norm_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {norm_kop=norm_kop+1}

}

norm_t

norm_u

norm_kop

##lognormalais##

N<-100

lnorm_t=0

lnorm_u=0

lnorm_kop=0

n_lnorm1<-c(1:10000)

n_lnorm2<-c(1:10000)

for (i in 1:10000)

{

lnorm1<-rnorm(N, 0,1)

lnorm2<-rnorm(N, 1,1)

p[i]<-t.test(lnorm1,lnorm2)$p.value

w[i]<-wilcox.test(lnorm1,lnorm2)$p.value

if (p[i]<0.05) {lnorm_t=lnorm_t+1}

if (w[i]<0.05) {lnorm_u=lnorm_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {lnorm_kop=lnorm_kop+1}
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}

lnorm_t

lnorm_u

lnorm_kop

###

##koshii##

N<-1000

cauchy_t=0

cauchy_u=0

cauchy_kop=0

n_cauchy1<-c(1:10000)

n_cauchy2<-c(1:10000)

for (i in 1:10000)

{

cauchy1<-rcauchy(N, 0,1)

cauchy2<-rcauchy(N, 1,1)

p[i]<-t.test(cauchy1,cauchy2)$p.value

w[i]<-wilcox.test(cauchy1,cauchy2)$p.value

if (p[i]<0.05) {cauchy_t=cauchy_t+1}

if (w[i]<0.05) {cauchy_u=cauchy_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {cauchy_kop=cauchy_kop+1}

}

cauchy_t

cauchy_u

cauchy_kop

###

##laplasa dub exp##

N<-25

lap_t=0

lap_u=0

lap_kop=0

n_lap1<-c(1:10000)

n_lap2<-c(1:10000)

for (i in 1:10000)

{

lap1<-urlaplace(N, 0,10)

lap2<-urlaplace(N, 0,10)

p[i]<-t.test(lap1,lap2)$p.value

w[i]<-wilcox.test(lap1,lap2)$p.value
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if (p[i]<0.05) {lap_t=lap_t+1}

if (w[i]<0.05) {lap_u=lap_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {lap_kop=lap_kop+1}

}

lap_t

lap_u

lap_kop

###

library(simFrame)

png(filename="contaminate_%03d_med.png", width=480, height=480)

showClass("VirtualContControl")

##divas izlses, visaas izlases ir izlecçjdati##

## normalais#

N<-5

norm_t=0

norm_u=0

norm_kop=0

for (i in 1:1000)

{

foo<-generate(size=N, distribution=rnorm, dots=list(mean=1))

bar<-contaminate(foo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

boo<-generate(size=N, distribution=rnorm, dots=list(mean=0))

bor<-contaminate(boo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

p[i]<-t.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

w[i]<-wilcox.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

if (p[i]<0.05) {norm_t=norm_t+1}

if (w[i]<0.05) {norm_u=norm_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {norm_kop=norm_kop+1}

}

norm_t

norm_u

##lognormalais##

N<-1000

lnorm_t=0

lnorm_u=0

lnorm_kop=0

for (i in 1:1000)
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{

foo<-generate(size=N, distribution=rlnorm, dots=list(mean=1))

bar<-contaminate(foo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

boo<-generate(size=N, distribution=rlnorm, dots=list(mean=0))

bor<-contaminate(boo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

p[i]<-t.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

w[i]<-wilcox.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

if (p[i]<0.05) {lnorm_t=lnorm_t+1}

if (w[i]<0.05) {lnorm_u=lnorm_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {lnorm_kop=lnorm_kop+1}

}

lnorm_t

lnorm_u

##koshii##

N<-1000

cauchy_t=0

cauchy_u=0

cauchy_kop=0

for (i in 1:1000)

{

foo<-generate(size=N, distribution=rcauchy, dots=list(location=1))

bar<-contaminate(foo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

boo<-generate(size=N, distribution=rcauchy, dots=list(location=0))

bor<-contaminate(boo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

p[i]<-t.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

w[i]<-wilcox.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

if (p[i]<0.05) {cauchy_t=cauchy_t+1}

if (w[i]<0.05) {cauchy_u=cauchy_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {cauchy_kop=cauchy_kop+1}

}

cauchy_t

cauchy_u

##laplasa dub exp##

N<-5000

lap_t=0
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lap_u=0

lap_kop=0

for (i in 1:1000)

{

foo<-generate(size=N, distribution=urlaplace, dots=list(location=1, scale=10))

bar<-contaminate(foo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

boo<-generate(size=N, distribution=urlaplace, dots=list(location=0, scale=10))

bor<-contaminate(boo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

p[i]<-t.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

w[i]<-wilcox.test(bar$V1,bor$V1)$p.value

if (p[i]<0.05) {lap_t=lap_t+1}

if (w[i]<0.05) {lap_u=lap_u+1}

if (p[i]<0.05 && w[i]<0.05) {lap_kop=lap_kop+1}

}

lap_t

lap_u

lap_kop

###

## 5 neatkarigas izlases##

##normalais##

N<-200

k<-4

Nn<-round(N/k)

Nn+N

Lk<-LETTERS[1:k]

Lkk<-LETTERS[k+1]

norm_aov<-0

norm_kw<-0

for (i in 1:1000){

a<-rnorm(N,0,1)

b<-rnorm(Nn,1,1)

d<-data.frame(x=c(a,b), fac=c(sample(Lk, N,

replace=TRUE),sample(Lkk, Nn, replace=TRUE)))

p[i]<-summary(aov(d$x~d$fac))[[1]][["Pr(>F)"]]

w[i]<-kruskal.test(d$x~d$fac)$p.value

if (p[i]<0.05) {norm_aov=norm_aov+1}

if (w[i]<0.05) {norm_kw=norm_kw+1}
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}

norm_aov

norm_kw

##koshii####

N<-1600

k<-4

Nn<-round(N/k)

Nn+N

Lk<-LETTERS[1:k]

Lkk<-LETTERS[k+1]

kos_aov<-0

kos_kw<-0

for (i in 1:1000){

a<-rcauchy(N,0,1)

b<-rcauchy(Nn,1,1)

d<-data.frame(x=c(a,b), fac=c(sample(Lk, N,

replace=TRUE),sample(Lkk, Nn, replace=TRUE)))

p[i]<-summary(aov(d$x~d$fac))[[1]][["Pr(>F)"]]

w[i]<-kruskal.test(d$x~d$fac)$p.value

if (p[i]<0.05) {kos_aov=kos_aov+1}

if (w[i]<0.05) {kos_kw=kos_kw+1}

}

kos_aov

kos_kw

##laplasa dub exp####

N<-4000

k<-4

Nn<-round(N/k)

Nn+N

Lk<-LETTERS[1:k]

Lkk<-LETTERS[k+1]

lap_aov<-0

lap_kw<-0

for (i in 1:1000){

a<-urlaplace(N,0,10)

b<-urlaplace(Nn,1,10)

d<-data.frame(x=c(a,b), fac=c(sample(Lk, N,

replace=TRUE),sample(Lkk, Nn, replace=TRUE)))

p[i]<-summary(aov(d$x~d$fac))[[1]][["Pr(>F)"]]

54



w[i]<-kruskal.test(d$x~d$fac)$p.value

if (p[i]<0.05) {lap_aov=lap_aov+1}

if (w[i]<0.05) {lap_kw=lap_kw+1}

}

lap_aov

lap_kw

##5 neatkarigas izlases, dati ar izleceejiem##

##cont##

N<-4000

k<-4

Nn<-round(N/k)

Nn+N

Lk<-LETTERS[1:k]

Lkk<-LETTERS[k+1]

norm_aov<-0

norm_kw<-0

for (i in 1:1000){

foo<-generate(size=N, distribution=urlaplace, dots=list(location=0, scale=10))

a<-contaminate(foo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

boo<-generate(size=Nn, distribution=urlaplace, dots=list(location=1, scale=10))

b<-contaminate(boo, "DARContControl", target= "V1",

epsilon=0.05, fun=function(x) x* 10)

d<-data.frame(x=c(foo$V1,b$V1), fac=c(sample(Lk, N,

replace=TRUE),sample(Lkk, Nn, replace=TRUE)))

p[i]<-summary(aov(d$x~d$fac))[[1]][["Pr(>F)"]]

w[i]<-kruskal.test(d$x~d$fac)$p.value

if (p[i]<0.05) {norm_aov=norm_aov+1}

if (w[i]<0.05) {norm_kw=norm_kw+1}

}

norm_aov

norm_kw
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