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Anotacija

Viens no uzdevumiem, kura kvantu datoriem ir prieksrocibas, salidzinot ar
klasiskiem datoriem, ir vaicasanas uzdevums. Saja uzdevuma ir dota zinama
funkcija f, nezinama bitu virkne z, un melna kaste, ar kuras palidzibu var pieklut
x bitiem. Merkis ir uzbuvet f(z) rekinasanas algoritmu, izmantojot mazu skaitu
melnas kastes vaicajumu .

Viens no modeliem tadu algoritmu konstruesanai ir bumbas meklesanas mo-
delis. Ar $o modeli ir iespejams iegut kvantu algoritmus ar zemu vaicajumu
skaitu daziem vaicasanas uzdevumiem.

Saja darba $1s modelis ir pielietots dazadam funkcijam f ar merki izveidot
algoritmus ar mazu vaicajumu skaitu. legutie risinajumi tiek salidzinati ar risi-
najumiem, kas izmanto citas kvantu metodes.

Atsleguardi: kvantu skaitloSana, vaicajumu algoritmi, vaicajumu sarezgitiba, bum-
bas meklesanas modelis



Abstract
Quantum algorithms using bomb testing

One of the problems in which quantum computers are better then classical
computers is black-box query problem. In this task we are given a known function
f, unknown bit string z and a black-box oracle to query bits of x. Our goal is
to compute f(x) using low number of black-box queries.

Quantum bomb testing is one of the models to construct these algorithms.
This model can be used to construct quantum algorithms that use small number
of black-box queries.

In this paper we apply this model to obtain low-query algorithms for several
f functions. We compare results with other quantum methods.

Keywords: quantum computing, query algorithms, query complexity, bomb-
testing model
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1 Definicijas un apzimejumi

Definicija 1.1. Par N-bitu virkni x sauksim kortezu x = (x1,2,...,TN), kur
x; € {0,1}. Vienkarsibas del rakstisim x = x125...2N

Definicija 1.2. Par N x M-bitu matricu A sauksim matricu ar N rindam un
M kollonam, kurai visi elementi ir 0 vai 1:

A A oo Alw
A A‘271 A.2’2 . AQ,M
Ani Ang ... Anwm

VZ,j : Ai,j S {0, 1}
Par A i-to rindu A; sauksim M -bitu virkni A;1A; 9...A; pr

Tapat, ka darba [2], definesim 1-bloku:

Definicija 1.3. Par N-bitu virknes x 1-bloku sauksim x apaksvirkni x;, i1, ...,
kurai izpildas:

e Vil <i<r — x;=1
e l=1,vaix;_1=0

e 1 =N, vai x,4; =0

[ un r sauksim par 1-bloka sakumu un beigam, r — [+ 1 - par bloka izmeru.

Definicija 1.4 (Leksikografiskais virknu salidzinajums). Pienemsim, ka x,y ir

divas N-bitu virknes. Sakam, ka x ir leksikografiski mazaka par y (rakstam

r<y), jaFi:1<i<N, kuram izpildasVj :1<j<i = x; =y; unx; <y;.
—(y < x) vieta rakstam x < y.



2 Ievads

Viens no interesantiem virzieniem musdienu datorzinatne ir kvantu datoru prieks-
roctbu noteiksana un potenciala izmantosana dazados skaitloSanas uzdevumos.
Ar lielu parliecibu var teikt, ka interesi Sai jomai piesaistija sadi algoritmi: Gro-
vera meklaSanas algoritms [5] un Sora algoritmi [8] skaitla sadaliSanai pirmreizi-
natajos un diskretas logaritmesanas problemai.

Grovera meklesanas algoritms dod iespeju meklet nesakartota saraksta (da-
tubaze) ar izmeru N, izmantojot ~ VN vaicajumus, kas ir labak par N vaica-
jumiem, kas ir vajadzigi klasiskiem algoritmiem. Savukart, Sora piedavatu al-
goritmu praktiska realizacija nozime to, ka kriptografiskas sistemas (RSA, DSA,
uz eliptiskam liknem balstitas kriptosistemas), kas izmanto hipotezi par skaitla
faktorizacijas un diskretas logaritmesanas problemas grutibu, vairs nav drosas.

Saja darba meés pielietosim bumbu meklesanas modeli, kas ir lidzigs Grovera
meklesanas algoritmam. Sis modelis potenciali dod kvadratisku orakula vaicaju-
mu skaitu samazinasanu dazos uzdevumos, salidzinot ar klasisku gadijumu.

2.1 Kvantu algoritmi

Iemesls, kapec kvantu datori varetu but labaki par klasiskiem datoriem ir kvantu
paralelisms (detalizetaku skaidrojumu kvantu skaitlosanai un kvantu paralelis-
mam var atrast vairakos darbos, piemeram darba [9]).

Kvantu paralelisma butiba ir Sada: kvantu sistemai ir NV bazes stavokli:

1),12),13), -, [NV)

N

Kvantu sistema var atrasties superpozicija no siem stavokliem |¥) = >~ i),
i=1

kur a; € C ir i-ta bazes stavokla amplituda stavoklim |U).

Papildus tiek prasits, ka > |a;]|? = 1, un reals lielums |a;]? > 0 tiek interpre-
tets ka varbutiba dabut bazes stavokli ¢, veicot kvantu stavokla merijumu pret
standartbazi [1), |2),]3), ..., |V). Saja gadijuma saka, ka sistema vienlaicigi atro-
das stavoklos |1),]2),]3), ..., |N) ar varbutibam |aq|?, |ao|?, ..., |an|?, attiecigi.

Tadel ka kvantu sistema ar n kubitiem var vienlaicigi atrasties kada no N =
2" bazes stavokliem, tad kvantu dators potenciali var vienlaicigi "operet” ar 2"
stavokliem. Lidz ar to, nav izslegta situacija, ka dazos uzdevumos kvantu datori
ir eksponenciali atraki par klasiskiem datoriem.

‘ 2

Grovera meklesanas algoritms

Kvantu paralelisma prieksrociba tika izmantota nestrukturetas meklesanas uz-
devuma, kura risinajums ir zinams ka Grovera meklesanas algoritms [5]. Saja
uzdevuma ir dots nesakartots saraksts (datubaze) ar N elementiem, kura vajag
atrast atzimetus elementus.

Funkcija f aprekina, vai elements ir atzimets:



. 0, ja i-tais elements nav atzimets
fli) =

1, ja i-tais elements ir atzimets

Ir dots orakuls O, (unitara transformacija), kas nomaina i-ta bazes stavokla
amplitiidu, ja elements ir atzimets: O,|i) = (—1)/@|:). Papildus, kvantu stavok-
lim ir atlauts pielietot patvaligas unitaras transformacijas U;, kas nav atkarigas
no f: Uo, Ul, UQ,

Darba [5] pamatrezultats ir, ka atzimetu saraksta elementu (ja tads ir) var
atrast ar O(v/N) vaicajumiem.

2.2 Vaicajumu sarezgitiba

Saja darba mes izmantosim sarezgitibas definicijas klasiskiem un kvantu algorit-
miem, par pamatu nemot darbu [7].

SkaitloSanas modela formulejums

Ir dota nezinama N-bitu virkne xq, s, ...,zy. Sai virknei ir iespejams pieklut
tikai izmantojot melnas kastes orakulu O, kas sanemot ieeja vaicata bita poziciju
1, izdod x;.

» Klasiskaja gadijuma var pienemt, ka ir pieeja "melnai” kastei: funkcijai

« Kvantu gadijuma var pienemt, ka ir pieeja orakulam - unitarai transforma-
cijai O,|i) = (—1)%[i), vai hdzigam orakulam O,|i,r) = |i,7 @ x;).

O, izmantosanu (f izsauksanu) sauksim par vaicajumu.

Papildus ir dota zinama funkcija f : {0, 1}V — F (funkcija, kas sanemot N-
bitu virkni z, izdot rezultatu no kopas FE). Loti biezi E = {0, 1}, tas ir, funkcija
atgriez tikai 1 bitu. Saja darba aplukosim ar1 funkcijas, kas izdod vairak par 1
bitu.

Ka piemers, f var but OR, AND, XOR, vai jebkada cita visur defineta fun-
kcija: f = OR(z1,x9,....,xn) =21 VX2 V... Vay

Uzdevuma merkis ir aprekinat f ar ierobezotu kludas varbutibu €, izmantojot
orakulu O, pec iespejas maz reizes: Yu € E : Prlalgoritms izdod u|f(z) = u] >
1—e

Piezime: parasti ierobezots € nozime, ka € < 1/3. Ja e < 1/2, to var uztaisit
patvaligi tuvu 0, atkartojot algoritmu A C' reizes (C' ir konstante), un izveloties
no visam atbildem visbiezak sastopamu. Vaicajumu skaits palielinas C' reizes,
bet konstante C' neietekme asimptotisku novertejumu vaicajumu skaitam.

Vaicajumu sarezgitiba klasiskiem algoritmiem

Jebkadu klasisku algoritmu, kas vaica x bitus, var aplukot ka lemumu koku, kas
karteja soli izvelas, kadu mainigu pavaicat (lemumu zara izvele), izmantojot sis-
temas stavokli - informaciju par jau pavaicatiem x bitiem un papildus informaciju
(nejausibas avots).



Atkariba no ta, vai algoritms izmanto nejausibas avotu, sis algoritms ir deter-
minets (D(f) = vaicajumu skaits labakajam iespejamam algoritmam 4, kas ir
vienads ar lielaku attalumu lidz koka lapai), vai varbutisks (R(f) = sagidamais
vaicajumu skaits cela lidz koka lapai).

Piemeram, attela 1 ir paradits determinets vaicajumu algoritms funkcijai f =
(x1 Axo) V (—z1 Az3). Atkariba no x; vertibas, tiek pavaicats un atgriezts zo vai
r3. ST funkcija ir atkariga no 3 x bitiem, bet f aprekinasanai pietiek pavaicat
tikai 2 no tiem.

1 0

Att. 1: Determinets vaicajumu algoritms funkcijai IF x; THEN x5 ELSE 23



Vaicajumu sarezgitiba kvantu algoritmiem

Kvantu algoritmu, kas izmanto orakulu O,, var aplukot ka secigu unitaru transfor-
maciju pielietosanu: Uy, O,, Uy, O,, Us, O,,
tu stavokla mertjums (skat. attelu 2). Saja gadijuma sarezgitiba ir O, izsaukumu
skaits k. Atskir divu veidu sarezgitibas: Qg(f), kur € = 0 un Qo(f), kur € ir

ierobezots.

oor, Og, U, pec kuram tiek veikts kvan-

O

0,

O

-
E,-' 0

Uy

Att. 2: Vispariga vaicajumu algoritma struktura

Saja darba meés piedavajam metodes, ka uzlabot Qs(f), izmantojot bumbas
meklesanas modela [1] prieksrocibas.

Us




3 Izmantotas metodes

Saja nodala aprakstisim metodes, kuras izmantosim, veidojot kvantu algoritmus
ar zemu vaicajumu skaitu.

3.1 Bumbas meklesanas modelis

Viens no perspektiviem modeliem kvantu algoritmu veidosanai ir bumbas mek-
lesanas modelis. Tas ir relativi nesen izgudrots modelis, kas pirmoreiz tika ap-
rakstits darba [1].

Bumbas meklesanas modela pamata ir idejas par objekta merijumiem bez
mijiedarbibas (angl.: interaction free measurements), kas tika izmantoti, lai iz-
veidot prata eksperimentu - Elitzura-Vaidmana bumbas testetaju [3].

St modela prieksrocibas ir salidzinamas ar Grovera algoritma prieksrocibam
(potencials kvadratiskais sarezgitibas uzlabojums dazam funkcijam f). Modelis
izmanto orakulu C'O,, kas ir Iidzigs orakulam O, Grovera meklesanas algoritma.

Stm modelim atbilstogais orakuls CO, (skat. attélu 4, izmantojam [1], shemu
5.1, idzigi [1] shemai 3.2) iedarbojas uz stavokli, kas satur:

o kontroles bitu ¢ - ar kura palidzibu kontrolejam, vai O, tiek izpildits
o ieraksta registrs r (tiek prasits, lai pirms izmantosanas tas saturetu 0)
e pozicijas registru 7 - tiek vaicats mainigais x;
e a - kas satures minejumu par x; vertibu.
Orakula CO, iedarbiba uz st stavokla ir:

COyle,r,i,a) = |e,r ® [c- (x; ® a)],i, a)

Uzreiz pec CO, pielietoSanas, registrs r tiek nomerits, un ja tiek nome-
rits stavoklis 1 (ja ¢ - (z; @ a)=1), tad algoritms beidz savu darbibu (notiek
"bumbas spradziens”).

_— o
— H——~A=bomb

— 2)

I=Es

.

B

Att. 3: Kvantu orakula C'O, shema



Bumbas meklesanas modelis lauj izmantot klasiskos vaicajumu algoritmus,
lai veidot kvantu algoritmus ar zemu vaicajumu skaitu. Sis modelis parveido
klasisko vaicajumu algoritmu AG, kas rekina f, uzminot karteja pavaicata bita
vertibu, par kvantu algoritmu. Tagad detalizetak aprakstisim, ko tas nozime:

Teorema 3.1 (Bumbu meklesanas algoritma konstrukcija, [1] teorema 8). Pie-
nemsim, ka f ir funkcija: f: D — E, kur D C {0,1}V.

Pienemsim, ka A ir klasiskais varbutisks vaicajumu algoritms, kas izrekina f(x)
ar ierobezotu kludas varbutibu un izdara ne vairak par T vaicajumiem.
Pienemsim, ka G ir varbutisks algoritms, kas katra soli, “zinot” A ieksejo stavokli
(zinot iepriekséjo pavaicatu bitu vertibas, un kartéja vaicata bita poziciju ind),
spej uzminet bita x;,q vertibu, katram x videji kludoties ne vairak par G reizem.
Sada gadijuma pastav kvantu algoritms, kas izrekina f ar ierobeZotu kludas var-
butibu un izdara O(VT - G) vaicajumus.

A un G tiks aplukoti kopa ka viens varbutisks vaicajumu algoritms AG, kas
vaica < T' no z bitiem, minot karteja pavaicata bita vertibu un izdarot videji ne
vairak par G kludam visam pielaujamam x vertibam.

Par funkcijas f vaicajumu sarezgitibu bumbas meklesanas modeli B( f) sauk-
sim mazaku iespejamu 7" - G algoritmam AG, kas rekina f.

Kas saja modelr butu "labs” (labaks par klasisku vaicajumu skaita zina) algo-
ritms AG? Vajag, lai augsejais novertejums videjam kludu skaitam G algoritma
G butu asimptotiski mazaks par A vaicajumu skaitu: G = o(T") (citadi var vien-
karsi pielietot algoritmu A). Protams, A vaicajumu skaits art nedrikst klut liels.

Mes pieradisim augsejus novertejumus bumbas meklesanas sarezgitibai B( f)
izveletam funkcijam f. Pieradisim So novertejumu, paradot algoritmu AG, kas
rekina f. Pielietojot [1] rezultatus, iegusim augsejus novertejumus kvantu vaica-
jumu sarezgitibai funkcijai f, izmantojot Qo(f) = O(B(f)).



3.2 OR funkcija bumbu meklesanas modeli

Lai paradit lasitajam, kapec bumbu meklesanas modela pielietosana varetu but
izdeviga, aplukosim ka piemeru f = OR(z1,xs,...,xy). Uzbuvesim algoritmu,
kas aprekina f, izmantojot < N vaicajumus, kludoties < 1 reizi.

1. Pec kartas pavaicajam z;, ¢ = 1,2,...N, minot ka x; = 0. Ja uzminejam
un z; = 0, turpinam vaicasanu nakamiem i. z; = 1 gadijuma atgriezam
atbildi true.

2. Atgriezam ka atbildi false.

Katrs x bits tiek vaicats ne vairak par vienu reizi, tapec T' < N. Pec pirmas
kludas algoritms beidz savu darbibu, tapec G < 1.

Pielietojot Sim algoritmam teoremu 3.1, iegustam kvantu vaicasanas algo-
ritmu (ar ierobezotu kludas varbutibu) ar vaicajumu sarezgitibu O(vT - G) =
O(VN-1) = O(VN).

Sis rezultats nav arkartigi parsteidzoss, jo darba [5] tika paradits algoritms,
kas (ar ierobezotu kliidu) ar O(v/N) vaicajumiem atrod i : z; = 1 (OR = 1),
vai pazino ka tada ¢ nav (OR = 0). Lidzigi, darba [6] tika paradits, ka jebkurs
kvantu algoritms, kas izmanto sada veida melnas kastes orakulus un aprekina
OR ar ierobezotu kludu, izmanto vismaz Q(v'N) vaicajumus.

Iespejamais ieguvums no sadas pieejas butu tads, ka ir iespejams izdomat
un aprakstit sarezgitakus kvantu algoritmus, izmantojot intuiciju par klasiskiem
algoritmiem A4 un "labiem” G minejumiem.



3.3 Bumbas meklesanas modela paplasinajums divu bitu
XOR funkcijai

Lai palielinat savas iespejas ar bumbas meklesanas modeli atrast efektivus kvan-
tu vaicasanas algoritmus, atlausim algoritmam .AG jauna veida vaicajumus ar
minesanu - papildus pie z; vaicasanas, atlaujam x; @ x; vaicajumus. Nosauksim
orakulu (skat. attelu 4), kas atlauj $adus vaicajumus par CO,.

Lidz ar to, algoritmam AG klust pieejami 4 veida vaicajumi:

 Pavaicat z;, minot ka x; = 0, vai z; = 1 (2 veidi)
 Pavaicat z; @ x;, minot ka z; & x; =0, vai x; ® z; = 1 (2 veidi)

Lidzigi, ka orakulam C'O,, jauniem vaicajumiem atbilstoSa orakula darbiba
uz stavokla, kas satur kontroles registru c, ieraksta registru r, pozicijas registrus
7, j un minéjuma registru a:

COyyle,r, i, j,a) = |c,r @ [c- (i ®z; ® a)],i,j,a)

Jaunajam orakulam prasam, lai pirms pielietosanas r butu 0. Uzreiz pec
pielietosanas algoritms beidz darbibu ("bumbas spradziens”), ja ¢- (x;®x;®a) =
1.

Lidzigi, ka [1] 5. lemma tika defineta bitu virkne #, definésim 2N + 2N2-bitu
virkni z, kas satures x, x kur katrs bits pamainits uz pretejo, katru XOR funkciju
no diviem x bitiem un katras XOR funkcijas no diviem x bitiem pretejo funkciju.

e Ty =X

o Tipn = Ty

* ToN4(i—1)-N+j = Ti D T

* ZToN4N24(i—1)N+j = (7 © x5)

visam 1 < 4,5 < N vertibam.
Piezime: var pamanit, ka mes "izskerdigi” definejam Z - jo virkne & satur

1. z; & x; = 0, kas nedod informaciju par x
2. x; © x; un z; ® x; duble viens otru
3. x; @ v; = 1 minejosie vaicajumi netiek izmantoti Saja darba

4. Saja darba tiek izmantota tikai (asimptotiski) maza dala no z; ® z;,i < j
vaicajumiem.

Darba autors tomer aizstaves Sadu z definiciju, jo punktu 1.,2.,3. optimiza-
cija samazina & izmeru tikai ~ 4 reizes. Punktu 1. un 2. optimizacija palielina
definicijas sarezgitibu, punktu 3. un 4. optimizacija samazina simetriju un ie-
spejamus nakamus modela paplasinajuma lietojumus.

10
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Att. 4: Kontroleta kvantu orakula C'O,, shema

Vel viens iemesls, kadel So konstrukciju varetu uzskatit par neefektivu, ir tas,
ka jaunieviestas virknes izmers palielinajas no 2N = O(N) Iidz 2N + 2N? =
O(N?) bitiem. Tomer, £ konstrukcija tikai &~ 2 reizes palielina izmantoto ku-
bitu skaitu kontroleta orakula shema, un [1] algoritma 8. novertejumos netiek
izmantots paplasimatas bitu virknes ¥ garums.

leviesot C'O,, var pienemt, ka katrs CO,, vaicajums "maksa” tikpat daudz,
cik 2 CO, vaicajumi (lidzigi ar kludu), bet tadel ka 7" un G tiek noverteti asim-
ptotiski, konstantei 2 nav ietekmes uz algoritma vaicajumu skaitu.

Saja darba paplasinatais vaicajumu “komplekts” ar XOR-vaicajumiem tiks
pielietots tikai dazos uzdevumos, tadel ka darba autoram nav stingru pieradijumu
par orakulu O,,, CO,, iespejamu impelementaciju.

11



3.4 Citas kvantu skait]loSanas metodes

Definicija 3.1. Par Bula formulu F' = F(x1,xy,..xy) izmera S sauksim Bula
izteiksmi, kas ir atkariga no Bula mainigajiem, un kura sastav tikai no NOT,
OR, AND logiskiem elementiem un sakotnejiem mainigajiem.
Formula prasam, lai katra starpizteksme, kas atkariga no xy,xs,...xn tiktu
aprekinata katru reizi, kad ta ir nepieciesama talakiem aprekiniem.
N
Par formulas izmeru sauksim lielumu: S = > used(i), kur used(i) parada,

=1
cik reizes mainigais x; ir sastopams saja formula.

Piemers: Bula funkciju (IF z; THEN 25 ELSE x3) var aprekinat, izmantojot
formulu (1 A z3) V (mx1 A x3). Formulas izmers: used(1) + used(2) + used(3) =
2+1+1=4.

Teorema 3.2 (Kvantu algoritms formulas rekinasanai, [4] teorema 1). Ja F(z1, 2o, ..

ir Bula formula ar izmeru S, tad pastav kvantu algoritms, kas aprekina F', iz-
mantojot O(\/'S) vaicajumus.

Teorema 3.3 (Grovera meklesanas algoritms, [5]). Pienemsim, ka f ir funkcija:
f:A{L2,.. N} —={0,1}, un f(i) = 1 K daZadiem i (K var but nezinams). Tada
gadijuma pastav kvantu algoritms, kas atrod i : f(i) = 1 ar ierobeZotu kludas
varbutibu, izmantojot O(4/ %) f vaicajumus pie K > 1, vai ar ierobeZotu kludu

pazino, ka tads i nepastav pie K = 0.

12
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4 Vaicajumu algoritmi bitu virknem

Saja nodala aprakstisim klasiskus vaicasanas algoritmus dazadam funkcijam f,
kurus ar teoremas 3.1 palidzibu parveidosim par bumbas meklesanas algorit-
miem.

4.1 Perioda parbaude
Formulejums

Ir dota N-bitu virkne z. Vajag parbaudit, vai ta ir periodiska ar periodu K
(K <N).

Formalak: vai visiem 7 : 1 <¢ < N — K izpildas x; = ;1 k.

Autors grib uzsvert, ka sis uzdevums nav saistits ar lidzigu perioda atrasanas
uzdevumu, kas tiek izmantots Sora algortima [8] tadel, ka netick prasits, ka
Ti F# Tigp, kur p < K.

Risinajums
Sakuma paradisim algoritmu, ka pavaicat pirmos K bitus. Algoritms 1:

1. Pec kartas vaicajam x;, 1 = 1,2, ..., K, minot ka x; = 1.

2. Atgriezam visus pavaicatus bitus: x1,za, ..., Tx

Izmantojot algoritma 1 pavaicatos mainigus, vaicasim atlikusus mainigus.
Algoritms 2:

1. Pec kartas vaicajam visus atlikusos x; (i = K + 1, K 4+ 2, ..., N), minot ka
x; = vk (T,_k jau tika pavaicats).
Ja x; = x;_g, turpinam vaicasanu nakamiem i. Ja x; # z;_g, atgriezam

atbildi false

2. Jaizgajam visiem ¢ no K +1 Iidz N un nekur nekludijamies, tad atgriezam
atbildi true.

Tagad apvienosim Sos algoritmus: pielietojosim teoremu 3.1 algoritmiem 1
un 2 dabusim kvantu algoritmus 1’ un 2’.

Nomerisim algoritma 17 atbildi. Izmantosim So atbildi algoritmam 2’.

Piezime: algoritmu 1 vareja aizvietot sadi: pec kartas ¢ = 1,2,..., K pie-
lietojam orakulu uz stavokla |i), nomeram un ieglistam z;, kurus izmantojam
algoritmam 2.
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Analize

Algoritms 1: 77, Gy < K (tiek pavaicati pirmie K mainigie, sliktakaja gadijuma
nokludamies K reizes, ja tie visi bija 0).

Algoritms 2:

T, < N — K (tiek pavaicati ne vairak par N — K atlikusiem mainigie)

G2 <1 (jo pec pirmas kludas algoritms apstajas)

Lidz ar to, ieguvam (kombineto) bumbu meklesanas algoritmu ar vaicajumu

sarezgitibu O(y/T) - G1 + Ty - G3) = O(K + VN — K) = O(K + V/N).

Cits risinajums

Lai noteikt, vai virkne ir periodiska, uzkonstruesim sadu formulu:

F(x1, @9, .an) = A [( A zj) V ( A —;)]

I<i<K  1<j<NAj=i(modK) 1<j<NAj=i(modK)
Ar izteiksmi ( N z;) V( A —x;) parbaudam, vai visi
1<j<NAj=i(modK) 1<j<NAj=i(modK)

elementi, kas ir pozicijas i,7 4+ K,1+ 2 - K, ... ir vienadi. Uztaisot konjunkciju no
sadam izteiksmem prieks ¢ = 1,2, ..., K parbaudam, vai virkne ir periodiska.
Tade] ka katrs mainigais z; tiek izmantots tiesi 2 reizes, formulas izmers ir
O(2-N)=O(N). Ja K > &, tad no formulas var izmest dazas izteiksmes forma
x; V —x;, iegustot formulu izmera O(N — K)
Pielietojot teoremu 3.2 iegustam, ka pastav kvantu algoritms, ka izrekina so

formulu ar O(v/N — K) = O(v/N) vaicajumiem.

Risinajums ar 2 bitu XOR vaicajumiem

Tagad uzbuvesim bumbas meklesanas algoritmu, kas drikst izmantot art z;®x; =
0 vaicajumus:

1. Pec kartas vaicajam z; @ x; g, minot ka x; B x;nx =0,2=1,2,... N - K
Veiksmiga minejuma gadijuma: x; @ x4 x = 0 < z; = 2;, g, turpinam
vaicasanu nakamiem 1.

Kludas gadijjuma: z; @ x4k =1 <= x; # 2,4k, atgriezam atbildi false

2. Ja parbaudijam visus ¢ un nekludijamies, atgriezam atbildi true.

Novertesim 7" un G:

T < N — K, jo tiek pavaicati ne vairak par N — K bitu paru XOR funkcijas.
G < 1, jo pec pirmas kludas algoritms beidz darbibu.

\I/eﬁﬁstam bumbas meklesanas algoritmu ar sarezgitibu O(vT - G) = O(vVN — K) =
O(VN)

Risinajumu salidzinajums

Izmantojot XOR-paplasinatu bumbas meklesanas modeli, un teoremu 3.2 for-
mulu rekinasanai, dabujam algoritmus ar sarezgitibu O(v/N — K). Izmanto-
jot nepaplasinatu bumbas meklesanas modeli, ieguvam algoritmu ar sarezgitibu
O(K + /N — K), kas ir asimptotiski sliktaks, ja K # O(v/N).
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4.2

K vieninieki

Formulejums

Ir dota N-bitu virkne x. Vajag parbaudit, vai taja ir tiesi 1 < K < N vieninieki:
N
i=1

Risinajums

1.
2.

Pieskiram s < 0

Kamer s < K, pec kartas vaicajam x;, ¢ = 1,2,..., N, minot ka x; = 0. Ja
neesam uzminejusi un z; = 1, tad palielinam s par 1: s - s+ 1. Turpinam
vaicat nakamus bitus.

Atgriezam ka atbildi patiesumvertibu s = K

Analize

T: T < N - sliktakaja gadijuma tiek pavaicati visi biti.

G: G < K+1-pec K +1 kludam esam parliecinajusies, ka virkne ir vismaz
K + 1 vieninieki.

Pielietojot teoremu 3.1, iegustam kvantu algoritmu Sim uzdevumam ar vai-

cajumu sarezgitibu O(y/N - (K +1)) = O(VN - K)

Cits risinajums

Saja risinajuma vairakkart pielietosim Grovera algoritmu, katru reizi meginot
atrast jaunu vieninieku (lidzigas idejas autors atrada avota [10]):

1.

3.

Pieskiram S < @ (atrasto vieninieku poziciju kopa), @ < 0 (izmantoto
vaicajumu skaits visas Grovera meklesanas)

Kamer Q < CvN-K un |S| < K: (C ir konstante, kuru izvelesimies
velak):

Pielietojam Grovera meklesanas algoritmu funkcijai f(i) :== (z; = 1) A (i ¢
S), uzskatam ka Saja meklesana tika izmantoti ¢ vaicajumi.

Atjaunojam Q: @ < Q+q. Jatika atrastsi: (z; = 1)A(i ¢ 5), atjaunojam
S: S« Su{i}

Atgriezam patiesumvertibu K = |S|

Cita algoritma analize

leverojam, ka S satur tikai i : z; = 1, katrs tads ¢ tiek ieklauts tikai vienu reizi.
leverojam, ka piedavatais algoritms izsauc Grovera meklesanu < CvV N - K

reizes (jo @ visu laiku palielinas), un izmantotais vaicajumu skaits ir < Cv N - K+

Q=CVN-K+CvVN - K+vN = O(v/N - K) (pirmais saskaitamais - Cv/N - K

vaicajumi, lai parbaudit, ka x; = 1).
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Pienemsim, ka sagaidamais vaicajumu skaits, lai atrast vienu no U vieninie-

kiem ar Grovera meklesanu ir c\/g )

Tad sagaidamais vaicajumu skaits F, lai atrast < min(U, K + 1) vieninie-
K+1

kus bitu virkne x ar U atzimetiem elementiem virkne z ir £ < > ¢ % <
i=1

K+1 -
S e/ N = C\/NX(Q\/E‘ ) = 20V NVE + 1< 2v2cV/N-K = O(WN - K).
0
Lidz ar to, ja tiks izvelets C' > (2\/§c—l— 1)c, tad ar ar papildus cvV N - K > /N
vaicajumiem japietiek, lai "parliecinaties”, ka virkne x tika atrasti visi iespejamie
vieninieki.
Citi lietojumi

Saja uzdevuma piedavatie algoritmi atrod < K no z vieniniekiem (visus vieni-
niekus, ja x vieninieku skaits < K). Tapec ar lidzigu pieeju varetu risinat sadus
uzdevumus:

o Parbaudit vai vieninieku skaits virkne x ir mazaks par K, vai lielaks neka
K.

 Aprekinat funkciju f(z), kur f(x) ir konstante visiem z, kuros vieninieku
skaits > K (Sadu lietojumu apskatisim nakamaja uzdevuma).
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4.3 2 vieninieki attaluma < K
Formulejums

Ir dota N-bitu virkne x. Vajag noteikt, vai pastav pozicijas u, v, kuram izpildas:

(zu=z,=1)A(u<v<u+K)
Risinajums
Tapat, ka iepriekseja uzdevuma, izmantosim strategiju, kura min, ka biti ir 0.
1. Pieskiram u < —K

2. Pec kartas vaicajam z; (i = 1,2,..., N) minot ka x; = 0.
Ja x; = 0, turpinam vaicasanu nakamiem 4.
Jax; =1un i <u+ K, atgriezam true
Pedeja gadijuma (z; = 1, un u + K < i) pieskiram u < ¢ un turpinam
vaicasanu.

3. Atgriezam false.

Analize

Korektiba: ieverojam, ka algoritma darbibas laika (iznemot bridi, uzreiz pec
u < 1) u ir vislielaka pozicija j tada, ka z; = 1 A j < .

Papildus ieverojam, ka algoritms neizdod — K ka pirmo poziciju, joi < —K +
K nav speka pozitiviem 4, un (u, ) ir atgriezts tikai pec visu prasito nosacijumu
parbaudes.

T: T < N, jo katrs bits tiek pavaicats ne vairak par 1 reizi.

G: G < L%j +2= O(L%j)

Pienemsim, ka algoritms nokludijas pozicijas p1, p2, ...pc—1, pc. Tada gadiju-
maVvi:1<i<G-2 = p;,+ K < p;q; (citadi pec i + 1 kludam algoritms
apstatos). Lidz artoVi : 1 <i< G—-1 = p, > 1+ K- -(i—1) un
1+ K- (G —2) <pg_1 <N, no ka seko prasitais.

Izmantojot teoremu 3.1 iegustam kvantu algoritmu ar vaicajuma sarezgitibu

OWT-G) = 0(L%)

Cits risinajums - pieeja ar Grovera meklesanu

Lidzigi, ka uzdevuma "K vieninieki”, atradisim L%J + 2 vieniniekus, atkartoti iz-

mantojot Grovera meklesanu. Atrisinasim So uzdevumu, izmantojot O(y/ N - %) =

O(\/%) vaicajumus. Sakartosim atrastas pozicijas, iegustot sarakstu py, pa, ..., pas-
[ziesim cauri sarakstam, atgriezam true, ja 3i : p;r1 < p; + K. leguta sarak-
sta kartosana un meklesana taja neprasa orakula vaicajumus, tapec vaicajumu

sarezgitiba ir O( %)
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Cits risinajums - pieeja ar formulas rekinasanu

Uzbuvesim $adu formulu: F(zy, 29, ..an) =\ | V (2 A xy)].
1SN i<j<min(N,i+K)
Ar izteiksmi V (x; A z;) parbaudam vai ¢ var but vienads ar mek-
i<j<min(N,i+K)

leto poziciju u. Uztaisot disjunkciju no Sadam izteiksmem prieks ¢ = 1,2,...N
parbaudam, vai tads ¢ vispar pastav.

F izmers ir O(N - K). Pielietojot teoremu 3.2, iegustam kvantu algoritmu,
kas rekina F ar O(v N - K) vaicajumiem.

Risinajums ar citu bumbas meklesanas modela paplasinajumu

lespejams, ka S1m uzdevumam butu izdevigi ieviest vel vienu paplasinajumu bum-
bas meklesanas modelim - lidzigi ka XOR paplasinajumam, AND paplasinajumu,
kas lautu algoritmam AG ar vaicajumu minet z; A z; vertibu.

Sada gadijuma algoritms varetu aprekinat ieprieks aprakstitu Bila formulu
F, izmantojot T' = O(N - K) vaicajumus, un kludoties G < 1 reizi, lidz ar to
iegustot kvantu algoritmu ar vaicajumu sarezgitibu O(vV' N - K).

Risinajumu salidzinajums
Ar bumbas meklesanas metodi uzbuvejam kvantu algoritmu ar O(%) vaicaju-

miem (un, iespejams, ar O(v N - K) vaicajumiem), ar citam kvantu metodem -

O(\/%) un O(v N - K) vaicajumiemn.

e Ja K <+/N, ir izdevigi izmantot O(v/N - K) metodi.

« Ja /N < K, tad ir izdevigi izmantot kadu no O(\/%) metodem.

Izmantojot labako no metodem, visiem K ieguvam algoritmu ar O(N3/4)
vaicajumiem.

18



4.4 K vieninieki pec kartas

Formulejums

Ir dota N-bitu virkne x. Vajag pateikt, vai taja ir 1-bloks ar izmeru > K.

Risinajums

1. Pieskiram L < 0

2. Kamer L+ K < N:

Vaicajam xp, i, minot ka tas ir 1.

ja neesam uzminejusi, un ry4x = 0, tad pieskiram L < L + K un
turpinam soli 2.

ja esam uzminejusi, un x4 x = 1, pieskiram s,¢ < L + K

Atrodam tagadeja 1-bloka kreiso galu: kamer neesam kludijusies, un
s — 1 > L vaicajam x,_; minot, ka x,_; = 1. Ja uzminejam, tad
samazinam s par 1.

Atrodam tagadeja 1-bloka labo galu: kamer neesam kludijusies, un
t+1 < N vaicajam x;y; minot, ka x;.; = 1. Ja uzminejam, tad
palielinam ¢ par 1.

Jat—s+ 12> K, atgriezam true.

Citadi, esam nokludijusies (2441 = 0) pieskiram L <— t+1 un turpinam
soli 2.

3. atgriezam atbildi false

Analize

Lemma 4.1. Piedavatais algoritms atrod 1-bloku izmera > K, ja tads ir.

Pieradijums. leverojam sadus faktus:

1. Vienmer ir speka: L =0, vai ;, = 0 (jo pieskiram L < ind tikai tad, kad
ir zinams, ka x;,q = 0)

2. Pa kreisi no L nekad nav 1-bloka ar izmeru > K.
Tas ir patiess, jo vienigs iemesls, kadel bits pozicija 7 varetu tikt izlaists
(netiek vaicats), ir tad, ja kada bridi L <i < L + K.
Ja 7 pieder 1-blokam ar izmeru > K, tad ar1 L 4+ K pieder sim 1-blokam
(jo L =0, vai z, = 0), un sim blokam tiks atrasts sakums un beigas: s un

t.

]

Lemma 4.2. Solis 2. tiek izpildits ne vairak par | 5] reizem.
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Pieradijums. Ieverojam to, ka pec sola 2. L < L+ K, vai L<t+1> L+ K,
tatad L katra sola 2. iteracija palielinas vismaz par K. Tadel, ka visa izpildes
laika L < N, seko prasitais. [

Tagad novertesim 7" un G:

T: T < N -ieverojam, ka izpildot soli 2., vaicajam tikai elementus ar indek-
siem > L, un sola beigas jauna L vertiba klust vienada ar pedeja pavaicata bita
indeksu.

G G<2. % Algoritms kludas tikai tad, kad tiek vaicats 1k (< 1 kluda
uz sola 2. iteraciju), zs—1 (< 1 kluda), x4 (< 1 kluda).

Papildus ieverojam to, ka nokludoties 1 x vaicajuma, s un ¢ netiek mekleti,
tatad katra sola 2. iteracija notiek ne vairak par 2 kludam.

Tatad, pielietojot teoremu 3.1, iegustam bumbu meklesanas algoritmu ar

vaicajumu sarezgitibu O(vT - G) = O( 2}7(\[2) = O(\/%)

Cits risinajums
Lai noteikt, vai virkne ir K vieninieki pec kartas, uzbuvesim sadu formulu:

F(x1, %3, ..., 0x) = \/1§i§N—K+1(/\z’§j§i+K—1 ;).

Ar izteiksmi /\z‘S i<ivk—1% parbaudam, vai virkne ir K vieninieki pec kar-
tas, sakot ar poziciju i. Uztaisot konjunkciju no sadam izteiksmem prieks ¢ =
1,2,..., N — K 4+ 1 parbaudam, vai virkne vispar ir Sada pozicija.

legutas formulas F' izmers ir O(K - (N — K + 1)) = O(K - (N — K)).
Pielietojot teoremu 3.2 iegustam kvantu algoritmu, kas izrekina F', izmantojot
O(yK - (N — K)) vaicajumus.

Risinajumu salidzinajums
[eguvam divus dazadus algoritmus:

1. bumbu meklésanas algoritmu ar vaicajumu skaitu O(%)

2. 7formulas rekinasanas” algoritmu ar vaicajumu skaitu O(y/K - (N — K)).

Salidzinasim (asimptotiski) vaicajumu skaitu Siem algoritmiem pie dazadiem

K.
e Ja K < VN, tad /K-(N-K) = O(VK-N) < %, un ir izdevigi

izmantot formulas rekinasanas algoritmu.

« Ja VN < K < % tad joprojam /K (N —K) = (VK -N), bet

vK-N > \/% un ir izdevigi izmantot pirmo algoritmu.

N N N_ _
e Jay <K <N, tad g < N O(WN), un /K-(N-K +1) >
VN/2-1=0(+/N), un joprojam ir izdevigi izmantot pirmo algoritmu.
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Izmantojot labako no §im metodem, visiem K dabiijam algoritmu ar O(N3/4)
vaicajumiem.

Piezime: var pamanit, ka Sim un ”2 vieninieki attaluma < K” uzdevumam ir
lidziga struktura, jo [ pastav 2 vieninieki attaluma < K ] = [ pastav 2 vieninieki
attaluma 1 | \/ [ pastav 0-bloks (kurus definéjam lidzigi 1-blokiem), kas nav ma-
lejais bloks, un ta garums ir < K } Iespejams, Iidzigas strukturas del, ieguvam
lidzigus novertejumus algoritmu sarezgitibai. Autors var minet, vai Siem diviem
uzdevumiem pastav risinajumi kas biitu labaki par O(N%/1) visam K vertibam.
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4.5 Viena 1-bloka mekleSsana, kuram zinams minimalais
garums

Saja apaksnodala nedaudz uzlabosim vaicajuma sarezgitibu darba [2| uzdevu-
mam 4.2.

Formulejums

Ir dota N-bitu virkne x. Zinams, ka taja ir tiesi viens 1-bloks, kura garums ir
> L. Vajag atrast $1 bloka sakumu un beigas [ un r.

Risinajums

Vispirms paradisim algoritmu, lai atrast (kaut-kadu) poziciju, kas pieder vieni-
gajam 1-blokam. Algoritms 1:

1. Kamer neesam kludijusies, vaicajam x;.r, ¢ = 1,2, ..., L%J, minot ka x;.; =
0.

2. Tad kad esam nokludijusies, izdodam ka atbildi ¢ - L, kur x;., =1

Izmantojot algoritma 1 atrasto 1-bloka poziciju (saucam to par p) atrodam
bloka sakumu un beigas. Algoritms 2:

1. Izmantojot binaru meklesanu atrodam vismazako poziciju [ intervala [1, p),
kurai z; = 1. Katru reizi vaicajot pozicija ind, minesim x;,q = 1.

2. Lidziga veida ar binaru meklesanu atrodam vislielako poziciju r intervala
[p, N], kurai z, = 1.

Tagad apvienosim Sos algoritmus: pielietosim teoremu 3.1 algoritmiem 1 un
2 dabuisim kvantu algoritmus 1’ un 2.

Nomerisim algoritma 17 atbildi. Izmantosim So atbildi algoritmam 2’.

Piebilde: tadel ka (vismaz Saja gadijuma) binarai meklesanai nav kvantu
prieksrocibu, var veikt klasisku binaru meklesanu, un pec katra orakula O, vai-
cajuma uz indeksa ¢, veikt merijumu un iegut x;.

Analize

Algoritms 1:

T, < [%J (sliktakaja gadijuma pavaicasim visas pozicijas, kas ir L daudz-
kartnis).

G1 =1 (ir garantets, ka 1-bloks eksiste).

Algoritms 2:

Ty, Gy < C -log N, kur C ir kaut kada konstante.

Lidz ar to, ieguvam (kombineto) bumbu meklesanas algoritmu ar vaicajumu

sarezgitibu O(\/Tl G+ VT - Gy) = \/7—i—logN
Ja L >

Ja L <

tad vaicajumu sarezgitiba ir O(log N).
tad vaicajumu sarezgitiba ir O(\/E ).

lo 2N7

lo 2N’ L
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Cits risinajums
Lidzigi, ka bumbas meklesanas algortima, atradisim kaut kadu poziciju, kas

pieder 1-blokam un $1 1-bloka galus.
Izmantojot Grovera meklesanas algoritmu, atradisim tadu ¢ : z;, = 1, mek-

lejama telpa: i € {1,2, ..., %]}, izmantojot O(\/%) vaicajumus.
Pec tam veiksim 2 binaras meklesanas [ un r atrasanai - katra ar vaicajumu

sarezgitibu O(log V). Kopeja sarezgitiba - O(\/g +log N) vaicajumi.
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5 Vaicajumu algoritmi bitu matricam

Saja nodala aprakstisim vaicaSanas algoritmus funkcijam f, kuras interpretes
ieejas N - M-bitu virkni z1xs...x5.0s ka N x M-bitu matricu A:

T ) e T M
TM+1 Tpr+2 e ToM
A=
T(N-1)M+1 T(N-1)-M+2 --- IN.M

5.1 Taisnstura meklesana
Formulejums

Ir dota N x M bitu matrica A. Ir zinams, ka visi vieninieki Saja matrica veido
taisnsturi.
Formalak - pastav skaitli Ziow, Thigh, Yiows Ynigh, Kuriem izpildas:

° 1§xlowSQJhighSN/\lSylowSyhighSM
o V(i,5) 1 Aij =1 <= Ziow <1 < Zhigh A Yiow < J < Yhigh

Ir nepieciesams atrast Si taisnstura koordinates - Zou, Thigh, Yiows Ynigh-

So uzdevumu var apskatit ka Tpasgadijumu uzdevumam 4.4.1 darba [2] pie
D = 2. Risinot So uzdevumu mes izmantosim to, ka taisnsturis ir "regulars”
saistits apgabals, un uzlabosim vaicajumu skaitu no O\/ N-M-(h+w) hdz
OVN - M (kur h un w ir taisnstura, kas sastav no vieniniekiem, garums un
platums).

Risinajums
Mes piedavajam sadu algoritmu:
1. Ejam caur A bitiem pec kartas - ejam caur rindas numuram ¢ pieaugSanas
seciba, rindas ieksa ejam caur kolonnas numuram j pieaugSanas seciba:
e Vaicajam A, ;, minam ka tasir 4;; =0
e Ja A;; =0, turpinam soli 1. uz nakamiem bitiem.
« Ja A;; =1, tad mes esam atradusi "kreiso augsejo sturi”, pieskiram

Tlow < 1, Yiow < J, aizejam uz soli 2.

2. Kamer neesam kludijuSies, vai izejam arpus matricas robezam, vaicajam
pec kartas
Aot 0100 Aztow+2.010w > > Astop,ion » Astop+ 1,10, MiNOL, ka tie ir vienadi ar
1 (stop ir vislielaka pozicija u, kurai A, ,, , =1).
Tad, kad esam dabujusi stop+1 > NV Agopt1y,, = 0, pieskiram g, <
stop.
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3. Kamer neesam kludijuSies, vai izejam arpus matricas robezam, vaicajam
pec kartas
Ay tiowt1s Az wiow+2s s Ay stops Aayn stop+1 Minot, ka tie ir vienadi ar
1 (stop - hidzigi ka iepriekseja gadijuma).
Tad, kad esam dabujusi stop+1 > MV A, sop+1 = 0, pieskiram ypgn
stop.

Algoritma rezultats:
(Ziow, Yiow) - "kreisais augsejais sturis” un (Thign, Ynign) - "labais apaksejais stiris”.

Visparinajumi
Autors var minet iespejamus virzienus, kados varetu visparinat So uzdevumu:

o Lielaks dimensiju skaits - piemeram, tiek meklets kubs no vieniniekiem
trisdimensiju masiva no nullem un vieniniekiem.

« Vairaki taisnsturi, kas sava starpa neskelas un nepieskaras, attiecigais bum-
bas meklesanas algoritms butu ar vaicajumu sarezgitibu O(vV N - M - K),

kur K ir taisnsturu skaits (K var but nezinams).

o Citi "regulari” saistiti l-apgabali, kurus var atrast ar bumbas meklesa-
nas algoritmu, kas veic kludu skaitu asimptotiski mazaku par 1 apgabala
virsmu.

Analize

T Izpildot soli 1, pec kartas vaicajam elementus no 1. rindas, 2. rindas, u.t.t.
Veicot solus 2 un 3 vaicajam tikai elementus, kas ir "zemak vai pa labi” no pirma
atrasta vieninieka. Lidz ar to, katru matricas elementu pavaicajam ne vairak par
1 reizi, tatad T < N - M

G: Izpildot soli 1 kludamies tiesi 1 reizi (jo ir garantets, ka vismaz viens
matricas elements ir 1). Izpildot solus 2 un 3 kludamies ne vairak par 1 reizi
katra soli.

Tatad, G <1+1+4+1=3

Lidz ar to, pielietojot teoremu 3.1, iegustam bumbas meklesanas algoritmu

ar vaicajumu sarezgitibu O(v71T -G) = O(VN - M -3) = O(VN - M)

Cits risinajums

Atrisinasim so uzdevumu, pielietojot Grovera meklesanas algoritmu 2 reizes.
leverosim sadu faktu: noteikt, vai elements pozicija (i, j) ir "kreisais augsejais sturis’

taisnsturim no vieniniekiem var, aplikojot A; ; un divus elementus augsa un pa

kreisi no A, ; - elementu A;_; ; un A, ;_;. Definesim:

Y

.. 1, jaAiJ:1/\(1':1VA2‘_17J‘:0)/\(‘].:1\/142'7]‘_1:0)
f0) =9, B
0 citos gaduumos
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leverosim, ka f(i,7) = 1 tikai ja pozicija (i, j) ir mekletais sturis.

Lidzigi atradisim "labo apaksejo sturi” (tikai papildus skatisimies pa labi un
leja) ar funkciju g, kas pienems vertibu 1 tikai "labajam apaksejam sturim”.
Definesim:

.. ]_, JaAZ’J:]_/\(Z:]_\/AH_LJ:O)/\(jzl\/A%]_Fl:O)
9(:7) =9 B
0 citos gadljumos

Gan f, gan ¢ rekinasanai katra pozicija ir nepiecieSamas ne vairak par 3
orakula izsaukumiem.

Pielietojot teoremu 3.3 funkcijam f un g, dabujam 2 kvantu algoritmus, kas
atrod vajadzigus stirus ar ierobezotu klidu. Abi algoritmi izmanto O(3- /M)

orakula vaicajumus. Kopa sanak O(3-vVN-M +3-+vVN-M) = O(vN - M)

vaicajumi.
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5.2 Sorted(N, D) uzdevums

Formulejums

Saja uzdevuma ir dota N x D-bitu matrica A. Vajag noteikt, vai matricas rindas
ir sakartotas leksikografiskaja seciba: A; < Ay < ... < Ay.

Risinajums

Sakuma ar algoritmu 1 atrisinasim So uzdevumu gadijjumam D = 2 (salidzinasim
divas D-bitu virknes z un y). Algoritms 1:

1. z,y - divas D-bitu virknes, algoritma ieejas dati

2. Pec kartas 1 = 1,2, ..., D pavaicajam x; ¢ y;, minot ka z; & y; = 0.
Vieksmes gadijuma x; = y;, turpinam vaicasanu nakamiem .
Kludas gadijuma vaicajam x;, minot ka z; = 0:

o Veiksmes gadijuma 0 = x; < x; = 1, atgriezam atbildi true.

« Kludas gadijuma 1 = z; > x; = 0, atgriezam atbildi false
3. Ja nevienu reizi nekludijamies visiem %, atgriezam atbildi true.

Izmantojot algoritmu 1, pec kartas salidzinasim A; un A,, Ay un Az, ... |
An_1 un Ay. Algoritms 2:

1. Pec kartas i = 1,2,...N — 1 salidzinam A; un A;,, izmantojot algoritmu 1
ka apaksproceduru. Atgriezam false, ja ieguta atbilde ir false.

2. Atgriezam atbildi true.

Analize

Algoritms 1:

T: T < D+1,jox; ®y; tiek pavaicats ne vairak par 1 reizi katram 7, un pec
x; vaicasanas algoritms 1 izdod atbildi.

G: Ja x <y, tad algoritms var kludities tikai vienu reizi, pavaicajot z; # y;,
bet nekludas, vaicajot x; = 0, tatad G’ < 1.

Ja x >y, tad algoritms var ar1 kludities, vaicajot z;, un G' < 2.

Algoritms 2:

T: T<(D+1)-(N—-1)=0(D-N), jo algoritms 1 tiek izsaukts < N — 1
reizi un katrs izsaukums izmanto < D + 1 vaicajumu.

G: G < (N—1)+1= N, jo algoritms 1 kludas ne vairak par 1 reizi A; < A;1,
gadijuma, un ne vairak par 2 reizem A; > A;;; gadijuma (818 variants notiek ne
vairak par 1 reizi algoritma 2 darba laika).

Lidz ar to, pielietojot teoremu 3.1 iegustam, kvantu algoritmu ar sarezgitibu

O(T-G)=0(D-N-N)=0(N-VD)
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Cits risinajums
Seit x,y joprojam ir D-bitu virknes.

Rekursivi definejam Bula izteiksmes emp; (sakot ar lielakiem i = D — 1, D —
2, ... un beidzot ar mazakiem ¢ = ..., 3,2, 1), kas salidzina, vai x sufikss, kas sakas
pozicija i, ir < par attiecigo y sufiksu (cmp; parbauda, vai x < y).

cmpp(z,y) == (zp < yp)

1<i<D—1 = empi(z,y) = (z; <y;) V [(x: = yi) A empisa(z,y)].

cmpy(x,y) izteiksme aizvietojam sadas apaksizteiksmes, iegustot Bula formu-
lu g(z, y):

e a<bar—-aVb
e a<bar-aAbd

e a=bar (aAb)V (—aA —b).

Izmantojot g, uzbuvesim Bula formulu F'(A), kas parbauda vai matricas A
N—-1

rindas ir sakartotas: F(A) = A g(A;, Aiy1).
=1

Tadel ka emp; izmers ir O(D + 1 — i) (pec indukcijas), tad cmp; izmers ir
O(D), un g izmers ir O(D) (katrs aizvietosanas likums palielina izmeru < 2
reizes). F izmers ir O((N — 1) - D) = O(N - D), un péc teoremas 3.1 pastav
kvantu algoritms, kas izrekina F'(A), izmantojot O(v/ N - D) vaicajumus.

Risinajumu salidzinajums
TIeguvam divus algoritmus ar sarezgitibu O(N - v/D) (bumbas meklesanas mo-
delis), un O(v' N - D) (algoritms Bila formulas rekinasanai). Ja N # O(1), tad

otrs algoritms ir vaicajumu zina efektivaks par pirmo algoritmu.

Citi pielietojumi

Funkcija Sorted(IN, M) bija pirma funkcija ar sarezgitibu, kas butu labaka par
klasisko gadijumu ($1m uzdevumam: O(N - D) vaicajumi).

Sakuma $1m uzdevumam autors nevareja atrast ekvivalentus vai labakus ri-
sinajumus ar Grovera algoritmu (tika atrasti O(v/N x D) un O(Nlog N - /D)
risinajumi).

Ir iespejams, ka citos bumbas meklesanas algoritmos, kad ir nepiecieSams vai-
rakas reizes pec kartas salidzinat bitu virknes, $1 algoritma idejas bus noderigas.

Viens no sadiem uzdevumiem, ko var iedomaties, butu (Saja darba neaprak-
stits) Min(N, D) uzdevums, kura vajag atrast poziciju minimalai rindai N x D-
bitu matrica A. Petot So uzdevumu, autors atrada lidzigu bumbas meklesanas
algoritmu ar sarezgitibu O(N - /D), un divus risinajumus, kas izmanto Grovera
meklesanu ar sarezgitibam O(v/N x D) un O(N log N - v/D).
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6 Rezultati un secinajumi

St darba izstrades rezultata tika ieguti $adi augsejie novertejumu kvantu vaica-
jumu sarezgitibai Qo (f).

Uzdevuma nosau- | Qo(f) ar BMM | Qo(f) ar «ci- | Q2(f) ar papla-

kums tiem kvantu | sinatu BMM
modeliem

Perioda parbaude | O(K+vN — K) | O(vN — K) O(VN - K)

f = K vieninieki O(VN - K) O(VN - K)

f = 2 vieninieki at- O(\/—I\%) O(%), O(VN - K)

taluma < K O(\/ﬂ)

f = K vieninieki | O(J%) O(VN - K)

pec kartas

f = Viena 1-bloka O(\/%—I—logN) O(y/ & +1ogN)

meklesana, kuram

zinams minimalais

garums

f = Taisnstura | O(VN - M) O(VN - M)

meklesana

f = Sorted(N, D) O(V'N - D) O(N - VD)

uzdevums

Att. 5: Teguto risinajumu sarezgitiba. BMM - bumbu meklesanas modelis. Tuk-
sais tabulas elements - uzdevums netika aplukots saja modelt

Tika uzlabots augsejais Qo f) novertejums [2] uzdevumam 4.2. Risinot uzde-
vumu 4.4, autors atrada algoritmu, kas pie K > /N parametra vertibam parspéj
labakus atrastos risinajumus citos kvantu modelos.

Iespejams, ka uzdevumiem 4.3 un 4.4 ir iespejams atrast kvantu algortmus ar
sarezgitibu O(N3/4), vai precizak novertét apaksejus novertéjumus (autors spej
iedomaties O(\/N ) apaksejos novertejumus, kas reduce OR vai AND uzdevumus
uz §1 uzdevuma specialgadijumiem).

Saja darba autors centas aplukot visparigus uzdevumus (f funkcijas), kas
palidzes talakajos s1 modela petijumos.

Pec autora domam, bumbu meklesanas modelis ir specigs riks kvantu algo-
ritmu veidosan, kas palidz izmantot intuiciju par klaskiem vaicajumu algorit-
miem, buvejot kvantu algoritmus.
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7 Pateicibas

Velos pateikties darba vaditajam Andrim Ambainim par interesantam iespejam
temas izvele, izciliem seminariem par saistitam temam un pacietibu, sagaidot
pirmos rezultatus un to noformejumu. Velos pateikties vinam par piezimi, kas
palidzeja uzlabot algoritmu nodala 4.1 no O(V'N - K) lidz O(K + VN — K).

Velos pateikties 2016. gada pavasara semestra kvantu skaitlosanas seminara
dalibniekiem, kas sniedza idejas par f funkcijam petisanai darba.

Liels paldies draugam Jevgenijam Vihrovam par neatkarigu viedokli un ko-
mentariem.
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