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Anotâ
ijaKvantu dizaini ir simetriskas vektoru konfigurâ
ijas daudzdimensiju telpâ. Pazîstamâkieno tiem ir MUBu pilnas sistçmas un SIC-POVMi. Tie tiek pielietoti kvantu stâvokïumçrîðanâ (kvantu tomogrâfijâ), kvantu kriptogrâfijâ un 
itâs jomâs. �ie objekti veido tâsau
amos kompleksos projektîvos 2-dizainus, tas ir, sasniedz vienâdîbu Velèa nevienâdîbâpriekð k=2. To izmantojot, mçs izvedam nepie
ieðamu un pietiekamu nosa
îjumu, laivektoru sistçma veidotu MUBu pilno sistçmu vai SIC-POVMu. �is nosa
îjums der arî
itiem kvantu dizainiem.Atðíirîbâ no iepriekðçjiem kritçrijiem, mûsu kritçrijs izmanto tikai vektoru orto-gonalitâti. Mçs ievedam homogçnas sistçmas: vektoru sistçmas, kurâm ðis nosa
îjumspieòem ïoti vienkârðu formu. Mçs parâdâm, ka visas zinâmâs MUBu pilnâs sistçmas unvisi zinâmie SIC-POVMi ir homogçnu sistçmu spe
iâlgadîjumi, kas varçtu atvieglot ðoobjektu konstruçðanu.Atslçgvârdi: Kompleksi projektîvi t-dizaini, Velèa nevienâdîba, relatîvas starpîbu ko-pas, planâras funk
ijas, kvantu tomogrâfija.



Abstra
tWe investigate 
omplete systems of MUBs and SIC-POVMs in this thesis. These arehighly symmetri
 sets of ve
tors in Hilbert spa
e, interesting be
ause of their appli
ationsin quantum information s
ien
e and other areas. It is known that these obje
ts form
omplex proje
tive 2-designs, that is, they satisfy Wel
h bounds for k = 2 with equality.We derive a ne
essary and suffi
ient 
ondition for a set of ve
tors to satisfy Wel
h boundswith equality. This 
ondition uses the orthonormality of a spe
ifi
 set of ve
tors. Inparti
ular it gives a 
ondition for a set of ve
tors to be a 
omplete system of MUBs or aSIC-POVM.We define homogeneous systems, as a spe
ial 
ase of systems of ve
tors for whi
h the
ondition takes an espe
ially elegant form. It is notable that all known 
onstru
tions ofSIC-POVMs and 
omplete systems of MUBs belong to this spe
ial 
ase. We demonstratethis and show some new results following from this 
onstru
tion.Key words: Complex proje
tive t-designs, Wel
h bounds, relative differen
e sets, pla-nar fun
tions, quantum tomography.



Autoreferâts
Darbâ tika izstrâdâts kritçrijs, kad vektoru sistçma sasniedz vienâdîbu Velèa nevie-nâdîbâ. �is kritçrijs tika pielietots MUBiem un SIC-POVMiem, kuri, kâ jau bija zinâms,sasniedz vienâdîbu pieminçtajâ nevienâdîbâ. Balstoties uz ðo kritçriju, tika ieviestas ho-mogçnas sistçmas, kas ir MUBu un SIC-POVMu spe
iâls gadîjums. �is kritçrijs palîdzçjaiegût alternatîvus pierâdîjumus jau zinâmâm MUBu un SIC-POVMu konstruk
ijâm, kâarî atrast elegantâku izskatu daþâm no tâm. Tika iezîmçti daþi spe
iâlie gadîjumi, kuriemðie objekti pagaidâm gandrîz nav pçtîti, tâtad ir 
erîbas, ka ar mûsu kritçrija palîdzîbuvar no tiem iegût jaunas, lîdz ðim nezinâmas konstruk
ijas.Ja nav pateikts 
itâdi tekstâ, rezultâti no nodaïâm 1|4 ir jau zinâmi, rezultâti nonodaïâm 5|7 ir jauni, maìistra darba autora izstrâdâti. Daþviet jau zinâmiem rezultâ-tiem ir doti 
iti pierâdîjumi. Visvairâk tas attie
as uz sadaïâm 3.2 un 7.2.3.
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Ievads
Kvantu mçrîjumi ir svarîga jebkura kvantu informâ
ijas teorijas uzdevuma sastâv-daïa, jo, tikai, izmantojot mçrîjumus, ir iespçjams iegût informâ
iju par kvantu sistçmu,kuru pç
 tam var interpretçt 
ilvçks. Daudzi kvantu informâ
ijas teorijas protokoli unalgoritmi izmanto tâdas kvantu stâvokïa transformâ
ijas, ka tikai viens spe
iâli izvçlçtsmçrîjums dod daudz informâ
ijas par risinâmo uzdevumu. Atðíirîbâ no tâdiem algorit-miem, kvantu stâvokïu tomogrâfija izmanto mçrîjumus vispârîgâkos pieòçmumos | kadnekas vai gandrîz nekas par stâvokli netiek pieòemts. Spe
iâls gadîjums ðim ir kvantusistçmu testçðana: vai stâvoklis, ko izdod sistçma, tieðâm ir tâds, kâdam tam ir jâbût.�ajâ darbâ mçs aplûkosim divus no ðî viedokïa interesantus objektus: pilnâs savstar-pçji nenosliektu bâþu sistçmas (MUBus) un simetriskus informa
ionâli pilnus POVMus(SIC-POVMus).Pilnâs MUBu sistçmas unitârajâ telpâ Cn ir tâda n+ 1 ortonormçtu bâþu sistçma,ka jebkuriem diviem vektoriem no daþâdâm bâzçm skalârais reizinâjums pç
 moduïa irvienâds ar 1√

n
. SIC-POVMs telpâ Cn ir tâda n2 normçtu vektoru kopa, ka jebkuriem di-viem daþâdiem vektoriem skalârais reizinâjums pç
 moduïa ir 1√

n+1
. �ie divi objekti dodlabâkos iespçjamos mçrîjumus attie
îgajâm mçrîjumu klasçm (atbilstoði projektîvajiemmçrîjumiem un POVMiem). MUBu pilnâs sistçmas eksistç visâs pirmskaitïu pakâpju di-mensijâs [74℄, un tiek uzskatîts, ka tie neeksistç 
itâs dimensijâs. SIC-POVMi ir skaitliski(aptuveni) konstruçti visâs dimensijâs lîdz 67 [66℄ un daþas analîtiskas (pre
îzas) kon-struk
ijas ir zinâmas mazâs dimensijâs. Vispârpieòemta hipotçze ir, ka tie eksistç visâsdimensijâs. Neskatoties, ka daudzi darbi tika veltîti ðai tematikai, abas ðîs problçmasjoprojâm paliek atklâtas.Abas ðîs konfigurâ
ijas (MUBi un SIC-POVMi) veido tâ sau
amos kompleksos pro-jektîvos 2-dizainus [47℄. Tâs ir vektoru kopas, kuras apmierina Velèa nevienâdîbu priekð

k = 2 ar vienâdîbu. �ajâ darbâ mçs formulçjam nepie
ieðamo un pietiekamo nosa
îjumu,kad vektoru sistçma veido kompleksu projektîvu 2-dizainu. �is nosa
îjums izmanto no-1



teiktas vektoru sistçmas ortonormalitâti. Tas, pirmkârt, dod nepie
ieðamos nosa
îjumusdizaina vektoru komponenðu absolûtâm vçrtîbâm, kuras nav atkarîgas no fâzçm. Absolû-to vçrtîbu meklçðanu var uztvert kâ uzdevumu reâlajâ vektoru telpâ. Otrkârt, tas aizstâjneintuitîvo nosa
îjumu skalârajam reizinâjumam pç
 absolûtas vçrtîbas bût vienâdamar 1√
n
vai 1√

n+1
ar nosa
îjumu uz vektoru ortogonalitâti, kas ir daudz skaidrâkâ vektoruattie
îba.Mçs definçjam spe
iâlu MUBu pilno sistçmu un SIC-POVMu gadîjumu, ko mçssau
am par homogçnâm sistçmâm. Tas ir unifi
çts piegâjiens gan MUBiem, gan SIC-POVMiem. Visas zinâmâs MUBu pilnâs sistçmas un grupu kovariantie SIC-POVMi(SIC-POVMu spe
iâls gadîjums, kas definçts darbos [76, 58℄) ir ðîs konstruk
ijas spe
iâligadîjumi. Iemesls, kâpç
 mçs definçjam ðo konstruk
iju, ir tâds, ka jau pieminçtajam kri-tçrijam ðajâ gadîjumâ ir ïoti eleganta forma. Mçs demonstrçjam piemçru, kad homogçnakonstruk
ija dod elegantâku SIC-POVMu nekâ tie, kas jau bija zinâmi. �îs piegâjiens arîizskaidro, kâpç
 Furjç matri
as ir tik ïoti noderîgas, konstruçjot MUBus un SIC-POVMus.Daïa no ðî darba jau iepriekð ir tikusi publi
çta darbos [9℄ un [10℄.Darbs ir organizçts sekojoði. Daþas pirmâs nodaïas ir ievadnodaïas. Pirmajâ nodaïâmçs definçjam daþus tehniskus jçdzienus, kurus mçs izmantosim tâlâk darbâ: kvantu stâ-vokïus un mçrîjumus, galîgas Âbela grupas raksturus, Furjç matri
as, vispârinâto Pauligrupu un Kliforda grupu. Otrajâ nodaïâ mçs definçjâm galvenos objektus, ar kuriemmçs taisâmies strâdât, | MUBus un SIC-POVMus, dodam daþus zinâmus rezultâtus, kâarî daþas hipotçzes. Treðajâ nodaïâ mçs iepazîstinâm ar virknçm ar zemu savstarpçjukorelâ
iju un parâdâm, ka tâs ir lîdzîgas otrajâ nodaïâ aplûkotajiem objektiem. Galve-nais tehniskais lîdzeklis, kuru mçs iegûstam no ðîs iepazîðanas, ir Velèa nevienâdîba |nevienâdîba, kas saista vektoru skaitu sistçmâ ar to savstarpçjâm korelâ
ijâm. Izrâdâs,ka gan MUBi, gan SIC-POVMi apmierina Velèa nevienâdîbu priekð k = 2 ar vienâdîbu.Ceturtajâ nodaïâ mçs parâdâm, ka tas nozîmç, ka tie ir kompleksie projektîvie 2-dizaini,kâ arî iepazîstinâm ar vispârîgâku dizaina jçdzienu.Piektajâ nodaïâ mçs definçjammûsu kritçriju vienâdîbas sasniegðanai Velèa nevienâ-dîbâ un pielietojam to MUBiem un SIC-POVMiem. Sadaïâ 5.3. mçs ievieðam homogçnassistçmas kâ MUBu un SIC-POVMu spe
iâlgadîjumu. Lai uzdotu homogçnu MUBu pilnosistçmu vai SIC-POVMu telpâ Cn, pietiek definçt divas n×n matri
as. Salîdzînâjumam,lai uzdotu vispârîgu MUBu pilno sistçmu vai SIC-POVMu, vajadzîgi ar kârtu n3 elementi.Izòemot matri
u elementu absolûtâs vçrtîbas, mûs interesç tikai viena matri
as funk
i-ja | tas, ko mçs sau
am par matri
as L-grafu. Tas ir vienkârðs grafs, kura virsotnes2



ir matri
u rindiòu nesakârtoti pâri un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad, japirmâ pâra Adamâra reizinâjums ir ortogonâls otrâ pâra Adamâra reizinâjumam. Rupjirunâjot, jo vairâk ir ðíautòu L-grafâ, jo labâk.Sestajâ nodaïâ mçs pçtâm, kâdas var bût absolûtâs vçrtîbas homogçnam SIC-POVMam. Mçs pierâdâm, ka tâs var aprakstît ar regulâru simpleksu, kas ir ievietotslielâkâ fiksçtâ simpleksâ. Mçs arî pçtâm 
irkulârus simpleksus, t.i., tâdus, ka 
irkulârakoordinâtu maiòa neizmaina simpleksu. Tâdi simpleksi rodas, aplûkojot, piemçram, gru-pu kovariantus SIC-POVMus, bet mçs parâdâm 7. nodaïâ, ka arî vispârîgâks kontekstsir interesants.Sadaïâ 7.2 mçs aprakstâm zinâmâs MUBu pilnâs sistçmas, izmantojot mûsu kritçrijuun parâdâm, ka no tâ seko nesen iegûtie rezultâti par MUBu un daþu kombinatoriskuobjektu (tâdu kâ perfekti nelineâras funk
ijas un relatîvas starpîbu kopas) saikni. Vienano mûsu pieejas îpatnîbâm ir tâda, ka mçs definçjam Âbela grupas rakstura vçrtîbas uz\neveseliem" elementiem. Piemçram, tas dod alternatîvu aprakstu relatîvâm starpîbukopâm, kuras nav sadalâmas. Sadaïâ 7.3 mçs aplûkojâm SIC-POVMus dimensijâ 2k.
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1. nodaïa
Pamatjçdzieni
1.1. Kvantu stâvokïu tomogrâfija�ajâ sadaïâ mçs definçsim kvantu informâ
ijas teorijas jçdzienus, kurus izmantosîmtâlâk tekstâ. Îpaða uzmanîba tiks vçltîta kvantu mçrîjumiem kâ kvantu tomogrâfijaspamatjçdzienam. Izklâstâ visvairâk tiek izmantoti [42℄ un [53℄.1.1.1. Statistiskâ modeïa vispârîgs jçdziensKâdas reâlas parâdîbas teorçtiskais modelis, galu galâ, ir balstîts uz eksperimen-tu datiem, kas veikti, pçtot ðo objektu. Jebkurâ eksperimentâ var izdalît divas fâzes.Pirmajâ, sagatavoðanas fâzç, noteikta eksperimentâla situâ
ija tiek izveidota. Nâkama-jâ, mçrîjuma fâzç, eksperimentâla sistçma, sagatavota iepriekðçjâ solî, mijiedarbojas armçrîjuma iekârtu, kas izdod mçrîjuma rezultâtus.Katram zinâtniskam eksperimentam ir jâapmierina tâ sau
amais atkârtojamîbas no-sa
îjums. Tas ir, jâbût iespçjamam atkârtot to paðu eksperimentu tajâ paðâ situâ
ijâ tikdaudz reizes, 
ik nepie
ieðams. Kaut gan sistçma katru reizi tiek sagatavota identiskâveidâ, mçrîjuma rezultâti parasti atðíirsies. Gandrîz vienmçr eksperimenta datos bûsvçrojamas fluktuâ
ijas, un ðo fluktuâ
iju amplitûda ir atkarîga no eksperimenta.Daudzos fizikâlos pro
esos fluktuâ
ija ir tik maza, ka to var ignorçt. Piemçram, lieloobjektu mehâniskai kustîbai vai pro
esiem elektriskâs íçdçs piemît tâda îpaðîba. Tâduspro
esus sau
 par deterministiskiem, un atbilstoðâs fizikas nozares pieòem ka, vismazteorçtiski, var izdarît perfektu mçrîjumu. Un tieðâm, skrupulozi izdarîts mçrîjums parastisamazina fluktuâ
ijas.
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Bet eksistç tâdi fizikâli pro
esi, kuros fluktuâ
ijas paliek lielas, neatkarîgi no tâ,
ik pedantiski ir veikts mçrîjums. Tad tiek pieòemts, ka fluktuâ
ijas ir ne no mçrîjumaiekârtu nepilnîbas, bet tâpç
, ka tie piemît paðam pçtâmajam objektam. Kâ piemçru varminçt daïiòu izkliedes un kvantu mehâniskos pro
esus.Kaut gan mçrîjumu rezultâtu fluktuâ
ijas tâdos pro
esos nevar ignorçt, tiek pie-òemts sekojoðais statistiskais postulâts: mçrîjumu rezultâti, izdarot eksperimentu vairâ-kas reizes, var bût daþâdi, bet katra noteiktâ mçrîjuma rezultâta iznâkums pietiekoði ilgâeksperimentu virknç var tikt aprakstîts ar kaut kâdu statistisku bieþumu. No ðî viedok-ïa, eksperimenta rezultâts (ar ko saprot vairâku identiski sagatavotu eksperimentu virkni,nevis vienu eksperimentu) var tikt teorçtiski aprakstîts ar kaut kâdu varbûtîbu sadalîjumu.Varbûtîbu sadalîjums ir pâris (X , p), kur X ir kopa, saukta par iznâkumu telpuun p ir funk
ija, no X nenegatîvo reâlo skaitïu kopâ. Iepriekðçjâ paragrâfa kontekstâ,
X ir iespçjamo mçrîjumu rezultâtu kopa un p ir atbilstoðais bieþums. �ajâ darbâ mçsdarbosimies tikai ar galîgâm fâþu telpâm, tâpç
 pieòemsim, ka kopa X ir galîga. �ajâgadîjumâ funk
ijai p jâapmierina nosa
îjums ∑x∈X px = 1.Eksperimentâla sistçma pç
 sagatavoðanas fâzes ir aprakstâma ar kaut kâdu stâvok-li S. Mçrîjums M attçlo stâvokli S uz kaut kâdu varbûtîbu sadalîjumu µMS . Iznâkumutelpas visiem µMS , kur M ir fiksçts un S mainâs, ir vienâdas. Ir iespçjams veikt daþâdusmçrîjumus uz vienas un tas paðas sistçmas, kuras attçlo stâvokli daþâdos varbûtîbas sa-dalîjumos, iespçjams, ar daþâdâm iznâkumu telpâm. Ja stâvokïi S un S ′ ir tâdi, ka visiemmçrîjumiemM attie
îgie varbûtîbu sadalîjumi µMS un µMS′ ir vienâdi, tad ðie divi stâvokïiir neatðíirami, un parasti tas ir viens un tas pats stâvoklis.Pieòemsim, ka mçs varam sagatavot stâvokïus Sα visiem α ∈ X , kur X ir iznâkumutelpa kaut kâdam varbûtîbu sadalîjumam (X , p). Aplûkosim eksperimentu, kurâ no sâ-kuma nejauði tiek izvçlçts α ∈ X saskaòâ ar varbûtîbu sadalîjumu (X , p), un tad sistçmatiek sagatavota stâvoklî Sα. Tâdçjâdi sagatavotas sistçmas stâvokli sau
 par stâvokïu Sαmaisîjumu atbilstoði varbûtîbu sadalîjumam (X , p). Pieòemsim, ka M ir tâds mçrîjums,kas prot izmçrît visus stâvokïus Sα. Ir skaidrs, ka, neatkarîgi no mçrîjuma M izvçles,varbûtîbu sadalîjumam µMS jâapmierina

µMS (x) =
∑

α∈X
pαµ

M
Sα

(x)visiem x no M iznâkumu telpas. Izrâdâs, ka var identifi
çt sistçmas stâvokïus ar reâlovektoru telpas izliektas apakðkopas punktiem tâ, ka stâvokïu Sα maisîjumu atbilstoðivarbûtîbu sadalîjumam (X , p) dod ∑α∈X pαSα.5



1.1.2. Kvantu stâvokïi un mçrîjumiPievçrsîsimies tagad kvantu mçrîjumiem. No sâkuma aprakstîsim, kâ tiek uzdotikvantu stâvokïi.Apzîmçsim ar H galîgas dimensijas unitâru telpu. Mçs pieòemsim, ka tâs elementiir uzdoti kâ vektori-stabiòi
ψ =

















ψ1

ψ2...
ψn

















,ja H ir n-dimensionâla. Ja A ir patvaïîga kompleksa matri
a, tad ar A, AT , A∗ mçsapzîmçsim, atbilstoði, kompleksi saistîto, transponçto un saistîto matri
u, t.i., A∗ = AT .Skalâro reizinâjumu telpâ H mçs apzîmçsim ar
〈ψ, ϕ〉 = ψ∗ϕ =

n
∑

i=1

ψiϕi.Kvantu stâvokïi tiek uzdoti ar tâ sau
amâm blîvuma matri
âm, t.i. ar operatoriem
ρ, kas darbojâs telpâ H un apmierina ρ ≥ 0 (ρ ir nenegatîvi definçta) un Tr ρ = 1.Atgâdinâsim, ka matri
u ρ sau
 par nenegatîvi definçtu, ja tâ ir Ermita (Hermite),t.i., ρ∗ = ρ, un visas ρ îpaðvçrtîbas ir nenegatîvi reâli skaitïi. Apzîmçsim ar S(H) visublîvuma matri
u kopu virs H. Viegli redzçt, ka tâ ir izliekta kopa: visiem ρ1, ρ2 ∈ Hun visiem 0 ≤ p ≤ 1 izpildâs pρ1 + (1 − p)ρ2 ∈ S(H). Blîvuma matri
a pρ1 + (1 − p)ρ2atbilst maisîjumam no sistçmâm, sagatavotâm stâvokïos ρ1 un ρ2 propor
ijâs p un 1− p,atbilstoði.Izliektâs kopâs ekstremâliem punktiem ir îpaða nozîme. Izliektas kopas ekstremâlaispunkts ir tâds punkts, kas nevar tikt izteikts kâ divu daþâdu ðîs kopas punktu izliektakombinâ
ija. Kopâ S(H) ekstremâlie punkti ir tâ sau
amie tîrie stâvokïi (pure state).Tie ir viendimensionâlie projektori ρψ = ψψ∗, kur ψ ∈ H. Tîrus stâvokïus mçdz uzdod,uzrâdot tikai vektoru ψ. �eit rodas neviennozîmîba, jo vienu un to paðu tîro stâvokli
ψψ∗ var uzdod ar jebkuru vektoru formâ αψ, kur α ∈ C un |α| = 1. Visus ðos stâvokïuspieòem par ekvivalentiem, un izsaka to tâdâ veidâ, ka globâla fâze α kvantu mehânikânav svârîga.Stâvokïus, kuri nav tîrie, sau
 par jauktiem (mixed state). Operatoru spektrâlaissadalîjums

ρ =
∑

i

λixix
∗
i , λi ≥ 0,

∑

i

λi = 1,6



kur λi ir ρ îpaðvçrtîbas un xi ir atbilstoði îpaðvektori, parâda, ka jebkurð jauktais stâvoklisvar tikt izteikts kâ ne vairâk kâ dimH tîru stâvokïu izliekta kombinâ
ija.Ja kvantu stâvoklis neiedarbojâs ar ârpasauli, tad to evolû
iju laikâ var aprakstîtkâ konjugâ
iju ar kaut kâdu unitâru operatoru U , t.i., pielietojot izolçtai kvantu sistçmaikaut kâdu transformâ
iju, tâs stâvoklis mainâs kâ ρ 7→ UρU∗, kur U nav atkarîga nostâvokïa ρ. Ja ψ ir tîrais stâvoklis, tad tâ evolû
iju var uzdod ar ψ 7→ Uψ.Atgriezîsimies tagad pie mçrîjuma operatora. Tas transformç kvantu stâvokli
ρ ∈ S(H) varbûtîbu sadalîjumâ µMρ (x) virs kaut kâdas fâþu telpas X . Kâ tika minçtsiepriekðçjâ sadaïâ, katrs mçrîjums attçlo kvantu stâvokïu maisîjumu attie
îgajâ varbûtî-bu sadalîjumu maisîjumâ. Citiem vârdiem, µMS , kâ funk
ijai no S, jâbût afînai. Ar ðonosa
îjumu pietiek, lai pilnîbâ aprakstîtu kvantu mçrîjuma operatorus.Teorçma 1.1. Pieòemsim, ka ρ 7→ µρ ir attçlojums no kvantu stâvokïu telpas S(H)varbûtîbu sadalîjumos virs galîgas iznâkumu telpas X . Ja ðîs attçlojums ir afîns, tadeksistç tâdi Ermita operatori {Mx} virs H, ka

Mx ≥ 0,
∑

x∈X
Mx = I and µρ(x) = Tr(ρMx).Operatoru saime {Mx} tiek saukta par POVMu, kas ir saîsinâjums no angïu valodas'Positive Operator-Valued Measure"; operatori Mx tiek saukti par POVMa elementiem.Daudzas kvantu mehânikas klasiskas grâmatas nedefinç kvantu mçrîjumus tik vis-pârîgi, ierobeþojoties ar fon Neimana (von Neumann), jeb projektîviem mçrîjumiem.POVMu {Mx} sau
 par projektîvu, ja tas sastâv no projektoriem, t.i., M2

x = Mx visiem
x, un tie ir savstarpçji ortogonâli: MxMy = 0 visiem x 6= y. Patiesîbâ, kâ viegli pârbaudît,katrs no ðiem diviem nosa
îjumiem impli
ç otro.Iemesls, kâpç
 daudzi fiziíi neizmanto POVM formâlismu, ir tâds, ka daudzas fizikâ-las sistçmas var tikt izmçrîtas tikai ïoti ierobeþotos veidos, un ar projektîviem mçrîjumiempietiek, lai pilnîbâ aprakstîtu visus interesantos mçrîjumus, kas var tikt reâli izpildîti. Noðî viedokïa, projektîvie mçrîjumi ir piemçrotâki praktiskai realizâ
ijai nekâ POVMi. Tur-klât jebkuru POVMu var implementçt, izmantojot projektîvus mçrîjumus, kâ tas izrietno sekojoðâs Naimarka (Наймарк) teorçmas:Teorçma 1.2. Pieòemsim, ka {Mx}x∈X ir POVMs unitârajâ telpâ H, dimH = n un
|X | = m. Tad eksistç unitârâ telpa H̃, dim H̃ ≤ nm, izometrija V : H → H̃, unprojektîvais mçrîjums {Ex}, tâdi, ka

Mx = V ∗ExV.7



Citiem vârdiem, telpu H var iztçloties ielîktu lielâkâ telpâ H̃, un tas, kas izskatâskâ POVMs telpâ H, patiesîbâ ir projektîvais mçrîjums telpâ H̃.Daudzi kvantu skaitïoðanas uzdevumi ir balstîti uz tâda stâvokïa sagatavoðanu, kapat viens vienîgs mçrîjums var dot daudz informâ
ijas par atrisinâmo problçmu. Bet daþosgadîjumos maz, vai vispâr nekas nav zinâms par izmçrâmo sistçmu. �ajâ gadîjuma sa-gatavo daudzas stâvokïa kopijas (izmantojot atkârtojamîbas postulâti) un tad mçrâ tos.Mçrîjumu sistçma {Mi} tiek saukta par informa
ionâli pilnu (informationally 
om-plete) [57℄, ja stâvokli ρ ∈ S(H) var viennozîmîgi noteikt no µMi
ρ . Ja informa
ionâlipilna mçrîjumu sistçma tiek pielietota kvantu stâvoklim, tad no to statistikâm var tuvi-nâti dabût stâvokli. �o pro
esu sau
 par kvantu stâvokïa tomogrâfiju (quantum statetomography).Atzîmçsim, ka nav iespçjams noteikt stâvokli pre
îzi, jo nav iespçjams dabût pre
îzasvçrtîbas varbûtîbâm, izdarot tikai galîgu mçrîjumu skaitu. Kvantu tomogrâfijas galvenaismçríis ir novçrst ðo nepre
izitâti lîdz minimumam, izmantojot labâkus mçrîjumus.Pastâv divas kvantu tomogrâfijas paradigmas. Oriìinâlajâ paradigmâ mçrîjumi varbût daþâdi, un katrs no tiem ir projektîvs. Otrais piegâjiens ir izmantot vienu un topaðu (neprojektîvu) mçrîjumu atkârtoti. Tâdus mçrîjumus sau
 par IC-POVMiem, kasatbilst \informa
ionâli pilniem POVMiem". Nâkamajâs nodaïâs mçs dosim piemçrusabâm paradigmâm: tie bûs MUBu pilnâs sistçmas un SIC-POVMi.1.2. Furjç matri
asPar Furjç (Fourier) matri
u sau
 matri
u, kas izdara galîgas Âbela (Abel) grupasFurjç transformâ
iju. Furjç transformâ
ija tiek pielietota daudzâs matemâtikas, fizikas uninformâtikas nodaïâs. Piemçram, �ora (Shor) kvantu algoritmi skaitïu sadalîðanai reizi-nâtâjos un diskrçtâ logaritma atraðanai izmanto Furjç transformâ
iju kâ galveno soli [69℄.�ajâ darbâ mûs vairâk interesçs daþas spe
ifiskas Furjç matri
u îpaðîbas.Paòemsim Âbela grupu

G = Zd1 × Zd2 × · · · × Zdm
(1.1)ar kârtu n = d1d2 · · · dm. �eit ar Zn tiek saprasta veselo skaitïu grupa pç
 moduïa n:

Zn = Z/nZ. Pç
 Âbela grupu struktûru teorçmas jebkuru Âbela grupu var izteikt tâdâformâ (skat., piemçram, [39℄). Mçs lietosim apzîmçjumu G∗ grupas G nenulles elementukopai. 8



Furjç transformâ
iju definç, izmantojot duâlo grupu. Âbela grupas G duâlâ grupa Ĝsastâv no visiem grupas G raksturiem. Âbela grupas raksturs (
hara
ter) ir tâs morfismsmultiplikatîvajâ grupâ, kas sastâv no visiem kompleksiem skaitïiem ar absolûto vçrtîbu1, t.i., raksturam χ jâapmierina nosa
îjums χ(a + b) = χ(a)χ(b), ja grupa ir aditîva.Duâlas grupas operâ
ija ir raksturu reizinâjums kâ funk
iju ar kompleksâm vçrtîbâm, t.i.,
(χ1χ2)(a) = χ1(a)χ2(a), kur χ1 un χ2 ir divi grupas raksturi un a ir patvaïîgs grupaselements. Pastâv izomorfisms starp grupâm G un Ĝ, kas tiek uzdots ar

χa(b) = exp

(

m
∑

j=1

2πi

dj
ajbj

)

, (1.2)kur a = (a1, a2, . . . , am) un b = (b1, b2, . . . , bm) ir grupas G elementi, χa ir grupas Ĝelements, kas atbilst elementam a ðajâ izomorfismâ, un i =
√
−1. Atzîmçsim, ka izteiksme

χa(b) ir simetriska pret a un b apmainîðanu vietâm.Sekojoðâ lemma ir labi zinâms rezultâts. Tâ ir vispârîgâkas Lemmas 7.2, kuru mçspierâdîsim Nodaïâ 7., spe
iâlgadîjums.Lemma 1.3. Pieòemsim, ka x ir kopas G elements. Tad ∑
y∈G

χy(x) = 0 tajâ un tikai tajâgadîjumâ, ja x ∈ G∗.Matri
u ar vienâda moduïa kompleksiem elementiem sau
 par plakanu (flat) matri-
u. Ja tâ ir turklât unitâra (ar pre
izitâti lîdz reizinâðanai ar skalâri), tad to sau
 parkompleksu Adamâra matri
u (
omplex Hadamard matrix). Ir pieòemts normalizçtplakanas matri
as tâ, ka katrs to elements pç
 moduïa ir vienâds ar 1. Mçs to parasti pie-òemsim. Kompleksas Adamâra n× n-matri
as gadîjumâ daþreiz ir izdevîgâk pieòemt, kakatra elementa absolûtâ vçrtîba ir 1√
n
(tad tâ ir unitâra), daþreiz: 1. Atbilstoði situâ
ijaimçs pieòemsim vienu vai otru, no konteksta bûs skaidrs, kuru.Kompleksâ Adamâra matri
a ir klasiskâs Adamâra matri
as vispârinâjums. KlasiskâAdamâra matri
a apmierina tos paðus nosa
îjumus, bet ar visiem elementiem reâliem(t.i., vienâdiem ar ±1, sk., piemçram, [11℄ Nodaïa I.9). Tâlâk darbâ mçs lietosim terminuAdamâra matri
a lai apzîmçtu kompleksas Adamâra matri
as. Klasiskajâm Adamâramatri
âm mçs lietosim nosaukumu \reâla Adamâra matri
a".Divas Adamâra matri
as sau
 par ekvivalentâm, ja vienu var dabût no otras, pa-reizinot rindiòas un kolonnas ar skalâriem un pârkârtojot tâs. Daþas Adamâra matri
uekvivalen
es klases ir klasifi
çtas [71℄. Bet jau dimensijâ 6 tas nav lîdz galam klasifi
ç-tas [12℄. 9



Tagad mçs esam devuði visas svarîgâs definî
ijas un varam noformulçt sekojoðusvarîgu Lemmas 1.3 se
inâjumu:Se
inâjums 1.4. Matri
a F = (fi,j), kas ir indeksçta ar grupas G elementiem, un tâda,ka fi,j = χj(i), ir Adamâra.Pierâdîjums. A
îmredzot, visiem matri
as elementiem absolûtâ vçrtîba ir 1. Ska-lârais reizinâjums divâm rindâm ar indeksiem a un b ir
∑

y∈G
χy(a)χy(b) =

∑

y∈G
χy(b− a) = 0,ja a 6= b. Tâtad, jebkuras divas daþâdas matri
as F rindiòas ir ortogonâlas, un tâ irAdamâra. �Matri
u F no iepriekðçja Se
inâjuma sau
 par grupas G Furjç matri
u. Piemçram,ja mçs paòemsim G = Zn, tad mçs dabûsim tâdu matri
u:

Fn =























1 1 1 . . . 1

1 ωn ω2
n . . . ωn−1

n

1 ω2
n ω4

n . . . ω2n−2
n... ... ... . . . ...

1 ωn−1
n ω2n−2

n . . . ωn
2−2n+1

n























(1.3)
kur ωn = e2πi/n. Ja mçs gribam to uztvert kâ unitâru operâ
iju, tad pietiek to pareizinâtar 1√

n
. Kvantu skaitïoðanâ ir pieòemts definçt Fn pareizinâtu ar 1√

n
. Mçs pieturçsimies pieplaðâk pieòemtâs norunas, un definçsim Fn kâ (1.3). Patvaïîga Furjç matri
a ir vienâdaar tâdu matri
u tenzorreizinâjumu, t.i., ja G = Zd1 ×Zd2 ×· · ·×Zdm
, tad atbilstoðâ Furjçmatri
a bûs F = Fd1 ⊗ Fd2 ⊗ · · · ⊗ Fdm

. Vektora x, kura komponentes ir indeksçtas argrupas G elementiem, Furjç transformâ
ija ir definçta ar Fx.Pieòemsim, ka A = (aij) un B = (bij) ir divas vienâda izmçra matri
as. To Adamârareizinâjums (skat., piemçram, [43℄ Nodaïu 7) ir tâda paða izmçra matri
a (apzîmçta ar
A ◦ B) ar (i, j)-to elementu vienâdu ar aijbij . Citiem vârdiem, matri
as tiek sareizinâtaspa elementiem. Adamâra k-tâ pakâpe atkal ir tâda paða izmçra matri
a (apzîmçjums
A(k)) ar (i, j)-to elementu vienâdu ar akij . Sekojoðais rezultâts ir a
îmredzams.Apgalvojums 1.5. Grupas G Furjç matri
a ir simetriska. Apzîmçsim ar Ri matri
asrindu, kas atbilst elementam i ∈ G. Tad Ri ◦ Rj = Ri+j, t.i., rindu kopa ar Adamârareizinâjuma operâ
iju veido grupu, kas ir izomorfa sâkotnçjai grupai G.10



1.3. Pauli un Kliforda GrupasAtgâdinâsim, ka unitârâ grupa U(n) (unitary group) ir grupa, kuru veido visasunitâras matri
as telpâ Cn ar matri
u reizinâjumu kâ grupas operâ
iju. Aplûkosim grupu,kuru veido sekojoðie divi operatori (to rindas un kolonnas ir sanumurçtas ar Zn elemen-tiem, sâkot no 0 un beidzot ar n− 1):
Xn =























0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 0























Zn =























1 0 0 · · · 0

0 ωn 0 · · · 0

0 0 ω2
n · · · 0... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · ωn−1
n























. (1.4)
Pirmais operators attçlo kanoniskâs bâzes vektoru ei par bâzes vektoru ei+1, kur i + 1 iròemts pç
 moduïa n. Otrais operators pareizina bâzes vektoru ei ar ωin.Pieminçsim daþas îpaðîbas, kuras piemît ðiem diviem operatoriem. Pirmkârt,
ZnXn = ωnXnZn, jo

ZnXnei = Znei+1 = ωi+1
n ei+1 = ωnXnω

i
nei = ωnXnZneivisiem bâzes vektoriem ei. Var arî viegli redzçt, ka Xn
n = Zn

n = In, kur In ir vienîbasmatri
a.Tâtad, grupa, kuru veido Xn un Zn, sastâv no n3 elementiem {ωknX i
nZ

j
n | 0 ≤

k, i, j ≤ n − 1}. Bet kvantu mehânikâ globâlâ fâze parasti nav svarîga, tâpç
 mçs nosâkuma definçsim I(n) kâ {αI | α ∈ C, |α| = 1}, un tad definçsim vispârinâto Pauli grupu
GP(n) (generalized Pauli group) kâ iepriekðçjas grupas no n3 elementiem faktorgrupupç
 tâs ðíçluma ar I(n). Vçl pçdçjâ grupa ir zinâma kâ Veila-Heizenberga grupa (Weyl-Heisenberg group). No pieminçtâm operatoru Xn un Zn îpaðîbâm seko, ka vispârinâtâPauli grupa GP(n) ir izomorfa ar grupu Zn × Zn.Mçs arî izmantosim vispârinâto Pauli grupu tenzorreizinâjumus, tâpç
 definçsim
GP(G), kur G ir galîga Âbela grupa kâ formulâ (1.1), sekojoðajâ veidâ. Paòemsim
GP(Zn) = GP(n), un grupâm G1 un G2 definçsim GP(G1 × G2) = {U1 ⊗ U2 | U1 ∈
GP(G1), U2 ∈ GP(G2)}. Var viegli pârlie
inâties, ka GP(G) ∼= G × G un, tâdçjâdi,
|GP(G)| = |G|2.Kliforda grupu C(n) (Clifford group) definç kâ grupas U(n)/ I(n) apakðgrupu, kasnormalizç vispârîgo Pauli grupu ar konjugâ
iju. Tas ir,

C(n) = {U ∈ U(n)/ I(n) | U GP(n)U∗ = GP(n)}.11



Atgrieþoties pie operatoriem Xn un Zn, operatoram Xn ir spçkâ sekojoðâ a
îmredzamaîpaðîba:Apgalvojums 1.6. Operatoram Xn ir îpaðvçrtîbas λk = ωn−kn for k = 0, 1, . . . , n− 1 unatbilstoðie îpaðvektori ir
tk = (1, ωkn, ω

2k
n , . . . , ω

(n−1)k
n ).Furjç matri
ai Fn, kâ tâ ir definçta ar (1.3), ir tieði tâdas kolonnas un matri
ai Z−1

nir tieði tâdas paðas îpaðvçrtîbas uz diagonâles, tâdçjâdi, Z−1
n = F−1

n XnFn. Aizvietojot Fnar F−1
n , mçs dabûjâm lîdzîgâ veidâ, ka Zn = FnXnF

−1
n . No ðim divâm vienâdîbâm seko,kaApgalvojums 1.7. Furjç matri
a 1√

n
Fn pieder Kliforda grupai C(n).�o rezultâtu var pastiprinât sekojoðajâ veidâ [35℄. Izrâdâs, ka Furjç matri
a, kopâar matri
âm Xn un Zn un matri
u Pn = (pij), kur

pij =



























0, i 6= j

ω
i2/2
n , i = j un n ir pâra
ω
i(i−1)/2
n , i = j un n ir nepâra ,viedo Kliforda grupu. Kliforda grupa arî ir zinâma, îpaði skaitïu teorijâ, kâ Jakobi grupa.Skat., piemçram, [14℄.Kvadrâtisku matri
u C = (cab), kuras rindas un kolonnas ir indeksçtas ar Âbelagrupas G elementiem, sau
 par 
irkulâru (
ir
ulant) par G, ja ca+d,b+d = ca,b visiem

a, b, d ∈ G. Ja G = Zd1 × Zd2 × · · · × Zdm
, tad, kâ viegli redzçt, matri
a ir 
irkulâra tadun tikai tad, ja tâ ir matri
u

{Xa1
d1

⊗Xa2
d2

⊗ · · · ⊗Xam

dm
| 0 ≤ ai < di}. (1.5)lineâra kombinâ
ija. Tâ kâ Fn diagonâlizç Xn, tad grupas G Furjç matri
a F = Fd1 ⊗

Fd2 ⊗ · · · ⊗ Fdm
diagonâlizç visas matri
as no (1.5), tâtad, arî visas 
irkulâras matri
aspar G.
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2. nodaïa
MUBi un SIC-POVMi

�ajâ nodaïâ mçs ieviesîsim objektus, ar kuriem mçs taisâmies strâdât lîdz pat dar-ba beigâm: savstarpçji nenosliektas bâzes (MUBus) un simetriskus informa
ionâli pil-nus POVMus (SIC-POVMus). Mçs dosim atbilstoðas definî
ijas, formulçsim galvenosrezultâtus un ðo objektu pielietojumus. Sadaïâ 2.2. mçs formulçsim galvenâs hipotçzesSIC-POVMu eksisten
ei.2.1. Savstarpçji nenosliektas bâzesDivus vektorus x, y ∈ Cn sau
 par nenosliektiem (unbiased), ja to skalârâ reizi-nâjuma absolûtâ vçrtîba |〈x, y〉| ir 1√
n
. Îsuma labad tâlâk skalârâ reizinâjuma absolûtâsvçrtîbas kvadrâtu sauksim par leòíi (angle) starp ðiem vektoriem (tâda terminoloìija irpieòemta, teiksim, darbâ [47℄). Tâtad, divi vektori ir nenosliekti, ja leòíis starp tiem ir

1
n
. Par savstarpçji nenosliektu bâþu (mutually unbiased bases) sistçmu unitârajâtelpâ Cn sau
 ðîs telpas ortonormçtu bâþu sistçmu {B0, B1, . . . , Br} tâdu, ka jebkuri di-vi vektori no daþâdâm bâzçm ir nenosliekti. Mçs parasti lietosim saîsinâjumu no angïuvalodas, sau
ot tâdu sistçmu par MUBu sistçmu. Mçs bieþi grupçsim bâzes vektorusmatri
â, un teiksim, ka divas unitâras matri
as ir savstarpçji nenosliektas, ja bâzes, koveido tâs kolonnas, ir savstarpçji nenosliektas. Pirmo reizi tâdas bâzes aplûkoja �vin-gers (S
hwinger) [63℄. Nosaukumu \savstarpçji nenosliektas bâzes" piedâvâja Fîldss unVûterss (Fields, Wootters) rakstâ [74℄. Piemçram, sekojoðas trîs telpas C

2 bâzes ir
13



savstarpçji nenosliektas:










1 0

0 1



 ,
1√
2





1 1

1 −1



 ,
1√
2





1 1

i −i











(2.1)MUBu pielietojumi iekïauj kvantu stâvokïu tomogrâfiju [45, 74℄. Var pierâdît, katie veido labâko mçrîjumu sistçmu, kas sastâv no n + 1 ortonormçtâm bâzçm. Cits pie-lietojums ir kvantu kriptogrâfija. Piemçram, labi zinâms protokols BB84, kuru piedâvâjaBenets un Brasards (Bennet, Brassard) [13℄, izmanto pirmâs divas bâzes no (2.1). Idejaðim pielietojumam ir tâda, ka mçrîjums vienâ no bâzçm nedod absolûti nekâdu informâ-
iju par to, kâds bûtu iznâkums, ja mçrîjums tiktu izpildîts pirmajâ bâzç. Vçl tos varpielietot Vîdçja Karaïa problçmâ (Mean King's problem) [1℄ un konstruçjot Vignçra(Wigner) funk
ijas [75℄. Jaunâko svarîgâko informâ
iju par MUBiem var atrast saitç [28℄.Skaidrs, ka ja n = 1, tad jebkura vienîbas vektoru (patiesîbâ, skalâru) kopa dosMUBu sistçmu. �is rezultâts nav pârâk interesants, tâdçï mçs tâlâk pieòemsim, ka telpair n-dimensionâla, kur n ≥ 2. �ajâ gadîjumâ var pierâdît, ka telpâ Cn neeksistç sistçmano vairâk kâ n+ 1 savstarpçji nenosliektâm bâzçm (sk. Teorçmu 3.3 tâlâk tekstâ). Orto-normçtu bâþu sistçmu, kas sasniedz ðo robeþu, sau
 par pilno (
omplete) MUBu sistçmu.Piemçram, trîs MUBi no (2.1) veido pilno MUBu sistçmu telpâ C2. Interesants jautâjumsir, vai tamlîdzîga sistçma eksistç katram dimensiju skaitam n. Atbilde ir pozitîva, ja nir pirmskaitïa pakâpe [45, 74℄. Atbilstoðas konstruk
ijas tiks aprakstîtas Sadaïâs 2.1.1.un 7.2.3. Visâs 
itâs dimensijâs (pat, ja n = 6) jautâjums ir joprojâm atklâts par spîtidaudzâm pûlçm atrisinât ðo problçmu (sk., piem., [12℄).Pieòemsim, ka mums ir dota MUBu sistçma: {B0, B1, . . . , Br}. Mçs vienmçr varamtos aprakstît bâzç B0 (t.i., pareizinât visas bâzes ar B−1
0 no kreisâs puses). Tâdçï mçsvaram pieòemt, ka pirmâ bâze ir kanoniskâ bâze (vienîbas matri
a). Tad matri
âm, kasapraksta pârejas bâzes, visi elementi pç
 absolûtas vçrtîbas bûs vienâdi ar 1√

n
, t.i., tâsbûs Adamâra matri
as.Adamâra matri
u sistçmu tâdu, ka jebkuras divas no tâm ir savstarpçji nenosliektas,sau
 par savstarpçji nenosliektu Adamâra matri
u (Mutually Unbiased Hadamards)sistçmu (MUHu sistçmu). Sekojoðs rezultâts ir a
îmredzams:Apgalvojums 2.1. Pilnâ MUBu sistçma telpâ Cn eksistç tajâ un tikai tajâ gadîjuma,kad ðajâ telpâ eksistç n MUHu sistçma.Sistçmu, kas sastâv no n MUHiem telpâ Cn, sau
 par pilno MUHu sistçmu. Parastiir çrtâk strâdât tieði ar MUHiem, un mçs pieturçsimies pie ðî atlikuðajâ darba daïâ.14



Pilno MUBu sistçmu meklçjumi ir sareþìîti gan liela meklçto bâzu skaita dçï, gan tâ-pç
, ka leòíi 1
n
, kuru veido divi vektori no daþâdâm bâzçm, ir grûti iztçloties. IzmantojotVelèa nevienâdîbu, kâ aprakstîts nâkamajâ nodaïâ, mçs dosim pietiekamu un nepie
ieða-mu nosa
îjumu, kas izmanto tikai vektoru ortogonalitâti. Skaidrs, ka tâ ir daudz vairâkintuitîvâka un izpçtîtâka attie
îba. Ir vçrts pieminçt, ka tâ nav pirmâ reize, kad leòíi 1

ngrib aizstât ar nulli. Alternatîvo piegâjienu, kur proji
ç attie
îgâs blîvuma matri
as unnulles pçdas Ermitu matri
u telpu, ir aprakstîts rakstâ [74℄.Mûsu piegâjiens ir 
itâdâks. Izmantojot n + 1 Adamâra matri
u sistçmu telpâ Cn,mçs konstruçjam n plakanus vektorus no C
n2, t.i., tâdus, ka visiem ðo vektoru elementiemir vienâdas absolûtas vçrtîbas. Tâlâk, no katriem diviem ðâdiem vektoriem mçs iegûstamjaunu ðîs paðas telpas vektoru. Mçs pierâdâm, ka sâkotnçjâs Adamâra matri
as ir savstar-pçji nenosliektas tad un tikai tad, ja ðie vektori ir savstarpçji ortogonâli. Nav grûti atrast

(

n
2

) ortogonâlus plakanus vektorus telpâ Cn2, taèu, vispâr runâjot, tos nevarçs sadalîtatpakaï pâros.Turklât, ja mçs kon
entrçsimies MUH homogçnâm sistçmâm, (skat., Sadaïu 5.3.),tad ðo kritçriju var vienkârðot lîdz divâm matri
âm no Cn un lîdzîgiem ortogonalitâtesnosa
îjumiem. Lai parâdîtu ðîs pieejas noderîgumu, mçs aprakstâm jau zinâmas MUHukonstruk
ijas, izmantojot ðo konstruk
iju un pierâdâm, ka tie tieðam veido MUHu pilnâssistçmas.Mçs arî parâdam, kâ ðis piegâjiens dabiski aizved pie daþu kombinatorisko struktûrupielietojumiem MUBu konstruçðanâ, kuri tika atklâti nesen. Starp 
itu, mçs vispârinâmatbilstîbu starp planârâm funk
ijâm un sadalâmâm semiregulârâm relatîvâm starpîbukopâm lîdz nesadalâmo starpîbu kopu gadîjumam (Sadaïa 7.2.4.).2.1.1. Zinâmas MUBu konstruk
ijas�ajâ sadaïâ mçs dosim zinâmu konstruk
iju MUHu pilnai sistçmai telpâ Cpk , kur p irnepâra pirmskaitlis. �o konstruk
iju gadîjumâ, kad k = 1 ieguva Ivanoviès (Ivanovi
́) [45℄un tad tika vispârinâta visiem k Vûtersa un Fîldsa rakstâ [74℄. Iemesls kâpç
 ir nepie
ie-ðama pirmskaitïa pakâpe ir tâds, ka ðî konstruk
ija izmanto galîgus laukus, un tiem, kâlabi zinâms, ir tikai pirmskaitïa pakâpes izmçri. Kâ tika teikts iepriekð, mçs aplûkosimtikai nepâra gadîjumu. Gadîjums, kad p = 2, tiks aplûkots vçlâk, kopâ ar 
itu pierâdîju-mu nepâra pirmskaitïu gadîjumâ Sadaïâ 7.2.3. Ar terminiem, kas saistîti ar galîgo laukuteoriju, var iepazîties jebkurâ standarta grâmatâ par ðo tçmu, teiksim, iekð [51℄.15



Pieòemsim, ka GF (pk) ir galîgs lauks ar pk elementiem. Mçs lietosim ψ lai apzîmçtulauka aditîvas grupas raksturus un φ | lauka multiplikatîvas grupas raksturiem. Mçs arîpieòemsim, ka multiplikatîvie raksturi ir netriviâlie, t.i., tie pieòem nevienîbas vçrtîbuvismaz vienai argumenta vçrtîbai, un ka φ(0) = 0.Pastâv kanoniskais veids, kâ var reprezentçt lauka aditîvus raksturus, izmantojot tâmultiplikatîvu struktûru. Tas elementam a ∈ GF (pk) piekârto raksturu
ψa(x) = ωTr(ax)

p , (2.2)kur Tr ir pçdas (tra
e) funk
ija GF (pk) → GF (p). Tâ ir definçta ar sakarîbu
Tr(x) = x+ xp + xp

2

+ · · ·+ xp
k−1

.Pçda ir lineâra funk
ija, un tas padara ψa(x) par raksturu. Izmantojot ðo atbilstîbu, vardefinçt funk
ijas f : GF (pk) → C Furjç transformâ
iju kâ funk
iju f̂ : GF (pk) → C ar
f̂(x) =

1
√

pk

∑

a∈GF (pk)

ψa(x)f(a).Ja x 6= 0, tad sekojoðâs transformâ
ijas
∑

a∈GF (pk)

ωTr(ax)
p φ(a) = φ(x)

∑

a∈GF (pk)

ωTr(ax)
p φ(ax) = φ(x)

∑

a∈GF (pk)

ψ1(a)φ(a)dod elegantu identitâti
φ̂(x) = φ(x)φ̂(1). (2.3)Formula izpildâs jebkuram netriviâlam raksturam φ un jebkuram x (ja x = 0, tad ðî iden-titâte seko no Lemmas 1.3). Izmantojot ðo formulu, un to faktu, ka Furjç transformâ
ijair unitârs attçlojums, nav grûti pierâdît, ka |φ̂(x)| = 1 visiem x 6= 0, un ka φ̂(0) = 0.Aplûkosim tagad sekojoðu kvadrâtisku (quadrati
) multiplikatîvu raksturu:

τ(a) =



















0 , a = 0;

1 , a 6= 0 ir kvadrâts laukâ GF (pk);
−1 , a nav kvadrâts laukâ GF (pk).un funk
iju κa(x) = ψa(x

2). Izmantojot ðos divus objektus, nav grûti parâdît, ka
|κ̂a(b)| = 1 (2.4)visiem nenulles a. Tieðam, |κ̂a(b)| ir vienâds ar

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

pk

∑

x∈GF (pk)

ωTr(ax2+bx)
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

pk

∑

x∈GF (pk)

ωTr(ax2)
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

pk

∑

y∈GF (pk)

ωTr(ay)
p (1 + τ(y))

∣

∣

∣

∣

∣
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=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

pk





∑

y∈GF (pk)

ωTr(ay)
p +

∑

y∈GF (pk)

ωTr(ay)
p τ(y)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |τ̂ (a)| = 1.Otrajâ vienâdîbâ tiek pielietota transformâ
ija x 7→ x − b
2a
. Treðajâ solî tiek izmantotsfakts, ka jebkuram nenulles kvadrâtam laukâ ar nepâra harakteristiku (t.i., ka p ir nepâra)ir tieði divas kvadrâtsaknes. Piektajâ solî mçs izmantojâm Lemmu 1.3.Teorçma 2.2. Bâzes

(v
(r)
b )ℓ =

1
√

pk
ωTr(rℓ2+bℓ)
p(kur r ir bâzes indekss, b ir vektora indekss un ℓ ir komponentes indekss, visi elementi no

GF (pk) un p ir nepâra pirmskaitlis) dod pilno MUHu sistçmu telpâ Cpk .Pierâdîjums. Paòemsim divus vektorus no daþâdâm bâzçm, teiksim v
(r1)
b1

un v(r2)
b2

,
r1 6= r2. Var viegli redzçt, ka

∣

∣

∣
〈v(r1)
b1

, v
(r2)
b2

〉
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

pk

∑

ℓ∈GF (pk)

ωTr((r2−r1)ℓ2+(b2−b1)ℓ)
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

pk
κ̂r2−r1(b2 − b1)

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
√

pk
.Pârçjos skalârus reizinâjumus var pârbaudît lîdzîgi. �2.2. Simetriskie informa
ionâli pilnie POVMiPar Simetrisku informa
ionâli pilno POVMu, (Symmetri
 InformationallyComplete POVM) jeb SIC-POVMu sau
 kopu {xi}, kas sastâv no n2 vienîbas vek-toriem unitarajâ n-dimensionâlajâ telpâ Cn tâdiem, ka

|〈xi, xj〉| =
1√
n+ 1daþâdiem i un j. Tâdçjâdi definçta, ðî kopa, protams, nav POVMs. Lai uzbûvçtu POVMujâpaòem operatori { 1

n
x∗ixi}. Uzreiz nav a
îmredzams, ka ðî kopa ir POVMs, mçs topierâdîsim tâlâk Sadaïâ 5.1.. Bet ja tagad ir skaidrs, ka tâ ir kopa no vektoriem, kajebkuri divi daþâdi no tiem veido vienu un to paðu leòíi. Kâ tâdi tie jau tika pçtîti ârpuskvantu informâ
ijas teorijas. Pirmais raksts, kur parâdâs tâds jçdziens ir [50℄.Kvantu informâ
ijas redzeslokâ ðis jçdziens pirmo reizi parâdîjâs Caunerâ (Zauner)doktora disertâ
ijâ [76℄. Papildus kvantu tomogrâfijai [19℄, SIC-POVMi tiek pielietotiarî kvantu kriptogrâfijâ [31℄ un kvantu mehânikas teorçtiskajos pçtîjumos [32℄, kur tieveido \standarto kvantu mçrîjumu", lîdzîgi standartizçtajiem metram un kilogramam,kuri glabâjas Fran
ijâ.Lielâkais daudzums no darbiem, kuri veltîti SIC-POVMiem, aplûko daþâdus spe
i-âlus gadîjumus, kurus mçs tagad aprakstîsim.17



2.2.1. Grupu kovarianti SIC-POVMiKontrastâ ar MUBu gadîjumu, skaitliskie SIC-POVMi tika atrasti visâs dimensijâs,kuras ir pietiekoði mazas, lai atïautu tâdu pârlasi. Bet tikai daþi analîtiskie SIC-POVMiir zinâmi, un nav zinâma neviena konstruk
ija, kas darbotos priekð bezgalîgi daudziem
n. Daudz pûïu tika veltîti 
enðoties samazinât meklçjuma apgabalu, t.i., dot stingrâkuhipotçzi nekâ vienkârði SIC-POVMu eksisten
e. Tâda hipotçze, ja tâ izpildîtos nelielâsdimensijâs, varçtu izstrâdât intuî
iju, lai atrastu paòçmienu, kâ SIC-POVMu uzkonstruçtarî 
itâs dimensijâs. Turklât, samazinot meklçðanas apgabalus, parasti atvieglojas dator-pârlase, kas atïauj atrast SIC-POVMus ar datoru arî lielâkajâ dimensiju skaitâ. �ajânodaïâ mçs dosim daþas no ðîm hipotçzçm.Vektoru ψ ∈ Cn sau
 par fidu
iâro vektoru attie
îbâ pret K (fidu
ial), kur K ir
U(n)/ I(n) apakðgrupa, ja kopa {Uψ | U ∈ K} veido SIC-POVMu (sk. Sadaïu 1.3. priekðgrupu U(n), I(n) un tamlîdzîgu definî
ijâm). SIC-POVMu, kuru var tâdâ veidâ uzbûvçtsau
 par grupu-kovariantu attie
îbâ pret K (group 
ovariant). �is nosaukums atspoguïoto, ka katrs grupas K elements permutç, ar pre
izitâti lîdz fâzei, SIC-POVMa elementus.Parasti ðo jçdzienu pielieto ar K = GP(n). Tâdçjâdi, ja grupa K netiks spe
ifi
çta,tad tas nozîmç, ka tâ ir vispârinâta Pauli grupa. Piemçrâm, telpâ C

2 fidu
iâri vektori ir
1√
6





√

3 +
√

3

ω8

√

3 −
√

3



 un 1√
6





−
√

3 −
√

3

ω8

√

3 +
√

3



 . (2.5)Mçs dosim vairâk piemçrus Nodaïâ 7.. Daþreiz mçs izvçlçsimies K lomai grupu GP(G),kur G ir galîga Abela grupa.Grup kovarianta SIC-POVMa jçdziens pieder Renesam (Renes) un lîdzauto-riem [58℄. Sekojoðâ hipotçze arî pieder viòiem:Neatrisinâta Problema 2.3. Vai grupu kovariantie SIC-POVMi eksistç visâs dimensi-jâs? Tajâ paðâ rakstâ viòi dod skaitliski atrastus SIC-POVMus visâs dimensijâs lîdz pat45. �o sarakstu var atrast saitç [59℄. Piemçram, priekð n = 5 ðajâ saitç ir dots sekojðsfidu
iârais vektors:






















0.1630948960− 0.3554098551i

0.3048387097 + 0.0113254913i

0.2784270686 + 0.3836760386i

0.6479623659− 0.2829656308i

0.1544552195− 0.0742890175i























. (2.6)
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Var atzîmçt arî saiti [66℄, kur var atrast skaitliskas izteiksmes fidu
iâriem vektoriem lîdzdimensijai 67.Analîtiskas izteiksmes fidu
iâriem vektoriem ir zinâmas sekojoðâm n vçrtîbâm:2,3,4,5 [76℄, 6 [35℄, 7, 19 [6℄, 8, 9, 10, 12, 13 [36℄, 11 un 15 [37℄.Svarîgs jautâjums ir: kâdas operâ
ijas saglabâ \fidu
iârumu". Pirmâ atbilde uz ðojautâjumu varçtu bût:Apgalvojums 2.4. Ja C ir Kliforda grupas C(n) elements un ψ ∈ Cn ir fidu
iârs vektors,tad Cψ arî ir fidu
iârais vektors.Pierâdîjums. Tieðam, katram U ∈ GP(n) tâdam, ka U /∈ I(n), izpildâs:
|〈Cψ,UCψ〉| = |〈Cψ,CU ′ψ〉| = |〈ψ, αU ′ψ〉|,kâdam U ′ ∈ GP(n). Svarîgi pârlie
inâties, ka U ′ /∈ I(n), bet tas tâ ir, jo 
itâdi izpildîtos

U = CU ′C∗ ∈ I(n), kas nav iespçjams. Tâtad, skalârais reizinâjums ir vienâds ar 1√
n+1

.
� Pirmo reizi ðim rezultâtam pievçrsa uzmanîbu Grasls (Grassl) [35℄. Piemçram, ja
x ir fidu
iârs vektors un a, b ∈ Zn, turklât a ir savstarpçjais pirmskaitlis ar n, tad vektors
y ar komponentçm yj = xaj+b arî ir fidu
iârs. Citiem vârdiem, permutçjot fidu
iâra vek-tora komponentes ar apgrieþamo afîno operâ
iju (kas darbojâs indeksu kopâ Zn) saglâba\fidu
iârumu". �î operâ
ija iekrît Apgalvojuma 2.4 aplûkojamo gadîjumu skaitâ, jo tâdapermutâ
ija pieder Kliforda grupai.Bet eksistç viena svarîga operâ
ija, kurai Apgalvojums 2.4 nestrâdâ. Tik tieðam,viegli redzçt, ka, ja ψ ∈ Cn ir fidu
iârs vektors, tad

|〈ψ,X i
nZ

j
nψ〉| = |〈ψ,X i

nZ
n−j
n ψ〉| =

1√
n+ 1visiem veseliem 0 ≤ i, j < n, kas nav vienâdi ar nulli vienlai
îgi. Tâdçjâdi, kompleksâsaistîta òemðana, saglabâ \fidu
iârumu".Tas uzvedinâja Epelbeju (Appleby) definçt paplaðinâtu Kliforda grupu rakstâ [6℄sekojoðajâ veidâ. Definçsim anti-lineâru (anti-linear) operatoru L : Cn → Cn kâ lineâruoperatoru virs R ar papildus îpaðîbu L(αψ) = ᾱLψ visiem vektoriem ψ un skalâriem α.Anti-lineâru operatoru L sau
 par anti-unitâru (anti-unitary), ja tas ir apgrieþams, untâ apgrieztais operators L−1 apmierina nosa
îjumu 〈ϕ, L−1ψ〉 = 〈ψ, Lϕ〉 visiem ϕ, ψ ∈ C

n.Paplaðinâtu Kliforda grupu (extended Clifford group) EC(n) definç kâ grupu, kassastâv no visiem unitâriem un anti-unitâriem operatoriem U tâdiem, ka U GP(n)U−1 =

GP(n). Apgalvojumu 2.4 var pre
izçt sekojoðajâ veidâ:19



Apgalvojums 2.5. Ja C ir paplaðinâtas Kliforda grupas EC(n) elements un ψ ∈ Cn irfidu
iârs vektors, tad Cψ arî ir fidu
iârs vektors.2.2.2. Caunera hipotçzeKâ mçs redzçjâm iepriekðçjâ punktâ, katrs Kliforda grupas elements attçlo fidu
i-âro vektoru uz fidu
iâro vektoru. Tâ kâ fidu
iâro vektoru nav tik daudz, iespçjams, kakâds Kliforda grupas elements U attçlo fidu
iâro vektoru paðu uz sevi ar pre
izitâti lîdzskalâram, t.i., ka fidu
iârs vektors ir operatora U îpaðvektors.Kaut ko tamlîdzîgu piedâvâja Cauners savâ doktora darbâ [76℄. Aplûkosim unitâro
n× n-matri
u S = (sij), kas definçta ar

sij =
ωn−1

24√
n
ω

2ij+(n+1)j2

2n .Tâ pieder Kliforda grupai, jo
S−1XS = Z−1 un S−1ZS = ωn−1

2n XZ−1.Bieþi ðo operatoru apzîmç ar Z, mçs nelietojâm ðo apzîmçjumu, lai nesajauktu ðo opera-toru ar operatoru Zn, kas definçts ar (1.4).Hipotçze A. Katrâ galîgâ dimensijâ eksistç fidu
iârs vektors, kas ir operatora S îpað-vektors.�o hipotçzi nav triviâli pârbaudît, jo operatoram S ir ârkârtîgi deìenerçts spektrs.Var pârbaudît, ka S3 = I, tâtad tam ir trîs iespçjamas îpaðvçrtîbas: 1, ω3 un ω2
3. Atbil-stoðâm îpaðtelpâm ir sekojoðas dimensijas:

n 1 ω3 ω2
3

3m m+ 1 m m− 1

3m+ 1 m+ 1 m m

3m+ 2 m+ 1 m+ 1 mArî ir vçrts atzîmçt, ka ja ψ ir fidu
iârs vektors un vienlai
îgi ir operatora U ∈
EC(n) îpaðvektors, un U ′ ir operatoram U konjugçts operators grupâ EC(n) (teiksim,
U ′ = V UV −1, V ∈ EC(n)), tad V ψ ir operatora U ′ îpaðvektors, kâ arî fidu
iârs vektorsApgalvojuma 2.5 dçï.Epelbejs rakstâ [6℄, rûpîgi analizçjot rakstâ [58℄ skaitliski atrastus fidu
iârus vek-torus, definçja spe
iâlu klâsi, kas sastâv no treðâs kârtas elementiem no C(n), un kuru20



viòð nosau
a par kanoniskiem treðâs kârtas unitâriem operatoriem (
anoni
al order 3unitary). Balstoties uz ðo klasi, viòð izvirzîja divas hipotçzes:Hipotçze B. Fidu
iârs vektors eksistç katrâ galîgâ dimensijâ. Katrs fidu
iârs vektors irkanoniskâ treðâs kârtas unitâra operatora îpaðvektors.Hipotçze C. Fidu
iârs vektors eksistç katrâ galîgâ dimensijâ. Katrs fidu
iârs vektors iroperatora U ∈ C(n) îpaðvektors, kur U ir operatoram S konjugçts operators.Patiesîbâ, S ir kanoniskais treðâs kârtas unitârs operators, un katrs operators, kas irkonjugçts kanoniskajam treðâs kârtas unitâram operatoram arî ir kanoniskais treðâs kârtasunitârs operators. Tâdçjâdi, Hipotçze C impli
ç abas Hipotçzes A un B. Pagaidâm ne-viens pretpiemçrs Hipotçzçm A un B netika atrasts. Grasls [36℄ uzkonstruçja pretpiemçruHipotçzei C telpâ C12, taèu ja n ir pirmskaitlis, kas ir lielâks par 3, tad Hipotçzes A, Bun C ir ekvivalentas [29℄.Var redzçt, ka galvenais virziens sastâv tajâ, lai saðaurinâtu SIC-POVMu klasi pç
iespçjas vairâk. Mçs, savukârt, definçsim Nodaïâ 5.3. nedaudz plaðâku SIC-POVMu klasinekâ grupu kovarianti SIC-POVMi. �ai konstruk
ijai ir daudz kas kopîgs ar MUHu pilnosistçmu konstruk
ijâm, un daþreiz tâ atïauj uzkonstruçt elegantâkus SIC-POVMus nekâtie, kas ir zinâmi.
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3. nodaïa
Velèa nevienâdîba

�ajâ nodaïâ mçs dosim nelielu apskatu virknçm ar zemu korelâ
iju, jo tâm ir daudzkas kopîgs ar objektiem, kurus mçs definçjâm iepriekðçjâ nodaïâ. Galvenais, ko mçsiegûsim no ðî apskata, ir Velèa nevienâdîbas | nevienâdîbas, kas saista vektoru skaitunoteiktâ sistçmâ ar to korelâ
iju.Velèa nevienâdîbas var pielietot arî mûsu problçmai. Izrâdâs, ka MUBu pilnâssistçmas un SIC-POVMi apmierina ðo nevienâdîbu priekð k = 2 ar vienâdîbu. Kâ mçsparâdîsim nâkamajâ nodaïâ, tas nozîmç, ka tie veido komplekso projektîvo 2-dizainu.3.1. Velèa nevienâdîba un korelâ
ijasPar Velèa nevienâdîbu sau
 nevienâdîbu no sekojoðas teorçmas:Teorçma 3.1. Katrai galîgai vektoru virknei {xi} no unitârâs telpas C
n un katram na-turâlam k ≥ 1 izpildâs sekojoða nevienâdîba

(

n+ k − 1

k

)

∑

i,j

|〈xi, xj〉|2k ≥
(

∑

i

〈xi, xi〉k
)2

. (3.1)Pierâdîjums tiks dots Sadaïâ 5.1.. Sâkotnçji ðo nevienâdîbu (gadîjumâ, kad visiemvektoriem ir vienâda norma) pierâdîja Velès [73℄. Ir vçrts iepazîties ar viòa motivâ
iju.Lai to izdarîtu, mums vajadzçsies definçt virknes ar zemu korelâ
iju. Sistemâtiskâkar ðo tematu var iepazîties iekð [40℄. Pieòemsim, ka u un v ir divas kompleksas periodiskasvirknes ar periodu n. Parasti ðîs sekven
es tiek definçtas ar ui = ωai
q , kur ai ∈ Zq.Binârais gadîjums, kad q = 2, sastopas visbieþâk. Par virkòu u un v (periodisku) korelâ
iju(periodi
 
orrelation) definç kâ (kur L ir kreisâs nobîdes funk
ija)

θu,v(τ) = 〈Lτ (u), v〉 =

n
∑

i=1

uivi+τ .22



Virknes korelâ
iju paðai ar sevi sau
 par tâs autokorelâ
iju (auto
orrelation) θu(τ) =

〈Lτ (u), u〉. Divu tâdu virkòu, ka vienu nevar dabût no otrâs, izmantojot nobîdi, parastisau
 par savstarpçju korelâ
iju (
ross
orrelation).Divu binâru virkòu korelâ
ija ir vienâda ar to pozî
iju skaitu, kur divas virknessakrît, mînus to pozî
iju skaits, kur ðîs virknes atðíiras. Korelâ
ija ir zema, ja tâs absolûtâvçrtîba ir maza. Korelâ
iju sau
 par ideâlu (ideal), ja tâ ir tik maza, 
ik tas ir iespçjams,tas ir, 0 vai ±1. To sau
 par zemu, ja tâ ir O(
√
n). Tâ ir vidçjâ sagaidâma vçrtîbanejauðâm virknçm. Tâtad ðîs parametrs dod vienu no virkòu nejauðîbas novçrtçðanaskritçrijiem.Piemçram,m-virknçm (m-sequen
es), tas ir, maksimâlâ iespçjamâ garuma virknes,kurus ìenerç LFSR (linear feedba
k shift register) ir ideâla autokorelâ
ija, jo tiem

θ(τ) = −1 visiem τ 6≡ 0 (mod n) [61℄. Tas, kopâ ar 
itiem ðo virkòu îpaðîbâm, izskaidro,kâpç
 tie tiek pielietoti klasiskajâ kriptogrâfijâ (kâ galvenâ sastâvdaïa gandrîz katramplûsmas ðifrçtajam) un elektroniskajâ inþenierijâ (piem., radaros).Virkòu sistçmas ar mazu savstarpçju korelâ
iju arî ir labi izpçtîtas. Jaukâ ðo virkòuîpaðîba ir tâ, ka tâs var vienlai
îgi sûtîti pa vienu un to paðu kanâlu, tâ kâ tâs nerâdatrau
çjumus viena otrai. Laikâ, kad Velès rakstîja savu rakstu, bija zinâmas daudzasvirkòu sistçmas ar mazu korelâ
iju, un jautâjums bija izstrâdât novçrtçjumus no augðasvirkòu skaitâm tâdâ sistçmâ.Piemçram, vienu no visvairâk zinâmajâm virkòu sistçmâm uzkonstruçja Golds(Gold) rakstâ [33℄. Katram k ∈ N viòð uzkonstruçja sistçmu no 2k + 1 virknçm arperiodu 2k − 1 un ar korelâ
iju starp jebkurâm divâm no tâm no kopas {−1,−(2(k+1)/2 +

1), 2(k+1)/2 − 1}.�îs sistçmas un MUBu pilnâs sistçmas lîdzîba ir labi saskatâma. Abas sastâv novektoriem no Cn, vektori tiek sagrupçti blokos ar izmçru n (Golda virkòu gadîjumâ ðosblokus veido viena virkne kopâ ar visâm savâm 
ikliskâm nobîdçm), bloku skaits un atbil-stoði skalârie reizinâjumi arî gandrîz sakrît. Tâdçjâdi, ideja izmantot Velèa nevienâdîbas,pçtot MUBu sistçmas, izskatâs diezgan dabiski.Pat vairâk, izrâdâs, ka Altops (Alltop) savâ darbâ [2℄, kas uzrakstîts 1980. gadâ(t.i., vienu gadu pirms Ivanovièa darba [45℄ of Ivanovi
́), visiem pirmskaitïiem p ≥ 5uzkonstruçja sistçmu no p virknçm ar periodu p, kuru katrs elements ir ar absolûtu vçrtîbu
23



1√
p
un tâdu, ka savstarpçja korelâ
ija ir vienâda ar

|θuv(τ)| =



















1 , u = v un τ = 0;

0 , u 6= v un τ = 0;

1√
p

, τ 6= 0.Atbilstoðas virknes ir definçtas ar
b
(r)
ℓ =

1√
p
ωℓ

3+rℓ
p(ðeit r ir virknes numurs un ℓ ir komponentes indekss). Pierâdîjums ir lîdzîgs Teorçmas 2.2pierâdîjumam. �îs virknes kopâ ar savâm 
ikliskâm nobîdçm un kanonisko bâzi dod MUBupilno sistçmu telpâ Cp. Cits veids kâ to izteikt ir teikt, ka vektors {ωℓ3p }ℓ∈Zp

ir \fidu
iârsvektors", kas dod MUHu pilno sistçmu, lîdzîgi SIC-POVMiem, kurus mçs aplûkojâmSadaïâ 2.2.1..�o rezultâtu vispârinâja pirmskaitïu pakâpju dimensijâm rakstâ [48℄ lîdzîgi kâ Vûtersun Fîlds [74℄ vispârinâja Ivanovièa rezultâtu.Teorçma 3.2. Pieòemsim, ka p ≥ 5 ir pirmskaitlis. Ortonormçtas bâzes
(v

(r)
b )ℓ =

1
√

pk
ωTr((ℓ−b)3+r(ℓ−b))
p ,kur r, b, ℓ ∈ GF (pk), r ir bâzes indekss, b ir vektora indekss un ℓ ir komponentes indekss,veido MUHu pilno sistçmu telpâ C

pk .�îs bâzes nedod virknes, kâ Altopa konstruk
ijâ, ja k > 1, tâ kâ ℓ vairs nav veselsskaitlis. Taèu katra Adamâra matri
a joprojâm ir 
irkulâra, tikai attie
îbâ pret Zk
p.3.2. Saiknes starp MUBiem un Velèa nevienâdîbuKâ mûsu pirmo pielietojumu Velèa nevienâdîbai priekð MUBiem, mçs izmantosimVelèa sâkotnçju pieeju jaunajâ situâ
ijâ. Var viegli pârbaudît, ka ortonormçtu bâþu ap-vienojums apmierina Velèa nevienâdîbu priekð k = 1 (ar vienâdîbu). To var pârbaudîtvai nu tieðâ veidâ izmantojot (3.1), vai arî pielietojot Teorçmu 5.1 tâlâk tekstâ. Tâtadbûs jâpielieto Velèa nevienâdîbu priekð k = 2.Teorçma 3.3. Pieòemsim, ka n ≥ 2 un B0, B1 . . . , Bn ir savstarpçji nenosliektas bâzestelpâ Cn. Tad neeksistç neviens vienîbas vektors, kas bûtu nenosliekts attie
îbâ pret visâmðîm bâzçm. 24



Pierâdîjums. Pieòemsim, ka eksistç vektors ψ kas ir nenosliekts pret visiem vek-toriem no B0, B1, . . . , Bn. Apvienosim visus vektorus no Bi un vektoru ψ vienâ vektorusekven
ç {xi} ar izmçru n(n+ 1) + 1. Paòemsim k = 2 un aprçíinâsim kreiso nevienâdî-bas (3.1) pusi. Katrs no n2 + n + 1 vektoriem dod skalâro reizinâjumu ar sevi 1; vektorino Bi dod n2 +1 skalârus reizinâjumus ar 
itiem vektoriem pç
 moduïa vienâdiem ar 1√
n
.Vektors ψ dod n2 + n tâdu skalârus reizinâjumus ar 
itiem vektoriem. Saskaitot to visukopâ mçs iegûstam:

(

n+ 1

2

)

∑

i,j

|〈xi, xj〉|4 =
n(n+ 1)

2

[

(n2 + n+ 1) · 1 + (n2 + n)(n2 + 2) · 1

n2

]

= n4 + 2n3 +
5

2
n2 +

5

2
n+ 1.Labajai pusei mçs iegûstam:

(

∑

i

〈xi, xi〉2
)2

= (n2 + n+ 1)2 > n4 + 2n3 +
5

2
n2 +

5

2
n+ 1,ja n ≥ 2, kas ir prçtrunâ ar Velèa nevienâdîbu priekð k = 2. �Pirmo reizi ðis rezultâts tika pierâdîts rakstâ [74℄ izmantojot pavisam 
itu tehniku:attçlojumu x 7→ x∗x− I/n.Ja mçs izmetîsim vektoru ψ, tad mçs neiegûsim tieðu pretrunu. Tomçr, pat ðajâgadîjuma Velèa nevienâdîba izrâdâs noderîga. Lieta ir tâda, ka ðajâ gadîjumâ vektorusistçmu apmierina Velèa nevienâdîbu ar vienâdîbu. Îsumâ labad tâlâk tekstâ mçs teik-sim, ka vektoru sistçmu {xi} apmierina Velèa vienâdîbu, ja nevienâdîba (3.1) izpildâs arvienâdîbu.Teorçma 3.4. Pieòemsim, ka {Bi} ir n+ 1 ortonormçtu bâþu sistçma n-dimensionâlajâunitarajâ telpâ C

n. Apzîmçsim ar X ðo bâþu apvienojumu, t.i., vektoru sekven
e, kurkatrs no tiem parâdâs tik daudz reiþu, 
ik tas ir sastopams bâzçs {Bi}. Tad X apmierinaVelèa vienâdîbu priekð k = 2 tad un tikai tad, ja {Bi} ir pilnâ MUBu sistçma.Pierâdîjums. Ja {Bi} ir pilnâ MUBu sistçma unX = {xi} ir ðo bâþu apvienojums,tad lîdzîgi skaitot kâ iepriekðçjas teorçmas pierâdîjumâ, mçs iegûstam:
(

n + 1

2

)

∑

i,j

|〈xi, xj〉|4 =
n(n+ 1)

2

[

n(n + 1)

(

1 + n2 · 1

n2

)]

= n2(n + 1)2un
(

∑

i

〈xi, xi〉2
)2

= n2(n+ 1)2.25



Un otrâdi, ja X, kas ir ortonormçtu bâþu apvienojums, apmierina Velèa vienâdîbupriekð k = 2, tad |〈x, x〉|4 = 1 visiem x ∈ X, |〈x, y〉|4 = 0 diviem daþâdiem vektoriem novienas un tâs paðas bâzes, un, izmantojot nevienâdîbu starp vidçjo kvadrâtisko un vidçjoaritmçtisko, iegustam:
∑

x∈Bi

|〈x, y〉|4 ≥ 1

n

(

∑

x∈Bi

|〈x, y〉|2
)2

=
1

n
.katram vektoram y ar garumu 1. Lai sasniegtu vienâdîbu Velèa nevienâdîbâ, ðai nevienâ-dîbai jâizpildâs ar vienâdîbu, kur y ∈ Bj 6= Bi. �î vienâdîba tiek sasniegta tikai tad, kadizteiksmei |〈x, y〉|2 ir viena un tâ pati vçrtîba viesiem x no Bi. Un tas nozîmç, ka bâzes

{Bi} veido MUBu pilno sistçmu. �Saistîbu analîze starp MUBiem un SIC-POVMiem no vienas puses, un komplek-sajiem projektîviem 2-dizainiem (kuri tiks definçti nâkamajâ nodaïâ) aizsâkâs Cauneradisertâ
ijâ [76℄. �is rezultâts tika noslîpçts Klapenekera un Rotelera darbâ [47℄. Starp
itu, Teorçmas 3.4 \ja" daïa pieder viòiem. Viòi arî pierâdîja, ka kopa no n2 + n vekto-riem telpâ C
n, kas apmierina Velèa vienâdîbu un tâda, ka leòíis starp jebkuriem diviemelementiem ir no {0, 1

n
}, ir n + 1 MUBu apvienojums. Taèu tas nav tieði tas rezultâts,kurâ mçs esam ieinteresçti, jo, kâ mçs tei
âm iepriekð, ar leòíi 1

n
ir diezgan grûti strâdât.Izskatâs, ka pirmo reizi Teorçmas \tikai tad" daïa parâdâs vçlâk, rakstâ [60℄. Var arîpieminçt Barnuma (Barnum) rakstu [8℄, kur Teorçma 3.4 parâdîjâs pirmo reizi, taèu ïotispe
iâlajâ gadîjumâ.3.3. Saiknes starp SIC-POVMiem ar Velèa nevienâ-dîbuIzrâdâs, ka SIC-POVMi arî apmierina Velèa vienâdîbu. Patiesîbâ, izpildâs pat ne-daudz spç
îgâks apgalvojums.Teorçma 3.5. SIC-POVMa vektori apmierina Velèa vienâdîbu priekð k = 1 un k = 2.Un otrâdi, katra telpas Cn normçtu vektoru kopa X, kas apmierina Velèa vienâdîbu priekð

k = 2, sastâv no nemazâk, ka n2 elementiem, un, ja tâ sastâv no n2 elementiem, tad tasir SIC-POVMs.Pierâdîjums. Teorçmas pirmo daïu var pierâdît vienkârði saskaitot attie
îgâs vçr-tîbas. Pieòemsim, ka {xi} ir SIC-POVMs telpâ Cn. Tam ir n2 vektori, katrs no kuriem26



dod skalâro reizinâjumu 1 paðam ar sevi un n2 − 1 skalârus reizinâjumus ar absolûtovçrtîbu 1√
n+1

, reizinot ar 
itiem vektoriem. Saskaitot to visu, mçs dabûsim priekð k = 1:
n
∑

i,j

|〈xi, xj〉|2 = n · n2

(

1 + (n2 − 1)
1

n+ 1

)

= n4 =

(

∑

i

〈xi, xi〉
)2

.Up priekð k = 2:
(

n+ 1

2

)

∑

i,j

|〈xi, xj〉|4 =
n(n + 1)

2
n2

(

1 + (n2 − 1)
1

(n+ 1)2

)

= n4 =

(

∑

i

〈xi, xi〉2
)2

.Un otrâdi, pieòemsim, ka kopa X = {xi} ⊂ Cn apmierina Velèa vienâdîbu priekð
k = 2 un visiem vektoriem xi norma ir viens. No Apgalvojuma 4.2 izriet, ka ðî kopaapmierina Velèa vienâdîbu arî priekð k = 1. �îs divas vienâdîbas dod

n
∑

i,j

|〈xi, xj〉|2 = |X|2 and n(n + 1)

2

∑

i,j

|〈xi, xj〉|4 = |X|2.Tâdçjâdi:
∑

i6=j
|〈xi, xj〉|2 =

1

n
|X|2 − |X| un ∑

i6=j
|〈xi, xj〉|4 =

2

n(n + 1)
|X|2 − |X|. (3.2)Izmantojot nevienâdîbu starp aritmçtisko un kvadrâtisko vidçjiem, iegûstam:

2

n(n + 1)
|X|2 − |X| =

∑

i6=j
|〈xi, xj〉|4 ≥

1

|X|(|X| − 1)

(

∑

i6=j
|〈xi, xj〉|2

)2

=
(|X|2 − n|X|)2

n2|X|(|X| − 1)
.(3.3)No ðîs nevienâdîbas seko, ka, ja |X| ≥ n2 un |X| = n2, tad nevienâdîbâ (3.3) patiesîbâpastâv vienâdîba. Tas ir iespçjams tikai, ja visi |〈xi, xj〉| ir vienâdi priekð i 6= j. Tadno (3.2) ir viegli dabût, ka ðie skalârie reizinâjumi pç
 absolûtas vçrtîbas ir vienâdi ar

1√
n+1

. �Piezîme 3.6. �is pierâdîjums ir dots pç
 lîdzîga pierâdîjuma no [58℄ motîviem. Patiesîbâ,ðis rezultâts izpildâs arî ja mçs nepieprasîsim, ka katrs elements no X ar vienîbas normu.�ajâ gadîjumâ, jaX ir kopa, kas apmierina Velèa vienâdîbu priekð k = 2 ar n2 elementiem,tad tâ ir SIC-POVMa skalârais daudzkârtnis [64℄.
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4. nodaïa
Dizaini

Iepriekðçjâ nodaïâ mçs redzçjâm, ka vektori no MUBu pilnâs sistçmas un SIC-POVMa apmierina Velèa vienâdîbas priekð k = 1 un k = 2. Patiesîbâ daudzos rak-stos tâdas sistçmas, kas apmierina Velèa vienâdîbas priekð k = t, sau
 par kompleksiemprojektîviem t-dizainiem (
omplex proje
tive t-design). �î iemesla dçï ir vçrts iepa-zîties ar ðo jçdzienu, kâ arî ar vispârîgâku dizaina jçdzienu. Turklât tas arî dod papildupielietojumus objektiem, kurus mçs pçtâm ðajâ darbâ.4.1. Dizaina definî
ija un piemçriTerminam \dizains" ir vairâkas nozîmes daþâdos matemâtikas novirzienos, bet dau-dziem no tiem ir kopîgâ îpaðîba: tie aizvieto lielâko objektu A ar to mazâku apakðobjektu
B tâ, ka kaut kâdâ veidâ ðie objekti kïûst par ekvivalentiem. Parasti gan lielais, ganmazais objekti ir telpas ar mçru, un ekvivalenti tie ir tâdâ ziòâ, ka, integrçjot funk
ijas nozinâmâs klases (teiksim, polinomus ar nelielu pakâpi), iznâkums abiem objektiem sakrît.Mçs nodarbosimies tikai ar kompaktâm telpâm un tikai ar nepârtrauktâm funk
ijâm,tâdçï telpu ar mçru ir viegli definçt. Mûsu gadîjumâ tâ ir kompakta topoloìiska telpa Xkopâ ar nepârtrauktu lineâru attçlojumu

µ : f 7→
∫

X

f(x) dµ(x),ko sau
 pâr mçru, un kas darbojas no nepârtrauktu reâlu funk
iju kopas virs X reâloskaitïu kopâ [16℄.Ja telpa X vienlai
îgi ir topoloìiskâ grupa, tad var definçt vienu îpaðu mçru, kosau
 par Hâra (Haar) mçru. (Kreisais) Hâra mçrs ir nenulles mçrs µ, kas ir invariants28



attie
îbâ pret X elementu pielietojumu, t.i.:
∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

f(gx)dµ(x)visiem elementiem g ∈ X un visâm nepârtrauktâm funk
ijâm f . Hâra mçrs eksistç unir viens vienîgs ar pre
izitâti lîdz reizinâjumam ar konstanti. Kompaktu telpu gadîjumâparasti izvçlas tâdu mçru µ, ka integrâlis pa visu telpu X ir vienâds ar 1.Aplûkosim daþus dizainu piemçrus:Kvadratûras formulas Pieòemsim, ka A ir telpa [−1, 1] ar parasto Lebega(Lebesgue) mçru dx, t.i., nepârtraukta funk
ija f tiek attçlota uz ∫ 1

−1
f(x) dx, kur ∫ir parastais Rîmaòa (Riemann) integrâlis. Telpa B, savukârt, ir galîga, un sastâv noviena vienîga punkta B = {0}, un mçrs µ attçlo funk
iju f uz divkârðotu ðîs funk
ijasvçrtîbu punktâ 0: f µ7→ 2f(0). To parasti izsaka ar frâzi, ka mçra µ svars punktâ 0 ir 2.Ja f : [−1, 1] → R ir patvaïîga lineâra funk
ija, tad izpildâs vienâdîba:

∫ 1

−1

f(x)dx = 2f(0)

(

=

∫

B

f(x)dµ(x)

)

.Ja mçs izvçlçsimies apakðtelpu B′ = {−1, 0, 1} ar mçru µ′, kura svars punktos -1 un 1 ir1/3 un svars punktâ 0 ir 4/3, mçs iegûsim sekojoðu sakarîbu:
∫ 1

−1

f(x)dx =
1

3
f(−1) +

4

3
f(0) +

1

3
f(1)

(

=

∫

B′

f(x)dµ′
)

,kas izpildâs jau visiem polinomiem f ar pakâpi, ne lielâku par 3.Tamlîdzîgas formulas sau
 par kvadratûras formulâm. Tâs aizstâj funk
ijas integrâïaaprçíinâðanu ar izteiksmes aprçíinâðanu, kas satur tikai galîgu funk
ijas vçrtîbu skaitu.Pirmo sau
 par taisnstûru formulu un otro | par Simpsona (Simpson), vai paraboluformulu. �îs funk
ijas ir ârkârtîgi noderîgas skaitliskajâ integrçðanâ. Ideja ir tâda, ka, kautgan ðîs vienâdîbas, vispâr runâjot, neizpildâs patvaïîgâm funk
ijâm, patvaïîgu, samçrâgludu funk
iju pietiekoði îsâ intervâlâ var diezgan labi aproksimçt ar nelielas pakâpespolinomu, kuram formula jau bûs pre
îza. Kvadratûras formulas, kas izmanto ðo pieeju,sau
 par interpolâ
ijas kvadratûras formulâm. Tas nozîmç, ka patvaïîgai funk
ijai formulados kïûdu, bet ðî kïûda parasti bûs neliela. Intuitîvi, jo lielâkas pakâpes polinomiemizpildâs vienâdîba tamlîdzîgajâ formulâ, jo mazâka bûs kïûda. Tâdçï, Simpsona formulair piemçrotâka skaitlisko integrâïu rçíinâðanai, nekâ taisnstûru formula.Klasiskie Dizaini Par klasisko t-(v, k, λ)-dizainu [11℄ sau
 pâri (V, U), kur V ir galîgapunktu kopa un U ir bloku kopa, kas apmierina sekojoðas prasîbas: V izmçrs ir v, katrs29



bloks ir V apakðkopa un tâ izmçrs ir k, un katra V apakðkopa ar izmçru t ieiet kâapakðkopa tieði λ blokos no U .Lai parâdîtu, kâ tas saskan ar iepriekðçjo piemçru, aplûkosim daudzu mainîgo po-linomus f : Rv → R ar pakâpi, ne lielâku par t. Definçsim A kâ visu to {0, 1}-virkòugarumâ v kopu, kas satur tieði k vieniniekus. Apveltîsim A ar homogçnu mçru µ ar ko-pçjo svaru 1 (tas ir, katrs A elements ir ar svaru (v
k

)−1). Ja sanumurç V elementus, tadkatru A elementu var uzskatît kâ k-apakðkopas no V raksturîgo virkni. Uzbûvçsim B novisiem A elementiem, kas atbilst U elementu raksturîgajâm virknçm. Apveltîsim arî toar vienmçrîgu mçru ν ar kopçjo svaru 1. Tad var pierâdît [67℄, ka
∫

A

f(x)dµ =

∫

B

f(x)dνvisiem polinomiem ar pakâpi, kas nepârsniedz t.Sfçriskie Dizaini �ajâ gadîjumâ pieòemsim, ka telpa A ir vienîbas sfçra reâlâ vektorutelpâ R
n. Un σ ir ðîs sfçras virsmas laukuma mçrs. Tad, lîdzîgi, kâ iepriekðçjos gadîjumos,par sfçrisku t-dizainu sau
 tâdu galîgu kopas A apakðkopu B kopâ ar funk
iju p : B →

[0, 1], ka
1

σ(A)

∫

A

f(x)dσ(x) =
∑

x∈B
p(x)f(x)visâm funk
ijâm f no kâdas klases. Daþâs definî
ijâs ðî klase ir visi polinomi ar pakâpi,ne lielâku par t, 
itâs ðî klase ir visi homogçnie polinomi ar pakâpi t. Pç
 bûtîbas abasðîs definî
ijas sakrît. Turklât parasti tiek pieòemts, ka visi svari p(x) ir vienâdi ar 1

|B| .Vienu no piemçriem dod ikosaedra divpadsmit virsotnes, kuras veido sfçrisku 5-dizainutelpâ R3 [68℄.Par ðîs nozares pamatus likuðo rakstu parasti uzskata [23℄, kaut gan ðî problçmatika aplûkota arî agrâk. Piemçram, jau pieminçtâ grâmata [49℄ satur nodaïu, kas veltîtaðim tematam.4.2. Kvantu dizaini�ajâ sadaïâ mçs aplûkosim dizainus, kas ir interesanti no kvantu informâ
ijas teorijasviedokïa.
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4.2.1. Kompleksie projektîvie dizainiIr labi zinâms, ka kvantu stâvokïus apraksta ar punktiem kompleksajâ sfçrâ CSn−1,kas ir sfçra unitârajâ telpâ C
n ar râdiusu 1 un 
entru koordinâðu sâkumpunktâ. Betîstenîbâ, kvantu stâvokïi, kas atðíiras tikai ar fâzi, ir neatðíirami savâ starpâ, tâdçï irvçrts ievest ekvivalen
es attie
îbu kopâ CSn−1, uzskatot, ka divi vektori x, y ∈ CSn−1 irekvivalenti (x ≡ y), ja eksistç tâds skalârs α ∈ C, ka x = αy. Ekvivalen
es klase izgrieþriòíi sfçrâ CSn−1. Faktorizçjot pç
 ðîs attie
îbas, mçs iegûstam komplekso projektîvo telpu

CP n−1 = CSn−1/ ≡. Skaidrs, ka mçs iegûstam to paðu telpu, faktorizçjot pç
 tâs paðasattie
îbas visu nenulles vektoru kopu CP n−1 = (Cn\{0})/ ≡. �ajâ gadîjumâ ekvivalen
esklases ir 1-dimensionâlas telpas C
n apakðtelpas. Tas ir vispârpieòemts veids, kâ definçtprojektîvu telpu.Tâ kâ katrs unitârs operators telpâ Cn transformç 1-dimensionâlu apakðtelpu 1-dimensionâlâ apakðtelpâ, mçs varam uzskatît, ka unitârie operatori darbojas telpâ CP n−1.Eksistç viens vienîgs normalizçts mçrs µ telpâ CP n−1, kas paliek invariants visu unitâruoperatoru iedarbîbâ. �o mçru sau
 par Fubini-Stadi mçru (Fubini-Study). Kaut gantas neatbilst Hâra mçra klasiskai definî
ijai, to bieþi sau
 arî par Hâra mçru ðajâ telpâ.Katrai nepârtrauktai funk
ijai f : CP n−1 → R tas var tikt definçts kâ

∫

CPn−1

f(x)dµ(x) =
1

σ(CSn−1)

∫

CSn−1

f̃(y)dσ(y)kur σ ir (n− 1)-dimensionâlais laukums uz CSn−1 un f̃ : CSn−1 → R ir funk
ija, vienâdaar f(x) visos punktos no CSn−1 ∩ x.Aplûkosim visus polinomus f(x1, x2, . . . , xn; y1, y2, . . . , yn) ar kompleksiem koefi
ien-tiem, kuri ir homogçni mainîgajos x1, x2 . . . , xn ar pakâpi t un homogçni mainîgajos
y1, y2, . . . , yn ar to paðu pakâpi. Mçs apzîmçsim ðo kopu ar hom(t, t). Definçsim ðî poli-noma vçrtîbu uz x ∈ CP n−1 ar f◦(x) = f(x◦, x̄◦), kur x◦ ir patvaïîgs punkts no x. Tâ irkorekta definî
ija, jo ðî vçrtîba nav atkarîga no x◦ izvçles.Tad, lîdzîgi, kâ sfçrisko dizainu gadîjumâ, var definçt komplekso projektîvo t-dizainukâ tâdu galîgu CP n−1 apakðkopu ar mçru, ka, integrçjot jebkuru polinomu no hom(t, t) pavisu CP n−1 ar Fubini-Stadi mçru vai pa t-dizainu, rezultâti sakrît. Ja dizainu veidojoðaismçrs ir vienmçrîgs, dizainu sau
 par nesvçrtu (unweighted), 
itâdi to sau
 par svçrtu(weighted). Nesvçrtais gadîjums ir izplatîtâks. Tâ definçti, kompleksie projektîvie t-dizaini pirmo reizi tika aplûkoti darbâ [54℄ kâ sfçrisko dizainu vispârinâjums.Sekojoðais rezultâts izskaidro, kâpç
 kompleksie projektîvie t-dizaini ietilpst mûsudarba tematikâ. 31



Teorçma 4.1. Galîga kopa ar mçru (X, p), X ⊂ CP n−1, p : X → [0, 1] ir svçrts komplek-sais projektîvais t-dizains tad un tikai tad, ja kopa { 2t
√

p(x)x◦ | x ∈ X} ∈ C
n apmierinaVelèa vienâdîbu priekð k = t, kur x◦ ir patvaïîgs vektors no CSn−1 ∩ x.Sekojoðais rezultâts arî ir interesants un to ir vieglâk formulçt (un pierâdît) dizainuterminoloìijâ:Apgalvojums 4.2. Jebkurð svçrts kompleksais projektîvais t-dizains ir arî kompleksaisprojektîvais (t− 1)-dizains.�o divu rezultâtu pierâdîjumus var atrast, piemçrâm, darbâ [64℄.Var redzçt, ka nesvçrtie kompleksie projektîvie t-dizaini ir tieði normçtu vektoru ko-pas, kuras apmierina Velèa vienâdîbu priekð k = t (normalizâ
ijas reizinâtâju 2t
√

p(x) var,a
îmredzot, izlaist). Svçrto t-dizainu gadîjums ir nedaudz sareþìîtâks. Normalizâ
ijas rei-zinâtâjs 2t
√

p(x) ir atkarîgs no t un, 
ita starpâ, tas nozîmç arî to, ka no Apgalvojuma 4.2nevar izse
inât, ka, ja X ⊂ Cn apmierina Velèa vienâdîbu priekð k = t, tad tas apmierinato arî priekð k = t−1. Lai dabûtu lîdzîgu rezultâtu, vektori jâpârnormalizç atbilstoði Te-orçmas 4.1 prasîbâm. No ðî skatpunkta, svçrtie kompleksie t-dizaini ir dabiskâks jçdziens,taèu nesvçrto dizainu gadîjumâ ðî atðíirîba pazûd. Mçs ðajâ darbâ nodarbosimies vairâkar nesvçrtiem dizainiem.Kompleksus projektîvus t-dizainus var pielietot, kâ tas izriet no definî
ijas, aizstâjotnejauðu stâvokli, paòemtu pç
 Fubini-Stadi mçra, ar stâvokli, nejauði paòemtu no dizaina(skat., piemçram, [4℄). Tâ kâ uzìenerçt nejauðo stâvokli pç
 Fubini-Stadi mçra nav viegli,ðâdi varam iegût tam labu aizstâjçju. Cits pielietojums, kurâ mçs esam vairâk ieinteresçti,ir kvantu mçrîjumos. Piemçram, var pierâdît (Apgalvojums 5.2), ka kompleksie projektî-vie 1-dizaini pç
 bûtîbas ir nekas 
its kâ POVMi. Kompleksie projektîvie 2-dizaini veido\labus" POVMus, tâdus kâ MUBi un SIC-POVMi.Kompleksie projektîvie t-dizaini ir labi izpçtîts objekts, tâdçï ir vçrts ar to iepazîties,îpaði no Teorçmas 4.1 viedokïa. Mums vairâk patîk strâdât ar Velèa vienâdîbu tâpç
, ka arîtâ ir labi (iespçjams, arî labâk) zinâms jçdziens, it îpaði inþenieru literatûrâ. Otrkârt, tas irelementârâks, jo neprasa zinâðanas no mçru teorijas un ir adekvâts mûsu pielietojumiem.Turklât parasti ir grûti pierâdît, ka vektoru sistçma veido kompleksu projektîvu t-dizainu,izejot no tâ definî
ijas, un parastais veids, kâ tas tiek izdarîts, ir tieði ar Velèa vienâdîbu(skat., piemçram, [47℄).
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4.2.2. Unitârie dizainiPilnîbas dçï mçs arî pieminçsim unitâros t-dizainus (unitary t-designs). Ja kvantustâvokïi ir aprakstâmi ar punktiem kompleksajâ projektîvajâ telpâ, operâ
ijas ar kvantustâvokïiem, kas neiesaista ârpasauli, ir aprakstâmas ar unitâriem operatoriem. Aplûkosimunitâro grupu U(n)/ I(n) kopâ ar Hâra mçru uz tâs.Tad (projektîvs) unitârs t-dizains [22, 65℄ ir tâda galîga unitâru operatoru kopa Xar svariem p, ka
∫

U(n)/ I(n)

f(U)dµ(U) =
∑

U∈X
p(U)f(U)visiem polinomiem f no matri
as U elementiem un to kompleksi saistîtajiem, kas ir ho-mogçni ar pakâpi t gan pç
 elementiem, gan pç
 to kompleksi saistîtajiem (lîdzîgi, kâkompleksiem projektîviem dizainiem).Unitârie dizaini ir noderîgi, derandomizçjot kvantu algoritmus, kuri savâ sâkotnçjâanalîzç izmanto nejauði un vienmçrîgi izvçlçtu unitâru operâ
iju. Rakstâ [22℄ ir pieminçtivairâki tamlîdzîgi pielietojumi.Viens no ilustratîvâkiem unitâro dizainu pielietojumiem ir kvantu kriptogrâfija. Ie-domâsimies, ka viena persona grib aizsûtît otrai kvantu stâvokli tâ, lai, ja kâds ïaundarispâríertu ðo stâvokli, tad viòð nevarçtu neko uzzinât par pârsûtâmo stâvokli. Lai to pa-nâktu, abâm pusçm ir pieejama slepena nejauði uzìenerçta bitu virkne | atslçga.Klasiskajâ gadîjumâ to var panâkt ar Vernama ðifru (Vernam) jeb vienreizçjo blok-notu (one-time pad). Gadîjumâ, kad jâpârsûta n-bitu garð ziòojums M un slepenâ at-slçga K arî ir vismaz n bitu gara, tad ziòojumu var noðifrçt, paòemot izslçdzoðo vai aratslçgu: C = M ⊕K. Saòçmçjs varçs to atðifrçt, pielietojot atslçgu vçlreiz: M = C ⊕K.�enons (Shannon) bija pirmais, kas pierâdîja, ka ðî shçma ir pilnîgi droða un ka ar mazâkabitu skaita atslçgu pilnîgu droðîbu panâkt nav iespçjams [62℄.Kvantu gadîjumâ var pielietot lîdzîgu ideju [3, 17℄. Ja paòem unitâru matri
u Unejauði attie
îbâ pret Hâra mçru un pielieto to stâvoklim ρ, tad rezultâtâ iznâk pilnîbâjauktais stâvoklis

ρ 7→
∫

U(n)

UρU∗dµ(U) =
I

n
, (4.1)neatkarîgi no stâvokïa ρ. To var viegli pârbaudît, jo, pirmkârt, ðîs attçlojums saglabâoperatora pçdu un, otrkârt, rezultâts paliek invariants visu unitâro operatoru iedarbîbâ.Bet nav iespçjams iekodçt patvaïîgu unitâru operatoru ar galîgu bitu skaitu, kasveido slepeno atslçgu. Atrisinât ðo problçmu palîdz unitârie 1-dizaini, jo tieði tas, ka tienav atðíirami no Hâra mçra (4.1)-lîdzîgos attçlojumos, veido unitâro 1-dizainu prasîbas.33



Nav grûti pârbaudît, ka jebkura ortogonâla unitâru operatoru bâze Ermita operatorutelpâ veido unitâru 1-dizainu. Piemçram, vispârinâtâ Pauli grupa GP(n) veido unitâru 1-dizainu. Mazliet sareþìîtâk ir pierâdît, ka Kliforda grupaC(n) veido unitâru 2-dizainu [22℄.Arî unitâros 2-dizainus var pielietot ðifrçðanas uzdevumâ. Lieta ir tâda, ka iepriekðaprakstîtâs sistçmas, kaut arî skaitâs \pilnîgi droðas", neatrisina visas iespçjamas problç-mas. Pieòemsim, ka mçs lietojam Vernama ðifru. Kaut arî ïaundaris nevar iemâ
îtiesneko par pârsûtâmo ziòojumu, izòemot tâ garumu, viòð tam var pielietot noteiktu ope-râ
iju, neatðifrçjot to. Piemçram, paòemot noðifrçto ziòojumu, vei
ot izslçdzoðo vai arkâdu bitu virkni un aizsûtot rezultâtu tâlâk, viòð, tâdçjâdi, pielieto to paðu operâ
iju arîsâkotnçjiem, nenoðifrçtiem datiem. Lîdzîgi var ietekmçt arî kvantu stâvokli, noðifrçtu arunitâru 1-dizainu. Daþreiz tas nav vçlams. �o problçmu atrisina izmaiòu-droða ðifrçða-na (tamper-resistant en
ryption). Izrâdâs, ka, aizvietojot iepriekðçjâ shçmâ unitâro1-dizainu ar unitâro 2-dizainu, var dabût tieði tâdu shçmu [5℄.Lîdzîgi kâ kompleksos projektîvos dizainus, arî unitâros dizainus var pielietot kvantutomogrâfijâ. �oreiz kvantu pro
esu tomogrâfijâ [65℄.
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5. nodaïa
Kritçrijs

�ajâ nodaïâ mçs definçsim kritçriju, kad vektoru kopa ir ekstremâla priekð Velèanevienâdîbas un pielietosim to MUBiem un SIC-POVMiem. Tâlâk mçs definçsim ðo divuobjektu spe
iâlo gadîjumu | homogçnas sistçmas, kurâm ðis kritçrijs ir vispiemçrotâkais.Lai uzdotu homogçnu MUBU sistçmu vai SIC-POVMu telpâ Cn pietiek ar divâm n× n-matri
âm. Abâm ðîm matri
âm var definçt L-grafu, kas apraksta, 
ik piemçrota ir ðîmatri
a homogçnu sistçmu uzbûvçðanai. Mçs parâdîsim, ka Furjç matri
âm ir ïoti labi(savâ ziòâ labâkie) L-grafi. Tas, lîdz zinâmai robeþai, izskaidro, kâpç
 Furjç matri
as tiekpielietotas MUBu un SIC-POVMu konstruçðanâ.5.1. Vienâdîbas sasniegðana Velèa nevienâdîbâNo sâkuma mçs dosim Velèa nevienâdîbas pierâdîjumu, tad formulçsim nosa
îjumus,kad patiesîbâ izpildâs vienâdîba.Teorçmas 3.1 pierâdîjums. Konstruçsim Grama (Gram) matri
u G = (aij), kur
aij = 〈xi, xj〉 un aplûkosim tâs k-to Adamâra pakâpi G(k) (kur k ir naturâls skaitlis).Atgâdinâsim, ka matri
as Eiklîda normu (Eu
lidean norm) (skat., [43℄ 5. nodaïa,arî ir zinâma, ka Frobeniusa (Frobenius) norma) definç ar ‖A‖E =

√

Tr(A∗A). Tâ irvienâda ar Eiklîda normu vektoram, kas veidots no visiem matri
as elementiem. Var viegliredzçt, ka reizinot matri
u ar unitâru matri
u no kreisâs vai labâs puses, matri
as normanemainâs. Tâtad, izmantojot matri
as singulâro dekompozî
iju, var dabût, ka ‖A‖E irvienâda ar √∑i σ
2
i , kur {σi} ir matri
as A singulâras vçrtîbas. Ermîta matri
âm tie,protams, sakrît ar îpaðvçrtîbu absolûtâm vçrtîbâm.
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Pielietojot to matri
ai G, iegûstâm, ka tâs Eiklîda normas kvadrâts ir vienâds ar
(

‖G(k)‖E
)2

=
∑

i,j

|〈xi, xj〉|2k =
∑

λ∈σ(G(k))

λ2, (5.1)kur σ ir spektrs (matri
as îpaðvçrtîbu multikopa). Izmantojot nevienâdîbu starp kvadrâ-tisko un aritmçtisko vidçjo, mçs iegûstam (atgâdinâsim, ka matri
as rangs ir vienâds artâs nenulles îpaðvçrtîbu skaitu):
∑

λ∈σ(G(k))

λ2 ≥ 1

rank(G(k))
(TrG(k))2 ≥ 1

(

n+k−1
k

)

(

∑

i

〈xi, xi〉k
)2

. (5.2)Izmantoto novçrtçjumu uz matri
as G(k) rangu mçs dosim Teorçmas 5.1 pierâdîjumâ. �Teorçma 5.1. Pieòemsim, ka B ir matri
a un X ⊂ Cn ir tâs kolonnu virkne. Apzîmçsimar w1, w2, . . . , wn tâs rindas. Tad X sasniedz Velèa vienâdîbu priekð fiksçta k tad un tikaitad, ja visi vektori no
W =

{
√

(

k

k1, . . . , kn

)

w
(k1)
1 ◦ w(k2)

2 ◦ · · · ◦ w(kn)
n | ki ∈ N0, k1 + · · · + kn = k

}ir ar vienâdu garumu un savstarpçji perpendikulâri.Citiem vârdiem, katrs kopas W vektors ir k-multikopas no B Adamâra reizinâjumsar koefi
ientu, kas ir vienâds ar attie
îgâ multinominâla koefi
ienta
(

k

k1, . . . , kn

)

=
k!

k1!k2! · · ·kn!kvadrâtsakni.Pierâdîjums. Sâkumam, atzîmçsim, ka matri
a G formulâ (5.1) ir vienâda ar
B∗B. Tâtad, ja katru wi uzskatît par rindas vektoru:

G = w∗
1w1 + w∗

2w2 · · · + w∗
nwn.Pielietojot formulu summas pakâpei, iegûstam:

G(k) =
∑

k1+···+kn=k

(

k

k1, . . . , kn

)

(

w
(k1)
1 ◦ · · · ◦ w(kn)

n

)∗ (
w

(k1)
1 ◦ · · · ◦ w(kn)

n

)

.Citiem vârdiem, G(k) = C∗C, kur matri
as C rindas ir tieði vektori no W . Tas arîdod novçrtçjumu matri
as G(k) rangam, kas tika lietots formulâ (5.2), tâ kâ kopai ar nelementiem ir tieði (n+k−1
k

) apakðmultikopas ar izmçru n ([70℄, Nodaïa 1.2).Aplûkojot nevienâdîbu starp (5.1) un (5.2), redzam, ka multikopa X apmierina Vel-èa vienâdîbu fiksçtam k tad un tikai tad, ja matri
ai G(k) ir (n+k−1
k

) vienâdas nenulles36



îpaðvçrtîbas (visas pârçjâs îpaðvçrtîbas ir vienâdas ar nulli, kas seko no ranga novçrtçju-ma). Ir labi zinâms, ka jebkurâm divâm matri
âm P un Q, nenulles îpaðvçrtîbu multikopamatri
âm PQ un QP ir vienâdas, ja ðo matri
u reizinâjumi ir definçti ([43℄, Nodaïa 1.3).Tâtad matri
ai CC∗ ir (n+k−1
k

) vienâdas nenulles îpaðvçrtîbas, un tâ kâ tâ ir Ermitamatri
a ar tâdu paðu izmçru, tad tâ ir vienîbas matri
as skalârais daudzkârtnis. Unpçdçjais ir ekvivalents ar nosa
îjumiem uz kopu W . �Mçs neesam redzçjuði Teorçmu 3.1 un 5.1 pâru formulçjumu tâdâ vispârîgâ formâ,taèu visas idejas no pierâdîjuma parâdîjâs arî agrâk. Kâ jau tika teikts, Velès bija pirmais,kas pierâdîja nevienâdîbu (3.1) gadîjumâ, kad visiem vektoriem norma ir viens un k ir pat-vaïîgs [73℄. Teorçmas 5.1 variants, kur k = 1 un visi vektori ir ar vienâdu garumu pirmoreizi parâdîjâs rakstâ [52℄. Mûsu pierâdîjums ir eleganta pierâdîjuma no [72℄ vispârinâ-jums. Pçdçjâ rakstâ Velèa nevienâdîba ir formulçta daþâdu garumu vektoru gadîjumâ,taèu tas ierobeþojas tikai ar gadîjumu k = 1. Atzîmçsim arî, ka kompleksa projektîvadizaina definî
ijai no [64℄ arî ir daudz kopîga ar mûsu kritçriju.Vektoru {xi} sistçmu no Cn sau
 par 
ieðo râmi (tight frame), ja ∑i xix
∗
i = aIkâdam a ∈ R. Òemot abu puðu pçdu, kïûst skaidrs, ka a jâbût vienâdam ar 1

n

∑

i ‖xi‖2.Patiesîbâ, mçs esam redzçjuði ðo objektu iepriekð: kopa { 1
a
xix

∗
i } ir POVMs, kas sastâv noprojektoriem ar rangu 1.Apgalvojums 5.2. Vektoru kopa {xi} ⊂ C

n, kas apmierina Velèa nevienâdîbu priekð
k = 1 ir 
ieðais râmis.Pierâdîjums. Izmantojot Teorçmas 5.1 apzîmçjumus, iegûstam, ka CC∗ = BB∗ =

aI kâdam a ∈ R. Atliek tikai pamanît, ka BB∗ =
∑

i xix
∗
i . �No ðî apgalvojuma un Teorçmas 3.5 var dabût sekojoðas sekas, kuras mçs iepriekðapsolîjâm pierâdît:Se
inâjums 5.3. Ja {xi} ir SIC-POVMs telpâ Cn, tad { 1
n
xix

∗
i } ir POVMs.5.2. Kritçrija pielietojums MUBu sistçmâmPirmkârt, dosim sekojoðu vieglu Teorçmas 5.1 se
inâjumu:
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Se
inâjums 5.4. Pieòemsim, ka B ir matri
a un X ⊂ Cn ir tâs kolonnu kopa. Apzîmç-sim ar w1, w2, . . . , wn matri
as rindas. Tad X sasniedz Velèa vienâdîbu priekð k = 2 tadun tikai tad, ja visi vektori no W = {w(2)
i } ∪ {

√
2wi ◦ wj | 1 ≤ i < j ≤ n} ir

• ar vienâdu garumu (garumu nosa
îjums) un
• savstarpçji ortogonâli (ortogonalitâtes nosa
îjums).Tagad mçs esam spçjîgi pierâdît sekojoðu teorçmu:Teorçma 5.5. Pieòemsim, ka {Bi} (i = 1, 2 . . . , n) ir n Adamâra matri
u kolek
ija telpâ

C
n un B ir ðo matri
u konkatenâ
ija, t.i., n×n2-matri
a ar visâm kolonnâm, kas parâdâsmatri
âs {Bi}). Tad {Bi} veido MUHu pilno sistçmu tajâ un tikai tajâ gadîjumâ, kadvisi vektori no W ′ = {wi ◦ wj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n} ir savstarpçji ortogonâli, kur {wi} irmatri
as B rindas.Pierâdîjums. Apzîmçsim n × n vienîbas matri
u ar B0. Tad no Teorçmas 3.4seko, ka kopa {B0, B1, . . . , Bn} ir pilnâ MUBu sistçma tad un tikai tad, ja ðo matri
ukolonnu kopa sasniedz Velèa vienâdîbu priekð k = 2. Tagad, òemot vçrâ Se
inâjumu 5.4,atliek pierâdît, ka vektori no W , ka tie definçti Se
inâjuma 5.4, ir ar vienâdu garumu unortogonâli, ja vektori no W ′ ir ortogonâli.Ja vektors no kopas W tiek reizinâts ar sevi, izmantojot Adamâra reizinâjumu, tadrezultâts saturçs
• daïâ, kas atbilst B0: vienu vieninieku, un visas pârçjâs komponentes | nulles;
• visur 
itur: katras komponentes absolûtâ vçrtîba ir vienâda ar 1

n
.Tâtad vektora garums ir √1 + n2 1

n2 =
√

2.Ja divi daþâdi vektori tiek reizinâti ar Adamâra reizinâjumu, tad rezultâts saturçstikai nulles daïâ, kas atbilst B0 matri
ai, un tâ garums bûs √n2 1
n2 = 1. Tâtad, garumunosa
îjums no Se
inâjuma 5.4 ir apmierinâts.Turklât, B0 daïa dod nulli divu daþâdu vektoru no W skalârajam reizinâjumam,tâtad vektori noW ir savstarpçji ortogonâli tad un tikai tad, ja vektori noW ′ ir savstarpçjiortogonâli. �Iepriekðçjo teorçmu var pârfrâzçt. Pieòemsim, ka B ir plakana n×n-matri
a. Kon-struçsim grafu K(B) ar svariem sekojoðajâ veidâ. Tâ virsotnes ir visi nesakârtoti pâri no

{1, ..., n}, pâris var saturçt divus vienâdus elementus. Semantiski, virsotne {i, j} apzîmç38



i-tâs un j-tâs matri
as B rindiòu Adamâra reizinâjumu. �íautnes svars ir skalârais rei-zinâjums no diviem vektoriem, kuri atbilst virsotnçm, ko savieno ðî ðíautne (tâ definçts,svars ir atkarîgs no virsotòu se
îbas, bet mçs pieòemsim, ka visâm ðíautnçm ðî se
îbair kaut kâ izvçlçta). Tad Teorçmu 5.5 var pârformulçt, pasakot, ka Adamâra matri
as
B1, . . . , Bn veido MUHu pilno sistçmu tad un tikai tad, ja katrai ðíautnei tai piekârtotosvaru summa grafos K(B1), . . . , K(Bn) ir vienâda ar nulli. Patiesîbâ nav jçgas aplûkotðíautnes starp virsotnçm, kurâm sakrît viena rindiòa, jo tâm bûs svars 0 visos grafos
K(Bi).�îs kritçrijs izskatâs diezgan kompli
çts, taèu nâkamajâ sadaïâ mçs definçsim MUHuspe
iâlo gadîjumu, kuram ðîs kritçrijs stipri vienkârðosies.5.3. Homogçnas sistçmas�ajâ nodaïâ mçs dosim MUHu un SIC-POVMu spe
iâlgadîjumu, kuram kritçriju noSe
inâjuma 5.4 var stipri vienkârðot. SIC-POVMiem ðî konstruk
ija ir grupu kovariantaSIC-POVMa vispârinâjums. Pçdçjo mçs aplûkojâm Nodaïâ 2.2.1..Pieòemsim mums ir divas n × n-matri
as A = (ai,j) un B = (bi,j). Aplûkosimsekojoðu matri
u sistçmu:

(v
(r)
k )ℓ = aℓ,rbℓ,k, (5.3)kur r ir matri
as indekss, k ir kolonnas indekss un ℓ ir rindas indekss (r, k, ℓ ∈ {1, . . . , n}).Citiem vârdiem, sistçmas i-tâ matri
a ir diag(vi)B, kur vi ir matri
asA i-tâ kolonna. Tâdumatri
u sistçmu mçs sauksim par homogçnu sistçmu. MUHu gadîjumâ katra matri
air Adamâra matri
a. SIC-POVMu gadîjumâ katra matri
a ir n SIC-POVMa elementuapvienojums, kur katrs vektors ir matri
as kolonna. �is nosaukums ir paòemts no [12℄,kur MUHu sistçma, kas uzbûvçta no ekvivalentâm Adamâra matri
âm tiek saukta parMUHu homogçnâm sistçmâm.Var pamanît, ka MUHu sistçmas, kuras mçs definçjâm Teorçmâ 2.2, visas ir homo-gçnas, kâ arî grupu kovarianti SIC-POVMi. Visos tajos viena no matri
âm A,B ir Furjçmatri
a. Tas dod motivâ
iju ðo sistçmu izpçtei.Pielietosim tagad Se
inâjuma 5.4 rezultâtu. Aizmirsîsim uz mirkli par garumu no-sa
îjumu, un aplûkosim ortogonalitâtes nosa
îjumu. No tâ izriet, ka

〈wℓ1 ◦ wℓ2, wℓ3 ◦ wℓ4〉 =
1

n

∑

r,k

aℓ1,rbℓ1,kaℓ2,rbℓ2,kaℓ3,rbℓ3,kaℓ4,rbℓ4,k =39



=
1

n

(

∑

r

aℓ1,raℓ2,raℓ3,raℓ4,r

)(

∑

k

bℓ1,kbℓ2,kbℓ3,kbℓ4,k

) (5.4)jâbût vienâdam ar nulli visiem ℓ1, ℓ2, ℓ3 un ℓ4 tâdiem, ka {ℓ1, ℓ2} 6= {ℓ3, ℓ4}.Definçsim matri
as A L-grafu (apzîmçjums: L(A)) sekojoðâ veidâ. Tas ir vienkârðsgrafs, katra tâ virsotne ir divu rindiòu no A nesakârtotais pâris, pâris var sastâvçt no vienasrindiòas saskaitîtas divas reizes. Mçs apzîmçsim L(A) virsotnes ar nesakârtotiem indeksupâriem. Divas virsotnes {a, b} un {c, d} ir savienotas tad un tikai tad, ja Ra◦Rb ⊥ Rc◦Rd,kur Ra ir matri
as A rinda ar indeksu a.Mçs sauksim divus L-grafus L(A) un L(B) par izomorfiem, ja eksistç tâda bijek
i-ja σ no matri
as A rindiòu kopas un matri
as B rindu kopu tâda, ka visiem a, b, c, d,virsotnes {a, b} un {c, d} grafâ L(A) ir savienotas tâdâ un tikai tâdâ gadîjumâ, kadvirsotnes{σ(a), σ(b)} un {σ(c), σ(d)} ir savienotas grafâ L(B).No vienâdojuma (5.4) izriet sekojoðaisApgalvojums 5.6. Homogçna sistçma, uzdotâ ar (5.3), apmierina Se
inâjuma 5.4 orto-gonalitâtes nosa
îjumu tad un tikai tad, ja grafi L(A) un L(B) kopâ pârklâj pilno grafu.Ja mçs aplûkojam MUHu pilnâs sistçmas, tad no Teorçmas 5.5 var dabût papildusnosa
îjumus matri
âm A un B. Mçs pieprasîsim, lai B bûtu kompleksa Adamâra matri
a,un A bûtu plakana matri
a. Tad no Teorçmas 5.5 un Apgalvojuma 5.6 seko, ka matri
usistçma (5.3) ir MUHu pilnâ sistçma tad un tikai tad, kad L(A) un L(B) kopâ pârklâjpilno grafu.SIC-POVMu gadîjumâ tâds ierobeþojums nepastâv, tomçr mçs pieòemsim ka matri-
a B ir plakana. Mçs izstrâdâsim nosa
îjumus matri
ai A nâkamajâ nodaïâ.Daþreiz ir çrtâk strâdât ar grafu L̃(A) grafa L(A) vietâ. Tâ virsotnes ir sakârtotirindiòu pâri, un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad, ja pirmâ pâra Adamâ-ra reizinâjums ir ortogonâls otrâ pâra Adamâra reizinâjumam. Grafu-teorçtiski, grafu
L̃(A) var dabût no grafa L(A) saðíeïot katru virsotni {a, b} ar daþâdiem a un b divâsnesavienotâs virsotnçs: (a, b) un (b, a).Ja matri
as A un B apmierina Apgalvojuma 5.6 nosa
îjumus, un A′ un B′ ir tâdasmatri
as, ka L(A) ir grafa L(A′) apakðgrafs un tas pats ir spçkâ arî L(B) un L(B′), tad
A′ un B′ arî apmierinâ Apgalvojuma 5.6 nosa
îjumus. Tâtad, ja garuma nosa
îjumi noSe
inâjuma 5.4 ir apmierinâti, tad mçs varâm apskatît tikai matri
as ar maksimâliemL-grafiem. Mçs tos sauksim par L-maksimâlâm matri
âm. Mçs lietosim arî nosaukumuL-maksimâla Adamâra matri
a (L-maksimâla plakana matri
a) matri
ai, kura ir Adamâra40



(atbilstoði, plakana) un tâda, ka L(A) nav stingrs L(B) apakðgrafs kaut kâdai Adamâra(atbilstoði, plakanai) matri
ai B.Skaidrs, ka matri
a A ir L-maksimâla tad un tikai tad, ja grafs L̃(A) ir maksimâls.Homogçnu sistçmu pçtîðanâ sekojoðs jautâjums liekas svarîgs:Neatrisinâta Problema 5.7. Aprakstît visas L-maksimâlas plakanas un Adamâra matri-
as, kâ arî atbilstoðus grafus.Neatkarîgi no atbildes uz ðo jautâjumu, ir skaidrs, ka L-maksimâlas matri
as pâr-klâj L-maksimâlas plakanas matri
as, kuras, savukârt, pârklâj L-maksimâlas Adamâramatri
as. Tas ir tâpç
, ka katra Adamâra matri
a ir plakanas matri
as spe
iâlgadîjums,kas ir vispârîgas matri
as spe
iâlgadîjums.Eksistç svarîga L-maksimâlu Adamâru (un pat vispârîgu) matri
u klase. Tâs irFurjç matri
as, kuras mçs definçjâm Sadaïâ 1.2..5.4. Furjç matri
as homogçnajâs sistçmâsPieòemsim, ka A ir n × n-matri
a un L(A) ir tâs L-grafs. Grafa virsotnes atbilstîpaðâ veidâ dabûtiem vektoriem no Cn un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad,ja atbilstoði vektori ir ortogonâli. Vispârîgâks jçdziens, kuru mçs arî izmantosim, bûtugrafs T , kura virsotnes ir patvaïîgi vektori no Cn un, atkal, divas virsotnes ir savienotastad un tikai tad, ja atbilstoði vektori ir ortogonâli.Mçs atgâdinâsim daþus jçdzienus no grafu teorijas (skat., piem., [25℄). Par grafa Gneatkarîgu kopu (independent set) sau
 indu
çtu apakðgrafu bez ðíautnçm, t.i., tâduvirsotòu kopas apakðkopu, ka nevienas divas virsotnes tajâ nav savienotas ar ðíautni. Unotrâdi, par kliíi (
lique) sau
 indu
çtu pilno apakðgrafi, jeb tâdu virsotòu kopas apakð-kopu, ka jebkuras divas tâs virsotnes ir savienotas ar ðíautni. Par grafa G neatkarîbasskaitli (independen
e number) α(G) sau
 lielâkas neatkarîgas kopas izmçru, un pargrafa G blîvumu (
lique number) ω(G) sau
 lielâkâs grafa kliíes izmçru.Minimâlu krâsu skaitu, kurâ var izkrâsot grafa G virsotnes tâ, ka jebkuras divaskaimiòvirsotnes ir nokrâsotas daþâdâs krâsâs, sau
 par grafa hromatisko skaitli (
hro-mati
 number) χ(G). Viegli redzçt, ka χ(G) ≥ ω(G), tâ kâ visâm virsotnçm kliíç jâbûtnokrâsotiem daþâdâs krâsâs.Sekojoðâ lemma ir a
îmredzama. 41



Lemma 5.8. Pieòemsim, ka T ir grafs, kura virsotnes ir patvaïîgi vektori no Cn un divivektori ir savienoti tad un tikai tad, ja tie ir ortogonâli. Tad ω(G) ≤ n.Pieòemsim, ka F ir grupas G Furjç matri
a un {Ri} ir tâs rindu kopa. Atgâdinâsim(Apgalvojums 1.5), ka matri
as F ir pa pâriem ortogonâlas un veido grupu attie
îbâ pretAdamâra reizinâjumu, un ðî grupa ir izomorfa ar G. Tâtad, grafâ L(F ) virsotnes {a, b}un {c, d} ir savienotas tad un tikai tad, ja a + b 6= c+ d.Teorçma 5.9. Furjç matri
a F ir L-maksimâla matri
a, a fortiori, tâ ir L-maksimâlaAdamâra matri
a. Turklât, grafam L̃(F ) ir maksimâlais ðíautòu skaits starp visiem gra-fiem formâ L̃(A), kur A ir n× n-matri
a.Katra Adamâra n× n-matri
a H tâda, ka grafam L̃(H) ir tik pat daudz ðíautòu kâ
L̃(F ), grafs L(H) ir izomorfs Furjç matri
as L-grafam.Pierâdîjums. Pieòemsim, ka A ir patvaïîga n × n-matri
a un F ir Furjç n × n-matri
a. No Lemmas 5.8 seko, ka ω(L̃(A)) ≤ n. Atradinâsim, ka Turâna grafs (Turángraph) T r(n) (skat. Sadaïu 7.1 no [25℄) ir vienîgais (ar pre
izitâti lîdz izomorfismam)pilnais r-daïains grafs ar n virsotnçm, kura daïas atðíîrâs izmçros lielâkais par 1. Spe
i-âlajâ gadîjumâ, kad r dala n, visas daïas ir ar izmçru n

r
. Turâna grafs T r(n) ir svarîgs arto, ka tam ir lielâkais ðíautòu skaits starp visiem grafiem ar izmçru n un blîvumu r.Tâtad, Furjç matri
as L-maksimalitâte seko no viegli pârbaudâma fakta, ka L̃(F ) irTurâna grafs T n(n2).Pieòemsim, ka H ir Adamâra n × n-matri
a. Apzîmçsim H rindas ar {Ri}, i =

0, 1, . . . , n − 1. Pareizinot matri
as kolonnas ar kompleksu skaitli ar moduli 1 nemainaL-grafu, tâtad, mçs varâm pieòemt, ka R0 sastâv tikai no vieniniekiem.Priekð fiksçta i kopa {Ri ◦ Rj | j = 0, . . . , n − 1} ir telpas C
n ortonormçta bâze.Tâtad, katrs vektors Ra ◦Rb nav ortogonâls vismaz vienam elementam no {Ri ◦Rj | j =

0, . . . , n − 1}. Atzîmçsim, ka, ja H ir Furjç matri
a, tad Ra ◦ Rb nav ortogonâla tieðivienam ðîs kopas elementam | tâdam, ka i+ j = a+ b.Ja grafam L̃(H) ir maksimâlais iespçjamais ðíautòu skaits, tad tas ir Turâna grafs
T n(n2), tâdçjâdi, katra virsotne nav savienota ar tieði n virsotnçm, ieskaitot viòu paðu.Tâdçjâdi, katrs Ra◦Rb nav ortogonâls tieði vienam elementam no {Ri◦Rj | j = 0, . . . , n−
1} priekð katra i, un, starp 
itu, nav ortogonâls tieði vienam no {Ri} (tâ kâ R0 sastâvtikai no vieniniekiem). Tas nozîmç, ka Ra ◦Rb = αRi kâdam i un kâdam α ∈ C∗.Pieòemsim, kaG ir CP n−1 apakðkopa, kuru veidoH rindiòas un aplûkosim Adamârareizinâjuma operâ
iju un ðîs kopas. Kopa ir galîga, tâ ir slçgta attie
îbâ pret operâ
iju,42



R0 ir vienîbas elements, operâ
ija ir komutatîva un aso
iatîva, un katram i atbilstîba
Rj 7→ Ri ◦Rj ir bijek
ija. No tâ visa seko, ka G ir galîga Âbela grupa un L(H) ir izomorfsar grupas G Furjç matri
as L-grafu. ��is rezultâts izskaidro, kâpç
 Furjç matri
as ir tik noderîgas konstruçjot MUBus unSIC-POVMus. Tieðâm, Furjç matri
as L-grafs pârklâj rupji n−1

n
no visâm pilnâ grafaðíautnçm, tâtad, atliek tikai atrast otru matri
u A , kuras L-grafs pârklâj atlikuðo daïuno 1

n
ðíautnçm. Priekð MUBiem ðis uzdevums izskatâs pavisam viegli, jo matri
a A,pretçji matri
ai H , drîkst pat nebût Adamâra, pietiek ar to, ka tâ ir plakana. Diemþçl,ðis uzdevums îstenîbâ neizskatâs nemaz tik viegls.Var izteikt hipotçzi, ka Furjç matri
as ir vienîgâs L-maksimâlâs Adamâra matri
as.Bet var viegli pârlie
inâties, ka pastâv arî 
itas L-maksimâlâs plakanas matri
as. Piemç-ram, aplûkosim sekojoðas divas matri
as: Furjç matri
u F un plakano matri
u A telpâ

C3, kas ir uzdotas ar
F =











1 1 1

1 ω3 ω2
3

1 ω2
3 ω3











A =











1 1 1

1 ω3 ω2
3

1 ω3 ω2
3











. (5.5)Atbilstoði L-grafi ir uzzîmçti Zîmçjumâ 5.1.. Otrajâ grafâ ir iz
eltas tâs ðíautnes, kurus

5.1. zîm.: Matri
u F (pa kreisi) un A (pa labi) L-grafi. Matri
as ir uzdotas ar (5.5).nepârklâj L(F ). Tâdçjâdi, ðie divi grafi kopâ pârklâj pilno grafu. Atzîmçsim, ka nevienano iz
eltâm ðíautnçm nevar piederçt Adamâra matri
as L-grafam. Tieðâm, pieòemsim,ka ðíautne {0, 0}{1, 2} pieder Adamâra matri
as L-grafam. Tad ðîs divas virsotnçs kopâar {0, 1} un {0, 2} veido K4 | pilno grafu ar èetrâm virsotnçm, bet tas nav iespçjams.�ajâ gadîjumâ L(F ) pats ir Turâna grafs, tomçr, tas tâ nebûs vienmçr. Piemçram,grafs L(F⊗k
2 ), kur F2 ir definçts ar (1.3), satur neatkarîgu kopu ar izmçru 2k. Tas iriemesls tam, ka mçs aplûkojam grafu L̃(F ), nevis L(F ) Teorçmas 5.9 pierâdîjumâ.Kâ tika atzîmçts iepriekð, izskatâs, ka atrast matri
u A bûs viegli, bet tâ tas nav.Furjç matri
a F ir ar îpaðîbu, ka χ(L(F )) = n (virsotnes {a, b} krâsa ir a+ b). Starp 
itu,43



tas nozîmç, ka ja izdosies atrast n×n Adamâra matri
u H tâdu, ka χ(L(H)) > n, tad tonepârklâs neviena Furjç matri
a, un hipotçze, ka Furjç matri
as ir vienîgas L-maksimâlasmatri
as, nebûs patiesa. Bet mçs pagaidâm nezinâm nevienu Adamâra matri
u ar tâduîpaðîbu.Vispârîgam grafam G izpildâs nevienâdîba α(G) ≥ n(G)
χ(G)

(ðeit n(G) ir virsotòu skaitsgrafâ G; nevienâdîba seko no tâ fakta, ka vienas krâsas virsotnes veido neatkarîgu kopu).Tâtad, mazs hromatiskais skaitlis impli
ç lielu neatkarîbas skaitli, un, tâdçjâdi, otrajaimatri
ai, lai apmierinâtu Apgalvojuma 5.6 nosa
îjumus, jâbût ar lielu kliíes skaitli. Untas var izpausties grûtîbâs meklçjot otro matri
u. Mçs ðo apgalvojumu nedaudz pre
izçsimApgalvojumâ 5.10. Tâtad, Adamâra matri
as H ar lielu χ(L(H)) un mazu α(L(H)) (jatâdas eksistç) varçtu bût interesantas konstruçjot 2-dizainus.Ir vçrts pieminçt arî 
itas konstruk
ijas, kas lîdzîgi L-grafa jçdzienam, izmanto vek-toru ortogonalitâti kâ pazîmi, kad grafa virsotnes tiek savienotas ar ðíautni. Viens piemçrsir tâ sau
amais Adamâra grafs (Hadamard graph) [44℄. Adamâra grafa S(n) ar kârtu nvirsotòu kopa ir visu garumâ n vektoru kopa, kuru elementi ir vienâdi ar ±1. Divi vektoriir savienoti ar ðíautni tad un tikai tad, ja tie ir ortogonâli. Slavenâ Adamâra hipotçze irekvivalenta ar apgalvojumu, ka ω(S(4n)) = 4n visiem naturâliem n. Papildus ir pierâ-dîts [30℄, ka pastâv eksponen
iâla sprauga starp 4n un χ(S(4n)). Tâ kâ ir iespçjams, kakâdai Adamâra matri
ai H pastâv stingra nevienâdîba χ(L(B)) > n.Labâkas alternatîvas trûkuma dçï, pieòemsim tâlâk, ka B ir galîgas Âbela grupas
G Furjç matri
a. �ajâ gadîjumâ var viegli pârlie
inâties, ka matri
as A un B apmierinaApgalvojuma 5.6 nosa
îjumus tad un tikai tad, ja

∀g1, g2, g3, g4 ∈ G :
g1 + g2 = g3 + g4

{g1, g2} 6= {g3, g4}







=⇒ Rg1 ◦Rg2 ⊥ Rg3 ◦Rg4 , (5.6)kur Ri ir matri
as A i-tâ rindiòa. �o nosa
îjumu var pârrakstît sekojoðajâ veidâ:Apgalvojums 5.10. Pieòemsim, ka B ir grupas G Furjç matri
a un matri
a A ir arrindâm {Ri}i∈G. Tad ðîs divas matri
as apmierina Apgalvojuma 5.6 nosa
îjumus tad untikai tad, ja priekð katra ∆ ∈ G matri
as D∆ rindiòas
{Ri+∆ ◦Ri | i ∈ G}ir savstarpçji ortogonâlas.
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Pierâdîjums. Pieòemsim, ka A un B apmierina nosa
îjumus. Paòemsim divus Gelementus g1 6= g3. Tad
〈Rg1+∆ ◦Rg1 , Rg3+∆ ◦Rg3〉 = 〈Rg1+∆ ◦Rg3, Rg3+∆ ◦Rg1〉.Turklât, (g1 + ∆) + g3 = (g3 + ∆) + g1, g3 6= g1 un g3 6= g3 + ∆. Izmantojot (5.6) ar

g2 = g3 + ∆ un g4 = g1 + ∆, iegûstam, ka Rg1+∆ ◦Rg1 ⊥ Rg2+∆ ◦Rg2.Pretçjâ apgalvojuma pierâdîjums ir lîdzîgs. �Atzîmçsim, ka, ja matri
aiD∆ ir savstarpçji ortogonâlas rindiòas, tad matri
aiD−∆arî ir savstarpçji ortogonâlas rindiòas. �is novçrojums atïauj daþreiz samazinât pârlasi.
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6. nodaïa
Meklçjot Moduïus

�ajâ nodaïâ mçs pçtîsim, kâdâm jâbût formulâ (5.3) ievesto matri
u A un B ele-mentu absolûtajâm vçrtîbâm, lai tâs apmierinâtu Se
inâjuma 5.4 garumu nosa
îjumu. Kâtika pieminçts iepriekðçjâ nodaïâ, no Teorçmas 5.5 seko, ka homogçnu MUHu gadîjumâpietiek pieòemt, ka A ir plakana un B ir kompleksa Adamâra matri
a. Tas pilnîbâ ap-raksta A un B elementu moduïus MUHu gadîjumâ. �ajâ nodaïâ mçs mçìinâsim atbildçtuz lîdzîgu jautâjumu SIC-POVMiem.Teorçma 6.1. Pieòemsim, ka mçs meklçjam SIC-POVMus homogçnajâ nostâdnç (5.3),kur B ir grupas G Furjç matri
a. �ajâ gadîjumâ matri
ai A jâapmierina sekojoðie nosa-
îjumi:1. katra matri
as A kolonna ir ar normu 1;2. katra rindiòa Ri ir ar normu 1;3. visiem i, j, k, tâdiem, ka j 6= k, izpildâs ‖R(2)
i ‖ =

√
2‖Rj ◦Rk‖;4. visiem g1, g2, g3, g4 ∈ G tâdiem, ka g1 + g2 = g3 + g4 un {g1, g2} 6= {g3, g4}, vektori

Rg1 ◦Rg2 un Rg3 ◦Rg4 ir ortogonâli;kur, kâ parasti, Ri apzîmç matri
as A rindiòu, kas indeksçta ar elementu i ∈ G.Pierâdîjums. Nosa
îjumam 1 jâizpildâs pç
 SIC-POVMu definî
ijas. Se
inâju-ma 5.4 apzîmçjumos, wi ir matri
as B rindiòa, kas atbilst elementam i ∈ G. No (5.3), tâkâ visi B elementi pç
 absolûtâs vçrtîbas ir 1, seko, ka ‖wi ◦ wj‖ =
√
n‖Ri ◦ Rj‖ (katrs

Ri ◦ Rj elements tiek atkârtots, ar pre
izitâti lîdz fâzei, n reizes). Tad Se
inâjuma 5.4garuma nosa
îjums impli
ç Nosa
îjumu 3. Nosa
îjums 4 ir formulas (5.6) parafrâze.46



Nosa
îjums 2 prasa nedaudz vairâk komentâru. Kâ seko no Teorçmas 3.5, SIC-POVMa vektori apmierina Velèa vienâdîbu priekð k = 1. No Teorçmas 5.1 seko, ka
‖wi‖ = ‖wj‖ visiem i, j ∈ G. Tad, lîdzîgi kâ Nosa
îjumâ 3, dabûjâm ‖Ri‖ = ‖Rj‖. Tâ kâmatri
as A katras kolonnas norma ir 1, tad katras rindiòas norma arî ir 1. �Homogçnie SIC-POVMi ir parasti aplûkoto grupu kovarianto SIC-POVMu vispâri-nâjums, kâ tas seko no ðîs piezîmes:Piezîme 6.2. Ja matri
a A apmierina Teorçmas 6.1 nosa
îjumus un ir 
irkulâra attie
îbâpret G, tad SIC-POVMs, kas aprakstîts ar (5.3), ir grupu kovariants attie
îbâ pret GP(G).Kâ jau tika teikts, ðajâ nodaïâ mçs neaplûkojam Nosa
îjumu 4, atliekot to lîdznâkamai nodaïai. Tâ kâ visi pârçji nosa
îjumi darbojas tikai ar vektoru normâm, mçsvaram aizvietot matri
u A = (aij) ar matri
u M = (mij), kas sastâv no matri
as Aelementu absolûtâm vçrtîbâm: mij = |aij|. Visi matri
as M elementi ir nenegatîvi reâliskaitli.No Piezîmes 3.6 un Se
inâjuma 5.4 var izvest, ka ar Nosa
îjumiem 3 un 4 pietiek,lai apgalvotu, ka konstruçtâ vektoru sistçma ir SIC-POVMa skalârais daudzkârtnis. Mçspievienojâm klât Nosa
îjumus 1 un 2, lai pç
 iespçjas saðaurinâtu iespçjamo matri
u Mklâstu.Sâksim problçmas izpçti. Apzîmçsim ar yij elementu ar indeksu (i, j) matri
âM (2),t.i., yij = m2

ij . Tad Teorçmas 6.1 Nosa
îjumi 1 un 2 dod, attie
îgi:
∑

i

yij = 1 un ∑

j

yij = 1. (6.1)No Nosa
îjuma 3 izriet:
∑

j

y2
ij = 2

∑

j

ykjyℓjvisiem i, k, ℓ tâdiem, ka k 6= ℓ. Saliekot kopâ, mçs dabûjam:
n =

∑

j

(

∑

i

yij

)2

=
∑

i,j

y2
ij + 2

∑

i<k

∑

j

yijykj =

(

n +
n(n− 1)

2

)

∑

j

y2
ij. (6.2)Tâtad,

∑

j

y2
ij =

2

n + 1
, un ∑

j

ykjyℓj =
1

n + 1
. (6.3)Apzîmçjot vektoru (yi1, yi2, . . . , yin) ar yi, definçsim vektorus e =
(

1
n
, 1
n
, . . . , 1

n

) un ỹi =

yi − e. Viegli redzçt, ka (6.1) nozîmç, ka ỹi ⊥ e visiem i. Tâtad
2

n + 1
= 〈yi, yi〉 = 〈ỹi + e, ỹi + e〉 = 〈ỹi, ỹi〉 +

1

n47



visiem i. Un visiem i 6= j:
1

n + 1
= 〈yi, yj〉 = 〈ỹi + e, ỹj + e〉 = 〈ỹi, ỹj〉 +

1

n
.Tâdçjâdi,

〈ỹi, ỹi〉 =
n− 1

n(n + 1)
un 〈ỹi, ỹj〉 = − 1

n(n + 1)
visiem i 6= j.Viegli redzçt, ka {ỹi} veido regulâra (n − 1)-dimensionâla simpleksa virsotnes.�is simplekss ir ievietots hiperplaknç, kas perpendikulâra vektoram e, un tâ râdiuss ir

√

n−1
n(n+1)

. Simplekss Y , kuru veido vektori {yi}, papildus ir pârnests par vektoru e. Tâkâ visiem yi jâbût nenegatîviem, Y atrodas lielâkâ simpleksâ S, kuru veido telpas Rnstandartbâzes elementi. Pçdçjais arî ir 
entrçts punktâ e un tâ râdiuss ir
√

(n− 1)
1

n2
+

(n− 1)2

n2
=

√

n− 1

n
.Tâ kâ simplekss Y ir mazâks par S, pirmo vienmçr var ievietot otrajâ. Vieglâkais veids,kâ to izdarît, ir homotçt S ar koefi
ientu 1/

√
n+ 1 un 
entru e. Iegûto simpleksu veidovektors

(

1

n
+

n− 1

n
√
n + 1

,
1

n
− 1

n
√
n + 1

,
1

n
− 1

n
√
n + 1

, . . . ,
1

n
− 1

n
√
n+ 1

) (6.4)kopâ ar tâ 
ikliskâm permutâ
ijâm.Rûpîgi analizçjot iepriekðçjo spriedumu, var nonâkt pie sekojoðâ rezultâta:Teorçma 6.3. Pieòemsim, kaM ir matri
a, kas apmierina Teorçmas 6.1 Nosa
îjumus 1,2 un 3. TadM (2) rindiòas veido (n−1)-dimensionâlu simpleksu Y ar râdiusu√ n−1
n(n+1)

un
entru ( 1
n
, 1
n
, . . . , 1

n

), kas ievietots (n− 1)-dimensionâlâ simpleksâ, ko veido standartbâzeselementi. Un otrâdi, jebkurð tâds simplekss Y atbilst matri
ai M , kas apmierina nosa
î-jumus 1, 2 un 3.Pierâdîjums. Mçs tikko pierâdîjâm teorçmu vienâ virzienâ. Lai pierâdîtu apgriez-to apgalvojumu, pamanâm, ka Nosa
îjums 2 izriet no tâ, ka visas Y virsotnes atrodashiperplaknç ∑j yj = 1. Nosa
îjumu 3 var dabût, apgrieþot aprçíinus pç
 formulas (6.3).Tad no (6.2) dabûjam, ka∑j (
∑

i yij)
2 = n. Pielietojot nevienâdîbu starp kvadrâtisko unaritmçtisko vidçjo, iegûstam:

∑

j

(

∑

i

yij

)2

≥ 1

n

(

∑

i,j

yij

)2

= nar vienâdîbu tajâ un tikai tajâ gadîjumâ, kad visi ∑i yij ir vienâdi. Tâtad Nosa
îjums 1arî izpildâs. �48



Tagad mçs aplûkosim 
irkulâras matri
as M , kas apmierina Nosa
îjumus 1,2 un 3.Interese par 
irkulârâm matri
âm rodas tâdçï, ka tâdas matri
as tiek izmantotâs grupukovariantos SIC-POVMos. Vçl viens iemesls ir tas, ka tâs atvieglo Nosa
îjuma 4 analîzi,ko mçs veiksim nâkamajâ nodaïâ.Aplûkosim grupu G = Zd1 ×Zd2 ×· · ·×Zdm
. Mçs sauksim simpleksu Y par 
irkulârupâr G, ja atbilstoðâ matri
a M ir 
irkulâra attie
îbâ pret G (mçs pieòemsim arî, ka Mir nenegatîva). Tâdi simpleksi vienmçr eksistç. Piemçram, ar formulu (6.4) uzdotaissimplekss ir 
irkulârs attie
îbâ pret visâm grupâm G. Mçs tagad parâdîsim, kâ dabûtvisus pârçjos simpleksus no ðî simpleksa.Matri
as M rindas un kolonnas ir indeksçtas ar G elementiem, tâtad mçs va-ram pieòemt, ka arî telpas, kurâ atrodas simplekss, kanoniskâ bâze ir indeksçta ar ele-mentiem no G. Apzîmçsim ar Vi lineâro transformâ
iju, kas attçlo kanoniskâs bâzeselementu, kas atbilst elementam (a1, a2, . . . , am) ∈ G, vektorâ, kas atbilst elementam

(a1, a2, . . . , ai−1, ai + 1, ai+1, . . . , am). Citiem vârdiem,
Vi = Id1 ⊗ Id2 ⊗ · · · ⊗ Idi−1

⊗Xdi
⊗ Idi+1

⊗ · · · ⊗ Idm
(6.5)kur In ir n × n vienîbas matri
as un Xn ir definçta formulâ (1.4). Atzîmçsim, ka visi Viir ortogonâli operatori un komutç savâ starpâ.Pieòemsim, ka Y ir 
irkulârs simplekss pâr G (piemçram, (6.4)). Vienkârðîbas labadmçs aplûkosim simpleksus Ỹ = Y − e un S̃ = S − e, kas abi 
entrçti nulles punktâ (t.i.,aplûkosim vektorus ỹ vektoru y vietâ). Apzîmçsim ar H hiperplakni, kas perpendikulâravektoram e. Visiem operatoriem Vi e ir îpaðvektors ar îpaðvçrtîbu 1. TâtadH ir invariantaapakðtelpa visiem Vi un mçs varam definçt indu
çtos operatorus Vi|H. Vienkârðîbas labad,tos mçs arî apzîmçsim ar Vi.Fiksçsim patvaïîgu simpleksa Ỹ virsotni v. Skaidrs, ka, pielietojot operatorus

V1, V2, . . . , Vm, to var attçlot uz jebkâdu 
itu simpleksa virsotni. Tagad pieòemsim, ka
w ir 
ita 
irkulâra simpleksa Ỹ ′ = Y ′−e virsotne. Apzîmçsim ar U lineâru operatoru, kasattçlo virsotni V a1

1 V a2
2 · · ·V am

m v virsotnç V a1
1 V a2

2 · · ·V am
m w visiem (a1, a2, . . . , am) ∈ G. Tasir ortogonâls operators un komutç ar visiem Vi. Un otrâdi, ja U ir ortogonâls operators,kas komutç ar visiem Vi, tad UỸ ir 
irkulârs simplekss, ja vien tas iekïaujas simpleksâ

S̃. Pietiek nodroðinât, ka vektora Uv + e komponentes ir nenegatîvas, jo visu 
itu vir-sotòu koordinâtas ir ðî vektora komponenðu permutâ
ijas. Turklât, mçs varam vienmçrpieòemt, ka Ue = e. Tas dod sekojoðu rezultâtu:49
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1.06.1. zîm.: Cirkulârais simplekss pâr G = Z3. Tas atrodas simpleksa S iekðpusç. Simpleksu
Y var griezt ap vektoru e par patvaïîgu leòíi, un tâ virsotnes iezîmç riòía lîniju C. �ajâgadîjumâ Y paliek simpleksâ S pç
 visâm rotâ
ijâm, un katrs simplekss Y no teorçmas 6.3ir 
irkulârs.Teorçma 6.4. Pieòemsim, ka U ir ortogonâls operators telpâ Rn, tâds, ka Ue = e, un Yir 
irkulârs simplekss pâr grupu G, kâ tâ definçta formulâ (6.4). Tad UY ir 
irkulârs tadun tikai tad, ja tas atrodas S iekðpusç un U komutç ar visiem Vi, kas definçti ar (6.5).Aplûkosim gadîjumu G = Zn, kas parâdâs visizplatîtâkajâ grupu kovariantâ SIC-POVMa gadîjumâ, t.i., attie
îbâ pret Veila-Heisenberga grupu U(n). �ajâ gadîjumâ mumsir tikai viens operators V1 = Xn. Labi zinâms (to var arî viegli pârbaudît, izmantojotApgalvojuma 1.6 rezultâtu), ka operators Xn vei
 rotâ
iju par leòíi 2π/k plaknçs, kurasveido vektori
(

1, cos
2πk

n
, cos

4πk

n
, . . . , cos

2(n− 1)πk

n

) un (

0, sin
2πk

k
, sin

4πk

n
, . . . , sin

2(n− 1)πk

n

)visiem k = 1, . . . ,
⌊

n−1
2

⌋. Ja n ir pâra, tad Xn arî vei
 atspoguïoðanu uz taisnes, kuru veidovektors (1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1). Vektors e = (1, 1, . . . , 1) ir ðî operatora îpaðvektors arîpaðvçrtîbu 1. Tâtad no Teorçmas 6.4 seko, ka simplekss UY , kas ievietojas S iekðpusç, ir
irkulârs visiem U , kas vei
 rotâ
iju par patvaïîgu leòíi tajâs paðâs plaknçs un, iespçjams,ja n ir pâra, atspoguïoðanu uz taisnes, kuru veido vektors (1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1). Tâtad,visi 
irkulârie simpleksi pâr Zn var tikt parametrizçti ar ⌊n−1
2

⌋ reâliem parametriem.Gadîjums G = Z3 ir attçlots Zîmçjumâ 6.1..50
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6.2. zîm.: Cirkulârais simplekss pâr G = Z5. �ajâ gadîjumâ visus 
irkulârus simpleksusvar aprakstît ar diviem reâliem parametriem ϕ1 un ϕ2, kuri atbilst rotâ
iju leòíiem divâsdaþâdâs plaknçs. Asîs ir attçlotas ϕ1 un ϕ2 vçrtîbas. Punkti, kas atrodâs \riòíu" iekðpusç,atbilst simpleksiem, kas neievietojas simpleksâ S. Visi vektori, kas atbilst izejas vekto-ram (2.6) un tâ afinâm permutâ
ijâm (sk. piemçru pç
 Apgalvojuma 2.4 pierâdîjuma), iratzîmçti ar punktiem.Kad n aug, attie
îba starp S un Y râdiusiem aug kâ O(
√
n), bet attie
îba starp

S râdiusu un attâlumu no S 
entra lîdz tâ robeþai aug straujâk | kâ O(n). Tieðam,
( 1
n
,− 1

n
, 0, 0, . . . , 0) ir îsâkais vektors, kuru var pieskaitît punktam e, lai iegûtu punktu uz

S robeþas. Tas nozîmç, ka lieliem n simpleksa Y rotâ
ijas ne vienmçr ievietosies simpleksa
S iekðpusç. Kâ var redzçt no Zîmçjuma 6.1., gadîjumâ n = 3 simplekss Y vienmçr atrodas
S iekðpusç, bet ja n = 5, tas ne vienmçr ir taisnîba. Sk. Zîmçjumu 6.2.Lîdzîgâ veidâ var aprakstît 
irkulârus simpleksus attie
îbâ pret 
itâm grupâm.
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7. nodaïa
Meklçjot Fâzes

�ajâ nodaïâ mçs nodarbosimies ar sekojoðu jautâjumu. Pieòemsim, ka mums ir doti
n×n-matri
aM , kuras elementi ir nenegatîvi reâlie skaitïi, un galîga Âbela grupa G. Mçsgribam uzkonstruçt tâdu plakanu matri
u P , ka A = M ◦ P apmierina nosa
îjumu (5.6).Ja tâda matri
a P eksistç, mçs sauksim matri
u M par apmierinâmu virs G. Turklât,kâ tas tika motivçts iepriekðçjâ nodaïâ, mçs aplûkosim, galvenokârt, matri
as M , kas ir
irkulâras attie
îbâ pret G. �ajâ gadîjumâ matri
a A bûs 
irkulâra tad un tikai tad, jamatri
a P arî bûs 
irkulâra virs G. Tâdçjâdi, ja mçs tâlâkajâ tekstâ teiksim, ka 
irkulâramatri
a M ir apmierinâma virs G, mçs pieòemsim arî, ka matri
a M ir 
irkulâra virs G.Motivâ
ija ðim ir sekojoða. Pieòemsim, ka mçs gribam konstruçt kompleksu pro-jektîvu 2-dizainu, izmantojot homogçnu konstruk
iju lîdzîgu ar (5.3). Mçs izmantosimgrupas G Furjç matri
u kâ matri
u B, tâs labo îpaðîbu dçï. Mçs pielietosim Se
inâju-mu 5.4 lai dabûtu nosa
îjumus uz matri
as A elementu absolûtâm vçrtîbâm (lîdzîgi kâiepriekðçjâ nodaïâ). Pieòemsim, ka M apmierina ðos nosa
îjumus. Tad mçs gribam beigtðo konstruk
iju, atrâdot fâzes tâdas, ka Se
inâjuma 5.4 nosa
îjumi izpildâs pilnîbâ.Konkrçtâ gadîjumâ, kad mçs paòemsim matri
u M sastâvoðu no visiem vieninie-kiem, tad mçs dabûsimMUHu pilno sistçmu gadîjumâ, kad matri
aM ir apmierinâma. Ja
M ir tâda kâ Teorçmâ 6.3, mçs dabûsim SIC-POVMu. Tâtad, priekð MUHiem mçs dabû-jam tikai vienu iespçjamu matri
uM , bet tai ir ïoti vienkârða struktûra. SIC-POVMiem,savukârt, matri
uM izvçle ir daudz plaðâka, taèu tâs nav tik vienkârði aprakstâmas. Tasviss ir saskaòâ ar reâlo situâ
iju: pilnâs MUHu sistçmas ir atrastas visas dimensijâs, ku-râs, ir pieòemts domât, tâdi eksistç; SIC-POVMi nav atrasti visâs dimensijâs, kur visidomâ tie eksistç, taèu izskatâs, ka tie, atðíirîbâ no MUBiem, eksistç visâs dimensijâs.Mçs iesâksim ar daþiem apmierinâmo matri
u piemçriem.52



Apgalvojums 7.1. Cirkulâra matri
a ar pirmo rindu (a, b, c) ir apmierinâma virs Z3tad un tikai tad, ja vai nu viens no {a, b, c} ir nulle, vai arî a, b, c apmierina trijstûranevienâdîbu, t.i., 2 max{a, b, c} ≤ a + b + c. Turklât, ðajâ gadîjumâ, ja nosa
îjumi irizpildîti, matri
u P var izvçlçties 
irkulâru.Pierâdîjums. Grupâ G3 nosa
îjumi g1+g2 = g3+g4 un {g1, g2} 6= {g3, g4} izpildâsvienlai
îgi tad un tikai tad, ja g1 = g2 un {g3, g4} = Z3\{g2} vai otrâdi. Matri
a A = M◦Papmierina nosa
îjumu (5.6) tad un tikai tad, ja vektora Rg1 ◦Rg2 ◦ Rg3 ◦ Rg4 elementusumma ir nulle. �î vektora elementu absolûtâs vçrtîbas, ar pre
izitâti lîdz permutâ
ijai,ir abc(a, b, c).Ja abc = 0, tad M ◦ P apmierina nosa
îjuma ar jebkuru plakanu matri
u P .Citâdi, ja abc 6= 0, ir skaidrs, ka skaitïiem a, b, c jâapmierina trijstûra nevienâdîba.Pieòemsim, ka tie apmierina to. �ajâ gadîjumâ pieòemsim, ka ϕ0, ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π) ir tâdi,ka aeiϕ0 + beiϕ1 + ceiϕ2 = 0. Tagad var viegli pârbaudît, ka 
irkulâra matri
a P ar pirmorindu (eiϕ0/3, eiϕ1/3, eiϕ2/3) apmierina nosa
îjumus. Aplûkosim gadîjumu, kad g1 = g2 = 0,
g3 = 1 un g4 = 2. Tad

〈R0 ◦R0, R1 ◦R2〉 = abc
(

ae(i/3)(ϕ1+ϕ2−2ϕ0) + be(i/3)(ϕ0+ϕ2−2ϕ1) + ce(i/3)(ϕ0+ϕ1−2ϕ2)
)

=

= abce(i/3)(ϕ0+ϕ1+ϕ2)
(

ae−iϕ0 + be−iϕ1 + ce−iϕ2
)

= 0.Parçjos gadîjumus var pârbaudît lîdzîgi. �7.1. SIC-POVMiAplûkosim iesâkumam grupu kovariantu SIC-POVMu gadîjumu. Lai iegûtu grupukovariantu SIC-POVMu, abâmmatri
âmM un P jâbût 
irkulârâm attie
îbâ pret vienu unto paðu grupu. Pieòemsim, ka x ir matri
as A = P ◦M nultâ rinda. Apgrieþot ðo vektoru,mçs iegûstam matri
as A pirmo kolonu, tâtad, ja SIC-POVMs ir grupu kovariants, tad xir fidu
iârs vektors.Apzîmçjot Teorçmas 6.1 
eturtajâ Nosa
îjumâ g1 = j, g2 = j+k+ l, g3 = j+k, g4 =

j + l, nav grûti pierâdît, ka x = (xi) ir fidu
iârs vektors tad un tikai tad, ja
n−1
∑

j=0

xjxj+kxj+lxj+k+l =
1

n + 1
(δk,0 + δl,0)kur δa,b ir Kronekera (Krone
ker) delta, kas vienâda ar 1, ja a = b, un vienâda ar nullipretçjâ gadîjumâ. �is nosa
îjums tika pierâdîts neatkarîgi rakstos [7℄ un [46℄, izmantojot
itu tehniku. 53



Izmantojot Apgalvojumu 7.1 un analîzi iepriekðçjâs nodaïas beigâs, ir iespçjams uz-konstruçt daþus SIC-POVMus telpâ C
3. Kâ mçs redzçjâm Zîmçjumâ 6.1., vektors, kuruveido matri
as M pirmâs rindas elementu moduïu kvadrâti atrodas uz riòía lînijas C arrâdiusu 1√

6
, 
entru punktâ e = (1

3
, 1

3
, 1

3
) un kas ir perpendikulâra vektoram e. Turklât, ðîriòía lînija pilnîbâ atrodas simpleksâ S, tâtad, visiem punktiem un riòía lînijas kompo-nentes ir nenegatîvas. Tagad mçs parâdîsim, ka riòía lînija C sastâv tieði no ekstremâliempunktiem, kuru elementu kvadrâtsaknes apmierina trijstûra nevienâdîbu. Citiem vârdiem,visiem punktiem (x, y, z) ∈ S, kas atrodas uz riòía lînijas C vai tâs iekðpusç, nevienâdîba

√
x+

√
y +

√
z ≥ 2 max{√x,√y,√z} ir apmierinâta, visiem, kuri atrodas ârpus riòía C| nav apmierinâta.Tieðâm, no vienâdîbas √x+

√
y +

√
z = 2 max{√x,√y,√z} un x+ y + z = 1 mçsiegûstâm:

√
x = ±(

√
y ±

√
z).Paòemot kvadrâtu, pârgrupçjot lo
ekïus, un paòemot kvadrâtu vçl vienu reizi, mçs da-bûjam:

x− y − z = ±2
√
yz

=⇒ x2 + y2 + z2 = 2xy + 2xz + 2yz

=⇒ 2x2 + 2y2 + 2z2 = 1,tâ kâ (x+ y + z)2 = 1. Izdalot ar 2 un pârgrupçjot, mçs iegûstam:
x2 + y2 + z2 − 2

3
(x+ y + z) + 3

1

9
=

1

6
(

x− 1

3

)2

+

(

y − 1

3

)2

+

(

z − 1

3

)2

=
1

6
.Tâdçjâdi, mçs varam dabût SIC-POVMu no jebkura punkta uz riòía lînijas C, iz-mantojot Apgalvojumu 7.1. Punktiem, kas atrodas uz C un S robeþas krustpunktiem,var pat paòemt patvaïîgu P . Tâ kâ mçs vienmçr varam paòemt 
irkulâru P , katrs punktsuz C dod fidu
iâro vektoru.Mçs atgriezîsimies SIC-POVMiem Sadaïâ 7.3., bet tagad aplûkosim MUHu gadîju-mu.7.2. Meklçjot fâzes MUHiemMUHu gadîjumâ mçs meklçjâm plakano matri
u A, kas apmierina (5.6). Citiemvârdiem, mçs paòemsim M , kas pieminçta nodaïas sâkumâ ar visiem elementiem vienâ-54



diem ar 1. Ir vçrts atzîmçt, ka visas matri
as D∆ no Apgalvojuma 5.10 ðajâ gadîjumâ irkompleksas Adamâra matri
as.Adamâra matri
as nav tik bieþi sastopamas, un ðajâ gadîjumâ no vienas plakanasmatri
as ar iepriekð minçto konstruk
iju sanâk n−1 Adamâra matri
as. Tas, zinâmâ mçrâ,izskaidro, kapç
 nav tik viegli atrast vajadzîgo matri
u A. Iepriekðçjâs konstruk
ijâs, kâmçs paradîsim sadaïâ 7.2.3., matri
as D∆ sanâk, lîdz ekvivalen
ei, vienâdas ar Furjçmatri
u.7.2.1. Nepârtrauktas grupasLai aplûkotu sekojoðus rezultâtus pç
 iespçjas vispârîgâkajâ gadîjumâ, mçs pâriesimno diskrçtas Âbela grupas (1.1) uz nepârtrauktu grupu
G̃ = Rd1 × Rd2 × · · · × Rdm

,kur Ra ir reâlo skaitïu grupa pç
 moduïa a ar saskaitîðanas operâ
iju, t.i., Ra = R/aZ.Viegli redzçt, ka G ir grupas G̃ apakðgrupa. Papildus jau ievçstam apzîmçjumam
G∗ grupas G nenulles elementu kopai, mçs lietosim apzîmçjumu G̃∗ to grupas G̃ elementukopai, kuriem vismaz viena komponente ir nenulles vesels skaitlis. �îs definî
ijas nozîmekïûst skaidra pç
 Lemmas 7.2. Skaidrs, ka G∗ = G ∩ G̃∗.Mçs arî paplaðinâsim definî
iju (1.2) visiem b ∈ G̃. Kaut gan mçs uzskatâm ðodefinî
iju par lietderîgu, tâ jâpielieto uzmanîgi, jo, ja b /∈ G, tad χa(b) nav viennozî-mîgi definçts: izvçloties daþâdus veselus skaitïus-reprezentantus atlikumiem (mod d)i,iegûstam daþâdas χa(b) vçrtîbas. �o grûtîbu var atrisinât, ja pieòem, ka 0 ≤ ai < di, dar-bojoties ar neveseliem b. Atzîmçsim, ka mçs vienmçr lietosim tikai grupas G elementuskâ rakstura indeksus a.Pastâv arî sekojoðais Lemmas 1.3 vispârinâjums.Lemma 7.2. Pieòemsim, ka x ir kopas G̃ elements. Tad ∑

y∈G
χy(x) = 0 tajâ un tikai tajâgadîjumâ, ja x ∈ G̃∗.Pierâdîjums. Uzrakstâm x = (x1, x2, . . . , xm). Tad:

∑

y∈G
χy(x) =

m
∏

j=1

dj−1
∑

k=0

exp

(

2πi

dj
xjk

)

.Lemma seko no fakta, ka vienâdojuma dj−1
∑

k=0

ωk = 0 pret ω saknes ir tieði vieniniekasaknes exp(2πi
dj
xj), kur xj ir vesels skaitlis, 0 < xj < dj. �55



Atzîmçsim, ka G1
∼= G2 ne vienmçr nozîme, ka G̃1

∼= G̃2. Tieðâm, ja G1 = Z6 un
G2 = Z2 × Z3, tad G1

∼= G2, bet G̃1 = R6 un G̃2 = R2 × R3 nav izomorfas. Pirmâ ir\viendimensionâla", kamçr otrâ ir \divdimensionâla". Liekas skaidrs, ka jo vairâk grupaidimensiju, jo vairâk tajâ ir iespçjams paveikt. �o novçrojumu var padarît pre
îzu.Mçs tâlâk strâdâsim ar grupâm G̃, kur G ir kaut kâda grupa, ko mçs varâm brîviizvçlçties, ar fiksçto izmçru n. Tâdâm grupâm var ievçst \kanonisko grupu", ar kurupietiek, lai pârsegt visus gadîjumus.Teorçma 7.3. Pieòemsim, ka n = pℓ11 p
ℓ2
2 · · ·pℓmm ir skaitïa n sadalîjums pirmreizinâtâjos.Ja G ir grupa ar izmçru n formâ (1.1), tad grupu G̃ var ielikt grupâ H̃, kur

H = Z
ℓ1
p1
× Z

ℓ2
p2
× · · · × Z

ℓm
pm
,ar attçlojumu ψ, tâ, ka ψ(G̃∗) = ψ(G̃) ∩ H̃∗.Pierâdîjums. Skaidrs, ka pietiek atrast tâdu attçlojumu ψ divos gadîjumos.Pirmajâ gadîjumâ G = Zab, H = ZaZb un a un b ir relatîvi pirmskaitïi. Tad,attçlojumu ψ var definçt sekojoði: ψ(x) = (x mod a, x mod b). Teorçmas apgalvojumiseko no Íînieðu teorçmas par atlikumiem.Otrais gadîjums ir, kad G = Zpk un H = Zk

p, kur p ir pirmskaitlis. �ajâ gadîjumâ ψvar definçt kâ
ψ(x) =

(

x mod p,
x

p
mod p,

x

p2
mod p, . . . ,

x

pk−1
mod p

)

.Arî ðajâ gadîjumâ nav grûti pârbaudît, ka visi nepie
ieðamie nosa
îjumi izpildâs. �Beidzot atzîmçsim arî, ka Se
inâjumu 1.4 arî var vispârinât, izmantojot nepârtrauk-tas grupas G̃.Apgalvojums 7.4. Paòemsim jebkuru apakðkopu X ⊂ G̃ izmçrâ |G|, tâdu, ka jebkuriemdiviem daþâdiem a, b ∈ X ir spçkâ a − b ∈ G̃∗. Tad matri
a F = (fxj) (x ∈ X, j ∈ G),kas definçta ar fxj = χj(x), ir Adamâra.Pierâdîjums ir lîdzîgs Teorçmas 1.4 pierâdîjumam. Piemçram, ja mçs paòemsim
G = Z3 × Z2 un X = {(0, 0), (0, 1), (1, a), (1, 1 + a), (2, b), (2, 1 + b)}, kur 0 ≤ a, b ≤ 1 ir
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patvaïîgi reâli skaitïi, tad mçs dabûjam matri
u
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
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
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
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



,

kur z1 = eiπa un z2 = eiπb. �î matri
a ir ekvivalenta ar vienâdojuma (4) matri
u rak-stâ [12℄. �ajâ rakstâ arî tâdas matri
as tiek sauktas par Furjç matri
âm. Mçs, savukârt,rezervçjam nosaukumu \Furjç matri
a" matri
âm, kas vei
 galîgas Âbela grupas Furjçtransformâ
iju.7.2.2. Trîs gadîjumiTagad mçs sâksim konstruçt MUHu pilnâs sistçmas. Pieòemsim, ka matri
a B (kâiekð (5.3)) ir grupas G = Zd1 ×Zd2 ×· · ·×Zdm
Furjç matri
a un N = Zd′1

×Zd′2
×· · ·×Zd′

m′ir kâda grupa ar to paðu izmçru. Mçs tagad dosim trîs iespçjamos ierobeþojumus uzmatri
âm D∆, kur katra nâkama vispârina iepriekðçjo, un aprakstîsim ðîs konstruk
ijas,izmantojot funk
ijas, kas attçlo vienu Âbela grupu otrajâ.1. Pieòemsim, ka visas matri
asD∆ ir vienâdas ar grupasN Furjç matri
u ar pre
izitâtilîdz rindu permutâ
ijâm un katra konstruçjamas matri
as A rindiòa ir arî matri
as
F rindiòa. Definçsim funk
iju f : G → N , kas attçlo matri
as A rindas indeksuuz vienâdas rindas no F indeksu. Var viegli redzçt, ka ðî konstruk
ija apmierinaApgalvojuma 5.6 nosa
îjumus tad un tikai tad, ja f apmierina

∀g1, g2, g3, g4 ∈ G :
g1 + g2 = g3 + g4

f(g1) + f(g2) = f(g3) + f(g4)







=⇒ {g1, g2} = {g3, g4}.(7.1)2. Tas nav vispârîgâkais gadîjums. Ja mçs atïausim matri
âm D∆ bût vienâdam arFurjç matri
u ar pre
izitâti lîdz rindu permutâ
ijâm un atïausim arî katrai kolonaitikt pareizinâtai ar χa(x∆), kur a ir kolonas indekss un x∆ ir kaut kâds elementsno Ñ , tad mçs varam paòemt matri
u A = (aℓr), (ℓ ∈ G, r ∈ N) definçtu ar
57



aℓr = χr(f(ℓ)), kur funk
ija f : G→ Ñ apmierina
∀g1, g2, g3, g4 ∈ G :

g1 + g2 = g3 + g4

{g1, g2} 6= {g3, g4}







=⇒ f(g1) + f(g2) − f(g3) − f(g4) ∈ N∗.(7.2)3. Beidzot, no Lemmas 7.2 ir skaidrs, ka iepriekðçjais piegâjiens dod pilno MUHusistçmu tad un tikai tad, ja funk
ija f : G→ Ñ apmierina
∀g1, g2, g3, g4 ∈ G :

g1 + g2 = g3 + g4

{g1, g2} 6= {g3, g4}







=⇒ f(g1) + f(g2) − f(g3) − f(g4) ∈ Ñ∗.(7.3)Taèu ðajâ gadîjumâ matri
as D∆ vairs nav ekvivalentas ar Furjç matri
âm. Tiekïûst ekvivalenti ar vispârîgâkâm matri
âm no Apzîmçjuma 7.4.Saliekot visu kopâ, mçs iegûstam tâdu rezultâtu:Teorçma 7.5. Nosa
îjums (7.3) ir vispârîgâks par nosa
îjumu (7.2), kas, savukârt, irvispârîgâks par nosa
îjumu (7.1). Formula
(v

(r)
k )ℓ =

1√
n
χk(ℓ)χr(f(ℓ)), (7.4)(ar k, ℓ ∈ G un r ∈ N) dod pilno MUHu sistçmu tad un tikai tad, ja funk
ija f , kas attçlo

G iekð Ñ , apmierina (7.3).Lîdzîgs, taèu ne tik vispârîgs rezultâts ir atrodams rakstâ [60℄. Mçs atliksim saistîturezultâtu apskatu lîdz Sadaïai 7.2.4.. Nâkamajâs sadaïâs mçs dosim zinâmus MUHukonstruk
ijas no Sadaïas 2.1.1. no iepriekðçjâ piegâjiena skatpunkta.7.2.3. Zinâmas konstruk
ijasTagad mçs dosim divas zinâmas MUHu pilno sistçmu konstruk
ijas Teorçmas 7.5terminos.Konstruk
iju, kas ir pç
 bûtîbas ekvivalenta ar nâkamo, aprakstîja Ivanoviès rak-stâ [45℄ priekð GF (p), vispârîgs gadîjums pieder Fîldsam un Vûteram [74℄.Lemma 7.6. Ja n = pk ir nepâra pirmskaitïa pakâpe, tad funk
ija f(x) = x2, kur G = Nir galîga lauka GF (n) adîtiva grupa (t.i., Z
k
p) apmierina (7.1).Pierâdîjums. Pieòemsim, ka g1 + g2 = g3 + g4 un g2

1 + g2
2 = g2

3 + g2
4. Tad

g1 − g3 = g4 − g2 un (g1 − g3)(g1 + g3) = (g4 − g2)(g4 + g2). Ja g1 = g3, viss ir pierâdîts.58



Citâdi mçs varam izdalît iepriekðçjo vienâdîbu ar g1 − g3 (ðeit mçs izmantojâm to, ka
GF (n) ir lauks) un iegûst g1 + g3 = g4 + g2. Kopâ ar iepriekðçjo vienâdîbu tas dod
2(g2 − g3) = 0. Tâ kâ 2 ir relatîvs pirmskaitlis ar p, g2 = g3 un lemma ir pierâdîta. ��î konstruk
ija dod gandrîz tâdu paðu MUHu sistçmu kâ Teorçmâ 2.2, izòemot to,ka mçs neizmantojam raksturus definçtus ar (2.2), bet raksturus definçtus ar (1.2). Pirmâizmanto pçdas funk
iju, kas ir GF (pk) aditîvu raksturu spe
ifika; otrâ izmanto \skalâroreizinâjumu", kas ir spe
ifisks grupas Zk

p raksturiem. �î izmaiòa neko neiespaido, joraksturi paliek tie paði, izmainâs tikai atbilstîba starp grupas elementiem un raksturiem,un tas izpauþas tikai rindu permutâ
ijâ. Daþreiz identitâtes lîdzîgas (2.3) ir nepie
ieðamas(kâ to pielietoðanas kvantu skaitïoðanâ piemçru var minçt rakstu [21℄), bet mûsu gadîjumâmçs varam izvçlçties tâdu raksturu reprezentâ
iju, kura mums vairâk patîk.Piezîme 7.7. Tâtad, ar iepriekðçjo rezultâtu mçs parâdîjâm, ka virs grupas G = Zk
p , kur

p ir nepâra pirmskaitlis, matri
a M , kas sastâv tikai no vieniniekiem ir apmierinâma.Patiesîbâ, no Teorçmas 3.2 izriet, ka ðî matri
a ir apmierinâma arî ar 
irkulâru P , ja
p ≥ 5.Ja n ir pâra, mums jâbût viltîgâkiem. Atgâdinâsim, ka parasta galîga lauka GF (2k)konstruk
ija ir kâ polinomu kopa, kur katrs polinoms ir ar pakâpi mazâku par k unar koefi
ientiem no {0, 1}. Visas operâ
ijas tiek veiktas pç
 moduïa 2 un h, kur h irpolinoms ar pakâpi k, kas ir nesadalâms reizinâtâjos virs GF (2). Mçs izturçsimies pretðiem polinomiem, kâ pret polinomiem ar veseliem koefi
ientiem. No nâkamas lemmas vardabût MUHu konstruk
iju, ko pirmo reizi dabûja Fîldss un Vûters rakstâ [74℄.Lemma 7.8. Pieòemsim, ka G ir galîga lauka GF (2k) aditîva grupa. Tad funk
ija f :

G→ G̃, kas definçta ar
f(x) =

x2

2
mod (2, h)apmierina (7.2) ar N = G.Pierâdîjums. Pieòemsim, ka g1 + g2 ≡ g3 + g4 (mod 2, h). Tad (g1 + g2)

2 ≡
(g3 + g4)

2 (mod 2, h). Tâdçjâdi, g2
1 + g2

2 − g2
3 − g2

4 ≡ 0 (mod 2, h). Tas nozîmç, ka
f(g1) + f(g2) − f(g3) − f(g4) =

g2
1 + g2

2 − g2
3 − g2

4

2
mod (2, h)ir polinoms ar veseliem koefi
ientiem. Vienîgais veids, kâ tas varçtu nepiederçt N∗ bûtu,ja tas bûtu vienâds ar 0. Pieòemsim, ka tas ir vienâds ar nulli un pierâdîsim, ka ðajâgadîjumâ {g1, g2} = {g3, g4}. 59



Definçsim s = (g1 + g2) mod 2. Tad arî g2
1 + g2

2 ≡ s2 (mod 2). Aplûkosim sekojoðuvienâdojumu mainîgâ x:
g2
1 + g2

2 − x2 − (s− x)2

2
≡ 0 (mod h, 2).Abi g1 un g2 ir tâ saknes. �o polinomu var pârrakstît kâ g21+g22−s2

2
+ sx−x2. Var pamanît,ka g21+g22−s2

2
ir polinoms ar veseliem koefi
ientiem, tâtad, paòemot to pç
 moduïa h un 2,mçs iegûstam otrâs pakâpes vienâdojumu laukâ GF (2k):

x2 − sx− g2
1 + g2

2 − s2

2
= 0.Ja g1 6= g2, neviens 
its elements izòemot tos nevar apmierinât ðo vienâdojumu. Ja

g1 = g2, tad s = 0 un ðîm vienâdojumam ir tikai viena sakne, jo attçlojums x 7→ x2 irkopas GF (2k) bijek
ija paðai uz sevi (tâ sau
amais Frobeniusa attçlojums (Frobeniusmap)). Tâtad, f apmierina (7.2). �Divas iepriekðçjas lemmas var sakombinçt sekojoðajâ labi zinâmajâ rezultâtâ:Teorçma 7.9. Ja n ir pirmskaitïa pakâpe, tad telpâ Cn eksistç pilna MUBu sistçma.Tâlâk mums noderçs sekojoðais novçrojums:Piezîme 7.10. Matri
as A kolonu permutâ
ija neiespaido nosa
îjuma (5.6) izpildi. Arî,laukâ GF (2k) attçlojums x 7→ x2 ir bijek
ija. Tâtad, ja mçs definçsim A = (aij) ar
aij = χj2

(

i2

2
mod (2, h)

)

,mçs joprojâm iegûstam matri
u, kas apmierina (5.6).Bet ðai matri
ai ir papildus îpaðîba, ka A(2) ir simetriska reâla Adamâra matri
a, jo
a2
ij = χj2(i

2) = χi2(j
2) = a2

ji.Piemçram, ja mçs paòemsim k = 2 un h = x2 +x+1, mçs iegûsim sekojoðu matri
u:
A′ =

















1 1 1 1

1 i i 1

1 −i −1 −i

1 1 i i

















, (7.5)
kur rindas un kolonas ir indeksçtas ar 0, 1, x, x+1. Mçs izmantosim ðo matri
u Sadaïâ 7.3..60



7.2.4. Saistîtas kombinatoriskas struktûrasAplûkojot formulas (7.1), (7.2) un (7.3) var se
inât, ka tâm, îpaði formulai (7.1),ir kombinatoriska daba. Izrâdâs, ka pastâv saite starp ðîm funk
ijâm un daþiem labiizpçtîtiem kombinatoriskiem objektiem.Pieòemsim, ka G un N ir galîgas Âbela grupas tâdas, ka |G| ≤ |N |. Funk
ijas
f : G→ N tâdas, ka vienâdojumam f(x+a)−f(x) = b ir ne vairâk kâ viens atrisinâjumsvisiem a, b ∈ G, nevienâdiem ar nulli vienlai
îgi, sau
 par diferen
iâli 1-vienmçrîgam(differentially 1-uniform) [55℄. Ja N apmierina |G|/|N | = m ∈ N un funk
ija f : G→
N ir tâda, ka |{x ∈ G | f(x + a) − f(x) = b}| = m visiem b ∈ N un nenulles a ∈ G, tadfunk
iju sau
 par perfekti nelineâru (perfe
t non-linear) [18℄. �îs funk
ijas, atskaitot
itus pielietojumus, izmanto arî kriptogrâfijâ, lai konstruçtu S-kastes (S-boxes), kas irdroðas pret diferen
iâlu kriptoanalîzi (differential 
ryptanalysis).Ja |G| = |N |, ka formulâ (7.1), tad ðie divi jçdzieni sakrît, un funk
iju f daþreizsau
 par planâru funk
iju (planar fun
tion). �is nosaukums atspoguïo to, ka, izmantojottâdas funk
ijas, var uzkonstruçt galîgu afîno plakni (affine plane) [24℄. Funk
ijâm, kasapmierina nosa
îjumu (7.2) mçs lietosim nosaukumu frak
ionâli planâras.Sekojoðas planâras funk
ijas no kopas GF (pk), kur p ir nepâra pirmskaitlis, ir zinâ-mas:

• f(x) = xp
α+1, kur α ir nenegatîvs vesels skaitlis tâds, ka k/ gcd(k, α) ir nepâraskaitlis [24℄.

• f(x) = x(3α+1)/2 tikai, ja p = 3, α ir nepâra un gcd(k, α) = 1 [20℄.
• f(x) = x10 − ux6 − u2x2 tikai, ja p = 3, k ir nepâra un u ir nenulles kopas GF (pk)elements. �îs konstruk
ijas spe
iâlais gadîjums u = −1 tika dabûts rakstâ [20℄,vispârîgâ konstruk
ija ir no [26℄.Konstruk
ija ar f(x) = x2, kuru mçs izmantojâm iepriekðçjâ sadaïâ ir no pirmâs klases.Pieòemsim, ka K ir Âbela grupa un N ir tâs apakðgrupa. Apakðkopu R ⊂ K sau
par relatîvu (m,n, r, λ)-starpîbu kopu (relative (m,n, r, λ)-differen
e set), ja |K| = nm,

|N | = n, |R| = r un
|{r1, r2 ∈ R | r1 − r2 = b}| =



















r , b = 0;

0 , b ∈ N \ {0};
λ , b ∈ K \N.61



Relatîvâ starpîbu kopa ir klasiskas starpîbu kopas vispârinâjums, un tika ievests rak-stâ [27℄. Ja r = m, starpîbu kopu sau
 par semiregulâru (semiregular). Relatîvustarpîbu kopu sau
 par sadalâmu (splitting), ja K = G × N , t.i., ja apakðgrupai N irpapildinâjums grupâ K.�is jçdziens ir interesants mums sekojoða viegla novçrojuma dçï (skat., piem., [56℄).Pieòemsim, ka G un N ir patvaïîgas galîgas grupas un f ir funk
ija no G grupâ N .Kopa {(x, f(x)) | x ∈ G} ir semiregulâra sadalâma (|G|, |N |, |G|, |G|/|N |)-starpîbu kopagrupâ G×N relatîvi pret {1}×N tajâ un tikai tajâ gadîjumâ, kad f ir perfekti nelineâra.Tâdçjâdi, planâras funk
ijas atbilst sadalâmâm relatîvâm (n, n, n, 1)-starpîbu kopâm. Mçsnedaudz vispârinâm ðo rezultâtu:Teorçma 7.11. Pieòemsim, ka K ir Âbela grupa ar izmçru n2 un ar apakðgrupu N =

Zd′1
× Zd′2

× · · · × Zd′
m′

ar izmçru n. Sekojoði divi apgalvojumi ir ekvivalenti:(a) Eksistç semiregulâra (n, n, n, 1)-starpîbu kopa R grupâ K relatîvi pret N .(b) Eksistç frak
ionâla planâra funk
ija f : G→ Ñ , kur G ∼= K/N .Pierâdîjums. Pieòemsim, ka eksistç relatîva starpîbu kopa. Fiksçsim kaut kâdu
G = Zd1 × Zd2 × · · · × Zdm

tâdu, ka G ∼= K/N . Paòemsim tâdus kopas K elementus
ki, i = 1, . . . , m, ka faktorizçjot pç
 N un pielietojot izomorfismu tie tiek attçloti uz i-togrupas G bâzes elementu, t.i., elementu (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), kur pirms vieninieka stâv
i− 1 nulle. Apzîmçsim ar (s1i, s2i, . . . , sm′i) elementu diki ∈ N , i = 1, . . .m.Definçsim Âbela grupu K ′ sekojoðajâ veidâ. Tâs elementu kopa ir De-karta reizinâjums G × N un elementu summa (x1, x2, . . . , xm; y1, y2, . . . , ym′) un
(z1, z2, . . . , zm; t1, t2, . . . , tm′) tiek definçta kâ (a1, a2, . . . , am; b1, b2, . . . , bm′), kur ai = xi+ziun

















b1

b2...
bm′

















=

















y1

y2...
ym′

















+

















t1

t2...
tm′

















+

















s11 s12 · · · s1m

s21 s22 · · · s2m... ... . . . ...
sm′1 sm′2 · · · sm′m

































[x1 + z1 ≥ d1]

[x2 + z2 ≥ d2]...
[xm + zm ≥ dm]

















(7.6)
kur izteiksme [xi + zi ≥ di] ir vienâda ar 1, ja summa xi + zi, paòemot saskaitâmus, kâveselus skaitïus, ir lielâka vai vienâda ar di, un vienâda ar 0 pretçjâ gadîjumâ. Nav grûtipârbaudît, ka attçlojums ϕ : K ′ → K, kas definçts ar

(x1, x2, . . . , xm; y) 7→ y +

m
∑

i=1

xiki,62



ir grupu izomorfisms. Kâ parasti, mçs identifi
çjâm G ar kopu {(x, 0) | x ∈ G} un N |ar kopu {(0; y) | y ∈ N}.Definçsim S kâm′×m-matri
u, kuras (i, j)-ais elements ir vienâds ar sij/di. Skaidrs,ka ψ : K ′ → Ñ , kas definçts ar
ψ(x, y) = y + Sxir morfisms. Tâ kâ R ir semiregulâra relatîva starpîbu kopa, katram x ∈ K/N var atrastvienu vienîgu elementu rx ∈ R ar projek
iju uz K/N vienâdu ar x. Definçsim f(x) =

ψ(ϕ−1(rx)).Mçs pierâdîsim, ka f ir frak
ionâli planâra. Pirmkârt, atzîmçsim, ka visiem x ∈ Gizpildâs ϕ−1(rx) = (x, y) kâdam y ∈ N . Tad pieòemsim, ka g1, g2, g3, g4 ∈ G ir tâdi, ka
g3 − g1 = g2 − g4 6= 0 un g1 6= g4. Apzîmçsim (x1, y1) = ϕ−1(rg3 − rg1) un (x2, y2) =

ϕ−1(rg2 − rg4). Izpildâs x1 = x2 (tâ kâ g3 − g1 = g2 − g4) un y1 6= y2 (tâ kâ rg3 − rg1 6=
rg2 − rg4). No funk
ijas ψ definî
ijas seko, ka (f(g3) − f(g1)) − (f(g2) − f(g4)) ∈ N∗.Tagad pieòemsim, ka mums ir dota frak
ionâli planâra funk
ija f : G→ Ñ ar tâdâmpaðâm izteiksmçm priekð G un N . Definçsim funk
iju {·}, kas paòem katras elementa no
Ñ komponentes daïveida daïu. Definçsim arî funk
iju f̃(x) = {f(x)}. Tad no (7.2) izriet,ka

(a+ b = c+ d) =⇒ (f̃(a) + f̃(b) − f̃(c) − f̃(d) ∈ N).Tâ kâ nosa
îjums uz f nemainâs, pieskaitot funk
ijai konstanti, mçs varam pieòemt,ka f̃(0) = 0. Tad f̃(a+b) = {f̃(a)+ f̃(b)}. Tagad ir viegli pârlie
inâties, ka f̃(x) = {Sx},kur S ir definçta lîdzîgâ veidâ kâ iepriekð kaut kâdiem veseliem skaitïiem sij.Definçsim K ′ kâ formulâ (7.6) un
R = {(x; f(x) − Sx) | x ∈ G}.Lîdzîgi kâ iepriekð var pierâdît, ka R ir semiregurâla starpîbu kopa relatîvi pret N . �Tâtad, mçs esam pierâdîjuði, ka ja matri
a B no (5.3) ir Furjç matri
a un visasmatri
as D∆ ir ekvivalentas (zinâmâ mçrâ) Furjç matri
âm, tad pilnâs MUHu sistçmaseksisten
e ir ekvivalenta relatîvas (n, n, n, 1)-starpîbu kopas eksisten
ei. Patiesîbâ varpierâdît vispârîgâku rezultâtu [34℄: relatîvas (n, k, n, λ)-starpîbu kopas eksisten
e impli
ç

k MUHu sistçmas eksisten
i telpâ C
n. Visas zinâmas pilno MUHu sistçmas konstruk
ijasir ðîs konstruk
ijas spe
iâlie gadîjumi.Diemþçl ir pierâdîts [15℄, ka relatîva (n, n, n, 1)-starpîbu kopa eksistç tikai tajâ gadî-jumâ, kad n ir pirmskaitïa pakâpe. Tâtad, izmantojot pieeju ar funk
iju f , kas apmierina63



nosa
îjumu (7.2), nav iespçjams konstruçt pilno MUBu sistçmu kâdâ jaunâ dimensijâ.Bet vçl paliek iespçjas ar vispârîgâm Adamâra matri
âm D∆ un, starp 
itu, arî gadîjums,kad funk
ija f apmierina nosa
îjumu (7.3).7.3. SIC-POVMi dimensijâ 2
k�ajâ sadaïâ mçs aplûkosim SIC-POVMus dimensijâ 2k un parunâsim par daþâmkonstruçðanas idejâm.Kâ jau tika pieminçts Sadaïâ 2.2.1., analîtiskas izteiksmes fidu
iâriem vektoriem irzinâmas dimensijâs 2, 4 un 8. Piemçram, telpâ C2 tas ir vektors no (2.5). �ie, pieminçtieSadaïâ 2.2.1. SIC-POVMi ir kovarianti pret grupâm GP(Z2),GP(Z4) un GP(Z8), attie
îgi.Telpâ C8 vçl viens SIC-POVMs tika uzkonstruçts vçl pirms jau pieminçtâ [41℄, un tas irkovariants attie
îbâ pret GP(Z3

2) [34℄. Mçs dosim ekvivalenta SIC-POVMa aprakstu,izmantojot homogçnu konstruk
iju. Paòemsim G = Z3
2 un

A =





1√
3
I 1√

6
A′

1√
6
A′ i√

3
I



 ,kur I ir 4 × 4 vienîbas matri
a un A′ ir matri
a no (7.5). Mçs pierâdîsim, ka matri
a
A apmierina visus Teorçmas 6.1 nosa
îjumus. Pieòemsim, ka A rindas un kolonas irsanumurçtas ar (0, 0, 0), (0, 0, 1), . . . , (1, 1, 0), (1, 1, 1).Nosa
îjumu 1 un 2 pârbaude ir triviâla. Nosa
îjumam 3 jâpamana, ka

‖R(2)
i ‖ =

√

1

9
+ 4

1

36
=

√
2

3un
‖Ri ◦Rj‖ =







√

4 1
36

, i un j ir no viena bloka
√

2
(

1
3

) (

1
6

)

, 
itâdi =
1

3
.Lai pierâdîtu, ka Nosa
îjums 4 arî izpildâs, mçs aprakstîsim, kâ izskatâs vektors

R = Rg1 ◦Rg2 ◦ Rg3 ◦ Rg4 un pierâdîsim, ka tâ elementu summa ir nulle. Pastâv divasiespçjas:
• Ja visi g1, g2, g3, g4 ir no viena, teiksim, no pirmâ bloka, tad R izskatâs kâ

(0, 0, 0, 0, a(0,0), a(0,1), a(1,0), a(1,1))un nosa
îjums izpildâs, jo matri
a A′ apmierina (5.6) priekð Z2
2. (Tas ir lîdzîgiTeorçmas 5.5 pierâdîjumam). 64



• Pieòemsim, ka tie ir no daþâdiem blokiem. Teiksim, g1, g2 ir no pirmâ bloka un
g3, g4 ir no otrâ bloka. Izpildâs vienâdîba g1 + g2 = g3 + g4. Apzîmçsim ðo kopîgovçrtîbu ar d. Ja d 6= 0, tad R sastâv tikai no nullçm. Ja g1 = g2 un g3 = g4 tadvektoram R ir tieði divi nenulles elementi: viens pozî
ijâ g1 ar vçrtîbu a2

g′3,g1
, unotrais | pozî
ijâ g3 ar vçrtîbu −a2

g1,g′3
, kur A = (aij) un g′3 = g3 + (1, 0, 0). Tad Relementu summa ir nulle, jo A′(2) ir simetriska.Diemþçl, tâda reduk
ija no MUHiem uz SIC-POVMiem ir iespçjâma tikai priekð Z

3
2Nosa
îjuma 3 dçï. Arî, kâ pierâdîts rakstâ [34℄, neeksistç SIC-POVMs kovariants pret

GP(Zk
2), ja k 6= 1 un k 6= 3.Tagad mçs nodarbosimies ar gadîjumu n = 4. Teorçmâ 7.1 tika doti nepie
ieðamieun pietiekamie nosa
îjumi, lai 
irkulâra virs Z3 matri
a bûtu apmierinâma. GrupuG = Z2un G = Z2

2 gadîjumâ nosa
îjumi ir vçl vienkârðâki:Apgalvojums 7.12. Jebkura matri
a M , 
irkulâra virs Z2 vai Z2
2, ir apmierinâma.Priekð Z2 matri
u P var paòemt 
irkulâru.Pierâdîjums. Jâizmanto matri
as

P =





1 ω8

ω8 1



 un P =

















1 1 1 1

1 i 1 i

1 −i −i 1

1 1 i −i

















,

attbilstoði. Otrajâ matri
â rindas un kolonas ir sanumurçtas ar (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) ∈
Z2

2. Ar tieðo pârbaudi var pârlie
inâties, ka ðîs matri
as tieðâm der. �Ja mçs paòemsim matri
u M tâdu kâ formulâ (6.4) priekð n = 4 un matri
u P noiepriekðçjâ apgalvojuma, mçs dabûsim SIC-POVMu telpâ C4. Tas sastâv no 16 vektoriem| sekojoðas matri
as kolonâm:
















b a a a b a a a b a a a b a a a

a ib a ia −a −ib −a −ia a ib a ia −a −ib −a −ia

a −ia −ib a a −ia −ib a −a ia ib −a −a ia ib −a
a a ia −ib −a −a −ia ib −a −a −ia ib a a ia −ib















kur
a =

1

2

√

1 − 1√
5

un b =
1

2

√

1 +
3√
5
.65



�î izteiksme izskatâs ârkârtîgi vienkârði, jo izmanto tikai èetras fâzes | 1, i,−1 un
−i, kâ arî tikai divus moduïus | a un b. Kâ atzîmçja Grasls [38℄, pielietojot ðîm SIC-POVMam unitâru matri
u

















1 0 0 −ω8

0 −ω3
8 1 0

1 0 0 ω8

0 −ω3
8 −1 0

















,var dabût SIC-POVMu, kas, ar pre
izitâti lîdz elementu permutâ
ijai un elementu reizi-nâðanai ar skalâriem, ir kovariants attie
îbâ pret GP(Z4).Matri
as P , kas nav atkarîgas no matri
asM , kâ Teorçmâ 7.12 izskatâs interesantas,jo tiem var bût ïoti vienkârði elementi, kâ matri
âm no Apgalvojuma 7.12, pat ja matri
ai
M ir kompli
çti elementi. Teorçtiski, tâdas matri
as varçtu eksistçt grupâm G = Zk

2.Iemesls ðim ir sekojoðs. Pieòemsim, ka M ir 
irkulâra virs G matri
a, g1, g2, g3, g4 ∈ G irtâdi, ka g1 + g2 = g3 + g4 un d ir patvaïîgs grupas G elements. Aplûkosim matri
as M
4×4-apakðmatri
uM ′, kas atrodas rindu {g1, g2, g3, g4} un kolonu {d, d+ g1 + g2, d+ g1 +

g3, d + g1 + g4} krustojumâ. Tâ ir 
irkulâra matri
a virs Z2
2. Starp 
itu tas nozîmç, kavektorâ Rg1 ◦Rg2 ◦Rg3 ◦Rg4, kur Ri ir matri
as A = M ◦ P i-tâ rindiòa, visi elementi arindeksiem {d, d+ g1 + g2, d+ g1 + g3, d+ g1 + g4} ir ar vienâdu absolûto vçrtîbu. Ja P irtâda, ka fâþu summa ðajâs èetrâs pozî
ijâs ir nulle, un tas izpildâs visâm g1, g2, g3, g4 un

d vçrtîbâm, tad matri
a A = M ◦P apmierina visus nosa
îjumus neatkarîgi no 
irkulârasmatri
as M elementu vçrtîbâm.Diemþçl, var pierâdît, ka dimensijâm lielâkâm par 4, tâdas matri
as neeksistç [10℄.�ajâ darbâ ir pierâdîts arî, ka tamlîdzîgas matri
as neeksistç pat pieòçmumâ, ka matri
ai
M visas vçrtîbas ârpus diagonâles ir vienâdas savâ starpâ. Tâdas matri
as rodas, izman-tojot simpleksu, uzdotu ar 6.4. Protams, tas nenozîmç, ka lîdzîgas idejas nevar pielietotkombinâ
ijâ ar 
itâm idejâm.
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Noslçgums
�ajâ darbâ mçs esam parâdîjuði, ka konstruk
ijâm, kas tiek pielietotas kvantu in-formâ
ijas teorijâ (piemçram, kvantu stâvokïu tomogrâfijâ), ir daudz kopîga ar virknçmar mazu savstarpçju korelâ
iju. Viens no ðiem kopîgajiem jçdzieniem ir labi zinâmaisapakðçjais novçrtçjums virkòu savstarpçjai korelâ
ijai | Velèa nevienâdîba. Tâ dod laburaksturojumu tâdâm sistçmâm kâ MUBu pilnâs sistçmas un SIC-POVMi. �î saistîba irzinâma arî komplekso projektîvu dizainu terminos.Mçs esam formulçjuði kritçriju, kas redu
ç MUBu pilnâs sistçmas vai SIC-POVMa(vai, vispârîgâk, patvaïîga kompleksâ projektîvâ t-dizaina) eksisten
i uz nosa
îjumu, kasizmanto noteiktas vektoru sistçmas W ortonormalitâti. Mçs varam pieminçt sekojoðas ðîkritçrija priekðro
îbas:Ortogonalitâte Abas MUBu un SIC-POVMu definî
ijas izmanto tâdus leòíus, kâ 1

nvai 1
n+1

. Mûsu kritçrijs atïauj definçt ðos objektus tikai vektoru ortogonalitâtesterminos. Skaidrs, ka tâ ir daudz vairâk izpçtîta un skaidrâka vektoru attie
îba.Fâþu un moduïu atdalîjums Problçmu var sadalît divos posmos. Pirmajâ jânodroði-na, lai visiem vektoriem no W bûtu vienâds garums. �ajâ posmâ mçs nosakâmvektoru elementu absolûtâs vçrtîbas. Nâkamajâ posmâ ðîm vçrtîbâm jâpiemeklçfâzes, lai izpildîtos ortogonalitâtes nosa
îjums. Ar pirmo uzdevumu parasti vardiezgan viegli tikt galâ (skat., piemçram, Nodaïu 6.). Otra problçma izrâdâs daudzsareþìîtâka.Modularitâte Mûsu piegâjiens arî atïauj raksturot katras sistçmas daïas ieguldîjumukonstruk
ijâ. Tas atïauj aizvietot daþas sistçmas daïas ar 
itâm. Piemçram, MUHupilnâ sistçmâ vienu Adamâra matri
u var aizvietot ar 
itu, ja svari uz K-grafaðíautnçm abos grafos ir vienâdi (skat. Sadaïu 5.2.).Mçs arî definçjâm homogçnas sistçmas, kas ir gan MUHu, gan SIC-POVMu spe
iâlsgadîjums, kas raksturo katru no ðîm sistçmâm ar divâm n×n-matri
âm, kurâm nosa
îjumi67



ir ïoti lîdzîgi nosa
îjumiem visai sistçmai. Mçs aprakstâm ðo nosa
îjumu ar L-grafu jç-dzienu. �ajâ piegâjienâ saglabâjas tikko aprakstîtâs priekðro
îbas. Modularitâte kïûst vçlizteiktâka: vienu no ðîm divâm matri
âm var aizstât ar 
itu matri
u, ja jaunas matri
asL-grafs pârklâj ve
âs matri
as L-grafu.Homogçnu sistçmu piegâjiens arî iz
eï Furjç matri
as kâ kompleksas Adamâra matri-
as, kurâm L-grafâ ir ïoti daudz ðíautòu. Turklât ðîs matri
as ir jaukas ar to, ka tâs varïoti viegli aprakstît, kad L-grafam trûkst ðíautne, izsakot to ar vienkârðo vienâdîbu, kasiesaista attie
îgos grupu elementus. Ja, konstruçjot MUHu pilno sistçmu, vienu no matri-
âm izvçlas vienâdu ar Furjç matri
u, tad nosa
îjumi otrai matri
ai dabiski noved lîdzplanârâm funk
ijâm un daþâdiem to vispârinâjumiem.Galvenais mûsu piegâjiena trûkums ir diezgan sareþìîtas sakarîbas starp sâkotnçjiemvektoru sistçmas elementiem un W elementiem. Tas padara fâþu meklçjumus par diezgansareþìîtu uzdevumu pat, ja visas matri
as elementu absolûtâs vçrtîbas ir vienâdas, kâMUHu gadîjumâ.Mûsuprât, perspektîvâkie virzieni, kuros varçtu meklçt jaunus SIC-POVMus unMUHus bûtu, pirmkârt, homogçni SIC-POVMi, kuri nav grupu kovarianti, un, otrkârt,funk
ijas, kuras apmierina (7.3), bet neapmierina (7.2). Abi ðie gadîjumi ir tuvi per-spektîviem virzieniem, kuros ir atrasti daudz piemçri, taèu tieði ðiem gadîjumiem îpaðauzmanîba lîdz ðim netika veltîta. Varçtu arî aplûkot sistçmas, kuras ir tuvas ðîm.No neeksistçðanas viedokïa bûtu interesanti uzzinât, vai eksistç kâdas 
itas L-maksimâlas Adamâra matri
as, izòemot Furjç matri
as, un vai tâs var kaut kâ pielietot,konstruçjot 2-dizainus. SIC-POVMu gadîjumâ var uzdot analoìisku jautâjumu: vai ir ie-spçjams uzkonstruçt homogçnu SIC-POVMu, kas izmanto L-maksimâlu plakanu matri
u,kura nav Furjç matri
a.
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