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Anotacija

Kvantu dizaini ir simetriskas vektoru konfiguracijas daudzdimensiju telpa. Pazistamakie
no tiem ir MUBu pilnas sistémas un SIC-POVMi. Tie tiek pielietoti kvantu stavoklu
mérisana (kvantu tomografija), kvantu kriptografija un citas jomas. Sie objekti veido ta
saucamos kompleksos projektivos 2-dizainus, tas ir, sasniedz vienadibu Velc¢a nevienadiba
prieks k=2. To izmantojot, mes izvedam nepiecieSamu un pietiekamu nosacijumu, lai
vektoru sistema veidotu MUBu pilno sistemu vai SIC-POVMu. Sis nosacijums der ari
citiem kvantu dizainiem.

Atskiriba no ieprieksgjiem kritérijiem, miasu kritérijs izmanto tikai vektoru orto-
gonalitati. Meés ievedam homogénas sistémas: vektoru sistémas, kuram $is nosacijums
pienem loti vienkarsu formu. Més paradam, ka visas zinamas MUBu pilnas sistémas un
visi zinamie SIC-POVMi ir homogénu sistemu specialgadijumi, kas varétu atvieglot $o

objektu konstruesanu.

Atslégvardi: Kompleksi projektivi t-dizaini, Vel¢a nevienadiba, relativas starpibu ko-

pas, planaras funkcijas, kvantu tomografija.



Abstract

We investigate complete systems of MUBs and SIC-POVMs in this thesis. These are
highly symmetric sets of vectors in Hilbert space, interesting because of their applications
in quantum information science and other areas. It is known that these objects form
complex projective 2-designs, that is, they satisfy Welch bounds for £ = 2 with equality.
We derive a necessary and sufficient condition for a set of vectors to satisfy Welch bounds
with equality. This condition uses the orthonormality of a specific set of vectors. In
particular it gives a condition for a set of vectors to be a complete system of MUBs or a
SIC-POVM.

We define homogeneous systems, as a special case of systems of vectors for which the
condition takes an especially elegant form. It is notable that all known constructions of
SIC-POVMs and complete systems of MUBs belong to this special case. We demonstrate

this and show some new results following from this construction.

Key words: Complex projective t-designs, Welch bounds, relative difference sets, pla-

nar functions, quantum tomography.



Autoreferats

Darba tika izstradats kriterijs, kad vektoru sistéma sasniedz vienadibu Velca nevie-
nadiba. Sis kriterijs tika pielietots MUBiem un SIC-POVMiem, kuri, ka jau bija zinams,
sasniedz vienadibu pieminétaja nevienadiba. Balstoties uz so kritériju, tika ieviestas ho-
mogénas sistemas, kas ir MUBu un SIC-POVMu specials gadijums. Sis kriterijs palidzeja
iegiit alternativus pieradijumus jau zinamam MUBu un SIC-POVMu konstrukcijam, ka
ar1 atrast elegantaku izskatu dazam no tam. Tika iezimeti dazi specialie gadijumi, kuriem
sie objekti pagaidam gandriz nav peétiti, tatad ir ceribas, ka ar misu kritérija palidzibu
var no tiem iegit jaunas, lidz Sim nezinamas konstrukcijas.

Ja nav pateikts citadi teksta, rezultati no nodalam 1—4 ir jau zinami, rezultati no
nodalam 5—7 ir jauni, magistra darba autora izstradati. Dazviet jau zinamiem rezulta-

tiem ir doti citi pieradijumi. Visvairak tas attiecas uz sadalam 3.2 un 7.2.3.
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Ievads

Kvantu meérijumi ir svariga jebkura kvantu informacijas teorijas uzdevuma sastav-
dala, jo, tikai, izmantojot mérijumus, ir iespéjams iegiit informaciju par kvantu sistemu,
kuru péc tam var interpretét cilveks. Daudzi kvantu informacijas teorijas protokoli un
algoritmi izmanto tadas kvantu stavokla transformacijas, ka tikai viens speciali izveléts
merijums dod daudz informacijas par risinamo uzdevumu. Atskiriba no tadiem algorit-
miem, kvantu stavoklu tomografija izmanto merijjumus visparigakos pienémumos — kad
nekas vai gandriz nekas par stavokli netiek pienemts. Specials gadijums §im ir kvantu
sistemu testésana: vai stavoklis, ko izdod sistéma, tiesam ir tads, kadam tam ir jabit.
Saja darba mes aplikosim divus no § viedokla interesantus objektus: pilnas savstar-
péji nenosliektu bazu sistémas (MUBus) un simetriskus informacionali pilnus POVMus
(SIC-POVMus).

Pilnas MUBu sistémas unitaraja telpa C" ir tada n + 1 ortonormétu bazu sistéma,
ka jebkuriem diviem vektoriem no dazadam bazem skalarais reizinajums péc modula ir
vienads ar ﬁ SIC-POVMs telpa C" ir tada n? normetu vektoru kopa, ka jebkuriem di-
viem dazadiem vektoriem skalarais reizinajums péc modula ir ﬁ Sie divi objekti dod
labakos iespeéjamos meérijumus attiecigajam merijjumu klasem (atbilstosi projektivajiem
mérfjjumiem un POVMiem). MUBu pilnas sistemas eksisté visas pirmskaitlu pakapju di-
mensijas [74], un tiek uzskatits, ka tie neeksisté citas dimensijas. SIC-POVMi ir skaitliski
(aptuveni) konstrueti visas dimensijas lidz 67 [66] un dazas analitiskas (precizas) kon-
strukcijas ir zinamas mazas dimensijas. Visparpienemta hipotéze ir, ka tie eksiste visas
dimensijas. Neskatoties, ka daudzi darbi tika veltiti sai tematikai, abas §is probléemas
joprojam paliek atklatas.

Abas sis konfiguracijas (MUBi un SIC-POVMi) veido ta saucamos kompleksos pro-
jektivos 2-dizainus [47]. Tas ir vektoru kopas, kuras apmierina Vel¢a nevienadibu prieks

k = 2 ar vienadibu. Saja darba meés formuléjam nepieciesamo un pietiekamo nosacijumu,

kad vektoru sistema veido kompleksu projektivu 2-dizainu. Sis nosacijums izmanto no-



teiktas vektoru sistemas ortonormalitati. Tas, pirmkart, dod nepiecieSsamos nosacijumus
dizaina vektoru komponensu absolitam vértibam, kuras nav atkarigas no fazém. Absoli-
to vertibu meklésanu var uztvert ka uzdevumu realaja vektoru telpa. Otrkart, tas aizstaj
neintuitivo nosacijumu skalarajam reizinajumam péc absolatas vertibas bt vienadam
ar ﬁ vai \/%H ar nosacijumu uz vektoru ortogonalitati, kas ir daudz skaidraka vektoru
attieciba.

Mes defingjam specialu MUBu pilno sistemu un SIC-POVMu gadijumu, ko meés
saucam par homogeénam sistémam. Tas ir unificeéts piegajiens gan MUBiem, gan SIC-
POVMiem. Visas zinamas MUBu pilnas sistémas un grupu kovariantie SIC-POVMi
(SIC-POVMu specials gadijums, kas definéts darbos [76, 58]) ir $is konstrukcijas speciali
gadijumi. Iemesls, kapéc més definejam $o konstrukciju, ir tads, ka jau pieminétajam kri-
terijam $aja gadijuma ir loti eleganta forma. Més demonstréjam piemeéru, kad homogéna
konstrukcija dod elegantaku SIC-POVMu neka tie, kas jau bija zinami. Sis piegajiens ari
izskaidro, kapec Furje matricas ir tik loti noderigas, konstruéjot MUBus un SIC-POVMus.

Dala no &1 darba jau ieprieks ir tikusi publiceta darbos [9] un [10].

Darbs ir organizéts sekojosi. Dazas pirmas nodalas ir ievadnodalas. Pirmaja nodala
meés definéjam dazus tehniskus jédzienus, kurus meés izmantosim talak darba: kvantu sta-
voklus un merijumus, galigas Abela grupas raksturus, Furje matricas, visparinato Pauli
grupu un Kliforda grupu. Otraja nodala mes defingjam galvenos objektus, ar kuriem
meés taisamies stradat, — MUBus un SIC-POVMus, dodam dazus zinamus rezultatus, ka
ari dazas hipotézes. Tresaja nodala mes iepazistinam ar virkném ar zemu savstarpeju
korelaciju un paradam, ka tas ir lidzigas otraja nodala aplikotajiem objektiem. Galve-
nais tehniskais lidzeklis, kuru meés iegiistam no §is iepaziSsanas, ir Vel¢a nevienadiba —
nevienadiba, kas saista vektoru skaitu sistéma ar to savstarpéjam korelacijam. Izradas,
ka gan MUBI, gan SIC-POVMi apmierina Vel¢a nevienadibu prieks & = 2 ar vienadibu.
Ceturtaja nodala mes paradam, ka tas nozimé, ka tie ir kompleksie projektivie 2-dizaini,
ka ari iepazistinam ar visparigaku dizaina jédzienu.

Piektaja nodala més defingjam misu kritériju vienadibas sasniegSanai Vel¢a neviena-
diba un pielietojam to MUBiem un SIC-POVMiem. Sadala 5.3. meés ieviesam homogénas
sistemas ka MUBu un SIC-POVMu specialgadijumu. Lai uzdotu homogénu MUBu pilno
sistemu vai SIC-POVMu telpa C", pietiek definét divas n x n matricas. Salidzinajumam,
lai uzdotu visparigu MUBu pilno sistemu vai SIC-POVMu, vajadzigi ar kartu n® elementi.
Iznemot matricu elementu absolatas vertibas, mis interesé tikai viena matricas funkci-

ja — tas, ko meés saucam par matricas L-grafu. Tas ir vienkarss grafs, kura virsotnes



ir matricu rindinu nesakartoti pari un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad, ja
pirma para Adamara reizinajums ir ortogonals otra para Adamara reizinajumam. Rupji
runajot, jo vairak ir skautnu L-grafa, jo labak.

Sestaja nodala meés petam, kadas var but absolitas vertibas homogenam SIC-
POVMam. Mes pieradam, ka tas var aprakstit ar regularu simpleksu, kas ir ievietots
lielaka fikseéta simpleksa. Mes ari péetam cirkularus simpleksus, t.i., tadus, ka cirkulara
koordinatu maina neizmaina simpleksu. Tadi simpleksi rodas, aplikojot, pieméram, gru-
pu kovariantus SIC-POVMus, bet meés paradam 7. nodala, ka ar1 visparigaks konteksts
ir interesants.

Sadala 7.2 mes aprakstam zinamas MUBu pilnas sistémas, izmantojot misu kritériju
un paradam, ka no ta seko nesen iegitie rezultati par MUBu un dazu kombinatorisku
objektu (tadu ka perfekti nelinearas funkcijas un relativas starpibu kopas) saikni. Viena
no miisu pieejas Ipatnibam ir tada, ka mes definéjam Abela grupas rakstura vertibas uz
“neveseliem” elementiem. Piemeéram, tas dod alternativu aprakstu relativam starpibu

kopam, kuras nav sadalamas. Sadala 7.3 més aplikojam SIC-POVMus dimensija 2.



1. nodala

Pamatjédzieni

1.1. Kvantu stavoklu tomografija

Saja sadala mes definesim kvantu informacijas teorijas jedzienus, kurus izmantosim
talak teksta. IpaSa uzmaniba tiks veltita kvantu merijumiem ka kvantu tomografijas

pamatjedzienam. Izklasta visvairak tiek izmantoti [42] un [53].

1.1.1. Statistiska modela visparigs jédziens

Kadas realas paradibas teorétiskais modelis, galu gala, ir balstits uz eksperimen-
tu datiem, kas veikti, pétot So objektu. Jebkura eksperimenta var izdalit divas fazes.
Pirmaja, sagatavosanas faze, noteikta eksperimentala situacija tiek izveidota. Nakama-
ja, mergjuma fazeé, eksperimentala sistéma, sagatavota iepriekséja soli, mijiedarbojas ar
merguma tekartu, kas izdod meérijuma rezultatus.

Katram zinatniskam eksperimentam ir jaapmierina ta saucamais atkartojamibas no-
sacijums. Tas ir, jabut iespéjamam atkartot to pasu eksperimentu taja pasa situacija tik
daudz reizes, cik nepieciesams. Kaut gan sistéma katru reizi tiek sagatavota identiska
veida, meérijuma rezultati parasti atskirsies. Gandriz vienmeér eksperimenta datos bis
verojamas fluktuacijas, un $o fluktuaciju amplitida ir atkariga no eksperimenta.

Daudzos fizikalos procesos fluktuacija ir tik maza, ka to var ignorét. Pieméram, lielo
objektu mehaniskai kustibai vai procesiem elektriskas kedes piemit tada ipasiba. Tadus
procesus sauc par deterministiskiem, un atbilstosas fizikas nozares pienem ka, vismaz
teoretiski, var izdarit perfektu mérijumu. Un tiesam, skrupulozi izdarits mérijums parasti

samazina fluktuacijas.



Bet eksiste tadi fizikali procesi, kuros fluktuacijas paliek lielas, neatkarigi no ta,
cik pedantiski ir veikts mérijums. Tad tiek pienemts, ka fluktuacijas ir ne no mérijuma
iekartu nepilnibas, bet tapéc, ka tie piemit pasam pétamajam objektam. Ka piemeéru var
minet dalinu izkliedes un kvantu mehaniskos procesus.

Kaut gan mérjjumu rezultatu fluktuacijas tados procesos nevar ignorét, tiek pie-
nemts sekojosais statistiskais postulats: meérijumu rezultati, izdarot eksperimentu vaira-
kas reizes, var but dazadi, bet katra noteikta merijjuma rezultata iznakums pietiekosi ilga
eksperimentu virkne var tikt aprakstits ar kaut kadu statistisku biezumu. No §1 viedok-
la, eksperimenta rezultats (ar ko saprot vairaku identiski sagatavotu eksperimentu virkni,
nevis vienu eksperimentu) var tikt teorétiski aprakstits ar kaut kadu varbitibu sadalijumu.

Varbutibu sadalijums ir paris (X,p), kur X ir kopa, saukta par iznakumu telpu
un p ir funkcija, no X nenegativo realo skaitlu kopa. Iepriekseja paragrafa konteksta,
X ir iesp&jamo merijumu rezultatu kopa un p ir atbilstosais biezums. Saja darba meés
darbosimies tikai ar galigam fazu telpam, tapec pienemsim, ka kopa X ir galiga. Saja
gadijuma funkcijai p jaapmierina nosacijums ) _, p, = 1.

Eksperimentala sistema péc sagatavosanas fazes ir aprakstama ar kaut kadu stavok-
li S. Merfjums M attelo stavokli S uz kaut kadu varbutibu sadalijumu g2 . Iznakumu
telpas visiem pd) kur M ir fiksets un S mainas, ir vienadas. Ir iespejams veikt dazadus
meérijumus uz vienas un tas pasas sistémas, kuras attelo stavokli dazados varbiitibas sa-
dalijumos, iespéjams, ar dazadam iznakumu telpam. Ja stavokli S un S’ ir tadi, ka visiem
merijumiem M attiecigie varbutibu sadalijumi g2 un pd! ir vienadi, tad sie divi stavokli
ir neatSkirami, un parasti tas ir viens un tas pats stavoklis.

Pienemsim, ka més varam sagatavot stavoklus S, visiem a € X', kur X ir iznakumu
telpa kaut kadam varbatibu sadalijjumam (X, p). Apliakosim eksperimentu, kurd no sa-
kuma nejausi tiek izvelets o € X saskana ar varbutibu sadalijumu (X, p), un tad sistema
tiek sagatavota stavokli S,. Tadejadi sagatavotas sistéemas stavokli sauc par stavoklu S,
maisijumu atbilstosi varbiitibu sadalijumam (&X', p). Pienemsim, ka M ir tads meérijums,
kas prot izmerit visus stavoklus S,. Ir skaidrs, ka, neatkarigi no merijjuma M izveéles,
varbutibu sadalijumam p jaapmierina

ps (@) = papsl(x)
acX
visiem x no M iznakumu telpas. Izradas, ka var identificet sistemas stavoklus ar realo
vektoru telpas izliektas apakskopas punktiem ta, ka stavoklu S, maisijumu atbilstosi

varbiitibu sadalijumam (X', p) dod ) .y PaSa-
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1.1.2. Kvantu stavokli un meérijumi

Pieversisimies tagad kvantu meérijumiem. No sakuma aprakstisim, ka tiek uzdoti
kvantu stavokli.
Apzimesim ar H galigas dimensijas unitaru telpu. Més pienemsim, ka tas elementi

ir uzdoti ka vektori-stabini

Un

ja ‘H ir n-dimensionala. Ja A ir patvaliga kompleksa matrica, tad ar A, AT, A* mes
apzimésim, atbilstosi, kompleksi saistito, transponéto un saistito matricu, t.i., A* = AT.

Skalaro reizindjumu telpa H meés apzimeésim ar

<w7 90> = WSO = Z%(‘OZ
=1

Kvantu stavokli tiek uzdoti ar ta saucamam blivuma matricam, t.i. ar operatoriem
p, kas darbojas telpa H un apmierina p > 0 (p ir nenegativi definéta) un Trp = 1.
Atgadinasim, ka matricu p sauc par nenegativi definétu, ja ta ir Ermita (Hermite),
t.i., p* = p, un visas p ipasvertibas ir nenegativi reali skaitli. Apzimesim ar S(H) visu
blivuma matricu kopu virs H. Viegli redzét, ka ta ir izliekta kopa: visiem py,po € 'H
un visiem 0 < p < 1 izpildas pp; + (1 — p)p2 € S(H). Blivuma matrica pp; + (1 — p)pe
atbilst maisijumam no sistemam, sagatavotam stavoklos p; un ps proporcijas p un 1 — p,
atbilstosi.

Izliektas kopas ekstremaliem punktiem ir ipasa nozime. Izliektas kopas ekstremalais
punkts ir tads punkts, kas nevar tikt izteikts ka divu dazadu sis kopas punktu izliekta
kombinacija. Kopa S(H) ekstremalie punkti ir ta saucamie tirie stavok/i (pure state).
Tie ir viendimensionalie projektori p, = ¥¢*, kur ¢ € H. Tirus stavoklus medz uzdod,
uzradot tikai vektoru 1. Seit rodas neviennozimiba, jo vienu un to pasu tiro stavokli
Yp* var uzdod ar jebkuru vektoru forma aip, kur o« € C un || = 1. Visus $Sos stavoklus
pienem par ekvivalentiem, un izsaka to tada veida, ka globala faze o kvantu mehanika
nav svariga.

Stavoklus, kuri nav tirie, sauc par jauktiem (mixed state). Operatoru spektralais

sadalzjums
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kur \; ir p ipasvertibas un z; ir atbilstosi ipasvektori, parada, ka jebkurs jauktais stavoklis
var tikt izteikts ka ne vairak ka dim H tiru stavoklu izliekta kombinacija.

Ja kvantu stavoklis neiedarbojas ar arpasauli, tad to evoliciju laika var aprakstit
ka konjugaciju ar kaut kadu unitaru operatoru U, t.i., pielietojot izoletai kvantu sistemai
kaut kadu transformaciju, tas stavoklis mainas ka p — UpU*, kur U nav atkariga no
stavokla p. Ja 1 ir tirais stavoklis, tad ta evoliciju var uzdod ar ¢ +— U1.

Atgriezisimies tagad pie mérijjuma operatora. Tas transforme kvantu stavokli
p € S(H) varbutibu sadalfjuma p)’(x) virs kaut kadas fazu telpas X'. Ka tika minets
iepriekseja sadala, katrs meérijums attélo kvantu stavoklu maisijumu attiecigaja varbiti-
bu sadalijumu maisijuma. Citiem vardiem, pd!, ka funkcijai no S, jabit afinai. Ar $o

nosacijumu pietiek, lai pilniba aprakstitu kvantu merijuma operatorus.

Teoréma 1.1. Piepemsim, ka p — p, ir attelojums no kvantu stavoklu telpas S(H)
varbatibu sadalijumos virs galigas iznakumu telpas X. Ja $§is attelojums ir afins, tad
eksisté tadi Ermita operatori { M.} virs H, ka
M, >0, ZMI =1 and p,(x)="Tr(pM,).
zeX

Operatoru saime { M, } tiek saukta par POVMu, kas ir saisinajums no anglu valodas
"Positive Operator-Valued Measure”; operatori M, tiek saukti par POVMa elementiem.

Daudzas kvantu mehanikas klasiskas gramatas nedefiné kvantu meérijumus tik vis-
parigi, ierobezojoties ar fon Neimana (von Neumann), jeb projektiviem meérijumiem.
POVMu {M,} sauc par projektivu, ja tas sastav no projektoriem, t.i., M? = M, visiem
x, un tie ir savstarpeji ortogonali: M, M, = 0 visiem x # y. Patiesiba, ka viegli parbaudit,
katrs no siem diviem nosacijumiem implicé otro.

Iemesls, kapéc daudzi fiziki neizmanto POVM formalismu, ir tads, ka daudzas fizika-
las sistemas var tikt izmeritas tikai loti ierobezotos veidos, un ar projektiviem merijjumiem
pietiek, lai pilniba aprakstitu visus interesantos meérijumus, kas var tikt reali izpilditi. No
§1 viedokla, projektivie mérijumi ir piemérotaki praktiskai realizacijai neka POVMi. Tur-
klat jebkuru POVMu var implementét, izmantojot projektivus meérijumus, ka tas izriet

no sekojosas Naimarka (Hafimapk) teoremas:

Teoréma 1.2. Piepemsim, ka {M,},ex ir POVMs unitaraja telpa H, dim’H = n un

\X| = m. Tad eksisté unitara telpa H, dimH < nm, izometrija V : H — H, un

projektivais mergjums {E, }, tadi, ka

M, =V*E,V.



Citiem vardiem, telpu H var izteloties ieliktu lielaka telpa H, un tas, kas izskatas
ka POV Ms telpa ‘H, patiesiba ir projektivais mérijums telpa H.

Daudzi kvantu skaitlosanas uzdevumi ir balstiti uz tada stavokla sagatavosanu, ka
pat viens vienigs mérijums var dot daudz informacijas par atrisinamo problemu. Bet dazos
gadijumos maz, vai vispar nekas nav zinams par izméramo sistemu. Saja gadijuma sa-
gatavo daudzas stavokla kopijas (izmantojot atkartojamibas postulati) un tad mera tos.
Merijumu sistema {M;} tiek saukta par informacionali pilnu (informationally com-
plete) [57], ja stavokli p € S(H) var viennozimigi noteikt no p)%. Ja informacionali
pilna mérjjumu sistéma tiek pielietota kvantu stavoklim, tad no to statistikam var tuvi-
nati dabiit stavokli. So procesu sauc par kvantu stavokla tomografiju (quantum state
tomography).

Atzimesim, ka nav iespéjams noteikt stavokli precizi, jo nav iespéjams dabut precizas
vértibas varbiitibam, izdarot tikai galigu mérijumu skaitu. Kvantu tomografijas galvenais
merkis ir noverst So neprecizitati lidz minimumam, izmantojot labakus mérijumus.

Pastav divas kvantu tomografijas paradigmas. Originalaja paradigma mérijjumi var
biut dazadi, un katrs no tiem ir projektivs. Otrais piegajiens ir izmantot vienu un to
pasu (neprojektivu) mérjjumu atkartoti. Tadus meérijumus sauc par IC-POVMiem, kas
atbilst “informacionali pilniem POVMiem”. Nakamajas nodalas meés dosim piemérus

abam paradigmam: tie bis MUBu pilnas sistémas un SIC-POVMi.

1.2. Furjé matricas

Par Furje (Fourier) matricu sauc matricu, kas izdara galigas Abela (Abel) grupas
Furje transformaciju. Furjé transformacija tiek pielietota daudzas matematikas, fizikas un
informatikas nodalas. Pieméram, Sora (Shor) kvantu algoritmi skaitlu sadalisanai reizi-
natajos un diskréta logaritma atrasanai izmanto Furjé transformaciju ka galveno soli [69].
Saja darba mus vairak intereses dazas specifiskas Furje matricu ipasibas.

Panemsim Abela grupu
G:ZdlxdeX-'-Xde (11)

ar kartu n = dydy---d,,. Seit ar Z, tiek saprasta veselo skaitlu grupa pec modula n:
Z, = Z/nZ. Pec Abela grupu struktiru teoremas jebkuru Abela grupu var izteikt tada
forma (skat., pieméram, [39]). Mes lietosim apziméjumu G* grupas G nenulles elementu

kopai.



Furje transformaciju define, izmantojot dualo grupu. Abela grupas G duala grupa G
sastav no visiem grupas G raksturiem. Abela grupas raksturs (character) ir tas morfisms
multiplikativaja grupa, kas sastav no visiem kompleksiem skaitliem ar absolito vértibu
1, t.i., raksturam x jaapmierina nosacijums x(a + b) = x(a)x(b), ja grupa ir aditiva.
Dualas grupas operacija ir raksturu reizinajums ka funkciju ar kompleksam vertibam, t.i.,
(x1x2)(a) = x1(a)x2(a), kur x; un xo ir divi grupas raksturi un a ir patvaligs grupas

elements. Pastav izomorfisms starp grupam G un G’, kas tiek uzdots ar

"o
Xa(b) = exp < ?ajb]) , (1.2)
j

j=1

N

kur a = (aj,ag,...,a,) un b = (by, by, ..., b,) ir grupas G elementi, x, ir grupas G
elements, kas atbilst elementam a §aja izomorfisma, un i = /—1. Atzimésim, ka izteiksme
Xa(b) ir simetriska pret ¢ un b apmainisanu vietam.

Sekojosa lemma ir labi zinams rezultats. Ta ir visparigakas Lemmas 7.2, kuru més
pieradisim Nodala 7., specialgadijums.

Lemma 1.3. Pienemsim, ka x ir kopas G elements. Tad ) x,(z) =0 taja un tikai taja
gadijuma, ja r € G*. Ve

Matricu ar vienada modula kompleksiem elementiem sauc par plakanu (flat) matri-
cu. Ja ta ir turklat unitara (ar precizitati lidz reizinasanai ar skalari), tad to sauc par
kompleksu Adamara matricu (complex Hadamard matrix). Ir pienemts normalizet
plakanas matricas ta, ka katrs to elements péc modula ir vienads ar 1. Meés to parasti pie-
nemsim. Kompleksas Adamara n X n-matricas gadijuma dazreiz ir izdevigak pienemt, ka
katra elementa absoliita vertiba ir ﬁ (tad ta ir unitara), dazreiz: 1. Atbilstosi situacijai
mes pienemsim vienu vai otru, no konteksta bis skaidrs, kuru.

Kompleksa Adamara matrica ir klasiskas Adamara matricas visparinajums. Klasiska
Adamara matrica apmierina tos pasus nosacijumus, bet ar visiem elementiem realiem
(t.i., vienadiem ar +1, sk., pieméram, [11] Nodala 1.9). Talak darba més lietosim terminu
Adamara matrica lai apzimétu kompleksas Adamara matricas. Klasiskajam Adamara
matricam mes lietosim nosaukumu “reala Adamara matrica”.

Divas Adamara matricas sauc par ekvivalentam, ja vienu var dabiit no otras, pa-
reizinot rindinas un kolonnas ar skalariem un parkartojot tas. Dazas Adamara matricu

ekvivalences klases ir klasificetas [71]. Bet jau dimensija 6 tas nav lidz galam klasifice-

tas [12].



Tagad meés esam devusi visas svarigas definicijas un varam noformulét sekojosu

svarigu Lemmas 1.3 secinajumu:

Secinajums 1.4. Matrica F' = (f; ), kas ir indekséta ar grupas G elementiem, un tada,

ka f;; = x;(@), ir Adamara.

Pieradijums.  Acimredzot, visiem matricas elementiem absolata vertiba ir 1. Ska-
larais reizinajums divam rindam ar indeksiem a un b ir
D xw(@)xy(0) =Y xy(b—a) =0,
yeG yelG

ja a # b. Tatad, jebkuras divas dazadas matricas F' rindinas ir ortogonalas, un ta ir

Adamara. [ |

Matricu F' no iepriekséja Secinajuma sauc par grupas G Furjé matricu. Pieméram,

ja més panemsim G = Z,, tad més dabtsim tadu matricu:

1 1 1 1
2 n—1
1wy wy Wy
F.=11 ! ! w2n—2 (1.3)
n—1 2n—2 n?—2n+1
1w, wy oWy

e?™/"  Ja més gribam to uztvert ka unitaru operaciju, tad pietiek to pareizinat

kur w,, =
ar ﬁ Kvantu skaitlosana ir pienemts definét F;, pareizinatu ar # Mes pieturésimies pie
plasak pienemtas norunas, un definesim F), ka (1.3). Patvaliga Furje matrica ir vienada
ar tadu matricu tenzorreizinajumu, t.i., ja G = Zg, X Zg, X - - - X Zq,, , tad atbilstosa Furje
matrica biis F' = Fy, ® Fy, ® --- ® Fy,,. Vektora z, kura komponentes ir indeksétas ar
grupas G elementiem, Furjé transformacija ir defineta ar Fx.

Pienemsim, ka A = (a;;) un B = (b;;) ir divas vienada izmera matricas. To Adamara
reizinajums (skat., pieméram, [43] Nodalu 7) ir tada pasa izméra matrica (apziméta ar
Ao B) ar (i, j)-to elementu vienadu ar a;;b;;. Citiem vardiem, matricas tiek sareizinatas

pa elementiem. Adamara k-ta pakape atkal ir tada paSa izmera matrica (apziméejums

AR ar (i, j)-to elementu vienadu ar af;. Sekojosais rezultats ir acimredzams.

Apgalvojums 1.5. Grupas G Furje matrica ir simetriska. Apzimeésim ar R; matricas
rindu, kas atbilst elementam @ € G. Tad R; o Rj = R,yj, t.i., rindu kopa ar Adamara

reizinajuma operaciju veido grupu, kas ir izomorfa sakotnejai grupai G.
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1.3. Pauli un Kliforda Grupas

Atgadinasim, ka wunitara grupa U(n) (unitary group) ir grupa, kuru veido visas
unitaras matricas telpa C” ar matricu reizinajumu ka grupas operaciju. Aplikosim grupu,
kuru veido sekojosie divi operatori (to rindas un kolonnas ir sanumuretas ar Z,, elemen-

tiem, sakot no 0 un beidzot ar n — 1):

00 --- 01 1 0 0 -~ 0
10 - 00 0w, 0 -~ 0

Xp=101 -~ 00| Zi=]0 0 2 0 (1.4)
00 --- 10 00 0 - Wt

Pirmais operators attelo kanoniskas bazes vektoru e; par bazes vektoru e; 1, kur ¢ + 1 ir
nemts pec modula n. Otrais operators pareizina bazes vektoru e; ar wp .
Pieminésim dazas ipasibas, kuras piemit Siem diviem operatoriem. Pirmkart,

ZnXpn = wWnXpnZy, jo
_ it _ i
Ly Xnei = Zpeiv1 = W, i1 = WpXpw, € = wWpXpZ,€;

visiem bazes vektoriem e;. Var arl viegli redzet, ka X' = Z = I,,, kur I, ir vienibas
matrica.

Tatad, grupa, kuru veido X,, un Z,, sastav no n® elementiem {w*X!ZJ | 0 <
k,i,j < n — 1}. Bet kvantu mehanika globala faze parasti nav svariga, tapéc mes no
sakuma definésim [(n) ka {a! | a« € C, |a] = 1}, un tad definesim visparinato Pauli grupu
GP(n) (generalized Pauli group) ka ieprieksejas grupas no n® elementiem faktorgrupu
péc tas skeluma ar [(n). Vel pedeja grupa ir zinama ka Veila-Heizenberga grupa (Weyl-
Heisenberg group). No pieminétam operatoru X,, un Z, ipasibam seko, ka visparinata
Pauli grupa GP(n) ir izomorfa ar grupu Z,, X Z,.

Mes ari izmantosim visparinato Pauli grupu tenzorreizinajumus, tapéc definésim
GP(G), kur G ir galiga Abela grupa ka formula (1.1), sekojosaja veida. Panpemsim
GP(Z,) = GP(n), un grupam G; un Gs definésim GP(G; x G3) = {U1 @ Uy | Uy €
GP(G,1),Us € GP(G3y)}. Var viegli parliecinaties, ka GP(G) =2 G x G un, tadejadi,
|GP(G)| =GP

Kliforda grupu C(n) (Clifford group) definé ka grupas U(n)/I(n) apaksgrupu, kas

normalize visparigo Pauli grupu ar konjugaciju. Tas ir,
C(n)={U € U(n)/1(n) | UGP(n)U* = GP(n)}.
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Atgriezoties pie operatoriem X, un Z,, operatoram X, ir speka sekojosa acimredzama

ipasiba:

Apgalvojums 1.6. Operatoram X,, ir ipasvertibas \p = w" % for k =0,1,...,n— 1 un
atbilstosie tpasvektori ir

2k (n—l)k)'

k
te=(Lwn,w." ... ,w,

Furjé matricai F),, ka ta ir defineta ar (1.3), ir tiesi tadas kolonnas un matricai Z, !
ir tie§i tadas paSas Ipasvertibas uz diagonales, tadejadi, Z, ' = F,, ' X, F},. Aizvietojot F),
ar F!, mes dabujam lidziga veida, ka Z, = F, X, F; . No §im divam vienadibam seko,

ka
Apgalvojums 1.7. Furje matrica ﬁFn pieder Kliforda grupai C(n).

So rezultatu var pastiprinat sekojosaja veida [35]. Izradas, ka Furje matrica, kopa

ar matricam X,, un Z, un matricu P, = (p;;), kur

0, i F ]
_ i2/2 . . . _
pij—<w:1/, 1= unnir para
i(i—1)/2 . . . _
Wn , 1= 7 un n ir nepara
\

viedo Kliforda grupu. Kliforda grupa art ir zinama, pasi skaitlu teorija, ka Jakobi grupa.
Skat., pieméram, [14].

Kvadratisku matricu C' = (cy), kuras rindas un kolonnas ir indeksétas ar Abela
grupas G elementiem, sauc par cirkularu (circulant) par G, ja Ciraprd = Cap Visiem
a,b,d e G. Ja G =Zg, X ZLg, X --- X Lq,, tad, ka viegli redzet, matrica ir cirkulara tad

un tikai tad, ja ta ir matricu
{Xa @ Xg, @@ X5 |0 <a; < di}. (1.5)

lineara kombinacija. Ta ka F;, diagonalize X,,, tad grupas G Furje matrica F' = F;, ®
F;, ® --- ® F,,, diagonalize visas matricas no (1.5), tatad, ari visas cirkularas matricas

par G.
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2. nodala

MUBIi un SIC-POVMi

Saja nodala meés ieviesisim objektus, ar kuriem meés taisamies stradat lidz pat dar-
ba beigam: savstarpéji nenosliektas bazes (MUBus) un simetriskus informacionali pil-
nus POVMus (SIC-POVMus). Mes dosim atbilstosas definicijas, formulesim galvenos
rezultatus un So objektu pielietojumus. Sadala 2.2. més formulésim galvenas hipotézes

SIC-POVMu eksistencei.

2.1. Savstarpéji nenosliektas bazes

Divus vektorus x,y € C" sauc par nenosliektiem (unbiased), ja to skalara reizi-
najuma absolata vertiba |(x,y)| ir ﬁ [suma labad talak skalara reizinajuma absolutas
vertibas kvadratu sauksim par lepki (angle) starp siem vektoriem (tada terminologija ir
pienemta, teiksim, darba [47]). Tatad, divi vektori ir nenosliekti, ja lenkis starp tiem ir

1

=

Par savstarpéji nenosliektu bazu (mutually unbiased bases) sistemu unitaraja
telpa C" sauc §is telpas ortonormétu bazu sistemu { By, By, ..., B} tadu, ka jebkuri di-
vi vektori no dazadam bazém ir nenosliekti. Mes parasti lietosim saisindjumu no anglu
valodas, saucot tadu sistemu par MUBu sistému. Meés biezi grupésim bazes vektorus
matrica, un teiksim, ka divas unitaras matricas ir savstarpéji nenosliektas, ja bazes, ko
veido tas kolonnas, ir savstarpéji nenoslicktas. Pirmo reizi tadas bazes aplikoja Svin-

gers (Schwinger) [63]. Nosaukumu “savstarpéji nenosliektas bazes” piedavaja Fildss un

Viterss (Fields, Wootters) raksta [74]. Piemeram, sekojosas tris telpas C? bazes ir
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savstarpéji nenosliektas:

10 1 (1 1 1 (11
, —_— , — (2.1)
01 V2 \1 1 V2 \i o

MUBu pielietojumi ieklauj kvantu stavoklu tomografiju [45, 74]. Var pieradit, ka
tie veido labako mérijumu sistému, kas sastav no n + 1 ortonormétam bazem. Cits pie-
lietojums ir kvantu kriptografija. Pieméram, labi zinams protokols BB84, kuru piedavaja
Benets un Brasards (Bennet, Brassard) [13], izmanto pirmas divas bazes no (2.1). Ideja
Sim pielietojumam ir tada, ka mérjjums viena no bazém nedod absoliti nekadu informa-
ciju par to, kads butu iznakums, ja meérijums tiktu izpildits pirmaja baze. Vel tos var
pielietot Videja Karala problema (Mean King’s problem) [1] un konstrugjot Vignéra
(Wigner) funkcijas [75]. Jaunako svarigako informaciju par MUBiem var atrast saite [28].

Skaidrs, ka ja n = 1, tad jebkura vienibas vektoru (patiesiba, skalaru) kopa dos
MUBu sistemu. Sis rezultats nav parak interesants, tade] mes talak pienemsim, ka telpa
ir n-dimensionala, kur n > 2. Saja gadijuma var pieradit, ka telpa C" neeksiste sistema
no vairak ka n + 1 savstarpeji nenosliektam bazem (sk. Teoremu 3.3 talak teksta). Orto-
normétu bazu sistému, kas sasniedz $o robezu, sauc par pilno (complete) MUBu sistému.
Piemeram, tris MUBI no (2.1) veido pilno MUBu sistéemu telpa C2. Interesants jautajums
ir, vai tamlidziga sistema eksisté katram dimensiju skaitam n. Atbilde ir pozitiva, ja n
ir pirmskaitla pakape [45, 74]. Atbilstosas konstrukcijas tiks aprakstitas Sadalas 2.1.1.
un 7.2.3. Visas citas dimensijas (pat, ja n = 6) jautajums ir joprojam atklats par spiti
daudzam pulem atrisinat $o problemu (sk., piem., [12]).

Pienemsim, ka mums ir dota MUBu sistema: {By, By, ..., B,}. Més vienmeér varam
tos aprakstit baze By (t.i., pareizinat visas bazes ar By ' no kreisas puses). Tadel mes
varam pienemt, ka pirma baze ir kanoniska baze (vienibas matrica). Tad matricam, kas
apraksta parejas bazes, visi elementi péc absolitas vertibas bis vienadi ar ﬁ, t.i., tas
biis Adamara matricas.

Adamara matricu sistému tadu, ka jebkuras divas no tam ir savstarpéji nenosliektas,
sauc par savstarpeji nenosliektu Adamara matricu (Mutually Unbiased Hadamards)

sistemu (MUHu sistemu). Sekojoss rezultats ir acimredzams:

Apgalvojums 2.1. Pilna MUBu sistema telpa C" eksiste taja un tikai taja gadijuma,
kad saja telpa eksisté n MUHu sistéema.

Sistemu, kas sastav no n MUHiem telpa C", sauc par pilno MUHu sistému. Parasti

ir ertak stradat tiesi ar MUHiem, un meés pieturésimies pie $1 atlikusaja darba dala.
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Pilno MUBu sistemu meklejumi ir sarezgiti gan liela mekleto bazu skaita del, gan ta-
péc, ka lenki %, kuru veido divi vektori no dazadam bazem, ir griiti iztéloties. Izmantojot
Veléa nevienadibu, ka aprakstits nakamaja nodala, més dosim pietiekamu un nepieciesa-
mu nosacijumu, kas izmanto tikai vektoru ortogonalitati. Skaidrs, ka ta ir daudz vairak
intuitivaka un izpetitaka attieciba. Ir verts pieminet, ka ta nav pirma reize, kad lenki %
grib aizstat ar nulli. Alternativo piegajienu, kur projicé attiecigdas blivuma matricas un
nulles pedas Ermitu matricu telpu, ir aprakstits raksta [74].

Misu piegajiens ir citadaks. Izmantojot n + 1 Adamara matricu sistemu telpa C",
meés konstruéjam n plakanus vektorus no (C”Q, t.i., tadus, ka visiem So vektoru elementiem
ir vienadas absoliitas vertibas. Talak, no katriem diviem sadiem vektoriem meés iegiistam
jaunu §is pasas telpas vektoru. Mes pieradam, ka sakotnéjas Adamara matricas ir savstar-
péji nenosliektas tad un tikai tad, ja Sie vektori ir savstarpeji ortogonali. Nav gruti atrast
(g) ortogonalus plakanus vektorus telpa C"Q, tacu, vispar runajot, tos nevarés sadalit
atpakal paros.

Turklat, ja mes koncentresimies MUH homogenam sistemam, (skat., Sadalu 5.3.),
tad So kritériju var vienkarsot lidz divam matricam no C" un lidzigiem ortogonalitates
nosacijumiem. Lai paraditu sis pieejas noderigumu, més aprakstam jau zinamas MUHu
konstrukcijas, izmantojot So konstrukciju un pieradam, ka tie tieSam veido MUHu pilnas
sistemas.

Mes ari paradam, ka $is piegajiens dabiski aizved pie dazu kombinatorisko struktiru
pielietojumiem MUBu konstruésana, kuri tika atklati nesen. Starp citu, més visparinam
atbilstibu starp planaram funkcijam un sadalamam semiregularam relativam starpibu

kopam lidz nesadalamo starpibu kopu gadijumam (Sadala 7.2.4.).

2.1.1. Zinamas MUBu konstrukcijas

Saja sadala més dosim zinamu konstrukciju MUHu pilnai sistemai telpa C**, kur pir
nepara pirmskaitlis. So konstrukciju gadijuma, kad k& = 1 ieguva Ivanovics (Ivanovié) [45]
un tad tika visparinata visiem k Vitersa un Fildsa raksta [74]. Temesls kapec ir nepiecie-
Ssama pirmskaitla pakape ir tads, ka $1 konstrukcija izmanto galigus laukus, un tiem, ka
labi zinams, ir tikai pirmskaitla pakapes izmeri. Ka tika teikts ieprieks, mes aplikosim
tikai nepara gadijumu. Gadijums, kad p = 2, tiks aplikots velak, kopa ar citu pieradiju-
mu nepara pirmskaitlu gadijuma Sadala 7.2.3. Ar terminiem, kas saistiti ar galigo lauku

teoriju, var iepazities jebkura standarta gramata par $o temu, teiksim, ieks [51].
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Pienemsim, ka G F(p) ir galigs lauks ar p* elementiem. Mes lietosim v lai apzimetu
lauka aditivas grupas raksturus un ¢ — lauka multiplikativas grupas raksturiem. Meés ari
pienemsim, ka multiplikativie raksturi ir netrivialie, t.i., tie pienem nevienibas vértibu
vismaz vienai argumenta vértibai, un ka ¢(0) = 0.

Pastav kanoniskais veids, ka var reprezentet lauka aditivus raksturus, izmantojot ta

multiplikativu struktiiru. Tas elementam a € GF (p*) piekarto raksturu
o(x) = wgr(”), (2.2)

kur Tr ir pedas (trace) funkcija GF(p*) — GF(p). Ta ir defineta ar sakarthu

k—1

Tr(z) =z + 2P + 2 + -+ 2F

Péda ir lineara funkcija, un tas padara v, (z) par raksturu. Izmantojot $o atbilstibu, var

definet funkcijas f : GF(p*) — C Furje transformaciju ka funkciju f :GF(p*) — C ar

flx) = —= Va(z) f(a).
\/ﬁ aGGZF(p’“)

Ja x # 0, tad sekojosas transformacijas

Y W o) =g(x) Y wyW(ar) = () Y dia)e(a)
a€GF(pk) a€GF(pk) a€GF(p)
dod elegantu identitati
o(x) = ¢(x)H(1). (2.3)
Formula izpildas jebkuram netrividlam raksturam ¢ un jebkuram z (ja x = 0, tad 1 iden-
titate seko no Lemmas 1.3). Izmantojot $o formulu, un to faktu, ka Furje transformacija
ir unitars attelojums, nav gruti pieradit, ka |<;A5(x)| = 1 visiem z # 0, un ka é(O) =

Aplukosim tagad sekojosu kvadratisku (quadratic) multiplikativu raksturu:

0, a=0;
7(a) = 1 , a0 ir kvadrats lauka GF(p*);
—1 , a nav kvadrats lauka GF(p").

un funkciju k4(z) = ¥, (2?). Izmantojot $os divus objektus, nav gruti paradit, ka
|Ra(b)] =1 (2.4)
visiem nenulles a. Tiesam, |%,(b)| ir vienads ar

Tr(aa: +bx)

_ Z Tr(aa:
\/7 mEGF \/7 T€GF(pk) \/7 yEGF(Pk)
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1 d
— y ay — |# —
=77 Z wrew) 4 Z Wy = |7(a)| = 1.
Otraja vienadiba tiek plehetota transformacua T T — % Tresaja soli tiek izmantots
fakts, ka jebkuram nenulles kvadratam lauka ar nepara harakteristiku (t.i., ka p ir nepara)
ir tiesi divas kvadratsaknes. Piektaja soli més izmantojam Lemmu 1.3.

Teorema 2.2. Bazes
(v(’"))g _ L o Tx(re?+b0)

b - \/ﬁ p

(kur r ir bazes indekss, b ir vektora indekss un € ir komponentes indekss, visi elementi no
GF(p*) un p ir nepara pirmskaitlis) dod pilno MUHu sistému telpa cr'.

Pieradijums.  Panemsim divus vektorus no dazadam bazem, teiksim vl(): Y un vl()”),

r1 # r9. Var viegli redzet, ka

2, 1 1
AN R v I SN I
S ge(; IV VP
Parejos skalarus reizinajumus var parbaudit lidzigi. [ |

2.2. Simetriskie informacionali pilnie POV Mi

Par Simetrisku informacionali pilno POVMu, (Symmetric Informationally
Complete POVM) jeb SIC-POVMu sauc kopu {z;}, kas sastav no n? vienibas vek-
toriem unitaraja n-dimensionalaja telpa C™ tadiem, ka

1
(@i, x5)| = \/ﬁ

dazadiem 7 un j. Tadéjadi definéta, s1 kopa, protams, nav POVMs. Lai uzbtvetu POVMu
japanem operatori {%xm} Uzreiz nav acimredzams, ka §1 kopa ir POVMs, meés to
pieradisim talak Sadala 5.1.. Bet ja tagad ir skaidrs, ka ta ir kopa no vektoriem, ka
jebkuri divi dazadi no tiem veido vienu un to pasu lenki. Ka tadi tie jau tika pétiti arpus
kvantu informécijas teorijas. Pirmais raksts, kur paradas tads jedziens ir [50].

Kvantu informacijas redzesloka sis jédziens pirmo reizi paradijas Caunera (Zauner)
doktora disertacija [76]. Papildus kvantu tomografijai [19], SIC-POVMi tiek pielietoti
arl kvantu kriptografija [31] un kvantu mehanikas teorétiskajos petijumos [32], kur tie
veido “standarto kvantu merijumu”, lidzigi standartizétajiem metram un kilogramam,
kuri glabajas Francija.

Lielakais daudzums no darbiem, kuri veltiti SIC-POVMiem, apliko dazadus speci-

alus gadijumus, kurus més tagad aprakstisim.
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2.2.1. Grupu kovarianti SIC-POVMi

Kontrasta ar MUBu gadijumu, skaitliskie SIC-POVMi tika atrasti visas dimensijas,
kuras ir pietieko§i mazas, lai atlautu tadu parlasi. Bet tikai dazi analitiskie SIC-POVMi
ir zinami, un nav zinama neviena konstrukcija, kas darbotos prieks bezgaligi daudziem
n. Daudz pilu tika veltiti censoties samazinat mekléjuma apgabalu, t.i., dot stingraku
hipotézi neka vienkarsi SIC-POVMu eksistence. Tada hipotéze, ja ta izpilditos nelielas
dimensijas, varetu izstradat intuiciju, lai atrastu panémienu, ka SIC-POVMu uzkonstruét
ari citas dimensijas. Turklat, samazinot meklesanas apgabalus, parasti atvieglojas dator-
parlase, kas atlauj atrast SIC-POVMus ar datoru ari lielakaja dimensiju skaita. Saja
nodala mes dosim dazas no $im hipotézem.

Vektoru ¢ € C" sauc par fiduciaro vektoru attieciba pret K (fiducial), kur K ir
U(n)/1(n) apaksgrupa, ja kopa {Uvy | U € K} veido SIC-POVMu (sk. Sadalu 1.3. prieks
grupu U(n), I(n) un tamlidzigu definicijam). SIC-POVMu, kuru var tada veida uzbuavet
sauc par grupu-kovariantu attieciba pret K (group covariant). Sis nosaukums atspogulo
to, ka katrs grupas K elements permute, ar precizitati lidz fazei, SIC-POVMa elementus.

Parasti o jedzienu pielieto ar K = GP(n). Tadejadi, ja grupa K netiks specificéta,

tad tas nozime, ka ta ir visparinata Pauli grupa. Piemeram, telpa C? fiduciari vektori ir

1 3+43 1 [—V3-+3

L o — . (2.5)

V6 \ w3 - V3 V6 \ w3443

Mes dosim vairak piemérus Nodala 7.. Dazreiz més izvelésimies K lomai grupu GP(G),
kur GG ir galiga Abela grupa.
Grup kovarianta SIC-POVMa jedziens pieder Renesam (Renes) un lidzauto-

riem [58]. Sekojosa hipotéeze arl pieder viniem:

Neatrisinata Problema 2.3. Vai grupu kovariantie SIC-POVMi eksisté visas dimensi-
jas?
Taja pasa raksta vini dod skaitliski atrastus SIC-POVMus visas dimensijas lidz pat

45. So sarakstu var atrast saité [59]. Pieméram, prieks n = 5 gaja saité ir dots sekojss

fiduciarais vektors:
0.1630948960 — 0.35540985511

0.3048387097 + 0.0113254913i
0.2784270686 + 0.3836760386i | - (2.6)
0.6479623659 — 0.28296563081
0.1544552195 — 0.0742890175i
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Var atzimet arl saiti [66], kur var atrast skaitliskas izteiksmes fiduciariem vektoriem lidz
dimensijai 67.

Analitiskas izteiksmes fiduciariem vektoriem ir zindmas sekojosam n vértibam:
2,3,4,5 [76], 6 [35], 7, 19 [6], 8, 9, 10, 12, 13 [36], 11 un 15 [37].

Svarigs jautajums ir: kadas operacijas saglaba “fiduciarumu”. Pirma atbilde uz $o

jautajumu varétu bit:

Apgalvojums 2.4. Ja C ir Kliforda grupas C(n) elements un ) € C" ir fiduciars vektors,

tad Cv ari ir fiduciarais vektors.
Pieradijums.  TieSsam, katram U € GP(n) tadam, ka U ¢ I(n), izpildas:

[(C, UCY)| = (Cv, CUp)| = [(&, aU"Y)],

kadam U’ € GP(n). Svarigi parliecinaties, ka U’ ¢ I(n), bet tas ta ir, jo citadi izpilditos
U = CU'C* € I(n), kas nav iespejams. Tatad, skalarais reizinajums ir vienads ar \/nl_ﬂ

Pirmo reizi $im rezultatam pieversa uzmanibu Grasls (Grassl) [35]. Piemeram, ja
x ir fiduciars vektors un a,b € Z,, turklat a ir savstarpéjais pirmskaitlis ar n, tad vektors
y ar komponentem y; = w444 arl ir fiduciars. Citiem vardiem, permutéjot fiduciara vek-
tora komponentes ar apgriezamo afino operaciju (kas darbojas indeksu kopa 7Z,) saglaba
“fiduciarumu”. ST operacija iekrit Apgalvojuma 2.4 aplikojamo gadijumu skaita, jo tada
permutacija pieder Kliforda grupai.

Bet eksisté viena svariga operacija, kurai Apgalvojums 2.4 nestrada. Tik tiesam,

viegli redzét, ka, ja ¢ € C" ir fiduciars vektors, tad

1
vn+1

visiem veseliem 0 < 7,5 < n, kas nav vienadi ar nulli vienlaicigi. Tadejadi, kompleksa

(&, X0 Z30)| = (0, XiZn )| =

saistita nemsana, saglaba “fiduciarumu”.

Tas uzvedinaja Epelbeju (Appleby) definet paplasinatu Kliforda grupu raksta [6]
sekojosaja veida. Definesim anti-linearu (anti-linear) operatoru L : C" — C™ ka linearu
operatoru virs R ar papildus ipasibu L(aw) = &L visiem vektoriem 1) un skalariem «.
Anti-linearu operatoru L sauc par anti-unitaru (anti-unitary), ja tas ir apgriezams, un
ta apgrieztais operators L' apmierina nosacijumu (p, L™ 1) = (1, Ly) visiem p,1 € C".

Paplasinatu Kliforda grupu (extended Clifford group) EC(n) define ka grupu, kas
sastav no visiem unitariem un anti-unitariem operatoriem U tadiem, ka U GP(n)U~! =

GP(n). Apgalvojumu 2.4 var precizét sekojosaja veida:

19



Apgalvojums 2.5. Ja C ir paplasinatas Kliforda grupas EC(n) elements un ¢ € C" ir

fiduciars vektors, tad CY ari ir fiduciars vektors.

2.2.2. Caunera hipotéze

Ka meés redzejam iepriekseja punkta, katrs Kliforda grupas elements attélo fiduci-
aro vektoru uz fiduciaro vektoru. Ta ka fiduciaro vektoru nav tik daudz, iespéjams, ka
kads Kliforda grupas elements U attelo fiduciaro vektoru pasu uz sevi ar precizitati lidz
skalaram, t.i., ka fiduciars vektors ir operatora U ipasvektors.

Kaut ko tamlidzigu piedavaja Cauners sava doktora darba [76]. Aplukosim unitaro

n x n-matricu S = (s;;), kas definéta ar

n—1
6. — W21 2ijt(n+1)s?
1) T \/— 2n .
n

Ta pieder Kliforda grupai, jo
STIXS=Z"1 un S'ZS=uwitXZ"

Biezi So operatoru apzimé ar Z, més nelietojam $o apziméjumu, lai nesajauktu So opera-

toru ar operatoru Z,, kas definéts ar (1.4).

Hipotéze A. Katra galiga dimensija eksisté fiduciars vektors, kas ir operatora S ipas-

vektors.

So hipotezi nav triviali parbaudit, jo operatoram S ir arkartigi degenerets spektrs.
Var parbaudit, ka S® = I, tatad tam ir tris iespejamas ipagvertibas: 1,ws un w3. Atbil-

stosam ipastelpam ir sekojosas dimensijas:

n 1 w3 w3

3m m+ 1 m m— 1
3m+1|m+1 m m
Im+2|m+1 m+1 m

Ari ir verts atzimet, ka ja v ir fiduciars vektors un vienlaicigi ir operatora U €
EC(n) ipasvektors, un U’ ir operatoram U konjugéts operators grupa EC(n) (teiksim,
U =VUV~!, V € EC(n)), tad V4 ir operatora U’ ipasvektors, ka ar1 fiduciars vektors
Apgalvojuma 2.5 del.

Epelbejs raksta [6], rupigi analizejot raksta [58] skaitliski atrastus fiduciarus vek-

torus, defingja specialu klasi, kas sastav no tresas kartas elementiem no C(n), un kuru
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vins nosauca par kanoniskiem tresas kartas unitariem operatoriem (canonical order 3

unitary). Balstoties uz $o klasi, vins izvirzija divas hipotézes:

Hipotéze B. Fiduciars vektors eksisté katra galiga dimensija. Katrs fiduciars vektors ir

kanoniska tresas kartas unitara operatora ipasvektors.

Hipotéze C. Fiduciars vektors eksisté katra galiga dimensija. Katrs fiduciars vektors ir

operatora U € C(n) ipasvektors, kur U ir operatoram S konjugéts operators.

Patiesiba, S ir kanoniskais tresas kartas unitars operators, un katrs operators, kas ir
konjugets kanoniskajam tresas kartas unitaram operatoram ari ir kanoniskais tresas kartas
unitars operators. Tadejadi, Hipoteze C implice abas Hipotézes A un B. Pagaidam ne-
viens pretpiemers Hipotézem A un B netika atrasts. Grasls [36] uzkonstrueja pretpiemeru
Hipotezei C telpa C'2, tacu ja n ir pirmskaitlis, kas ir lielaks par 3, tad Hipotezes A, B
un C ir ekvivalentas [29].

Var redzét, ka galvenais virziens sastav taja, lai sasaurinatu SIC-POVMu klasi péc
iespéjas vairak. Mes, savukart, definesim Nodala 5.3. nedaudz plasaku SIC-POVMu klasi
neka grupu kovarianti SIC-POVMi. Sai konstrukcijai ir daudz kas kopigs ar MUHu pilno
sistemu konstrukcijam, un dazreiz ta atlauj uzkonstruét elegantakus SIC-POVMus neka

tie, kas ir zinami.
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3. nodala

Veléa nevienadiba

Saja nodala mes dosim nelielu apskatu virknem ar zemu korelaciju, jo tam ir daudz
kas kopigs ar objektiem, kurus més defingjam iepriekseja nodala. Galvenais, ko mes
ieglisim no §1 apskata, ir Velca nevienadibas — nevienadibas, kas saista vektoru skaitu
noteikta sistéma ar to korelaciju.

Vel¢a nevienadibas var pielietot arl miisu problémai. Izradas, ka MUBu pilnas
sistemas un SIC-POVMi apmierina $o nevienadibu prieks £ = 2 ar vienadibu. Ka mes

paradisim nakamaja nodala, tas nozime, ka tie veido komplekso projektivo 2-dizainu.

3.1. Velca nevienadiba un korelacijas

Par Veléa nevienadibu sauc nevienadibu no sekojosas teorémas:

Teoréma 3.1. Katrai galigai vektoru virknei {x;} no unitaras telpas C* un katram na-
turalam k > 1 izpildas sekojosa nevienadiba
2
(") Sl 2 (Zm,az»k) . (5.0)
%, 1
Pieradijums tiks dots Sadala 5.1.. Sakotnéji so nevienadibu (gadijuma, kad visiem
vektoriem ir vienada norma) pieradija Velés [73]. Ir verts iepazities ar vina motivaciju.
Lai to izdaritu, mums vajadzesies definét virknes ar zemu korelaciju. Sistematiskak
ar 80 tematu var iepazities ieks [40]. Pienemsim, ka u un v ir divas kompleksas periodiskas
virknes ar periodu n. Parasti sis sekvences tiek definetas ar u; = wy?, kur a; € Z.
Binarais gadijums, kad ¢ = 2, sastopas visbiezak. Par virknu u un v (periodisku) korelaciju

(periodic correlation) define ka (kur L ir kreisas nobides funkcija)
(1) = (L7 (), 0) = 3 v
i=1
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Virknes korelaciju pasai ar sevi sauc par tas autokorelaciju (autocorrelation) 0, (1) =
(L7 (u),u). Divu tadu virknu, ka vienu nevar dabiit no otras, izmantojot nobidi, parasti
sauc par savstarpéju korelaciju (crosscorrelation).

Divu binaru virknu korelacija ir vienada ar to poziciju skaitu, kur divas virknes
sakrit, minus to poziciju skaits, kur §is virknes atskiras. Korelacija ir zema, ja tas absolata
vertiba ir maza. Korelaciju sauc par idealu (ideal), ja ta ir tik maza, cik tas ir iespejams,
tas ir, 0 vai £1. To sauc par zemu, ja ta ir O(y/n). Ta ir videja sagaidama vertiba
nejausam virknem. Tatad §is parametrs dod vienu no virknu nejausibas novertesanas
kritérijiem.

Piemeéram, m-virknem (m-sequences), tas ir, maksimala iespejama garuma virknes,
kurus genere LFSR (linear feedback shift register) ir ideala autokorelacija, jo tiem
O(1) = —1 visiem 7 Z 0 (mod n) [61]. Tas, kopa ar citiem $o virknu 1pasibam, izskaidro,
kapec tie tiek pielietoti klasiskaja kriptografija (ka galvena sastavdala gandriz katram
plusmas sifretajam) un elektroniskaja inzenierija (piem., radaros).

Virknu sistemas ar mazu savstarpeju korelaciju ari ir labi izpétitas. Jauka So virknu
ipasiba ir ta, ka tas var vienlaicigi stititi pa vienu un to pasu kanalu, ta ka tas nerada
traucéjumus viena otrai. Laika, kad Velés rakstija savu rakstu, bija zinamas daudzas
virknu sistemas ar mazu korelaciju, un jautajums bija izstradat novertéjumus no augsas
virknu skaitam tada sistema.

Pieméram, vienu no visvairak zinamajam virknu sistéemam uzkonstrueja Golds
(Gold) raksta [33]. Katram k € N vins uzkonstrueja sistemu no 2% + 1 virknem ar
periodu 2¥ — 1 un ar korelaciju starp jebkuram divam no tam no kopas {—1, —(2:+1/2 4
1)’ o(k+1)/2 _ 1}_

Sis sistemas un MUBu pilnas sistémas lidziba ir labi saskatama. Abas sastav no
vektoriem no C", vektori tiek sagrupeti blokos ar izmeru n (Golda virkpu gadijuma $os
blokus veido viena virkne kopa ar visam savam cikliskam nobidem), bloku skaits un atbil-
stosi skalarie reizinajumi ari gandriz sakrit. Tadéjadi, ideja izmantot Vel¢a nevienadibas,
petot MUBu sistemas, izskatas diezgan dabiski.

Pat vairak, izradas, ka Altops (Alltop) sava darba (2], kas uzrakstits 1980. gada
(t.i., vienu gadu pirms Ivanovica darba [45] of Ivanovi¢), visiem pirmskaitliem p > 5

uzkonstruéja sistému no p virkném ar periodu p, kuru katrs elements ir ar absolitu vértibu
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L un tadu, ka savstarpéja korelacija ir vienada ar

VP
1, u=vun7=0;
|0uo (T)] = 0 , u#vun7=0;
# , T#0.
Atbilstosas virknes ir definétas ar
) _ Lwﬁam

VP
(Seit r ir virknes numurs un ¢ ir komponentes indekss). Pieradijums ir lidzigs Teorémas 2.2
pieradijumam. Sis virknes kopa ar savam cikliskam nobidem un kanonisko bazi dod MUBu
pilno sistemu telpa CP. Cits veids ka to izteikt ir teikt, ka vektors {wff'}gezp ir “fiduciars
vektors”, kas dod MUHu pilno sistéemu, lidzigi SIC-POVMiem, kurus meés aplikojam
Sadala 2.2.1..
So rezultatu visparinaja pirmskaitlu pakapju dimensijam raksta [48] lidzigi ka Vuters

un Filds [74] visparinaja Ivanovica rezultatu.

Teoréma 3.2. Piepemsim, ka p > 5 ir pirmskaitlis. Ortonormetas bazes

. 1 e ((0—b)3 7 (0—
(U( ))gz T (=) +r(e=b))

Vit |

kur r,b,0 € GF(p¥), r ir bazes indekss, b ir vektora indekss un € ir komponentes indekss,

veido MUHu pilno sistéemu telpa cr*.

Sis bazes nedod virknes, ka Altopa konstrukeija, ja k& > 1, ta ka ¢ vairs nav vesels

skaitlis. Tacu katra Adamara matrica joprojam ir cirkulara, tikai attieciba pret Z’;.

3.2. Saiknes starp MUBiem un Vel¢a nevienadibu

Ka mitsu pirmo pielietojumu Vel¢a nevienadibai priek§ MUBiem, més izmantosim
Veléa sakotnéju pieeju jaunaja situacija. Var viegli parbaudit, ka ortonormétu bazu ap-
vienojums apmierina Vel¢a nevienadibu prieks £ = 1 (ar vienadibu). To var parbaudit
vai nu tiesa veida izmantojot (3.1), vai arl pielietojot Teoremu 5.1 talak teksta. Tatad

bis japielieto Velca nevienadibu prieks k = 2.

Teoréma 3.3. Pienemsim, ka n > 2 un By, By ..., B, ir savstarpéji nenosliektas bazes
telpa C". Tad neeksisté neviens vienibas vektors, kas batu nenosliekts attieciba pret visam

Sim bazém.
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Pieradijums.  Pienemsim, ka eksiste vektors ¢ kas ir nenosliekts pret visiem vek-
toriem no By, By, ..., B,. Apvienosim visus vektorus no B; un vektoru v viena vektoru
sekvence {x;} ar izmeéru n(n + 1) + 1. Panemsim k& = 2 un aprekinasim kreiso nevienadi-
bas (3.1) pusi. Katrs no n? 4+ n + 1 vektoriem dod skalaro reizinajumu ar sevi 1; vektori
no B; dod n?+ 1 skalarus reizinajumus ar citiem vektoriem pec modula vienadiem ar ﬁ
Vektors 1 dod n? + n tadu skalarus reizinajumus ar citiem vektoriem. Saskaitot to visu
kopa mes iegustam:

n+1 n(n+1 1
< )Z| i, z;)|* = nin+1) 5 ) {(HQ"‘H"‘U’1+(n2+n)(n2+2)’$
5 5
:n4+2n3+§n2+§n+1.

Labajai pusei meés iegiistam:

2
) 5
<Z(xz, :E,>2> =P +n+1)?>nt+2n° + 5712 + gn +1,

%

jan > 2, kas ir préetruna ar Vel¢a nevienadibu prieks £ = 2. [ |

Pirmo reizi §is rezultats tika pieradits raksta [74] izmantojot pavisam citu tehniku:
attelojumu x — z*z — I /n.

Ja mes izmetisim vektoru v, tad mes neiegiisim tiesu pretrunu. Tomeér, pat $aja
gadijuma Velca nevienadiba izradas noderiga. Lieta ir tada, ka Saja gadijuma vektoru
sistemu apmierina Vel¢a nevienadibu ar vienadibu. Isuma labad talak teksta mes teik-
sim, ka vektoru sistému {z;} apmierina Veléa vienadibu, ja nevienadiba (3.1) izpildas ar

vienadibu.

Teoréma 3.4. Piepemsim, ka {B;} ir n+ 1 ortonormétu bazu sistema n-dimensionalaja
unitaraja telpa C". Apzimesim ar X So bazu apvienojumu, t.i., vektoru sekvence, kur
katrs no tiem paradas tik daudz reizu, cik tas ir sastopams bazes {B;}. Tad X apmierina

Veléa vienadibu prieks k = 2 tad un tikai tad, ja {B;} ir pilna MUBu sistema.

Pieradijums.  Ja {B;} ir pilna MUBu sistema un X = {x;} ir 8o bazu apvienojums,

tad lidzigi skaitot ka iepriekséjas teorémas pieradijuma, meés iegiistam:

(n+1) Z| i, ;)| (n; D { (n+1) <1+n nlz)] =n%(n +1)*

un

(Z(ml,%f) =n*(n+ 1)

i
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Un otradi, ja X, kas ir ortonormétu bazu apvienojums, apmierina Vel¢a vienadibu
prieks k = 2, tad |(z,z)|* = 1 visiem z € X, |(z,y)|* = 0 diviem dazadiem vektoriem no
vienas un tas pasas bazes, un, izmantojot nevienadibu starp vidéjo kvadratisko un videjo

aritmetisko, iegustam:

Z [z, y)|* > % (Z |<x,y)|2> = %

$€Bi $EBi

dibai jaizpildas ar vienadibu, kur y € B; # B;. St vienadiba tiek sasniegta tikai tad, kad
izteiksmei |(z,y)|?

B;} veido MUBu pilno sistému. [
{B:} P

ir viena un ta pati vertiba viesiem x no B;. Un tas nozime, ka bazes

Saistibu analize starp MUBiem un SIC-POVMiem no vienas puses, un komplek-
sajiem projektiviem 2-dizainiem (kuri tiks defineti nakamaja nodala) aizsakas Caunera
disertacija [76]. Sis rezultats tika noslipets Klapenekera un Rotelera darba [47]. Starp
citu, Teoremas 3.4 “ja” dala pieder viniem. Vini arl pieradija, ka kopa no n? + n vekto-
riem telpa C”, kas apmierina Vel¢a vienadibu un tada, ka lenkis starp jebkuriem diviem
elementiem ir no {0, %}, ir n + 1 MUBu apvienojums. Tac¢u tas nav tiesi tas rezultats,
kura mes esam ieintereséti, jo, ka meés teicam ieprieks, ar lenki % ir diezgan griiti stradat.
Izskatas, ka pirmo reizi Teoremas “tikai tad” dala paradas velak, raksta [60]. Var ari
pieminet Barnuma (Barnum) rakstu [8], kur Teorema 3.4 paradijas pirmo reizi, tacu Joti

specialaja gadijuma.

3.3. Saiknes starp SIC-POVMiem ar Velca neviena-
dibu
Izradas, ka SIC-POVMi ar1 apmierina Veléa vienadibu. Patiesiba, izpildas pat ne-
daudz specigaks apgalvojums.

Teorema 3.5. SIC-POVMa vektori apmierina Velca vienadibu prieks k = 1 un k = 2.
Un otradi, katra telpas C* normétu vektoru kopa X, kas apmierina Veléa vienadibu prieks

k = 2, sastav no nemazak, ka n® elementiem, un, ja ta sastav no n® elementiem, tad tas

ir SIC-POVMs.

Pieradijums.  Teoreémas pirmo dalu var pieradit vienkarsi saskaitot attiecigas ver-

tibas. Pienemsim, ka {z;} ir SIC-POVMs telpa C". Tam ir n? vektori, katrs no kuriem
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dod skalaro reizinajumu 1 pasam ar sevi un n? — 1 skalarus reizinajumus ar absoliito

vértibu \/anl, reizinot ar citiem vektoriem. Saskaitot to visu, més dabisim prieks k = 1:

n;|<xi,xj>\2:n~n2 (1+(n _ ) il) — ot = (Zm,xi))Q.

Up prieks k = 2:
1 1) , 1 ’
n+ n(n + 2 _ 4 2
( )Z| i, )| 5 (1+(” —1)m) =n = <;<%$z‘> ) ~
Un otradi, pienemsim, ka kopa X = {x;} C C" apmierina Vel¢a vienadibu prieks
k = 2 un visiem vektoriem z; norma ir viens. No Apgalvojuma 4.2 izriet, ka 31 kopa

apmierina Velca vienadibu ari prieks & = 1. Sis divas vienadibas dod

n(n+1)
n) ooz = X7 and  ———=% |{m,2;)|" = |X]”

Tadejadi:
1 p
(2, 25) 7 = =|X[* = |X| un (i, 2)|' = ———|X[* = |X]. (3.2)

Izmantojot nevienadibu starp aritmétisko un kvadratisko vidéjiem, iegiistam:

2 . poaf) = XE—nIX]?
P = = S el iy <Z‘ ) WX~ 1)

i#] i#]
(3.3)

No §is nevienadibas seko, ka, ja |X| > n? un |X| = n? tad nevienadiba (3.3) patiesiba
pastav vienadiba. Tas ir iespejams tikai, ja visi |(x;, z;)| ir vienadi prieks ¢ # j. Tad
no (3.2) ir viegli dabut, ka sie skalarie reizinajumi péc absoliitas vertibas ir vienadi ar

1
Vn+l® u

Piezime 3.6. Sis pieradijums ir dots pec lidziga pieradijuma no [58] motiviem. Patiesiba,
Sis rezultats izpildas ari ja meés nepieprasisim, ka katrs elements no X ar vienibas normu.
Saja gadijuma, ja X ir kopa, kas apmierina Vel¢a vienadibu prieks k = 2 ar n? elementiem,

tad ta ir SIC-POVMa skalarais daudzkartnis [64].
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4. nodala
Dizaini

lepriekséja nodala mes redzéjam, ka vektori no MUBu pilnas sistemas un SIC-
POVMa apmierina Velc¢a vienadibas priek§ £ = 1 un k£ = 2. Patiesiba daudzos rak-
stos tadas sistémas, kas apmierina Velca vienadibas prieks k& = t, sauc par kompleksiem
projektiviem t-dizainiem (complex projective t-design). Siiemesla dé] ir verts iepa-
zities ar $o jédzienu, ka ari ar visparigaku dizaina jedzienu. Turklat tas ari dod papildu

pielietojumus objektiem, kurus més petam saja darba.

4.1. Dizaina definicija un piemeéri

Terminam “dizains” ir vairakas nozimes dazados matematikas novirzienos, bet dau-
dziem no tiem ir kopiga ipasiba: tie aizvieto lielako objektu A ar to mazaku apaksobjektu
B ta, ka kaut kada veida Sie objekti klust par ekvivalentiem. Parasti gan lielais, gan
mazais objekti ir telpas ar méru, un ekvivalenti tie ir tada zina, ka, integréjot funkcijas no
zinamas klases (teiksim, polinomus ar nelielu pakapi), iznakums abiem objektiem sakrit.

Mes nodarbosimies tikai ar kompaktam telpam un tikai ar nepartrauktam funkcijam,
tadel telpu ar meéru ir viegli definet. Musu gadijuma ta ir kompakta topologiska telpa X

kopa ar nepartrauktu linearu attéelojumu

i f e /X £(x) dp(x),

ko sauc par meéru, un kas darbojas no nepartrauktu realu funkciju kopas virs X realo
skaitlu kopa [16].
Ja telpa X vienlaicigi ir topologiska grupa, tad var definét vienu ipasu meéru, ko

sauc par Hara (Haar) méru. (Kreisais) Hara meérs ir nenulles mérs yu, kas ir invariants
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attieciba pret X elementu pielietojumu, t.i.:

[ t@auta) = [ slgnyinto

visiem elementiem g € X un visam nepartrauktam funkcijam f. Hara meérs eksisté un
ir viens vienigs ar precizitati lidz reizinajumam ar konstanti. Kompaktu telpu gadijuma
parasti izvelas tadu meéru p, ka integralis pa visu telpu X ir vienads ar 1.

Apliikosim dazus dizainu piemeérus:

Kvadratiras formulas Piepemsim, ka A ir telpa [—1,1] ar parasto Lebega
(Lebesgue) meru dz, t.i., nepartraukta funkcija f tiek attelota uz fil f(z)dz, kur [
ir parastais Rimana (Riemann) integralis. Telpa B, savukart, ir galiga, un sastav no
viena vieniga punkta B = {0}, un mérs p attéelo funkciju f uz divkarsotu §is funkcijas
vertibu punkta 0: f > 2£(0). To parasti izsaka ar frazi, ka mera y svars punkta 0 ir 2.

Ja f:[—1,1] — R ir patvaliga lineara funkcija, tad izpildas vienadiba:

/ f()dz =21(0) (= / f(:v)du(w)) |

Ja mes izvelesimies apakstelpu B’ = {—1,0,1} ar méru g/, kura svars punktos -1 un 1 ir

1/3 un svars punkta 0 ir 4/3, mes iegusim sekojosu sakaribu:

[ s = g4 550+ 35w (= [ ).

kas izpildas jau visiem polinomiem f ar pakapi, ne lielaku par 3.

Tamlidzigas formulas sauc par kvadratiaras formulam. Tas aizstaj funkcijas integrala
aprekinasanu ar izteiksmes apréekinasanu, kas satur tikai galigu funkcijas vertibu skaitu.
Pirmo sauc par taisnstiru formulu un otro — par Simpsona (Simpson), vai parabolu
formulu. Sis funkcijas ir arkartigi noderigas skaitliskaja integresana. Ideja ir tada, ka, kaut
gan §1s vienadibas, vispar runajot, neizpildas patvaligam funkcijam, patvaligu, saméra
gludu funkciju pietiekosi isa intervala var diezgan labi aproksimeét ar nelielas pakapes
polinomu, kuram formula jau bis preciza. Kvadratiras formulas, kas izmanto So pieeju,
sauc par interpolacijas kvadratiaras formulam. Tas nozime, ka patvaligai funkcijai formula
dos kladu, bet §1 klada parasti bus neliela. Intuitivi, jo lielakas pakapes polinomiem
izpildas vienadiba tamlidzigaja formula, jo mazaka bis klada. Tadel, Simpsona formula

ir piemerotaka skaitlisko integralu rekinasanai, neka taisnstiru formula.

Klasiskie Dizaini Par klasisko ¢-(v, k, \)-dizainu [11] sauc pari (V,U), kur V ir galiga

punktu kopa un U ir bloku kopa, kas apmierina sekojosas prasibas: V' izmers ir v, katrs

29



bloks ir V' apakskopa un ta izmers ir k, un katra V' apakskopa ar izmeru t ieiet ka
apakskopa tiesi A blokos no U.

Lai paraditu, ka tas saskan ar iepriekséjo pieméru, aplikosim daudzu mainigo po-
linomus f : RY — R ar pakapi, ne lielaku par ¢. Definesim A ka visu to {0, 1}-virknu
garuma v kopu, kas satur tiesi k£ vieniniekus. Apveltisim A ar homogénu méru p ar ko-
péjo svaru 1 (tas ir, katrs A elements ir ar svaru (Z)fl) Ja sanumuré V' elementus, tad
katru A elementu var uzskatit ka k-apakskopas no V' raksturigo virkni. Uzbtavesim B no
visiem A elementiem, kas atbilst U elementu raksturigajam virknem. Apveltisim ari to

ar vienmerigu méru v ar kopéjo svaru 1. Tad var pieradit [67], ka

[ 1@in= [ sy

visiem polinomiem ar pakapi, kas nepéarsniedz ¢.

Sferiskie Dizaini Saja gadijuma pienemsim, ka telpa A ir vienibas sfara reala vektoru
telpa R™. Un o ir §is sferas virsmas laukuma mers. Tad, lidzigi, ka ieprieksejos gadijumos,
par sferisku t-dizainu sauc tadu galigu kopas A apakskopu B kopa ar funkciju p : B —
[0,1], ka

1
e / F@)do(x) = 3 pla) f(x)

zeB

visam funkcijam f no kadas klases. Dazas definicijas $1 klase ir visi polinomi ar pakapi,
ne lielaku par ¢, citas 81 klase ir visi homogeénie polinomi ar pakapi ¢t. Pec biutibas abas

sis definicijas sakrit. Turklat parasti tiek pienemts, ka visi svari p(x) ir vienadi ar ‘—é‘.

Vienu no piemeériem dod ikosaedra divpadsmit virsotnes, kuras veido sferisku 5-dizainu
telpa R3 [68].

Par §1s nozares pamatus likuso rakstu parasti uzskata [23], kaut gan §i problema
tika apliikota arl agrak. Pieméram, jau pieminéta gramata [49] satur nodalu, kas veltita

Sim tematam.

4.2. Kvantu dizaini

Saja sadala més aplikosim dizainus, kas ir interesanti no kvantu informacijas teorijas

viedokl]a.
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4.2.1. Kompleksie projektivie dizaini

Ir labi zinams, ka kvantu stavoklus apraksta ar punktiem kompleksaja sfera CS™1,
kas ir sfera unitaraja telpa C" ar radiusu 1 un centru koordinasu sakumpunkta. Bet
isteniba, kvantu stavokli, kas atskiras tikai ar fazi, ir neatskirami sava starpa, tadel ir
verts ievest ekvivalences attiecibu kopa CS™~!, uzskatot, ka divi vektori x,y € CS™ ! ir
ekvivalenti (z = y), ja eksiste tads skalars a € C, ka x = ay. Ekvivalences klase izgriez
rinki sfera CS™ 1. Faktorizejot pec §is attiecibas, mes iegiistam komplekso projektivo telpu
CP" 1 = CS™" !/ =. Skaidrs, ka mes ieglistam to pasu telpu, faktorizejot pec tas pasas
attiectbas visu nenulles vektoru kopu CP*~! = (C™\ {0})/ =. Saja gadijuma ekvivalences
klases ir 1-dimensionalas telpas C" apakstelpas. Tas ir visparpienemts veids, ka definéet
projektivu telpu.

Ta ka katrs unitars operators telpa C" transformé 1-dimensionalu apakstelpu 1-
dimensionala apakstelpa, mes varam uzskatit, ka unitarie operatori darbojas telpa CP" 1.
Eksiste viens vienigs normalizets mers p telpa CP" !, kas paliek invariants visu unitaru
operatoru iedarbiba. So meru sauc par Fubini-Stadi méru (Fubini-Study). Kaut gan
tas neatbilst Hara meéra klasiskai definicijai, to biezi sauc arl par Hara méru saja telpa.

Katrai nepartrauktai funkcijai f : CP"™! — R tas var tikt definets ka

[ i@ =~ [ oty

kur ¢ ir (n — 1)-dimensionalais laukums uz CS” ' un f : CS"' — R ir funkeija, vienada

ar f(x) visos punktos no CS" ' Nz.

Aplukosim visus polinomus f(x1, Za, ..., ZTn; Y1, Yo, - - -, Yn) ar kompleksiem koeficien-
tiem, kuri ir homogéni mainigajos xq,xy...,z, ar pakapi ¢ un homogéni mainigajos
Y1, Y2, - - -, Yn ar to pasu pakapi. Mes apzimesim So kopu ar hom(t,t). Definesim §i poli-

noma vertitbu uz x € CP" ! ar f,(z) = f(2o,Z,), kur x, ir patvaligs punkts no z. Ta ir
korekta definicija, jo §1 vértiba nav atkariga no z, izvéles.

Tad, lidzigi, ka sferisko dizainu gadijuma, var definet komplekso projektivo t-dizainu
ka tadu galigu CP"~! apakskopu ar meru, ka, integrejot jebkuru polinomu no hom(¢, t) pa
visu CP"~! ar Fubini-Stadi meru vai pa t-dizainu, rezultati sakrit. Ja dizainu veidojosais
meérs ir vienmerigs, dizainu sauc par nesvertu (unweighted), citadi to sauc par svertu
(weighted). Nesvertais gadijums ir izplatitaks. Ta defineti, kompleksie projektivie ¢-
dizaini pirmo reizi tika aplukoti darba [54] ka sferisko dizainu visparinajums.

Sekojosais rezultats izskaidro, kapéc kompleksie projektivie ¢-dizaini ietilpst misu

darba tematika.
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Teoréma 4.1. Galiga kopa ar meru (X,p), X C CP" 1, p: X — [0,1] ir sverts komplek-
sais projektivais t-dizains tad un tikai tad, ja kopa { {/p(x)z, | x € X} € C" apmierina

Velca vienadibu prieks k = t, kur x, ir patvaligs vektors no CS™ 1 N x.

Sekojosais rezultats ari ir interesants un to ir vieglak formulét (un pieradit) dizainu

terminologija:

Apgalvojums 4.2. Jebkurs sverts kompleksais projektivais t-dizains ir ari kompleksais

projektivais (t — 1)-dizains.

So divu rezultatu pieradijumus var atrast, pieméram, darba [64].

Var redzet, ka nesvertie kompleksie projektivie ¢t-dizaini ir tiesi normetu vektoru ko-

2t

pas, kuras apmierina Vel¢a vienadibu prieks k = ¢ (normalizacijas reizinataju ¥/p(z) var,

acimredzot, izlaist). Sverto ¢t-dizainu gadijums ir nedaudz sarezgitaks. Normalizacijas rei-

/p(z) ir atkarigs no t un, cita starpa, tas nozimé ari to, ka no Apgalvojuma 4.2

zinatajs
nevar izsecinat, ka, ja X C C" apmierina Vel¢a vienadibu prieks k = t, tad tas apmierina
to ari prieks £k = t — 1. Lai dabiitu lidzigu rezultatu, vektori japarnormalizé atbilstosi Te-
orémas 4.1 prasibam. No §1 skatpunkta, svertie kompleksie ¢-dizaini ir dabiskaks jedziens,
tacu nesverto dizainu gadijuma §1 atskiriba paziud. Mes Saja darba nodarbosimies vairak
ar nesvertiem dizainiem.

Kompleksus projektivus t-dizainus var pielietot, ka tas izriet no definicijas, aizstajot
nejausu stavokli, panemtu péc Fubini-Stadi méra, ar stavokli, nejausi panemtu no dizaina
(skat., pieméram, [4]). Ta ka uzgeneret nejauso stavokli pec Fubini-Stadi méra nav viegli,
sadi varam iegiit tam labu aizstajéju. Cits pielietojums, kura més esam vairak ieintereséti,
ir kvantu mérijjumos. Pieméram, var pieradit (Apgalvojums 5.2), ka kompleksie projekti-
vie 1-dizaini péc biutibas ir nekas cits ka POVMi. Kompleksie projektivie 2-dizaini veido
“labus” POVMus, tadus ka MUBi un SIC-POVMi.

Kompleksie projektivie ¢-dizaini ir labi izpétits objekts, tadel ir verts ar to iepazities,
ipasi no Teorémas 4.1 viedokla. Mums vairak patik stradat ar Velc¢a vienadibu tapéc, ka ari
ta ir labi (iespejams, ari labak) zinams jedziens, it 1pasi inzenieru literatura. Otrkart, tas ir
elementaraks, jo neprasa zinasanas no meéru teorijas un ir adekvats miisu pielietojumiem.
Turklat parasti ir griiti pieradit, ka vektoru sistéma veido kompleksu projektivu t-dizainu,
izejot no ta definicijas, un parastais veids, ka tas tiek izdarits, ir tiesi ar Vel¢a vienadibu

(skat., piemeram, [47]).
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4.2.2. Unitarie dizaini

Pilnibas dél mes arl pieminésim unitaros ¢-dizainus (unitary ¢-designs). Ja kvantu
stavokli ir aprakstami ar punktiem kompleksaja projektivaja telpa, operacijas ar kvantu
stavokliem, kas neiesaista arpasauli, ir aprakstamas ar unitariem operatoriem. Aplakosim
unitaro grupu U(n)/I1(n) kopa ar Hara méru uz tas.

Tad (projektivs) unitars ¢-dizains [22, 65] ir tada galiga unitaru operatoru kopa X
ar svariem p, ka

/U o ) = S (0)

veX

visiem polinomiem f no matricas U elementiem un to kompleksi saistitajiem, kas ir ho-
mogeni ar pakapi ¢ gan péec elementiem, gan péc to kompleksi saistitajiem (lidzigi, ka
kompleksiem projektiviem dizainiem).

Unitarie dizaini ir noderigi, derandomizéjot kvantu algoritmus, kuri sava sakotnéja
analizeé izmanto nejausi un vienmerigi izvelétu unitaru operaciju. Raksta [22] ir pieminéti
vairaki tamlidzigi pielietojumi.

Viens no ilustrativakiem unitaro dizainu pielietojumiem ir kvantu kriptografija. Ie-
domasimies, ka viena persona grib aizsitit otrai kvantu stavokli ta, lai, ja kads laundaris
parkertu So stavokli, tad vin$ nevaretu neko uzzinat par parsatamo stavokli. Lai to pa-
naktu, abam pusem ir pieejama slepena nejausi uzgeneréta bitu virkne — atslega.

Klasiskaja gadijuma to var panakt ar Vernama Sifru (Vernam) jeb vienreizejo blok-
notu (one-time pad). Gadijuma, kad japarsuta n-bitu gar$ zinojums M un slepena at-
slega K ari ir vismaz n bitu gara, tad zinojumu var nosifret, panemot izsledzoso vai ar
atslegu: C' = M & K. Sanéemejs vares to atsifréet, pielietojot atslegu velreiz: M = C @ K.
Senons (Shannon) bija pirmais, kas pieradija, ka 1 shema ir pilnigi drosa un ka ar mazaka
bitu skaita atslegu pilnigu drosibu panakt nav iespejams [62].

Kvantu gadijuma var pielietot lidzigu ideju [3, 17]. Ja panem unitaru matricu U
nejausi attieciba pret Hara méru un pielieto to stavoklim p, tad rezultata iznak pilniba
jauktais stavoklis

o [ UpUdu) = (4.1)

U(n) n
neatkarigi no stavokla p. To var viegli parbaudit, jo, pirmkart, §is attélojums saglaba
operatora pédu un, otrkart, rezultats paliek invariants visu unitaro operatoru iedarbiba.

Bet nav iespéjams iekodet patvaligu unitaru operatoru ar galigu bitu skaitu, kas
veido slepeno atslegu. Atrisinat So problemu palidz unitarie 1-dizaini, jo tiesi tas, ka tie

nav atsSkirami no Hara mera (4.1)-lidzigos attelojumos, veido unitaro 1-dizainu prasibas.
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Nav gruti parbaudit, ka jebkura ortogonala unitaru operatoru baze Ermita operatoru
telpa veido unitaru 1-dizainu. Pieméram, visparinata Pauli grupa GP(n) veido unitaru 1-
dizainu. Mazliet sarezgitak ir pieradit, ka Kliforda grupa C(n) veido unitaru 2-dizainu [22].

Ar1 unitaros 2-dizainus var pielietot Sifrésanas uzdevuma. Lieta ir tada, ka ieprieks
aprakstitas sistemas, kaut ari skaitas “pilnigi drosas”, neatrisina visas iespéjamas proble-
mas. Piepemsim, ka meés lietojam Vernama §ifru. Kaut arl laundaris nevar iemacities
neko par parsutamo zinojumu, iznemot ta garumu, vins tam var pielietot noteiktu ope-
raciju, neatsifrejot to. Pieméram, panemot nosifréto zinojumu, veicot izsledzoso vai ar
kadu bitu virkni un aizsiitot rezultatu talak, vins, tadejadi, pielieto to pasu operaciju ari
sakotnéjiem, nenosifrétiem datiem. Lidzigi var ietekmét ari kvantu stavokli, nosifrétu ar
unitaru 1-dizainu. Dazreiz tas nav velams. So problemu atrisina izmainu-drosa Sifresa-
na (tamper-resistant encryption). Izradas, ka, aizvietojot iepriekseja shema unitaro
1-dizainu ar unitaro 2-dizainu, var dabiut tiesi tadu shemu [5].

Lidzigi ka kompleksos projektivos dizainus, ari unitaros dizainus var pielietot kvantu

tomografija. Soreiz kvantu procesu tomografija [65].
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5. nodala
Kriterijs

Saja nodala mes definesim kriteriju, kad vektoru kopa ir ekstremala prieks Velca
nevienadibas un pielietosim to MUBiem un SIC-POVMiem. Talak més definesim $o divu
objektu specialo gadijumu — homogenas sistemas, kuram §is kriterijs ir vispiemeérotakais.
Lai uzdotu homogénu MUBU sistemu vai SIC-POVMu telpa C" pietiek ar divam n x n-
matricam. Abam $§im matricam var definét L-grafu, kas apraksta, cik piemérota ir $1
matrica homogenu sistemu uzbtvesanai. Mes paradisim, ka Furje matricam ir loti labi
(sava zina labakie) L-grafi. Tas, lidz zinamai robezai, izskaidro, kapéec Furje matricas tiek

pielietotas MUBu un SIC-POVMu konstruésana.

5.1. Vienadibas sasniegsana Velc¢a nevienadiba

No sakuma meés dosim Vel¢a nevienadibas pieradijumu, tad formulésim nosacijumus,
kad patiesiba izpildas vienadiba.

Teoremas 3.1 pieradijums. ~ Konstruesim Grama (Gram) matricu G = (a;;), kur
aij = {z;,z;) un aplukosim tas k-to Adamara pakapi G* (kur k ir naturals skaitlis).

Atgadinasim, ka matricas Eiklida normu (Euclidean norm) (skat., [43] 5. nodala,
arl ir zinama, ka Frobeniusa (Frobenius) norma) define ar ||A||g = /Tr(A*A). Ta ir
vienada ar Eiklida normu vektoram, kas veidots no visiem matricas elementiem. Var viegli
redzet, ka reizinot matricu ar unitaru matricu no kreisas vai labas puses, matricas norma
nemainas. Tatad, izmantojot matricas singularo dekompoziciju, var dabut, ka ||Al|g ir
vienada ar />, 07, kur {o;} ir matricas A singularas vertibas. Ermita matricam tie,

protams, sakrit ar ipasvertibu absolatam vertibam.
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Pielietojot to matricai GG, iegustam, ka tas Fiklida normas kvadrats ir vienads ar
(I6®1z) ZI roa =Y N (5.1)
A€o (GF))
kur o ir spektrs (matricas ipasvertibu multikopa). Izmantojot nevienadibu starp kvadra-
tisko un aritmetisko videjo, més iegustam (atgadinasim, ka matricas rangs ir vienads ar

tas nenulles Tpasvertibu skaitu):

AEG(GR)) k i

Izmantoto novertéjumu uz matricas G*) rangu mes dosim Teoremas 5.1 pieradijuma. W

Teoréma 5.1. Pienemsim, ka B ir matrica un X C C" ir tas kolonnu virkne. Apzimésim
ar wi, Wy, . .., w, tas rindas. Tad X sasniedz Vel¢a vienadibu prieks fikséta k tad un tikas

tad, ja visi vektori no

W:{ <k g k)wyﬁ)owé) ---owff”)|k‘i€N0,k‘1+---—|—kn:k‘}
1y hn

ir ar vienadu garumu un savstarpéji perpendikulari.

Citiem vardiem, katrs kopas W vektors ir k-multikopas no B Adamara reizinajums

ar koeficientu, kas ir vienads ar attieciga multinominala koeficienta
k B k!
ki, k) Elke! -k

Pieradijums. Sakumam, atzimesim, ka matrica G formula (5.1) ir vienada ar

kvadratsakni.

B*B. Tatad, ja katru w; uzskatit par rindas vektoru:
G = wiwy + wiwsy - - - + Wi w,,.

Pielietojot formulu summas pakapei, ieglistam:

¢ = ¥ (k k k)<w§k1)o---ow§f")>*(wfl)o-"owff”))‘
1+ hn

Citiem vardiem, G®) = C*C, kur matricas C rindas ir tiesi vektori no W. Tas arl

dod novertejumu matricas G*) rangam, kas tika lietots formula (5.2), ta ka kopai ar n

elementiem ir tiegi ("*7~") apakémultikopas ar izméru n ([70], Nodala 1.2).

Aplikojot nevienadibu starp (5.1) un (5.2), redzam, ka multikopa X apmierina Vel-

¢a vienadibu fiksetam % tad un tikai tad, ja matricai G®) ir ("Jrk*l

; ) vienadas nenulles
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ipasvertibas (visas parejas ipasvertibas ir vienadas ar nulli, kas seko no ranga novertéju-
ma).

Ir labi zinams, ka jebkuram divam matricam P un (), nenulles ipasvértibu multikopa
matricam PQ un QP ir vienadas, ja $o matricu reizinajumi ir defineti ([43], Nodala 1.3).
Tatad matricai CC* ir (”H,j_l) vienadas nenulles ipasvertibas, un ta ka ta ir Ermita

matrica ar tadu pasu izmeéru, tad ta ir vienibas matricas skalarais daudzkartnis. Un

pédéjais ir ekvivalents ar nosacijumiem uz kopu W. |

Mes neesam redzejusi Teoremu 3.1 un 5.1 paru formuléjumu tada vispariga forma,
tacu visas idejas no pieradijuma paradijas ari agrak. Ka jau tika teikts, Velcs bija pirmais,
kas pieradija nevienadibu (3.1) gadijuma, kad visiem vektoriem norma ir viens un k ir pat-
valigs [73]. Teorémas 5.1 variants, kur £ = 1 un visi vektori ir ar vienadu garumu pirmo
reizi paradijas raksta [52]. Musu pieradijums ir eleganta pieradijuma no [72] visparina-
jums. Pedéja raksta Velca nevienadiba ir formuléta dazadu garumu vektoru gadijuma,
tacu tas ierobezojas tikai ar gadijumu £ = 1. Atzimeésim ari, ka kompleksa projektiva
dizaina definicijai no [64] ar1 ir daudz kopiga ar musu kriteriju.

Vektoru {z;} sistemu no C" sauc par cieso rami (tight frame), ja > . x;2f = al
kadam a € R. Nemot abu pusu pedu, klust skaidrs, ka a jabut vienadam ar + >~ ||z
Patiesiba, meés esam redzejusi 8o objektu ieprieks: kopa {%xlx:‘} ir POV Ms, kas sastav no

projektoriem ar rangu 1.

Apgalvojums 5.2. Vektoru kopa {x;} C C", kas apmierina Veléa nevienadibu prieks

k =1 ir cieSais ramas.

Pieradijums.  Izmantojot Teoremas 5.1 apziméjumus, iegistam, ka CC* = BB* =

al kadam a € R. Atliek tikai pamanit, ka BB* = ), z;x}. [ |

No $1 apgalvojuma un Teoremas 3.5 var dabtt sekojosas sekas, kuras més ieprieks

apsolijam pieradit:
Secinajums 5.3. Ja {xz;} ir SIC-POVMs telpa C", tad {~z;x;} ir POVMs.
5.2. Kritérija pielietojums MUBu sistémam

Pirmkart, dosim sekojosu vieglu Teoremas 5.1 secinajumu:
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Secinajums 5.4. Pienemsim, ka B ir matrica un X C C™ ir tas kolonnu kopa. Apzime-
Stm ar wi, W, . .., w, matricas rindas. Tad X sasniedz Veléa vienadibu prieks k = 2 tad

un tikai tad, ja visi vektori no W = {wf)} U{V2wjow; | 1<i<j<n}ir
e ar vienadu garumu (garumu nosacijums) un
e savstarpéji ortogonali (ortogonalitates nosacijums).
Tagad mes esam spejigi pieradit sekojosu teoremu:

Teoréma 5.5. Pienemsim, ka {B;} (i =1,2...,n) irn Adamara matricu kolekcija telpa
C"™ un B ir 50 matricu konkatendacija, t.i., n x n*>-matrica ar visam kolonnam, kas paradas
matricas {B;}). Tad {B;} veido MUHu pilno sistému taja un tikai taja gadijuma, kad
vist vektori no W' = {w; ow; | 1 < i < j < n} ir savstarpeji ortogonali, kur {w;} ir

matricas B rindas.

Pieradijums. Apzimésim n X n vienibas matricu ar By. Tad no Teorémas 3.4
seko, ka kopa {By, By, ..., B,} ir pilna MUBu sistema tad un tikai tad, ja $o matricu
kolonnu kopa sasniedz Velca vienadibu prieks k£ = 2. Tagad, nemot véra Secinajumu 5.4,
atliek pieradit, ka vektori no W, ka tie definéti Secinajuma 5.4, ir ar vienadu garumu un
ortogonali, ja vektori no W' ir ortogonali.

Ja vektors no kopas W tiek reizinats ar sevi, izmantojot Adamara reizinajumu, tad

rezultats saturés
e dala, kas atbilst Bj: vienu vieninieku, un visas paréjas komponentes — nulles;
e visur citur: katras komponentes absoliita vértiba ir vienada ar %

Tatad vektora garums ir /1 + nQ# =/2.

Ja divi dazadi vektori tiek reizinati ar Adamara reizinajumu, tad rezultats saturés
tikai nulles dala, kas atbilst By matricai, un ta garums bis nQn—l2 = 1. Tatad, garumu
nosacijums no Secinajuma 5.4 ir apmierinats.

Turklat, By dala dod nulli divu dazadu vektoru no W skalarajam reizinajumam,
tatad vektori no W ir savstarpéji ortogonali tad un tikai tad, ja vektori no W’ ir savstarpéji

ortogonali. ]

Ieprieksejo teoremu var parfrazet. Pienemsim, ka B ir plakana n x n-matrica. Kon-
struesim grafu K (B) ar svariem sekojosaja veida. Ta virsotnes ir visi nesakartoti pari no

{1,...,n}, paris var saturét divus vienadus elementus. Semantiski, virsotne {i,j} apzime
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i-tas un j-tas matricas B rindinu Adamara reizinajumu. Skautnes svars ir skalarais rei-
zinajums no diviem vektoriem, kuri atbilst virsotnem, ko savieno $1 skautne (ta definéts,
svars ir atkarigs no virsotnu secibas, bet meés pienemsim, ka visam skautném $§1 seciba
ir kaut ka izveleta). Tad Teoremu 5.5 var parformulet, pasakot, ka Adamara matricas
By, ..., B, veido MUHu pilno sistemu tad un tikai tad, ja katrai skautnei tai piekartoto
svaru summa grafos K(By),..., K(B,) ir vienada ar nulli. Patiesiba nav jegas aplikot
skautnes starp virsotnem, kuram sakrit viena rindina, jo tam bas svars 0 visos grafos
K(B;).

Sis kriterijs izskatas diezgan komplicets, tacu nakamaja sadala mes definesim MUHu

specialo gadijumu, kuram §is kritérijs stipri vienkarsosies.

5.3. Homogeénas sistémas

Saja nodala mes dosim MUHu un SIC-POVMu specialgadijumu, kuram kritériju no
Secinajuma 5.4 var stipri vienkarsot. SIC-POVMiem $1 konstrukcija ir grupu kovarianta
SIC-POVMa visparinajums. Pedéjo mes aplikojam Nodala 2.2.1..

Pienemsim mums ir divas n x n-matricas A = (a;;) un B = (b;;). Aplikosim

sekojosu matricu sistému:

(i)e = agybe, (5.3)
kur r ir matricas indekss, k ir kolonnas indekss un ¢ ir rindas indekss (r, k, ¢ € {1,...,n}).

Citiem vardiem, sistémas i-ta matrica ir diag(v;) B, kur v; ir matricas A i-ta kolonna. Tadu
matricu sistému meés sauksim par homogénu sistemu. MUHu gadijuma katra matrica
ir Adamara matrica. SIC-POVMu gadijuma katra matrica ir n SIC-POVMa elementu
apvienojums, kur katrs vektors ir matricas kolonna. Sis nosaukums ir panemts no [12],
kur MUHu sistéma, kas uzbuvéta no ekvivalentam Adamara matricam tiek saukta par
MUHu homogénam sistémam.

Var pamanit, ka MUHu sistémas, kuras més defingjam Teorema 2.2, visas ir homo-
génas, ka ari grupu kovarianti SIC-POVMi. Visos tajos viena no matricam A, B ir Furjé
matrica. Tas dod motivaciju $o sistemu izpétei.

Pielietosim tagad Secinajuma 5.4 rezultatu. Aizmirsisim uz mirkli par garumu no-

sacijumu, un aplikosim ortogonalitates nosacijumu. No ta izriet, ka

1
<w€1 O Wey, Wey © w£4> = ﬁ § a’flJ"bflJfa’bmbfz,ka£37Tb537/€a54,7"b547k =
r,k
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1 _
= (Z aﬁl,raﬁg,raﬁs,ra&,r) (; bél,kbeg,kbeg,kbe4,k> (5.4)

T

jabiit vienadam ar nulli visiem £y, ¢5, £3 un ¢, tadiem, ka {¢1, (s} # {l3,(,}.

Definesim matricas A L-grafu (apzimejums: L(A)) sekojosa veida. Tas ir vienkarss
grafs, katra ta virsotne ir divu rindinu no A nesakartotais paris, paris var sastavet no vienas
rindinas saskaititas divas reizes. Més apzimeésim L(A) virsotnes ar nesakartotiem indeksu
pariem. Divas virsotnes {a, b} un {c, d} ir savienotas tad un tikai tad, ja R,o R, 1 R.oRy,
kur R, ir matricas A rinda ar indeksu a.

Mes sauksim divus L-grafus L(A) un L(B) par izomorfiem, ja eksisté tada bijekci-
ja o no matricas A rindinu kopas un matricas B rindu kopu tada, ka visiem a,b, ¢, d,
virsotnes {a,b} un {c,d} grafa L(A) ir savienotas tada un tikai tada gadijuma, kad
virsotnes{c(a),o(b)} un {o(c),o(d)} ir savienotas grafa L(B).

No vienadojuma (5.4) izriet sekojosais

Apgalvojums 5.6. Homogéna sistéma, uzdota ar (5.3), apmierina Secinajuma 5.4 orto-

gonalitates nosacijumu tad un tikai tad, ja grafi L(A) un L(B) kopa parklaj pilno grafu.

Ja mes aplikojam MUHu pilnas sistémas, tad no Teorémas 5.5 var dabit papildus
nosacijumus matricaim A un B. Meés pieprasisim, lai B biitu kompleksa Adamara matrica,
un A butu plakana matrica. Tad no Teoremas 5.5 un Apgalvojuma 5.6 seko, ka matricu
sistema (5.3) ir MUHu pilna sistema tad un tikai tad, kad L(A) un L(B) kopa parklaj
pilno grafu.

SIC-POVMu gadijuma tads ierobezojums nepastav, tomér més pienemsim ka matri-
ca B ir plakana. Mes izstradasim nosacijumus matricai A nakamaja nodala.

Dazreiz ir ertak stradat ar grafu L(A) grafa L(A) vieta. Ta virsotnes ir sakartoti
rindinu pari, un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad, ja pirma para Adama-
ra reizinajums ir ortogonals otra para Adamara reizinajumam. Grafu-teoretiski, grafu
L(A) var dabut no grafa L(A) saskelot katru virsotni {a,b} ar dazadiem a un b divas
nesavienotas virsotneés: (a,b) un (b, a).

Ja matricas A un B apmierina Apgalvojuma 5.6 nosacijumus, un A’ un B’ ir tadas
matricas, ka L(A) ir grafa L(A’) apaksgrafs un tas pats ir speka ari L(B) un L(B’), tad
A’ un B’ arl apmierina Apgalvojuma 5.6 nosacijumus. Tatad, ja garuma nosacijumi no
Secinajuma 5.4 ir apmierinati, tad meés varam apskatit tikai matricas ar maksimaliem
L-grafiem. Mes tos sauksim par L-maksimalam matricam. Meés lietosim ari nosaukumu

L-maksimala Adamara matrica (L-maksimala plakana matrica) matricai, kura ir Adamara
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(atbilstosi, plakana) un tada, ka L(A) nav stingrs L(B) apaksgrafs kaut kadai Adamara
(atbilstosi, plakanai) matricai B.

Skaidrs, ka matrica A ir L-maksimala tad un tikai tad, ja grafs L(A) ir maksimals.

Homogenu sistéemu pétisana sekojoss jautajums liekas svarigs:

Neatrisinata Problema 5.7. Aprakstit visas L-maksimalas plakanas un Adamara matri-

cas, ka art atbilstosus grafus.

Neatkarigi no atbildes uz So jautajumu, ir skaidrs, ka L.-maksimalas matricas par-
klaj L-maksimalas plakanas matricas, kuras, savukart, parklaj L-maksimalas Adamara
matricas. Tas ir tapéc, ka katra Adamara matrica ir plakanas matricas specialgadijums,
kas ir visparigas matricas specialgadijums.

Eksiste svariga L-maksimalu Adamaru (un pat visparigu) matricu klase. Tas ir

Furje matricas, kuras meés defingjam Sadala 1.2..

5.4. Furjé matricas homogénajas sistémas

Pienemsim, ka A ir n X n-matrica un L(A) ir tas L-grafs. Grafa virsotnes atbilst
ipasa veida dabiitiem vektoriem no C™ un divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad,
ja atbilstosi vektori ir ortogonali. Visparigaks jédziens, kuru meés arl izmantosim, biitu
grafs T', kura virsotnes ir patvaligi vektori no C" un, atkal, divas virsotnes ir savienotas
tad un tikai tad, ja atbilstosi vektori ir ortogonali.

Mes atgadinasim dazus jedzienus no grafu teorijas (skat., piem., [25]). Par grafa G
neatkarigu kopu (independent set) sauc inducetu apaksgrafu bez skautném, t.i., tadu
virsotnu kopas apakskopu, ka nevienas divas virsotnes taja nav savienotas ar skautni. Un
otradi, par kliki (clique) sauc inducetu pilno apaksgrafi, jeb tadu virsotnu kopas apaks-
kopu, ka jebkuras divas tas virsotnes ir savienotas ar skautni. Par grafa G neatkaribas
skaitli (independence number) «(G) sauc lielakas neatkarigas kopas izméru, un par
grafa G blivumu (clique number) w(G) sauc lielakas grafa klikes izmeru.

Minimalu krasu skaitu, kura var izkrasot grafa GG virsotnes ta, ka jebkuras divas
kaiminvirsotnes ir nokrasotas dazadas krasas, sauc par grafa hromatisko skaitli (chro-
matic number) x(G). Viegli redzet, ka x(G) > w(G), ta ka visam virsotnem klike jabut
nokrasotiem dazadas krasas.

Sekojosa lemma ir acimredzama.
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Lemma 5.8. Pienemsim, ka T ir grafs, kura virsotnes ir patvaligi vektori no C" un divi

vektori ir savienoti tad un tikai tad, ja tie ir ortogonali. Tad w(G) < n.

Pienemsim, ka F' ir grupas G Furjé matrica un {R;} ir tas rindu kopa. Atgadinasim
(Apgalvojums 1.5), ka matricas F ir pa pariem ortogonalas un veido grupu attieciba pret
Adamara reizindjumu, un §1 grupa ir izomorfa ar G. Tatad, grafa L(F') virsotnes {a, b}

un {c, d} ir savienotas tad un tikai tad, ja a + b # ¢+ d.

Teoréma 5.9. Furjé matrica F ir L-maksimala matrica, a fortiori, ta ir L-maksimala
Adamara matrica. Turklat, grafam IN/(F) ir maksimalais skautpu skaits starp visiem gra-
fiem forma L(A), kur A ir n x n-matrica.

Katra Adamara n x n-matrica H tada, ka grafam E(H) ir tik pat daudz skautpu ka

L(F), grafs L(H) ir izomorfs Furjée matricas L-grafam.

Pieradijums.  Pienemsim, ka A ir patvaliga n x n-matrica un F' ir Furjé n x n-
matrica. No Lemmas 5.8 seko, ka w(L(A)) < n. Atradinasim, ka Turana grafs (Turdn
graph) 7"(n) (skat. Sadalu 7.1 no [25]) ir vienigais (ar precizitati lidz izomorfismam)
pilnais r-dalains grafs ar n virsotném, kura dalas atskiras izmeéros lielakais par 1. Speci-
alaja gadijuma, kad 7 dala n, visas dalas ir ar izméru 2. Turana grafs 7" (n) ir svarigs ar
to, ka tam ir lielakais Skautnu skaits starp visiem grafiem ar izméru n un blivumu r.

Tatad, Furje matricas L-maksimalitate seko no viegli parbaudama fakta, ka IZ(F) ir
Turana grafs T"(n?).

Pienemsim, ka H ir Adamara n X n-matrica. Apzimesim H rindas ar {R;}, i =
0,1,...,n — 1. Pareizinot matricas kolonnas ar kompleksu skaitli ar moduli 1 nemaina
L-grafu, tatad, mes varam pienemt, ka Ry sastav tikai no vieniniekiem.

Prieks fikseta i kopa {R; o R; | j = 0,...,n — 1} ir telpas C" ortonormeta baze.
Tatad, katrs vektors R, o R, nav ortogonals vismaz vienam elementam no {R; o R; | j =
0,...,n — 1}. Atzimesim, ka, ja H ir Furjé matrica, tad R, o R, nav ortogonala tiesi
vienam $1s kopas elementam — tadam, ka ¢ + j = a + b.

Ja grafam E(H) ir maksimalais iespéjamais skautnu skaits, tad tas ir Turana grafs
T™(n?), tadejadi, katra virsotne nav savienota ar tie§i n virsotnem, ieskaitot vinu pasu.
Tadejadi, katrs R, o R, nav ortogonals tiesi vienam elementam no {R;oR; | j =0,...,n—
1} prieks katra ¢, un, starp citu, nav ortogonals tiesi vienam no {R;} (ta ka R, sastav
tikai no vieniniekiem). Tas nozime, ka R, o R, = aR; kadam ¢ un kadam a € C*.

Pienemsim, ka G ir CP"~! apakskopa, kuru veido H rindinas un apliitkosim Adamara

reizinajuma operaciju un $is kopas. Kopa ir galiga, ta ir slegta attieciba pret operaciju,
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Ry ir vienibas elements, operacija ir komutativa un asociativa, un katram ¢ atbilstiba
R; — R;o R; ir bijekcija. No ta visa seko, ka G ir galiga Abela grupa un L(H) ir izomorfs

ar grupas GG Furjé matricas L-grafu. [ |

Sis rezultats izskaidro, kapec Furje matricas ir tik noderigas konstruejot MUBus un
SIC-POVMus. Tiesam, Furje matricas L-grafs parklaj rupji "T’l no visam pilna grafa
skautnem, tatad, atliek tikai atrast otru matricu A , kuras L-grafs parklaj atlikuso dalu

no + gkautném. Prieks MUBiem 3is uzdevums izskatas pavisam viegli, jo matrica A,

il

3

pretéji matricai H, drikst pat nebtit Adamara, pietiek ar to, ka ta ir plakana. Diemzél,
Sis uzdevums Isteniba neizskatas nemaz tik viegls.

Var izteikt hipotézi, ka Furjé matricas ir vienigas L-maksimalas Adamara matricas.
Bet var viegli parliecinaties, ka pastav ari citas L-maksimalas plakanas matricas. Pieme-
ram, aplikosim sekojosas divas matricas: Furjée matricu F' un plakano matricu A telpa

C3, kas ir uzdotas ar

1 1 1 1 1 1
F=11 wy w? A=11 ws w?|. (5.5)
1 w? ws 1 wy w?

Atbilstosi L-grafi ir uzzimeti Zimejuma 5.1.. Otraja grafa ir izceltas tas skautnes, kurus

5.1. zim.: Matricu F' (pa kreisi) un A (pa labi) L-grafi. Matricas ir uzdotas ar (5.5).

neparklaj L(F'). Tadejadi, sie divi grafi kopa parklaj pilno grafu. Atzimeésim, ka neviena
no izceltam skautném nevar piederét Adamara matricas L-grafam. Tiesam, pienemsim,
ka skautne {0,0}{1,2} pieder Adamara matricas L-grafam. Tad $is divas virsotnes kopa
ar {0,1} un {0,2} veido Ky — pilno grafu ar cetram virsotnem, bet tas nav iespejams.

Saja gadijuma L(F) pats ir Turana grafs, tomer, tas ta nebiis vienmeér. Pieméram,
grafs L(F5*), kur F, ir definets ar (1.3), satur neatkarigu kopu ar izmeru 2. Tas ir
iemesls tam, ka mes aplikojam grafu L(F), nevis L(F) Teoremas 5.9 pieradijuma.

Ka tika atziméts ieprieks, izskatas, ka atrast matricu A bius viegli, bet ta tas nav.

Furje matrica F' ir ar ipasibu, ka x(L(F')) = n (virsotnes {a, b} krasa ir a+b). Starp citu,
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tas nozime, ka ja izdosies atrast n x n Adamara matricu H tadu, ka x(L(H)) > n, tad to
neparklas neviena Furjé matrica, un hipotéze, ka Furjé matricas ir vienigas L-maksimalas
matricas, nebiis patiesa. Bet més pagaidam nezinam nevienu Adamara matricu ar tadu
ipasibu.

Visparigam grafam G izpildas nevienadiba a(G) > % (eit n(G) ir virsotnu skaits
grafa GG; nevienadiba seko no ta fakta, ka vienas krasas virsotnes veido neatkarigu kopu).
Tatad, mazs hromatiskais skaitlis implice lielu neatkaribas skaitli, un, tadejadi, otrajai
matricai, lai apmierinatu Apgalvojuma 5.6 nosacijumus, jabiut ar lielu klikes skaitli. Un
tas var izpausties griitibas mekléjot otro matricu. Més o apgalvojumu nedaudz precizésim
Apgalvojuma 5.10. Tatad, Adamara matricas H ar lielu x(L(H)) un mazu o(L(H)) (ja
tadas eksiste) varetu but interesantas konstrugjot 2-dizainus.

Ir verts pieminet ar1 citas konstrukcijas, kas lidzigi L-grafa jedzienam, izmanto vek-
toru ortogonalitati ka pazimi, kad grafa virsotnes tiek savienotas ar skautni. Viens piemeérs
ir ta saucamais Adamara grafs (Hadamard graph) [44]. Adamara grafa S(n) ar kartu n
virsotnu kopa ir visu garuma n vektoru kopa, kuru elementi ir vienadi ar 1. Divi vektori
ir savienoti ar skautni tad un tikai tad, ja tie ir ortogonali. Slavena Adamara hipotéze ir
ekvivalenta ar apgalvojumu, ka w(S(4n)) = 4n visiem naturaliem n. Papildus ir piera-
dits [30], ka pastav eksponenciala sprauga starp 4n un x(S(4n)). Ta ka ir iespejams, ka
kadai Adamara matricai H pastav stingra nevienadiba x(L(B)) > n.

Labakas alternativas trikuma del, pienemsim talak, ka B ir galigas Abela grupas
G Furje matrica. Saja gadijuma var viegli parliecinaties, ka matricas A un B apmierina

Apgalvojuma 5.6 nosacijumus tad un tikai tad, ja

g1+ 92 =93+ 94
V91,92, 93,94 € G — R, oR,, L Rj,0R,, (5.6)

{91, 92} # {93, 94}

kur R; ir matricas A i-ta rindina. So nosacijumu var parrakstit sekojosaja veida:

Apgalvojums 5.10. Piepemsim, ka B ir grupas G Furjé matrica un matrica A ir ar
rindam {R;}icq. Tad $is divas matricas apmierina Apgalvojuma 5.6 nosacijumus tad un

tikai tad, ja prieks katra A € G matricas Da rindinas
{RivaoRi|i€ G}

ir savstarpéji ortogonalas.
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Pieradijums.  Pienemsim, ka A un B apmierina nosacijumus. Panemsim divus G

elementus g; # g3. Tad
<R91+A © R—917 Rysin 0 R—ga> = <R91+A 0 Ry, Rygyn © R91>~

Turklat, (g1 + A) + g3 = (93 +A) + g1, g3 # g1 un g3 # gz + A. Izmantojot (5.6) ar
g2=gs+Aun gy =gy + A, iegiistam, ka R, a0 Ry L Rypino Ry,.

Preteja apgalvojuma pieradijums ir lidzigs. [ |

Atzimesim, ka, ja matricai Dp ir savstarpéji ortogonalas rindinas, tad matricai D_x

ari ir savstarpéji ortogonalas rindinas. Sis novérojums atlauj dazreiz samazinat parlasi.
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6. nodala

Meklejot Modulus

Saja nodala més pétisim, kadam jabiit formula (5.3) ievesto matricu A un B ele-
mentu absoltitajam vertibam, lai tas apmierinatu Secinajuma 5.4 garumu nosacijumu. Ka
tika pieminets iepriekseja nodala, no Teoremas 5.5 seko, ka homogenu MUHu gadijuma
pietiek pienemt, ka A ir plakana un B ir kompleksa Adamara matrica. Tas pilniba ap-
raksta A un B elementu modulus MUHu gadijuma. Saja nodala mes méginasim atbildet

uz lidzigu jautajumu SIC-POVMiem.

Teoréma 6.1. Piepemsim, ka mes mekléjam SIC-POVMus homogénaja nostadne (5.3),
kur B ir grupas G Furje matrica. Saja gadzjuma matricai A jaapmierina sekojosie nosa-

cijums:
1. katra matricas A kolonna ir ar normu 1;
2. katra rindina R; ir ar normu 1;
3. wvisiem i, j, k, tadiem, ka j # k, izpildas ||R§2)|| = V2||R; o Ry||;

4. visiem g1, g2, g3, g1 € G tadiem, ka g1 + g2 = g3 + g4 un {g1, g2} # {93, 94}, vektori

Ry, o Ry, un Ry, o Ry, ir ortogonali;
kur, ka parasti, R; apzimé matricas A rindinu, kas indekséta ar elementu i € G.

Pieradijums. Nosacijumam 1 jaizpildas péc SIC-POVMu definicijas. Secinaju-
ma 5.4 apziméjumos, w; ir matricas B rindina, kas atbilst elementam ¢ € G. No (5.3), ta
ka visi B elementi pec absolutas vertibas ir 1, seko, ka [Jw; o w;|| = /n||R; o R;|| (katrs
R; o R; elements tiek atkartots, ar precizitati lidz fazei, n reizes). Tad Secinajuma 5.4

garuma nosacijums implicé Nosacijumu 3. Nosacijums 4 ir formulas (5.6) parafraze.
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Nosacijums 2 prasa nedaudz vairak komentaru. Ka seko no Teoremas 3.5, SIC-
POVMa vektori apmierina Velca vienadibu prieks £ = 1. No Teorémas 5.1 seko, ka
|wi|| = ||w;|| visiem ¢, 57 € G. Tad, lidzigi ka Nosacijuma 3, dabujam || R;|| = ||R;||. Ta ka

matricas A katras kolonnas norma ir 1, tad katras rindinas norma ari ir 1. |

Homogenie SIC-POVMi ir parasti aplikoto grupu kovarianto SIC-POVMu vispari-

najums, ka tas seko no §is piezimes:

Piezime 6.2. Ja matrica A apmierina Teorémas 6.1 nosacijumus un ir cirkulara attieciba

pret G, tad SIC-POVMs, kas aprakstits ar (5.3), ir grupu kovariants attieciba pret GP(G).

Ka jau tika teikts, saja nodala meés neaplikojam Nosacijumu 4, atliekot to lidz
nakamai nodalai. Ta ka visi pareji nosacijumi darbojas tikai ar vektoru normam, mes
varam aizvietot matricu A = (a;;) ar matricu M = (m;;), kas sastav no matricas A
elementu absolutam vertibam: m;; = |a;;|. Visi matricas M elementi ir nenegativi reali
skaitli.

No Piezimes 3.6 un Secinajuma 5.4 var izvest, ka ar Nosacijumiem 3 un 4 pietiek,
lai apgalvotu, ka konstruéta vektoru sistema ir SIC-POVMa skalarais daudzkartnis. Mes
pievienojam klat Nosacijumus 1 un 2, lai péc iespéjas sasaurinatu iespéjamo matricu M
klastu.

Saksim problemas izpéti. Apzimesim ar y;; elementu ar indeksu (4, j) matrica M),

ti., vi; = m?j. Tad Teoremas 6.1 Nosacijumi 1 un 2 dod, attiecigi:

i J
No Nosacijuma 3 izriet:
D V=2 kv
J J

visiem ¢, k, ¢ tadiem, ka k # (. Saliekot kopa, més dabtjam:

n=>. <Zy]> =D UG T2Y D itk = (n+ W) S (62)

j irj i<k j
Tatad,
S Y = (63)
; Y41 ; |
Apzimegjot vektoru (y;1, ¥io, - - -, Yin) ar y;, definésim vektorus e = (%, %, - %) un f; =

y; — e. Viegli redzet, ka (6.1) nozime, ka g; L e visiem 7. Tatad

9 . . 1
o (Vi yi) = (Ui +e,0i +€) = <yz,yz)+g
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visiem ¢. Un visiem ¢ # j:

1 B B o 1
nrl (Yi,y;) = (Ui +e,y;+e) = <yi>yj>+ﬁ'
Tadejadi,
(G ) = —— (G0 ) L visiem i £
iwYi) = —F - un i, Yj) = ————— Vislem 1 .
Yird n(n+ 1) YirYi n(n+ 1) J

Viegli redzet, ka {g;} veido regulara (n — 1)-dimensionala simpleksa virsotnes.

Sis simplekss ir ievietots hiperplakné, kas perpendikulara vektoram e, un ta radiuss ir

n—1
n(n+1)"

Simplekss ), kuru veido vektori {y;}, papildus ir parnests par vektoru e. Ta
ka visiem y; jabit nenegativiem, )/ atrodas lielaka simpleksa S, kuru veido telpas R”

standartbazes elementi. Pédéjais ari ir centréts punkta e un ta radiuss ir

I

Ta ka simplekss ) ir mazaks par &, pirmo vienmér var ievietot otraja. Vieglakais veids,

ka to izdarit, ir homotét S ar koeficientu 1/4/n + 1 un centru e. Ieguto simpleksu veido

vektors

(1+ n—1 1 1 1 1 1 1 > (64)
n n\/n—i—l’n n\/n—i—l’n n\/n—i—l"”’n nyvn + 1 '

kopa ar ta cikliskam permutacijam.

Rupigi analizejot ieprieksejo spriedumu, var nonakt pie sekojosa rezultata:

Teoréma 6.3. Pienemsim, ka M ir matrica, kas apmierina Teoréemas 6.1 Nosacijumus 1,
2un 8. Tad M(2) rindinas veido (n—1)-dimensionalu simpleksu Y ar radiusu /#111) un
11

nindt

centru ( .,%), kas ievietots (n — 1)-dimensionala simpleksa, ko veido standartbazes
elementi. Un otradi, jebkurs tads simplekss Y atbilst matricai M, kas apmierina nosaci-

Jumus 1, 2 un 3.

Pieradijums.  Mes tikko pieradijam teorému viena virziena. Lai pieraditu apgriez-
to apgalvojumu, pamanam, ka Nosacljums 2 izriet no ta, ka visas ) virsotnes atrodas
hiperplakné Zj y; = 1. Nosacijumu 3 var dabit, apgriezot aprekinus péc formulas (6.3).
Tad no (6.2) dabujam, ka >, (3, yi;)° = n. Pielietojot nevienadibu starp kvadratisko un
aritmeétisko vidéjo, ieglistam:

2 . 2
5 (Sn) =2 (Sw) -
j i i.j
ar vienadibu taja un tikai taja gadijuma, kad visi ), y;; ir vienadi. Tatad Nosacijums 1

arl izpildas. [ |
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Tagad mes aplukosim cirkularas matricas M, kas apmierina Nosacijumus 1,2 un 3.
Interese par cirkularam matricam rodas tadel, ka tadas matricas tiek izmantotas grupu
kovariantos SIC-POVMos. Vel viens iemesls ir tas, ka tas atvieglo Nosacijuma 4 analizi,
ko mes veiksim nakamaja nodala.

Aplukosim grupu G = Zg, X Zg, X - - - X Zg,,. Més sauksim simpleksu Y par cirkularu
par G, ja atbilstosa matrica M ir cirkulara attieciba pret G (més pienemsim ari, ka M
ir nenegativa). Tadi simpleksi vienmer eksiste. Piemeéram, ar formulu (6.4) uzdotais
simplekss ir cirkulars attieciba pret visam grupam G. Mes tagad paradisim, ka dabut
visus paréjos simpleksus no §1 simpleksa.

Matricas M rindas un kolonnas ir indeksétas ar G elementiem, tatad més va-
ram pienemt, ka ari telpas, kura atrodas simplekss, kanoniska baze ir indekseta ar ele-

mentiem no (G. Apzimésim ar V; linearo transformaciju, kas attélo kanoniskas bazes

elementu, kas atbilst elementam (ay,as,...,a,) € G, vektord, kas atbilst elementam
(a1,a9,...,a;-1,a; +1,a;11,...,ay). Citiem vardiem,
Vi=lay ®@1g, ® -+ ® 1y, , ®Xdi®[di+1®”'®]dm (65)

kur [, ir n X n vienibas matricas un X, ir defineta formula (1.4). Atzimesim, ka visi V;
ir ortogonali operatori un komute sava starpa.

Pienemsim, ka ) ir cirkulars simplekss par G (pieméram, (6.4)). Vienkarsibas labad
meés aplikosim simpleksus Yy=Y—-eunS=8-— e, kas abi centreti nulles punkta (t.i.,
aplukosim vektorus ¢ vektoru y vieta). Apzimesim ar H hiperplakni, kas perpendikulara
vektoram e. Visiem operatoriem Vj; e ir ipasvektors ar ipasvertibu 1. Tatad H ir invarianta
apakstelpa visiem V; un més varam definét inducetos operatorus V;|,. Vienkarsibas labad,
tos mes ari apzimesim ar V.

Fiksesim patvaligu simpleksa Y virsotni v. Skaidrs, ka, pielietojot operatorus
Vi, Vo, ..., Vi, to var attelot uz jebkadu citu simpleksa virsotni. Tagad pienemsim, ka
w ir cita cirkulara simpleksa Y =)' —e virsotne. Apzimeésim ar U linearu operatoru, kas
attelo virsotni V"' Vy"2 - - - V% y virsotne V" V32 - - - Vémy visiem (aq, ag, ..., ay,) € G. Tas
ir ortogonals operators un komuté ar visiem V;. Un otradi, ja U ir ortogonals operators,
kas komuté ar visiem V;, tad UY ir cirkulars simplekss, ja vien tas ieklaujas simpleksa
S. Pietiek nodroginat, ka vektora Uv + e komponentes ir nenegativas, jo visu citu vir-
sotnu koordinatas ir §1 vektora komponensu permutacijas. Turklat, meés varam vienmeér

pienemt, ka Ue = e. Tas dod sekojosu rezultatu:

49



6.1. zim.: Cirkularais simplekss par G = Zs3. Tas atrodas simpleksa & iekspuse. Simpleksu
Y var griezt ap vektoru e par patvaligu lenki, un ta virsotnes iezimé rinka liniju C. Saja
gadijuma ) paliek simpleksa S péc visam rotacijam, un katrs simplekss ) no teoremas 6.3

ir cirkulars.

Teoréma 6.4. Pienemsim, ka U ir ortogonals operators telpa R", tads, ka Ue = e, un Y
ir cirkulars simplekss par grupu G, ka ta definéta formula (6.4). Tad UY ir cirkulars tad

un tikai tad, ja tas atrodas S iekspusé un U komute ar visiem V;, kas defineti ar (6.5).

Aplikosim gadijumu G = 7Z,, kas paradas visizplatitakaja grupu kovarianta SIC-
POVMa gadijuma, t.i., attieciba pret Veila-Heisenberga grupu U(n). Saja gadijuma mums
ir tikai viens operators V; = X,,. Labi zinams (to var ari viegli parbaudit, izmantojot
Apgalvojuma 1.6 rezultatu), ka operators X, veic rotaciju par lenki 27/k plaknes, kuras

veido vektori

21k Ak 2(n— 1)k . 27k | A7k . 2(n— 1)k

1,cos —,cos —, ..., co0s ———— un 0,sin —,sin —, ..., sin ————
n n n k n n

visiem k =1,..., L"T’lj Ja n ir para, tad X,, ar1 veic atspogulosanu uz taisnes, kuru veido

vektors (1,—1,1,—1,...,1,—1). Vektors e = (1,1,...,1) ir §1 operatora ipasvektors ar
ipasvertibu 1. Tatad no Teorémas 6.4 seko, ka simplekss U, kas ievietojas S iekspuse, ir
cirkulars visiem U, kas veic rotaciju par patvaligu lenki tajas pasas plaknés un, iespéjams,

jan ir para, atspogulo$anu uz taisnes, kuru veido vektors (1,—1,1,—1,...,1, —1). Tatad,

n—1

5 J realiem parametriem.

visi cirkularie simpleksi par Z, var tikt parametrizéti ar L

Gadijums G = Zg ir attelots Ziméjuma 6.1..
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6.2. zim.: Cirkularais simplekss par G = Zs. Saja gadijuma visus cirkularus simpleksus
var aprakstit ar diviem realiem parametriem (1 un (,, kuri atbilst rotaciju lenkiem divas
dazadas plaknes. Asis ir attelotas ¢ un , vértibas. Punkti, kas atrodas “rinku” iek$puse,
atbilst simpleksiem, kas neievietojas simpleksa S. Visi vektori, kas atbilst izejas vekto-
ram (2.6) un ta afinam permutacijam (sk. pieméru péc Apgalvojuma 2.4 pieradijuma), ir

atzimeti ar punktiem.

Kad n aug, attieciba starp S un Y radiusiem aug ka O(y/n), bet attieciba starp
S radiusu un attalumu no S centra lidz ta robezai aug straujak — ka O(n). Tiesam,
(%, —%, 0,0,...,0) ir 1sakais vektors, kuru var pieskaitit punktam e, lai iegiitu punktu uz
S robezas. Tas nozimé, ka lieliem n simpleksa ) rotacijas ne vienmeér ievietosies simpleksa
S iekspuse. Ka var redzéet no Ziméjuma 6.1., gadijuma n = 3 simplekss ) vienmeér atrodas

S iekspuse, bet ja n = 5, tas ne vienmér ir taisniba. Sk. Ziméjumu 6.2.

Lidziga veida var aprakstit cirkularus simpleksus attieciba pret citam grupam.
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7. nodala

Meklejot Fazes

Saja nodala mes nodarbosimies ar sekojosu jautajumu. Pienemsim, ka mums ir doti
n x n-matrica M, kuras elementi ir nenegativi realie skaitli, un galiga Abela grupa G. Mes
gribam uzkonstruet tadu plakanu matricu P, ka A = M o P apmierina nosacijumu (5.6).
Ja tada matrica P eksisté, més sauksim matricu M par apmierinamu virs G. Turklat,
ka tas tika motivéets iepriekséja nodala, meés aplikosim, galvenokart, matricas M, kas ir
cirkularas attieciba pret G. Saja gadijuma matrica A bus cirkulara tad un tikai tad, ja
matrica P ari bis cirkulara virs G. Tadéjadi, ja mes talakaja teksta teiksim, ka cirkulara
matrica M ir apmierinama virs G, més pienemsim ari, ka matrica M ir cirkulara virs G.

Motivacija Sim ir sekojosa. Pienemsim, ka meés gribam konstruet kompleksu pro-
jektivu 2-dizainu, izmantojot homogenu konstrukciju lidzigu ar (5.3). Mes izmantosim
grupas G Furjé matricu ka matricu B, tas labo ipasibu dél. Meés pielietosim Secinaju-
mu 5.4 lai dabiitu nosacijumus uz matricas A elementu absolutam vertibam (lidzigi ka
iepriekseja nodala). Pienemsim, ka M apmierina $os nosacijumus. Tad mes gribam beigt
so konstrukciju, atradot fazes tadas, ka Secinajuma 5.4 nosacijumi izpildas pilniba.

Konkréta gadijuma, kad més panemsim matricu M sastavosu no visiem vieninie-
kiem, tad mes dabtisim MUHu pilno sistemu gadijuma, kad matrica M ir apmierinama. Ja
M ir tada ka Teorema 6.3, més dabusim SIC-POVMu. Tatad, prieks§ MUHiem més dabu-
jam tikai vienu iespéjamu matricu M, bet tai ir loti vienkarsa struktara. SIC-POVMiem,
savukart, matricu M izvele ir daudz plasaka, tacu tas nav tik vienkarsi aprakstamas. Tas
viss ir saskana ar realo situaciju: pilnas MUHu sistéemas ir atrastas visas dimensijas, ku-
ras, ir pienemts domat, tadi eksiste; SIC-POVMi nav atrasti visas dimensijas, kur visi
doma tie eksiste, tacu izskatas, ka tie, atskiriba no MUBiem, eksisté visas dimensijas.

Mes iesaksim ar daziem apmierinamo matricu piemeériem.
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Apgalvojums 7.1. Cirkulara matrica ar pirmo rindu (a,b,c) ir apmierinama virs Zs
tad un tikai tad, ja vai nu viens no {a,b,c} ir nulle, vai ari a,b,c apmierina trijstira
nevienadibu, t.i., 2max{a,b,c} < a + b+ c. Turklat, Saja gadijuma, ja nosacijumi ir

wzpildits, matricu P var izvéléties cirkularu.

Pieradijums.  Grupa G3 nosacijumi g;+go = g3+ g4 un {g1, g2} # {93, 94} izpildas
vienlaicigi tad un tikai tad, ja g; = g2 un {g3, g4} = Z3\{ g2} vai otradi. Matrica A = MoP
apmierina nosacijumu (5.6) tad un tikai tad, ja vektora R,, o Ry, o Ry, o R,, elementu
summa ir nulle. SI vektora elementu absoliitas vertibas, ar precizitati lidz permutacijai,
ir abc(a, b, ¢).

Ja abc = 0, tad M o P apmierina nosacijuma ar jebkuru plakanu matricu P.

Citadi, ja abc # 0, ir skaidrs, ka skaitliem a, b, ¢ jaapmierina trijstiira nevienadiba.
Pienemsim, ka tie apmierina to. Saja gadijuma pienemsim, ka g, 1, 0o € [0, 27) ir tadi,
ka ael?o + bel¥t + cel?2 = (0. Tagad var viegli parbaudit, ka cirkulara matrica P ar pirmo
rindu (el#0/3, ei1/3 ¢i92/3) apmierina nosacijumus. Apliikosim gadijumu, kad g, = g, = 0,

g3 =1un g4 = 2. Tad
(Ry o Ry, Ry o Ry) = abc (ae(i/:«‘»)(wwz—wo) + pe/3)(potea—201) | Ce(i/g)(%wrgw)) _
= abcelV/3poterte:) (ae_i“"o + be i1 4 ce_i“”) = 0.

Paréjos gadijumus var parbaudit lidzigi. [ |

7.1. SIC-POVMi

Aplikosim iesakumam grupu kovariantu SIC-POVMu gadijumu. Lai iegatu grupu
kovariantu SIC-POVMu, abam matricam M un P jabit cirkularam attieciba pret vienu un
to pasu grupu. Pienemsim, ka x ir matricas A = Po M nulta rinda. Apgriezot $o vektoru,
mes iegistam matricas A pirmo kolonu, tatad, ja SIC-POVMs ir grupu kovariants, tad x
ir fiduciars vektors.

Apziméjot Teoremas 6.1 ceturtaja Nosacijuma gy = j,go = j+k+1, 93 =j+k, g1 =

J + 1, nav gruti pieradit, ka x = (z;) ir fiduciars vektors tad un tikai tad, ja

[y

S 1
TiTia kT Tiphor] = ———
JLjFkr g R n+1

(Ok,0 + d1,0)

<
Il
o

kur 9, ir Kronekera (Kronecker) delta, kas vienada ar 1, ja a = b, un vienada ar nulli
pretéja gadijuma. Sis nosacijums tika pieradits neatkarigi rakstos [7] un [46], izmantojot

citu tehniku.
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Izmantojot Apgalvojumu 7.1 un analizi iepriekséjas nodalas beigas, ir iespejams uz-
konstruet dazus SIC-POVMus telpa C®. Ka meés redzéjam Ziméjuma 6.1., vektors, kuru
veido matricas M pirmas rindas elementu modulu kvadrati atrodas uz rinka linijas C ar

radiusu %, centru punkta e = (£, 1, 1) un kas ir perpendikulara vektoram e. Turklat, §1

6 3:3'3
rinka linija pilniba atrodas simpleksa S, tatad, visiem punktiem un rinka linijas kompo-
nentes ir nenegativas. Tagad meés paradisim, ka rinka linija C sastav tiesi no ekstremaliem
punktiem, kuru elementu kvadratsaknes apmierina trijstira nevienadibu. Citiem vardiem,
visiem punktiem (z,y,2) € S, kas atrodas uz rinka linijas C vai tas iekspuse, nevienadiba
VT + /¥ + 2z > 2max{\/x,/y,\/z} ir apmierinata, visiem, kuri atrodas arpus rinka C
— nav apmierinata.

Tiesam, no vienadibas /z + /y + vz = 2max{\/z, \/y,/z} un z +y+ z = 1 meés
iegtistam:
Vi = £(/5 £ 52).
Panemot kvadratu, pargrupéjot loceklus, un panemot kvadratu vel vienu reizi, meés da-

bijam:

T—y—z=12/yz
- o2+ % 4 2% = 2oy + 202 + 22

— 2P+ 22 =1,

taka (z +y+ 2)? = 1. Izdalot ar 2 un pargrupejot, mes iegtistam:

2 2 2
2 _Z 2)4+3- ==

1\? . 1\? . 1\* 1

r—= - = z—=] =-=.

3 Y73 3) T 6
Tadejadi, mes varam dabit SIC-POVMu no jebkura punkta uz rinka linijas C, iz-
mantojot Apgalvojumu 7.1. Punktiem, kas atrodas uz C un S robezas krustpunktiem,
var pat panemt patvaligu P. Ta ka més vienmer varam panemt cirkularu P, katrs punkts

uz C dod fiduciaro vektoru.

Mes atgriezisimies SIC-POVMiem Sadala 7.3., bet tagad aplikosim MUHu gadiju-

7.2. Meklejot fazes MUHiem

MUHu gadijuma meés meklejam plakano matricu A, kas apmierina (5.6). Citiem

vardiem, més panemsim M, kas pieminéta nodalas sakuma ar visiem elementiem viena-
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diem ar 1. Ir verts atzimet, ka visas matricas Da no Apgalvojuma 5.10 $aja gadijuma ir
kompleksas Adamara matricas.

Adamara matricas nav tik biezi sastopamas, un $aja gadijuma no vienas plakanas
matricas ar ieprieks minéto konstrukciju sanak n—1 Adamara matricas. Tas, zinama meéra,
izskaidro, kapec nav tik viegli atrast vajadzigo matricu A. Ieprieksejas konstrukcijas, ka
mes paradisim sadala 7.2.3., matricas Da sanak, lidz ekvivalencei, vienadas ar Furje

matricu.

7.2.1. Nepartrauktas grupas

Lai aplikotu sekojosus rezultatus péc iespéjas visparigakaja gadijuma, meés pariesim

no diskretas Abela grupas (1.1) uz nepartrauktu grupu
é:Rd1 ><IRd2 X "'XRdm7

kur R, ir realo skaitlu grupa péc modula a ar saskaitisanas operaciju, t.i., R, = R/aZ.

Viegli redzet, ka G ir grupas G apaksgrupa. Papildus jau ievestam apzimejumam
G* grupas G nenulles elementu kopai, més lietosim apziméjumu G* to grupas G elementu
kopai, kuriem vismaz viena komponente ir nenulles vesels skaitlis. Sis definicijas nozime
kltst skaidra pec Lemmas 7.2. Skaidrs, ka G* = G N G*.

Mes ari paplaginasim definiciju (1.2) visiem b € G. Kaut gan mes uzskatam 8o
definiciju par lietderigu, ta japielieto uzmanigi, jo, ja b ¢ G, tad x,(b) nav viennozi-
migi definéts: izveloties dazadus veselus skaitlus-reprezentantus atlikumiem (mod d);,
iegustam dazadas x,(b) vertibas. So griitibu var atrisinat, ja pienem, ka 0 < a; < d;, dar-
bojoties ar neveseliem b. Atzimésim, ka més vienmeér lietosim tikai grupas G elementus
ka rakstura indeksus a.

Pastav ari sekojosais Lemmas 1.3 visparinajums.

Lemma 7.2. Pienemsim, ka = ir kopas G elements. Tad Y Xy(x) = 0 taja un tikai taja
yeG

gadijuma, jo x € G*.

Pieradijums.  Uzrakstam x = (21,22, ..., Z,). Tad:
m dj—1
2mi
ny(x) = H eXp (—xj ) .
yeG J=1 k=
dj—1
Lemma seko no fakta, ka vienadojuma Y. w* = 0 pret w saknes ir tie§i vieninieka
k=0
saknes exp(@x]) kur z; ir vesels skaitlis, 0 < z; < d;. [
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Atzimesim, ka GG; = (G ne vienmeér nozime, ka Gy = G, Tiesam, ja G; = Zg un
Gy = Zsy X Zs, tad G; = G, bet él = R4 un @2 = Ry x R3 nav izomorfas. Pirma ir
“viendimensionala” , kameér otra ir “divdimensionala”. Liekas skaidrs, ka jo vairak grupai
dimensiju, jo vairak taja ir iespejams paveikt. So noverojumu var padarit precizu.

Mes talak stradasim ar grupam G, kur G ir kaut kada grupa, ko més varam brivi
izvéléties, ar fikséto izmeéru n. Tadam grupam var ievést “kanonisko grupu”, ar kuru

pietiek, lai parsegt visus gadijumus.

Teoréma 7.3. Piepemsim, ka n = p{lp? -l ir skaitla n sadalijums pirmreizingtdjos.

Ja G ir grupa ar izmeéru n forma (1.1), tad grupu G var ielikt grupa ﬁ, kur

_ 7l Lo L
H =17, X7, X X L,

ar attelojumu 1, ta, ka »(G*) = ¢(G) N H*.

Pieradijums.  Skaidrs, ka pietiek atrast tadu attelojumu v divos gadijumos.

Pirmaja gadijuma G = Zy, H = Z,Z, un a un b ir relativi pirmskaitli. Tad,
attelojumu 1 var definét sekojosi: ¥ (x) = (x mod a,z mod b). Teorémas apgalvojumi
seko no Kiniesu teorémas par atlikumiem.

Otrais gadijums ir, kad G = Z,x un H = Z’;, kur p ir pirmskaitlis. Saja gadijuma v

var definét ka

x x x
Y(x) = (rc mod p, — mod p, — mod p, ..., —— mod p> )
p p p
Ari §aja gadijuma nav griiti parbaudit, ka visi nepieciesamie nosacijumi izpildas. [ |

Beidzot atzimeésim ari, ka Secinajumu 1.4 ari var visparinat, izmantojot nepartrauk-

tas grupas G.

Apgalvojums 7.4. Papemsim jebkuru apakskopu X C G izmera |G|, tadu, ka jebkuriem
diviem dazadiem a,b € X ir speka a — b € G*. Tad matrica F = (f,;) (v € X, j € G),

kas defineta ar fy; = x;(x), ir Adamara.

Pieradijums ir lidzigs Teoremas 1.4 pieradijumam. Pieméram, ja meés panemsim

G =73 x Zy un X = {(0,0),(0,1),(1,a),(1,1+a),(2,b),(2,14+0)}, kur 0 < a,b < 1ir
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patvaligi reali skaitli, tad mes dabtjam matricu

1 2z ws w3z w§ w321
1 —z ws wg’zl w§ wez1

1 20 w? wiz ws wsz

1 —2 wg WeZa W3 ngQ

b

“un 29 = €™, ST matrica ir ekvivalenta ar vienadojuma (4) matricu rak-

kur z; = €7
sta [12]. Saja raksta ari tadas matricas tiek sauktas par Furje matricam. Mes, savukart,
rezervejam nosaukumu “Furje matrica” matricam, kas veic galigas Abela grupas Furje

transformaciju.

7.2.2. Tris gadijumi

Tagad mes saksim konstruet MUHu pilnas sistémas. Pienemsim, ka matrica B (ka
ieks (5.3)) ir grupas G = Zg, X Za, X+ - + X Ly,, Furje matricaun N = Zg X Ly X - -+ X Ly ,
ir kada grupa ar to pasu izmeru. Mes tagad dosim tris iespéjamos ierobezojumus uz
matricam Da, kur katra nakama visparina iepriekséjo, un aprakstisim §is konstrukcijas,

izmantojot funkcijas, kas attelo vienu Abela grupu otraja.

1. Pienemsim, ka visas matricas Dy ir vienadas ar grupas N Furje matricu ar precizitat:
lidz rindu permutacijam un katra konstruéjamas matricas A rindina ir arT matricas
F rindina. Definésim funkciju f : G — N, kas attélo matricas A rindas indeksu
uz vienadas rindas no F' indeksu. Var viegli redzet, ka §i konstrukcija apmierina
Apgalvojuma 5.6 nosacijumus tad un tikai tad, ja f apmierina

g1+ g2 = g3+ g4
Vagi1,92,93,94 € G : = {91,092} = {93, 91}

flg1) + fg2) = flg3) + f(g4)
(7.1)

2. Tas nav visparigakais gadijums. Ja meés atlausim matricam D bit vienadam ar
Furje matricu ar precizitati lidz rindu permutacijam un atlausim ari katrai kolonai
tikt pareizinatai ar xq.(ra), kur a ir kolonas indekss un x ir kaut kads elements

no N, tad meés varam panemt matricu A = (ag), (( € G,r € N) definétu ar
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aer = x»(f(€)), kur funkcija f : G — N apmierina

g1+ 92 =93+ g4 .
V1,92, 93,91 € G : = f(g1) + f(g2) — f(g3) — f(ga) € N™.

{91, 92} # {93, 94}
(7.2)

3. Beidzot, no Lemmas 7.2 ir skaidrs, ka ieprieksejais piegajiens dod pilno MUHu

sistemu tad un tikai tad, ja funkcija f : G — N apmierina

g1+ g2 =93+ 94 <
vglag2ag3ag4 €G: g f(gl)_'_f(gQ) _f(g3) _f(g4) € N".

{91, 92} # {93, 94}
(7.3)

Tacu saja gadijuma matricas D vairs nav ekvivalentas ar Furjé matricam. Tie

kltst ekvivalenti ar visparigakam matricam no Apziméjuma 7.4.
Saliekot visu kopa, meés iegistam tadu rezultatu:

Teoréma 7.5. Nosacijums (7.3) ir visparigaks par nosacijumu (7.2), kas, savukart, ir
visparigaks par nosactjumu (7.1). Formula

(W), = %wm(ﬂe», (7.4)

(ar k,0 € G unr € N) dod pilno MUHu sistemu tad un tikai tad, ja funkcija f, kas attélo
G ieks N, apmierina (7.3).

Lidzigs, tacu ne tik visparigs rezultats ir atrodams raksta [60]. Mes atliksim saistitu
rezultatu apskatu lidz Sadalai 7.2.4.. Nakamajas sadalas meés dosim zinamus MUHu

konstrukcijas no Sadalas 2.1.1. no iepriekséja piegajiena skatpunkta.

7.2.3. Zinamas konstrukcijas

Tagad mes dosim divas zinamas MUHu pilno sistemu konstrukcijas Teoréemas 7.5
terminos.
Konstrukciju, kas ir péc biitibas ekvivalenta ar nakamo, aprakstija Ivanovics rak-

sta [45] prieks GF'(p), visparigs gadijums pieder Fildsam un Vuteram [74].

Lemma 7.6. Jan = p* ir nepara pirmskaitla pakape, tad funkcija f(z) = 22, kur G = N
ir galiga lauka GF(n) aditiva grupa (t.i., ZF) apmierina (7.1),

Pieradijums. Pienemsim, ka g; + go = g3 + g4 un g + g5 = g3 + g3. Tad
g1—93=9s— g2 un (g1 — g3)(g1 + g3) = (94 — g2)(94 + g2). Ja g1 = g3, viss ir pieradits.
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Citadi mes varam izdalit ieprieksejo vienadibu ar g; — g3 (Seit meés izmantojam to, ka
GF(n) ir lauks) un iegist g1 + g3 = g4 + ¢g2. Kopa ar ieprieksejo vienadibu tas dod

2(g2 — g3) = 0. Ta ka 2 ir relativs pirmskaitlis ar p, go = g3 un lemma ir pieradita. [ |

St konstrukcija dod gandriz tadu pasu MUHu sistemu ka Teorema 2.2, iznemot to,
ka mes neizmantojam raksturus definetus ar (2.2), bet raksturus definetus ar (1.2). Pirma
izmanto pedas funkciju, kas ir GF(p*) aditivu raksturu specifika; otra izmanto “skalaro
reizinajumu”, kas ir specifisks grupas Z’; raksturiem. ST izmaina neko neiespaido, jo
raksturi paliek tie pasi, izmainas tikai atbilstiba starp grupas elementiem un raksturiem,
un tas izpauzas tikai rindu permutacija. Dazreiz identitates lidzigas (2.3) ir nepiecieSsamas
(ka to pielietosanas kvantu skaitlosana pieméru var minét rakstu [21]), bet misu gadijuma

mes varam izveleties tadu raksturu reprezentaciju, kura mums vairak patik.

Piezime 7.7. Tatad, ar ieprieksgjo rezultatu mes paradijam, ka virs grupas G = Z’;, kur
p ir nepara pirmskaitlis, matrica M, kas sastav tikai no vieniniekiem ir apmierinama.
Patiesiba, no Teorémas 3.2 izriet, ka $1 matrica ir apmierinama ari ar cirkularu P, ja

p > 5.

Ja n ir para, mums jabat viltigakiem. Atgadinasim, ka parasta galiga lauka G F'(2*)
konstrukcija ir ka polinomu kopa, kur katrs polinoms ir ar pakapi mazaku par k£ un
ar koeficientiem no {0,1}. Visas operacijas tiek veiktas pec modula 2 un h, kur h ir
polinoms ar pakapi k, kas ir nesadalams reizinatajos virs GF(2). Mes izturesimies pret
Siem polinomiem, ka pret polinomiem ar veseliem koeficientiem. No nakamas lemmas var

dabut MUHu konstrukciju, ko pirmo reizi dabuja Fildss un Vaters raksta [74].

Lemma 7.8. Piepemsim, ka G ir galiga lauka GF(2%) aditiva grupa. Tad funkcija f -
G — G, kas definéta ar

2

flz) = % mod (2, h)

apmierina (7.2) ar N = G.

Pieradijums. Pienemsim, ka g; + g2 = g3 + g4 (mod 2,h). Tad (g1 + ¢2)* =

(93 + 94)? (mod 2, h). Tadejadi, ¢? + g2 — g> — g7 = 0 (mod 2, h). Tas nozimé, ka
2

2 2 _ 2
Flon) + F(92) = Flgs) = floa) = 2B mod (2, )

ir polinoms ar veseliem koeficientiem. Vienigais veids, ka tas varétu nepiederet N* bitu,

ja tas butu vienads ar 0. Pienemsim, ka tas ir vienads ar nulli un pieradisim, ka saja

gadijuma {g1, 9o} = {93, 94}
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Definesim s = (g1 + ¢2) mod 2. Tad art ¢g? + g7 = s* (mod 2). Aplikosim sekojosu

vienadojumu mainiga x:

gitgs—a’—(s—=)
2

=0 (mod h,?2).

o 2, 2 2

Abi g; un gy ir ta saknes. So polinomu var parrakstit ka w% + sz — 2. Var pamanit,
2.2 .2 | . ) .. . _ _

ka W ir polinoms ar veseliem koeficientiem, tatad, panemot to pec modula h un 2,

mes iegiistam otras pakapes vienadojumu lauka G F(2F):

Ja g1 # g9, neviens cits elements iznemot tos nevar apmierinat $o vienadojumu. Ja

g1 = g2, tad s = 0 un $im vienadojumam ir tikai viena sakne, jo attelojums x +— z? ir

kopas GF'(2F) bijekcija pagai uz sevi (ta saucamais Frobeniusa attelojums (Frobenius

map)). Tatad, f apmierina (7.2). |
Divas iepriekséjas lemmas var sakombinét sekojosaja labi zinamaja rezultata:
Teoréma 7.9. Ja n ir pirmskaitla pakape, tad telpa C" eksisté pilna MUBu sistema.

Talak mums noderés sekojosais noverojums:

Piezime 7.10. Matricas A kolonu permutéacija neiespaido nosacijuma (5.6) izpildi. Ari,

lauka GF(2*) attelojums z — 22 ir bijekcija. Tatad, ja mes definesim A = (a;;) ar

-2
aij = X2 (% mod (2, h)> :

meés joprojam iegiistam matricu, kas apmierina (5.6).

Bet 8ai matricai ir papildus ipasiba, ka A® ir simetriska reala Adamara matrica, jo

a?j = Xj2(i2) = X2 (.72) = a?i‘

Piemeéram, ja mes panemsim k = 2 un h = 224z + 1, mes ieglisim sekojosu matricu:

1 1 1 1

, 1 i i 1
A= . . (7.5)

1 -1 -1 -1

1 1 1 1

kur rindas un kolonas ir indeksetas ar 0, 1, z, z+1. Mes izmantosim $o matricu Sadala 7.3..
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7.2.4. Saistitas kombinatoriskas struktiaras

Aplikojot formulas (7.1), (7.2) un (7.3) var secinat, ka tam, 1pasi formulai (7.1),
ir kombinatoriska daba. Izradas, ka pastav saite starp $im funkcijam un daziem labi
izpétitiem kombinatoriskiem objektiem.

Pienemsim, ka G un N ir galigas Abela grupas tadas, ka |G| < |N|. Funkcijas
f: G — N tadas, ka vienadojumam f(x+a)— f(z) = b ir ne vairak ka viens atrisinajums
visiem a,b € G, nevienadiem ar nulli vienlaicigi, sauc par diferenciali 1-vienmérigam
(differentially 1-uniform) [55]. Ja N apmierina |G|/|N| = m € N un funkcija f : G —
N ir tada, ka |{x € G| f(z +a) — f(x) = b}| = m visiem b € N un nenulles a € G, tad
funkciju sauc par perfekti nelinearu (perfect non-linear) [18]. Sis funkcijas, atskaitot
citus pielietojumus, izmanto ar1 kriptografija, lai konstruetu S-kastes (S-boxes), kas ir
drosas pret diferencialu kriptoanalizi (differential cryptanalysis).

Ja |G| = |N|, ka formula (7.1), tad sie divi jedzieni sakrit, un funkciju f dazreiz
sauc par planaru funkciju (planar function). Sis nosaukums atspogulo to, ka, izmantojot
tadas funkcijas, var uzkonstruet galigu afino plakni (affine plane) [24]. Funkcijam, kas
apmierina nosacijumu (7.2) mes lietosim nosaukumu frakcionali planaras.

Sekojosas planaras funkcijas no kopas GF(p*), kur p ir nepara pirmskaitlis, ir zina-

mas:

o f(z) = 2P"*!, kur « ir nenegativs vesels skaitlis tads, ka k/gcd(k,q) ir nepara

skaitlis [24].
o f(z) = 2B T1/2 tikai, ja p = 3,  ir nepara un ged(k, ) = 1 [20].

o f(z) =2 — uz® — u?2? tikai, ja p = 3, k ir nepara un u ir nenulles kopas GF(p*)
elements. Sis konstrukcijas specialais gadijums v = —1 tika dabuts raksta 120],

vispariga konstrukcija ir no [26].

Konstrukcija ar f(z) = 22, kuru mes izmantojam iepriekseja sadala ir no pirmas klases.
Pienemsim, ka K ir Abela grupa un N ir tas apaksgrupa. Apakskopu R C K sauc
par relativu (m,n,r, \)-starpibu kopu (relative (m,n,r, \)-difference set), ja | K| = nm,

IN| =n, |R| =7 un

r , b=0;
Hri,me € R|ri—ra=0}=4 0 , be N\ {0}
A, be K\N.
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Relativa starpibu kopa ir klasiskas starpibu kopas visparinajums, un tika ievests rak-
sta [27]. Ja r = m, starpibu kopu sauc par semiregularu (semiregular). Relativu
starpibu kopu sauc par sadalamu (splitting), ja K = G x N, t.i., ja apaksgrupai N ir
papildinajums grupa K.

Sis jedziens ir interesants mums sekojosa viegla noverojuma de] (skat., piem., [56]).
Pienemsim, ka G un N ir patvaligas galigas grupas un f ir funkcija no G grupa N.
Kopa {(z, f(x)) | x € G} ir semiregulara sadalama (|G|, |N|, |G|, |G|/|N|)-starpibu kopa
grupa G x N relativi pret {1} x N taja un tikai taja gadijuma, kad f ir perfekti nelineara.
Tadejadi, planaras funkcijas atbilst sadalamam relativam (n, n, n, 1)-starpibu kopam. Mes

nedaudz visparinam $o rezultatu:

Teoréma 7.11. Pienemsim, ka K ir Abela grupa ar izmeéru n? un ar apaksgrupu N =

Lg, X Lay X -+ X Ly , ar izmeru n. Sekojosi divi apgalvojumi ir ekvivalenti:
(a) Eksiste semiregulara (n,n,n,1)-starpibu kopa R grupa K relativi pret N.
(b) FEksiste frakcionala planara funkcija f : G — N, kur G = K/N.

Pieradijums.  Pienemsim, ka eksiste relativa starpibu kopa. Fiksesim kaut kadu

G = Zay X Lgy X -+ X Zq,, tadu, ka G = K/N. Panemsim tadus kopas K elementus

ki, i =1,...,m, ka faktorizéjot péc N un pielietojot izomorfismu tie tiek atteloti uz i-to
grupas G bazes elementu, t.i., elementu (0,...,0,1,0,...,0), kur pirms vieninieka stav
i — 1 nulle. Apzimeésim ar (sy;, So;, .. ., Spyi) elementu d;k; € N, i =1,...m.

Definesim Abela grupu K’ sekojosaja veida. Tas elementu kopa ir De-
karta reizinajums G x N un elementu summa (Z1,%g,...,Tm;Y1,Y2, .-, Yms) UN
(21,22, -« oy Zm; b1, o, . . . by ) tiek defineta ka (aq, ag, . . ., @m; b1, bay ..o, by ), Kur a; = 42
un

b1 Y1 31 11 S12 cc Sim (21 4+ 21 > dy]
by Y2 lo S91 S22 -+ S2 (22 + 20 > dy]

= . (.1t . . . . . (7.6)
bm’ Ym tm’ Sm/1t Sm/’2 " Sm/m [l'm + Zm Z dm]

kur izteiksme [z; + z; > d;] ir vienada ar 1, ja summa x; + z;, panemot saskaitamus, ka
veselus skaitlus, ir lielaka vai vienada ar d;, un vienada ar 0 pretéja gadijuma. Nav grati
parbaudit, ka attelojums ¢ : K/ — K, kas definéts ar
m
(1, T2y ..o, T Y) y+2xiki,
i=1
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ir grupu izomorfisms. Ka parasti, mes identificejam G ar kopu {(z,0) |z € G} un N —
ar kopu {(0;y) |y € N}.
Definesim S ka m’ x m-matricu, kuras (¢, j)-ais elements ir vienads ar s;;/d;. Skaidrs,
ka ¢ : K’ — N, kas definéts ar
(z,y) =y + Sz

ir morfisms. Ta kd R ir semiregulara relativa starpibu kopa, katram x € K/N var atrast
vienu vienigu elementu r, € R ar projekciju uz K/N vienadu ar z. Definésim f(z) =
(e ra)).

Mes pieradisim, ka f ir frakcionali planara. Pirmkart, atzimesim, ka visiem x € G
izpildas ¢ '(r,) = (z,y) kadam y € N. Tad pienemsim, ka g;, g2, g3, g4 € G ir tadi, ka
93— 91 = Gga—gas # 0 un g1 # gs. Apzimésim (z1,y1) = @ *(rg, — 74,) un (z2,y2) =
0 Nrg, — 1rg,)- Izpildas x; = 2o (ta ka g3 — g1 = g2 — ga) un y1 # yo (ta ka ryy, — ry, #
Tgs — Tg4). No funkcijas ¢ definicijas seko, ka (f(gs) — f(91)) — (f(g2) — f(g4)) € N*.

Tagad pienemsim, ka mums ir dota frakcionali planara funkcija f : G — N ar tadam
pasam izteiksmem prieks G un N. Definesim funkciju {-}, kas panem katras elementa no
N komponentes dalveida dalu. Definesim ari funkciju f(z) = {f(z)}. Tad no (7.2) izriet,
ka

(a+b=c+d) = (f(a) + Fb) — F(e) — F(d) € N).

Ta ka nosacijums uz f nemainas, pieskaitot funkcijai konstanti, més varam pienemt,
ka f(0) = 0. Tad f(a+b) = {f(a)+ f(b)}. Tagad ir viegli parliecinaties, ka f(z) = {Sz},
kur S ir defineta lidziga veida ka ieprieks kaut kadiem veseliem skaitliem s;;.

Definesim K’ ka formula (7.6) un
R = {(a; f(z) — Sz) | = € G}.
Lidzigi ka ieprieks var pieradit, ka R ir semiregurala starpibu kopa relativi pret N. H

Tatad, meés esam pieradijusi, ka ja matrica B no (5.3) ir Furjé matrica un visas
matricas Dp ir ekvivalentas (zinama mera) Furje matricam, tad pilnas MUHu sistemas
eksistence ir ekvivalenta relativas (n,n,n,1)-starpibu kopas eksistencei. Patiesiba var
pieradit visparigaku rezultatu [34]: relativas (n, k, n, A)-starpibu kopas eksistence implice
k MUHu sistemas eksistenci telpa C". Visas zinamas pilno MUHu sistémas konstrukcijas
ir §is konstrukcijas specialie gadijumi.

Diemzel ir pieradits [15], ka relativa (n, n, n, 1)-starpibu kopa eksisté tikai taja gadi-

juma, kad n ir pirmskaitla pakape. Tatad, izmantojot pieeju ar funkciju f, kas apmierina
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nosacijumu (7.2), nav iespéejams konstruét pilno MUBu sistemu kada jauna dimensija.
Bet vel paliek iespéjas ar visparigam Adamara matricam Da un, starp citu, arl gadijums,

kad funkcija f apmierina nosacijumu (7.3).

7.3. SIC-POVMi dimensija 2"

Saja sadala mes aplikosim SIC-POVMus dimensija 2* un parunasim par dazam
konstruésanas idejam.

Ka jau tika pieminéts Sadala 2.2.1., analitiskas izteiksmes fiduciariem vektoriem ir
zinamas dimensijas 2, 4 un 8. Piemeéram, telpa C? tas ir vektors no (2.5). Sie, pieminétie
Sadala 2.2.1. SIC-POVMIi ir kovarianti pret grupam GP(Z,), GP(Z4) un GP(Zs), attiecigi.
Telpa C® vel viens SIC-POVMs tika uzkonstruéts vel pirms jau pieminéta [41], un tas ir
kovariants attieciba pret GP(Z3) [34]. Mes dosim ekvivalenta SIC-POVMa aprakstu,

izmantojot homogenu konstrukciju. Panemsim G = Z3 un

1 1 !

A %I %A
1 )

7A Al

kur I ir 4 x 4 vienibas matrica un A’ ir matrica no (7.5). Mes pieradisim, ka matrica
A apmierina visus Teorémas 6.1 nosacijumus. Pienemsim, ka A rindas un kolonas ir
sanumureétas ar (0,0,0),(0,0,1),...,(1,1,0),(1,1,1).

Nosacijumu 1 un 2 parbaude ir triviala. Nosacijumam 3 japamana, ka

1 1 V2

ROI=,/2 44— =2
1B = A et =Y
un
\/4% , dun jir no viena bloka 1
36
| Ri o Ry = N o =3
2 (g) (6) , citadi

Lai pieraditu, ka Nosacijums 4 ari izpildas, mées aprakstisim, ka izskatas vektors

R = Ry o Ry, o Ry, o Ry, un pieradisim, ka ta elementu summa ir nulle. Pastav divas

iespéjas:
e Ja visi g1, g2, g3, g4 Ir no viena, teiksim, no pirma bloka, tad R izskatas ka
(0,0,0,0, a(0,0y, a(0,1)> A(1,0)> A(1,1))

un nosacijums izpildas, jo matrica A" apmierina (5.6) prieks Z3. (Tas ir lidzigi

Teoremas 5.5 pieradijumam).
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e Pienemsim, ka tie ir no dazadiem blokiem. Teiksim, g, g, ir no pirma bloka un
g3, g4 ir no otra bloka. Izpildas vienadiba g; + go = g3 + g4. Apzimésim $o kopigo
vertibu ar d. Ja d # 0, tad R sastav tikai no nullem. Ja g; = ¢g» un g3 = g4 tad

vektoram R ir tieSi divi nenulles elementi: viens pozicija g; ar vertibu afy, un

3:91’

otrais — pozicija g ar vertibu —afmgé, kur A = (a;j) un g5 = g3 + (1,0,0). Tad R

elementu summa ir nulle, jo A’'® ir simetriska.

Diemzel, tada redukcija no MUHiem uz SIC-POVMiem ir iespejama tikai prieks Z3
Nosacijuma 3 del. Ari, ka pieradits raksta [34], neeksiste SIC-POVMs kovariants pret
GP(Z5), jak # 1 un k # 3.

Tagad mes nodarbosimies ar gadijumu n = 4. Teoréma 7.1 tika doti nepiecieSamie
un pietiekamie nosacijumi, lai cirkulara virs Zs matrica batu apmierinama. Grupu G = Zo

un G = Z3 gadijuma nosacijumi ir vél vienkarsaki:

Apgalvojums 7.12. Jebkura matrica M, cirkulara virs Zy vai Z3, ir apmierinama.

Prieks Zy matricu P var panemt cirkularu.

Pieradijums.  Jaizmanto matricas

1 1 1 1
1 wg 1 1 i
P= un P = ,
wg 1 1 -1 -1 1
1 1 1 —i

attbilstosi. Otraja matrica rindas un kolonas ir sanumurétas ar (0,0), (0,1),(1,0),(1,1) €

Z3. Ar tieso parbaudi var parliecinaties, ka §Is matricas tiesam der. [ |

Ja mes papemsim matricu M tadu ka formula (6.4) prieks n = 4 un matricu P no
iepriekseja apgalvojuma, mes dabiisim SIC-POVMu telpa C*. Tas sastav no 16 vektoriem

— sekojosas matricas kolonam:

b a a a b a a a b a a a b a a a
a 1ib a ia —a —ib —a —-1la a 1b a ia —a —ib —a -—ia
a —la —ib «a a —ia —-ib a —-a 1la b —a —a 1a b —a
a a ia —-ib —a —a —-1la b —-—a —a —1la 1b «a a ia —ib
kur
1 1 1 3
a=—4/1—— un b=—y/1+—
2 V5 2 V5
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Si izteiksme izskatas arkartigi vienkarsi, jo izmanto tikai cetras fazes — 1,i,—1 un
—1i, ka ar1 tikai divus modulus — a un b. Ka atzimeja Grasls [38], pielietojot §sim SIC-

POVMam unitaru matricu

1 0 0 —wg
0 —w? 1 0

1 0 0 w |
0 —wd -1 0

var dabtt SIC-POVMu, kas, ar precizitati lidz elementu permutéacijai un elementu reizi-
nasanai ar skalariem, ir kovariants attieciba pret GP(Z,).

Matricas P, kas nav atkarigas no matricas M, ka Teorema 7.12 izskatas interesantas,
jo tiem var bt loti vienkarsi elementi, ka matricam no Apgalvojuma 7.12, pat ja matricai
M ir kompliceti elementi. Teoretiski, tadas matricas varetu eksistet grupam G = Z&.
Iemesls sim ir sekojoss. Pienemsim, ka M ir cirkulara virs G matrica, g1, g2, g3, 94 € G ir
tadi, ka g1 + go = g3 + g4 un d ir patvaligs grupas G elements. Aplikosim matricas M
4 x 4-apaksmatricu M’, kas atrodas rindu {g1, g2, g3, g4} un kolonu {d, d+ g1 + g2, d+ g1 +
g3,d + g1 + g4} krustojuma. Ta ir cirkulara matrica virs Z3. Starp citu tas nozime, ka

vektora R, o Ry, o Ry, o Ry,, kur R; ir matricas A = M o P i-ta rindina, visi elementi ar

94>
indeksiem {d,d + g1 + g2, d + g1 + g3,d + g1 + g4} ir ar vienadu absoluto vertibu. Ja P ir
tada, ka fazu summa Sajas cetras pozicijas ir nulle, un tas izpildas visam g1, go, g3, g4 un
d vertibam, tad matrica A = M o P apmierina visus nosacijumus neatkarigi no cirkularas
matricas M elementu vertibam.

Diemzeél, var pieradit, ka dimensijam lielakam par 4, tadas matricas neeksisté [10].
Saja darba ir pieradits ari, ka tamlidzigas matricas neeksisté pat pienémuma, ka matricai
M visas vertibas arpus diagonales ir vienadas sava starpa. Tadas matricas rodas, izman-

tojot simpleksu, uzdotu ar 6.4. Protams, tas nenozime, ka lidzigas idejas nevar pielietot

kombinacija ar citam idejam.
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Noslegums

Saja darba mes esam paradijusi, ka konstrukcijam, kas tiek pielietotas kvantu in-
formacijas teorija (piemeram, kvantu stavoklu tomografija), ir daudz kopiga ar virknem
ar mazu savstarpéju korelaciju. Viens no siem kopigajiem jédzieniem ir labi zinamais
apaksejais novertéjums virknu savstarpéjai korelacijai — Velca nevienadiba. Ta dod labu
raksturojumu tadam sistemam ka MUBu pilnas sistemas un SIC-POVMi. St saistiba ir
zinama ari komplekso projektivu dizainu terminos.

Meés esam formulgjusi kritériju, kas reduce MUBu pilnas sistemas vai SIC-POVMa
(vai, visparigak, patvaliga kompleksa projektiva ¢-dizaina) eksistenci uz nosacijumu, kas
izmanto noteiktas vektoru sistemas W ortonormalitati. Mes varam pieminét sekojosas §1

kritérija prieksrocibas:

Ortogonalitate Abas MUBu un SIC-POVMu definicijas izmanto tadus lenkus, ka %

vai n+r1 Misu kriterijs atlauj definét Sos objektus tikai vektoru ortogonalitates

terminos. Skaidrs, ka ta ir daudz vairak izpétita un skaidraka vektoru attieciba.

Fazu un modulu atdalijums Problemu var sadalit divos posmos. Pirmaja janodrosi-
na, lai visiem vektoriem no W butu vienads garums. Saja posma meés nosakam
vektoru elementu absolitas vertibas. Nakamaja posma §im vertibam japiemekle
fazes, lai izpilditos ortogonalitates nosacijums. Ar pirmo uzdevumu parasti var
diezgan viegli tikt gala (skat., pieméram, Nodalu 6.). Otra problema izradas daudz

sarezgitaka.

Modularitate Misu piegajiens ari atlauj raksturot katras sistemas dalas ieguldijumu
konstrukcija. Tas atlauj aizvietot dazas sistemas dalas ar citam. Piemeram, MUHu
pilnd sistema vienu Adamara matricu var aizvietot ar citu, ja svari uz K-grafa

skautnem abos grafos ir vienadi (skat. Sadalu 5.2.).

Meés ari defingjam homogeénas sistémas, kas ir gan MUHu, gan SIC-POVMu specials

gadijums, kas raksturo katru no §im sistémam ar divam n X n-matricam, kuram nosacijumi
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ir loti lidzigi nosacijumiem visai sistémai. Meés aprakstam $o nosacijumu ar L-grafu je-
dzienu. Saja piegajiena saglabajas tikko aprakstitas prieksrocibas. Modularitate klist vel
izteiktaka: vienu no $im divam matricam var aizstat ar citu matricu, ja jaunas matricas
L-grafs parklaj vecas matricas L-grafu.

Homogenu sistemu piegajiens ari izcel Furje matricas ka kompleksas Adamara matri-
cas, kuram L-grafa ir loti daudz skautnu. Turklat sis matricas ir jaukas ar to, ka tas var
loti viegli aprakstit, kad L-grafam triukst skautne, izsakot to ar vienkarso vienadibu, kas
iesaista attiecigos grupu elementus. Ja, konstruejot MUHu pilno sistemu, vienu no matri-
cam izvélas vienadu ar Furjé matricu, tad nosacijumi otrai matricai dabiski noved lidz
planaram funkcijam un dazadiem to visparinajumiem:.

Galvenais miuisu piegajiena trikums ir diezgan sarezgitas sakaribas starp sakotnéjiem
vektoru sistemas elementiem un W elementiem. Tas padara fazu meklejumus par diezgan
sarezgitu uzdevumu pat, ja visas matricas elementu absoliitas vértibas ir vienadas, ka
MUHu gadijuma.

Musuprat, perspektivakie virzieni, kuros varétu meklét jaunus SIC-POVMus un
MUHus biitu, pirmkart, homogéeni SIC-POVMi, kuri nav grupu kovarianti, un, otrkart,
funkcijas, kuras apmierina (7.3), bet neapmierina (7.2). Abi 8§ie gadijumi ir tuvi per-
spektiviem virzieniem, kuros ir atrasti daudz piemeri, tacu tieSi Siem gadijumiem ipaSa
uzmaniba lidz §im netika veltita. Varetu ari aplikot sistéemas, kuras ir tuvas Sim.

No neeksistésanas viedokla bitu interesanti uzzinat, vai eksisté kadas citas L-
maksimalas Adamara matricas, iznemot Furjée matricas, un vai tas var kaut ka pielietot,
konstruéjot 2-dizainus. SIC-POVMu gadijuma var uzdot analogisku jautajumu: vai ir ie-
spéjams uzkonstruét homogenu SIC-POVMu, kas izmanto L-maksimalu plakanu matricu,

kura nav Furjé matrica.
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