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Anotâcija

Tika izvçlçta tçma \Divu korelçtu ROC lîkòu salîdzinâðana", tâpçc kâ ROC lîknes

ir viena no plaði izmantojamiem metodçm klasifikâcijas uzdevumu precizitâtes noteikða-

nai. Darba uzdevums bija aplûkot teoriju par ROC lîkòu novçrtçðanas un salîdzinâðanas

metodçm. Darba mçríis bija apskatît un izpçtît jauno nogludinâtas dþeknaifa empîris-

kâ ticamîbas metodi divu ROC lîkòu starpîbai, kas balstâs uz dþeknaifa pseido izlases

izveidoðanu. Visi aprçíini tika veikti brîvpieejas programmâ R.

Atslçgas vârdi: ROC lîkne, empîriskâs ticamîbas funkcijas metode, dþeknaifa pseido

izlase, klasifikâcijas uzdevums



Abstract

The topic of dimploma thesis was chosen \The comparison of two correlated ROC

curve", because ROC curves is one of the most popular method to evaluate the accuracy

of the classification problem. Main task was to look at the theory about the estimation

and comparison of ROC curves. The goal was to investigate the new method for the

comparison of two ROC curves - smoothed jackknife empirical likelihood, which is based

on the jackknife pseudo-samle. All calculations were performed in programm R.

Keywords: ROC curve, empirical likelihood, jackknife pseudo-sample, classification

problem
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Apzîmçjumi

EL - empîriskâs ticamîbas metode

JEL - dþeknaifa empîriskâs ticamîbas metode

TP - pareizi pozitîvi gadîjumi

FN - nepareizi negatîvi gadîjumi

TN - pareizi negatîvi gadîjumi

FP - nepareizi pozitîvi gadîjumi

sp - specifiskums

sn - jûtîgums

AUC - laukums zem lîknes
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Ievads

Apskatîsim daþas statistikas klasifikâcijas problçmas, kuras var bût sastopâmas reâlaja

dzîvç ikdienâ:

1. nepiecieðamîba izvçrtçt studentu pieteikumus un secinât, vai persona spçs nokârtot

gala pârbaudîjumus;

2. konstatçt, vai personai ir kâda noteikta slimîba;

3. nepiecieðamîba izvçrtçt, vai persona spçs atdot kredîtu.

Ðâdas un daudzâs citas statistikas klasifikâcijas problçmas var bût atrisinâtâs, izman-

tojot daþâdas metodes, piemçram, loìistisko regresiju, klasifikâcijas kokus, neironu tîklus

un citas. Tomçr parasti neviena no metodçm nedod izcilu rezultâtu un daþi objekti tiek

nepareizi klasificçti. Tâpçc ir nepiecieðams novçrtçt klasifikâcijas modeïa kvalitâti. Viena

no plaði izmantojamâm metodçm ir ROC lîknes.

ROC lîkni (Receiver Operating Characteristic curve) izgudroja elektriíi un radaru

inþenieri Otrajâ Pasaules kara laikâ kâ petîjuma par ar trokðòiem piesaròotu radiosignâlu

blakusproduktu. Kopð tâ laika ROC analîze tiek plaði izmantota medicînâ, radioloìija,

biometrikâ un citâs jomâs jau kâdus gadus desmitus un arvien vairâk tâ tiek izmantotâ

maðînu mâcîðanâ (maschine learning) un datu analîzç. Ðobrîd ROC lîknes ir viena no

populârâkiem metodem klasifikâcijas uzdevuma precizitâtes noteikðanai.

Tika izpçtîtas un ievestas vairâkâs gan parametriskâs, gan neparametriskâs metodes

ROC lîkòu novçrtçðanai un salîdzinâðanai. Pedçjâ laikâ lielu uzmanîbu pievçrsa dþeknaifa

empîriskas ticamîbas funkcijas metode. Tas bûtiski uzlabo empîriskâs ticamîbas funkcijas

metodes skaitïoðanas efektivitâti, jo tiek samazinâts parametru skaits. Jing et al. [8]

piedâvâja dþeknaifa empîsriskâs ticamîbas funkcijas metodi U -statistikai. Gong et al. [5]

izstrâdâjis nogludinâto dþeknaifa empîriskâs ticamîbas metodi (JEL) ROC lîknei, Yang

un Zhao et al. [13] izstrâdâja nogludinâto dþeknaifa empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi

ticamîbas intervâlu konstruçðanai divu ROC lîkòu starpîbai.

Ðî darba uzdevumi ir:

1. iepazîties ar teoriju par ROC lîknem;

2. apskatît ROC lîkòu galvenus raksturojoðus lielumus un to novçrtçðanas metodes;

3. apskatît ROC lîkòu salîdzinâðanas metodes;

4. pielietot metodes reâlai datu problçmai.

Darbs sastâv no 4 nodaïâm un viena pielikuma. Pirmajâ nodaïâ ir definçti pamat-

jçdzieni, apskatîtas ROC lîkòu novçrtçðanas metodes un galvenie raksturojoðie lielumi.
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Otrajâ nodaïâ ir apskatîtas ROC lîkòu salîdzinâðanas metodes. Treðajâ nodaïa ir veikts

metoþu praktiskais pielietojums un izdarîti secinâjumi. Ceturtajâ nodaïâ ir aprakstîti

galvenie darbâ iegûtie rezultâti un secinâjumi.
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1. ROC lîkòu jçdziens un galvenie raksturojoðie lie-

lumi

Pieòemsim, ka diagnostikas tests ir ar nepârtrauktu rezultâtu T . Pamatojoties uz

vçrtîbu T klasificçsim objektus divâs grupâs. Uzskatîsim, ka tests ir pozitîvs tad un tikai

tad, ja T vçrtîba ir vienâda vai lielâka par kâdu konstantes c vçrtîbu, ko sauksim par

slieksni. Uzskatîsim, ka gadîjums ir negatîvs tad un tikai tad, ja T vçrtîba ir mazâka

par c. Diagnostikas testa precizitâte var bût apskatîta pamatojoties uz divâm râdîtâjiem:

pareizi klasificçto pozitîvo gadîjumu daïa (True Positive Rate) TPR, un nepareizi klasifi-

cçto pozitîvo gadîjumu daïa (False Positive Rate) FPR. Ja testa iznâkums ir pozitîvs un

arî îstâ vçrtîba ir pozitîva, tad ðâdu gadîjumu sauc par pareizi pozitîvu (True Positive)

TP ; bet ja îstâ vçrtîba ir negatîva , tad to sauc par nepareizi negatîvo gadîjumu (False

Positive) FP . Ja gan îstâ vçrtîba, gan testa rezultâts ir negatîvs, tad runa ir par pareizi

negatîvo gadîjumu (True Negative) TN , bet ja îstâ vçrtîba ir pozitîva, tad tas ir nepareizi

negatîvs gadîjums (False Negative) FN (skat. 1. tabulu).

1. tabula: Diagnostikas testa iznâkumi un îstâs vçrtîbas

Îstâs vçrtîbas

Pozitîvi Negatîvi

Tests Pozitîvi TP FP

Tests Negatîvi FN TN

ROC lîkne ir grafiks, kurð atpoguïo pareizi klasificçto pozitîvo gadîjumu daïu TPR

(uz OY ases) pret nepareizi klasificçto pozitîvo gadîjumu daïu FPR (uz OX ases), visiem

iespçjamiem sliekðòa vçrtîbam. Testa jûtîgums (sensitivity) sn ir vçrtîba, kura parâda cik

labi klasifikators var pareizi atðíirt pozitîvus gadîjumus, t.i. pareizi pozitîvo klasificçto

gadîjumu daïa TPR. Citiem vârdiem sâkot, jûtîgumu sastâda gadîjumi, kuri ar testa

palîdzîbu tika izvçlçti kâ pozitîvie, pret visiem gadîjumiem, kuri patieðâm ir pozitîvie

sn = TP/P = TP/(TP + FN) = TPR.

Savukârt specifiskums (specifisity) sp ir testa spçja atðíirt negatîvus gadîjumus, t.i. pa-

reizi klasificçto negatîvu gadîjumu daïa

sp = FP/N = TN/(FP + TN) = 1− FPR.

Ðie divi mçri ir cieði saistîti ar I un II veida kïûdâm.
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1. attçlâ ir redzamas testa vçrtîbas sadalîjuma blîvuma funkcijas divam kategorijam

\aizkuòìa dziedzera vçþa seruma biomarkeri" [12] otrâ biomarkera CA − 19 − 9 datiem

un atbilstoðie TP , TN , FP , FN gadîjumi pie noteiktâs sliekðòa vçrtîbas 12.8.

1. att.: \aizkuòìa dziedzera vçþa seruma biomarkeri" [12] otrâ biomarkera CA − 19 − 9

sadalîjuma blîvuma funkcija un optimâlâka sliekðòa vçrtîbas pçc Dþoudena indeksa 12.8,

atbilstoðîe TP , TN , FP , FN

1.1. ROC lîkòu novçrtçðanas metodes

Ðajâ nodaïâ apskatîto jçdzienu definçðanai tika izmantoti literatûras avoti [4] un [7].

Pieòemsim, ka X un Y ir nepârtraukta diagnostikas testa iznâkumi. Apzîmçsim ar F un

G attiecîgi X un Y kumulatîvas sadalîjuma funkcijas. Tad testa ROC lîkne R(p) ir

R(p) = 1−G(F−1(1− p)), (1)

kur p ∈ (0, 1) ir (1− sp) vçrtîba pie noteiktâs sliekðòa c vçrtîbas.

Praksç bieþi vien îstâ ROC lîkne nav zinâma un lai varçtu salîdzinât vairâkus testus

savâ starpâ, ROC lîkne ir jânovçrtç.

Apskatîsim daþas ROC lîkòu novçrtçðanas metodes.
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1.1.1. Parametriskâ metode

Parametriskâ metode tiek izmantotâ gadîjumâ, kad sadalîjuma funkcijas F un G ir

zinâmas. Ja dati ir normâli sadalîti, tad tiek izmantots binormâlais modelis. Pretçjâ

gadîjumâ, no sâkumâ dati jâtransformç.

Pieòemsim, ka X un Y ir neatkarîgi un normâli sadalîti mainîgie ar vidçjâm vçrtîbam

µ1 un µ2 un dispersijam σ2
1 un σ2

2, attiecîgi. Tad ROC lîkne ir

R(p) = Φ(a+ bΦ−1(p)), (2)

kur Φ ir standarta normâlâ sadalîjuma kumulatîva sadalîjuma funkcija un a = µ1−µ2
σ2

,

b = σ1
σ2

un 0 < p < 1.

Parametrus a un b var novçrtçt tieði no testa iznâkumu pirmâs un otrâs grupas sub-

jektu sadalîjuma vidçjâs vçrtîbas un dispersijas. Tâtad â = µ̂1−µ̂2
σ̂2

un b̂ = σ̂1
σ̂2
, kur µ̂i ir

testa rezultâtu vidçjâ vçrtîba un σ̂i ir dispersija, i = 0, 1.

Ja testa rezultâti nav normâli sadalîti, tad no sâkuma tiek pielietota cita metode, kas

balstâs uz Boksa-Koksa (Box-Cox) transformâciju:

Xλ =

Xλ−1
λ

, ja λ 6= 0,

log(X), ja λ = 0.

Parametru λ var novçrtçt, izmantojot, piemçram, maksimâlâs ticamîas metodi (MLE).

Kad tika iegûts parametra λ novçrtçjums, tad jâtransformç testa dati. Ðâdâ veidâ varçtu

bût sasniegts tas, ka datiem ir binormâlais sadalîjums. Pçc ðîs procedûras jau transfor-

mçtus datus izmanto parametru novçrtçðanâ.

Apskatîsim arî citu metodi parametru novçrtçðanai. No sâkuma pârrakstîsim formulu

(2) ðâdâ veidâ

Φ−1(R(p)) = a+ bΦ−1(p). (3)

Tad, lai noteiktu parametrus a un b, tiek izmantota lineârâ regresija starp kvantiïu vçrtî-

bâm.

ROC lîknes raksturîga îpaðîba ir izliektîba, jo tad tiek garantçts, ka lîkne nekad ne-

ðíçrsos diagonâli. Bet lietojot binormâlo modeli, var rasties problçma, ka ROC lîkne nav

izliekta intervâlâ (0, 1), ja b = 1.
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1.1.2. Neparametriskâ metode

Izmantojot formulâ (1) sadalîjuma funkcijas F un G empîriskus novçrtçjumus F̂m(x) =
1
m

∑m
i=1 I(Xi≤x) un Ĝn(y) = 1

n

∑n
j=1 I(Yj≤y) attiecîgi, iegûsim ROC lîknes empîrisko novçr-

tçjumu

R̂(p) = 1− F̂m(Ĝ−1n (1− p)). (4)

Empîriskâ ROC lîkne saglabâ daudzâs empîriskâs sadalîjuma funkcijas îpaðîbas un tâ ir

vienmçrîgi konverìenta ar teorçtisko lîkni. Ðâds novçrtçjums ir robusts un viegli aprç-

íinâms. Tomçr novçrtçjumam ir daþi trûkumi, piemçram, novçrtçjumam var bût liels

svârstîgums, it îpaði ja izlases apjoms nav liels [10]. Tas nerada îpaðas problçmas nozarçs,

kur ir pieejams liels datu apjoms, piemçram, sociâlâs vai finanðu nozarçs, bet medicînâ

ðâds novçrtçjums var bût neatbilstoðs, mazu datu apjomu dçï. Papildus, novçrtçtâ ROC

lîkne nav nepârtrauktâ, lîdz ar to rezultâtu interpretâcija var bût sareþìîta.

Citas metodes tika izstrâdâtas, lai iegûtu nogludinâtu ROC lîkni, izmantojot kodolu

gludinâðanu, nogludinâtu empîrisku sadalîjuma funkciju vai log - izliektu funkciju.

1.1.3. Citas novçrtçðanas metodes

Viens no citiem ROC lîkòu novçrtçðanas veidiem ir gludinâðana ar kodoliem. For-

mulâ (1) sadalîjuma funkcijas îstâs vçrtîbas tiek aizvietotâs ar nogludinâtâm sadalîjuma

blîvuma un sadalîjuma funkcijas.

Definîcija 1. Pieòemsim, ka X1, ..., Xm ∼ F un Y1, ..., Yn ∼ G ir savstarpçji neatkarîgi

novçrojumi. Tad nogludinâtas sadalîjuma blîvuma un sadalîjuma funkcijas bûs

f̂m(x) =
1

mh1

m∑
i=1

k

(
x−Xi

h1

)
un ĝn(x) =

1

nh2

n∑
i=1

k

(
y − Yi
h2

)
,

F̂m(x) =
1

m

m∑
i=1

K

(
x−Xi

h1

)
un Ĝn(x) =

1

n

n∑
i=1

K

(
y − Yi
h2

)
,

kur hj, j = 1, 2 ir joslas platums, kurð kontrolç gludinâðanas daudzumu. Kodolu glu-

dinâðanas metodç kodolu izvçlei nav tik lielas nozîmes. Svarîgâkais ir joslas platuma h

izvçle.

Rufibah et al. [11] piedâvâja alternatîvu metodi, kad sadalîjuma funkcijas F un G ir

modelçti neparametriski, bet kodolu vietâ tiek izmantots log - izliekts sadalîjuma blîvuma

funkcijas novçrtçjums.

Definîcija 2. [3] Pieòemsim, ka t ir blîvuma funkcija telpâ R. t sauc par log-izliektu, ja
eksistç funkcija ϕ : R→ (−∞,∞) tâda, ka

t(x) = eϕ(x)
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kâdai izliektai funkcijai ϕ : R → (−∞,∞) un x ∈ R. V1, ..., Vn ∈ R no t ir neatkarîgi un

vienâdi sadalîti, tad t var novçrtçt, maksimizçjot normalizçto log - ticamîbas funkcju

l(ϕ) = n−1
n∑
i=1

log t(Vi) = n−1
n∑
i=1

ϕ(Vi)

pçc visâm izliektâm funkcijâm ϕ : R→ (−∞,∞) tâdam, ka∫ ∞
−∞

eϕ(x)dx = 1.

Pieòemsim, kaX1, ..., Xm ∼ F un Y1, ..., Yn ∼ G ir nepârtraukti, vienâdi sadalîti novçrojumi.

Aprçíinot log - izliektas sadalîjuma blîvuma funkcijas f̂m un ĝn un atbilstoðâs log - izliek-

tas sadalîjuma funkcijas F̂m un Ĝn un ievietojot tos izteiksmç (1), iegûsim ROC lîknes

log-izliektu novçrtçjumu:

R̂m,n(p) = 1− F̂m(Ĝ−1n (1− p)),

kur 0 < p < 1.

2. att.: \aizkuòìa dziedzera vçþa seruma biomarkeri" dati pirmâ biomarkera CA − 125

pielietotâs daþadas ROC lîkòu novçrtçðanas metodes: nogludinâts ar kodolu; log - izliekts

novçrtçjums; parametriskais novçrtçjums; binormâlais novçrtçjums.

12



3. att.: \aizkuòìa dziedzera vçþa seruma biomarkeri" dati otrâ biomarkera CA− 19− 9

pielietotâs daþadas ROC lîkòu novçrtçðanas metodes: nogludinâts ar kodolu; log - izliekts

novçrtçjums; parametriskais novçrtçjums; binormâlais novçrtçjums.

2. un 3. attçlâ var redzçt ar daþâdam metodçm novçrtçtâs ROC lîknes. Varam

secinât, ka ar kodolu nogludinâtas ROC lîknes abos gadîjumos ir pârgludinâtâs. Pirmajam

biomarkerim log - izliekts novçrtçjums ir lîdzîgs binormâlâm parametriskâm.

1.1.4. Novçrtçjumu salîdzinâðanas mçrs

Viens no veidiem, kâ var salîdzinât cik tuvu ROC lîknes novçrtçjums ir îstajai ROC

lîknei ir vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda (the average square error) ASE

ASE(R̂) = n−1
n∑
i=1

(R̂(ui)−R(ui))
2,

kur ui ir punkti no intervâlâ [0, 1], kuri viena no otra atrodas vienâdâ attâlumâ. Un

vidçjâs kvadrâtiskas kïûdas attiecîbu definçsim ðâdi

ASER(R̂) =

√
ASE(R̂)

ASE(R̂m,n)
.

Ðî testa vçrtîba parâda, vai attiecîgais novçrtçjums ir labâks nekâ empîriskâs ticamîbas

novçrtçjums.

Cits mçrs ir integrçta absolûtâ starpîba (integrated absolute difference) IAD

IAD(R̂) =

∫ 1

0

|R(p)− R̂(p)|dp.
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1.1.5. Simulâcijas un rezultâti

Lai varçtu salîdzinât, kâda ROC lîkòu novçrtçðanas metode ir labâka, tika apskatîtâs

izlases ar daþâdiem sadalîjumiem un tika veiktas simulâcijas. Tika aprçíinâtâs ðâdas

vçrtîbas:

1. ASER vidçjâ vçrtîba katram veidam. ROC lîknes novçrtçjums ir labâks par empî-

risko novçrtçjumu, ja ASER vçrtîba ir mazâka par 1.

2. Gadîjumu daïa, kad novçrtçðanas veids bija sliktâks par empîrisko novçrtçjumu,

i.e. ASER > 1. Pieòemsim, ka ROC lîknes novçrtçjums ir labâks par empîrisko

novçrtçjumu, ja ðî vçrtîba ir mazâkâ par 50%.

3. IAD vidçjâ vçrtîba atram veidam. Jo tûvâks ROC línes novçrtçjums ir îstajai

vçrtîbai, jo tûvâka nullei bûs IAD vçrtîba.

Lai veiktu simulâcijas, tika izvçlçti daþâdi sadalîjumi: vienmçrîgais U(a, b) ar augðejo

robeþu a un apakðçjo robeþu b; normâlais N(µ, σ) ar vidçjo vçrtîbu µ un standartnovirzi

σ; eksponenciâlais Exp(a) ar koeficientu a; gamma Γ(α, β) ar parametriem α un β un

logistiskais Log(µ, s). Visi ðie sadalîjumi ir log - izliekti.

Tika veidotas izlases ar apjomu 100 no katra sadalîjuma 2. tabulâ ir ir apkopota

informâcija par simulâcijas stratçìiju.

2. tabula: Simulâciju scenârijs: izlases tika ìenerçtas ar apjomiemm un n no sadalîjumiem

U(a, b), N(µ, σ), Exp(a), Γ(α, β)

F m G n

U(0, 3) 100 U(−2, 1) 100

N(2, 1) 100 N(0, 1) 100

Exp(2) 100 Exp(1) 100

Γ(4, 1.5) 100 Γ(2, 0.5) 100

Log(2, 1) 100 Log(0, 1) 100

Tika aprçíinâta îstâ ROC lîkne un iegûti ROC lîkòu novçrtçjumi, izmanotjot empîrisko,

parametrisko, binormâlo, log - izliektu metodi un gludinâðanu ar kodoliem. Pçc tam tika

aprçíinâtas ASER un IAD vçrtîbas. Procedûra tika atkartotâ 1000 reizes. Rezultâti ir

apkopoti 3. tabulâ.

No iegûtiem rezultâtiem varam secinât, ka IAD vidçjâs vçrtîbas gandrîz visiem no-

vçrtçjumiem ir apmçram vienâdas. Izòçmums ir nogludinâtam ar kodolu novçrtçjumam.

Tas varçtu bût izskaidrojams ar to, ka ROC lîkne ir pârgludinâta, tâtad jâpielieto cits

joslas platums. Vislâbâkais ROC lîknes novçrtçjums, salîdzinot pçc IAD vçrtîbam ir log
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- izliekts novçrtçjums. Salîdzinot novçrtçjumus pçc vidçjâs ASER vçrtîbas, redzam, ka

neviena no apskatîtajiem metodem nebija labâka par empîrisko novçrtçjumu.

3. tabula: Simulâcijas rezultâti. Izlases ajomi m = 100, n = 100, simulâcijas atkârtotâs

1000 reizes

Novçrtçjums M(ASER) ASER > 1 (%) M(IAD)

Empîriskais − − 0.1616

Parametriskais 1.9701 59.84 0.1765

Binormâlais 1.9018 43.64 0.1619

Log - izliekts 1.6419 23.48 0.0739

Nogludinâts ar kodolu 1.9193 32.45 0.3296

1.2. AUC (laukums zem lîknes)

Skaitlisko ROC liknes interpretâciju dod vçrtîba AUC, t.i. laukums zem lîknes (the

area under the ROC curve), kas ir definçta ðâdi

AUC =

∫ 1

0

Rm,n(p)dp.

Tâtad AUC ir laukums, ko ierobeþo ROC lîkne un nepareizi klasificçto pozitîvo gadîjumu

daïas FPR ase. Jo AUC vçrtîba ir lielâkâ, jo precîzâk ir klasifikators. Ekvivalentas AUC

vçrtîbas reprezentç lîdzîgu testa precizitâti, bet tas neobligâti nozîme, ka ROC lîknes ir

identiskâs, tâs var bût sakrustotâs vai arî tam var bût daþâdas formas. Lai aprçíinâtu

AUC ir izstrâdâtas vairâkâs metodes. Apskatîsim daþus no tiem [6].

1.2.1. AUC novçrtçðanas metodes

Parametriskâ metode tiek lietota, kad testa iznâkumu statistiskais sadalîjums ir zi-

nâms. Ja abâm grupam ir normâlais sadalîjums, tad parasti tiek izmantots binormâlais

sadalîjums. Ja dati ir binormâli vai var bût pârveidoti par binormâliem, izmantojot

log, kvadrâtisku vai Boksa-Koksa transformâciju (Box-Cox transformation), tad attiecî-

gi parametri var bût viegli novçrtçti ar pirmâs un otrâs grupas subjektu vidçjo vçrtîbu

un dispersiju. Pieòemot, ka X1, ..., Xm un Y1, ..., Yn ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti un

X ∼ N(µ1, σ
2
1) un Y ∼ N(µ2, σ

2
2), tad AUC vçrtîba ir

AUC = Φ

(
µ1 − µ2√
σ2
1 + σ2

2

)
,
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un to var novçrtçt, ievietojot formulâ izlases vidçjo vçrtîbu un standatnovirzi. Ja dati

nav normâli sadalîti, tad no sâkuma tiek pielietota Boksa-Koksa transformâcija:

Xλ =

Xλ−1
λ

, ja λ 6= 0,

log(X), ja λ = 0,

kur ir pieòemts, ka Xλ ∼ N(µ0, σ
2
0) un Y λ ∼ N(µ1, σ

2
1). Jâpiemin, ka

AUC = P (X > Y ) = P (Xλ > Y λ).

Savukârt neparametriskâ metode nebalstâs uz zinâmu sadalîjumu un rezultâtâ iegûto

AUC sauc par empîrisku. Vienâ no metodçm kâ neparametriski var aprçíinât AUC

vçrtîbu ir trapeces likums. Galvenâ ideja ir aprçíinât laukumu figûrai, kura tiek iegûta,

pievienojot katrâ nepârtrauktâ testa intervâlâ punktu (sn, 1−sp) un savienojot to punktu

ar taisnu lîniju ar OX asi. Ðâda veida tiek veidotas trapeces un to laukumus var viegli

aprçíinât. Sasummçjot laukumus tiek iegûts AUC novçrtçjums.

Citas metodes lieto Manna-Vitnçja U -statistiku (Mann-Whitney U -statistic), kura ir

pazîstama kâ Vilkoksona (Vilcoxon) rangu-summas statistika ,un c-indeksu. Abas meto-

des tika atzîtâs par ekvivalentam. Novçrtçjot ROC lîkni ar empîrisku metodi, atbilstoðs

empîriskais AUC novçrtçjums ir

AUC =

∫ 1

0

R̂m,n(p)dp.

AUC kodolu novçrtçjums, izmantojot Gaussa kodolu, ir ðâds

AUC =
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

Φ

(
Xi − Yi√
h21 − h22

)
.

1.3. Sliekðòu izvçlç

Ideâlajâ gadîjumâ, ROC lîkne ies caur punktu (0, 1). Tâtad eksistç tâda sliekðòa c

vçrtîba, kurai TPR(c) = 1 un FNR(c) = 0, tas nozîmç, ka bez kïûdam var sadalît visus

gadîjums divâs grupâs. Jo tuvâk ROC lîkne ir ðim ideâlajam punktam, jo labâkas ir testa

klasificçðanas spçjas. Testam, kurð nevar atðíirt gadîjumus, ROC lîkne bûs diagonâle.

Ðâda situâcija ir ekvivalenta gadîjuma minçðanai.

Var gadîties situâcijas, kad laukums zem divâm ROC lîknem ir apmçram vienâds, bet

ROC lîknem ir daþâdas formas vai lîknes savstarpçji krustâs. Ðâdâs situâcijâs pçtnieks

var bût ieinteresçnts aplûkot konrçtâs jûtîguma vai specifiskuma vçrtîbâs. Piemçram,

aplûkojot problçmu, kad nepiecieðams noteikt, vai pacientam ir vçzis, ir noderîgi aplûkot

lielas specifiskuma vçrtîbas.

Lai atrast optimâlo slieksni galvçnokârt tiek izmantoti trîs kritçriji. Pirmâs divas

metodes dod lîdzîgu jûtîgumu un specifiskumu un neuzliek nekâdus ierobeþojumus uz
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izdevumiem. Treðâ kritçrijâ tiek òemti vçrâ izdevumi, kas galenokârt ietver finansiâlus

izdevumus, noteicot pareizu un nepareizu diagnozi, izmaksas par personu, kura tiek arstç-

tâ, diskomfortu un pârçjâs izmaksas tâlâkai izmçklçðanai, ja tâda bûs nepiecieðama. Ðo

metodi ïoti rçti izmanto medicînâ, tâpçc kâ ðâdas izmaksas ir diezgan grûti novçrtçt.

Ðie trîs kritçriji ir pazîstami kâ lîknes vistûvâkais punkts punktam (0, 1), Dþoudena

indekss (Youden index) un izmaksas minimizâcijas kritçrijs, attiecîgi. Ja sn un sp ir

attiecîgi jûtîgums un specifiskums, tad attâlums no punkta (0, 1) lîdz jebkuram punktam

uz ROC lîknes ir

d =
√

[(1− sn)2 + (1− sp)2] .

Lai aprçíinâtu optimâlo sliekðòa vçrtîbu un atðíirt slimos subjektus no neslimiem, jâap-

rçíina ðîs attâlums katram punktam un jâizvçlâs punkts, kurâ attâlums d ir vismazâkais.

Otrais kritçrijs ir Dþoudena indekss, kurð maksimizç vertikâlo attâlumu no ekvivalen-

ces lînijas (lînija, kura atbilst gadîjuma minçðanai, t.i. diagonâle) lîdz punktam [x, y], kur

x ir (1− sp) un y ir sn. Citiem vârdiem sâkot, Dþoudena indekss J ir punkts uz ROC lîk-

nes, kurð ir vistâlaiks no ekvivalences lînijas (no diagonâles). Galvçnais Dþoudena indeksa

mçríis ir maksimizçt starpîbu starp TPR(sn) un FPR(1 − sp). Tad J = max(sn + sp).

Dþoudena indekss tiek plaði lietots, tâpçc kâ tâs mçríis ir maksimizçt pareizi klasificçto

subjektu daïu un ir vienkârði aprçíinâms [9].

4. att.: Pirmâ un otrâ biomarkera optimâlâkâs sliekðòa vçrtîbas pçc Dþoudena indeksa

un minimâlâ attâluma metodes

Apskatîsim, ka strâdâ teorija praksç. Izmantosim \aizkuòìa dziedzera vçþa seruma

biomarkeri" datus. (skat. 4. attçlu). Izmantojot vimazâkâ attâluma metodi, iegûvam, ka

pirmâ biomarkera optimâlâka sliekðòa vçrtîba ir vienâda ar 36.1, ðajâ punktâ specifiskums

ir vienâds ar 0.90196 un jûtîguma vçrtîba ir 0.7556. Otrâ biomarkera optimâlâkâ sliekðòa

vçrtîba ir 13.7, ðajâ punktâ specifiskums ir vienâda ar 0.647 un jûtîguma vçrtîba ir 0.733.

Salîdzinâsim ðos rezultâtus ar Dþoudena indeksa metodi. Tad pirmajâm biomarkerim

optimâlâka sliekðòa vçrtîba ir tâda pati 36.1, bet otrajâm biomarkerim optimâlâka sliekðòa
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vçrtîba bûs 12.8. Specifiskums un jûtîgums ðâjâ punktâ ir vienâdi attiecîgi ar 0.6275 un

0.7556.

1.4. Ticamîbas intervâli ROC lîknem

Pieòemsim, ka F un G ir attiecîgi slimo un neslimo subjektu populâcijas sadalîjuma

funkcijas. Îstâ ROC lîkne ir

R(p) = 1− F (G−1(1− p)),

kur 0 < p < 1. Pieòemsim, ka X1, ..., Xm ir m neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar sada-

lîjuma funkciju F diagnostiskâ testa iznâkumi slimo subjektu populâcijas rezultâti un

attiecîgi Y1, ..., Yn ir n neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar sadalîjuma funkciju G diagnostis-

kâ testa iznâkumi slimo subjektu populâcijas rezultâti. Definçsim ROC lîknes empîrisko

novçrtçjumu

R̂m,n(p) = 1− F̂m(Ĝ−1n (1− p)),

kur F̂m un Ĝn ir attiecîgi funkciju F un G empîriskie novçrtçjumi. Tâtad

F̂m(x) =
1

m

m∑
j=1

I(Xj≤x),

Ĝn(x) =
1

n

n∑
j=1

I(Yj≤y).

Izmantojot faktu, ka

√
m+ n{Rm,n(p)−R(p)} d−→ N(0, σ2(p)),

kur

σ2(p) =

(
1 +

1

r

)
R(p)(1−R(p)) + (1 + r)p(1− p)

{
F
′
(G−1(1− p))

G′(G−1(1− p))

}2

,

un

r := lim
m,n→∞

m

n
∈ (0,∞)

ROC lîknei R(p) ir iespçjams uzkonstruçt ticamîbas intervâlus.

Ir daþâdas metodes ticamîbas intervâlu ROC lîknei konstruçðanai. Piemçram, novçr-

tçjot funkciju F un G blîvuma funkcijas vai izmantojot bustrapa (bootstrap) metodes.

Alternatîvais veids ticamîbas intervâlu konstruçðanai, nevçrtçjot asimptotisko dispersiju,

ieviesa Claeskens et al. ( [1]), kurð piedavâja empîrisko ticamîbas metodi, kas balstâs uz

funkciju F un G gludinâðanu, izmantojot daþus saistîtus mainîgus. Molanes-Lopez, Van

Keilegom and Veraverbeke pçtîja empîriskos ticamîbas metodi, kas balstâs uz empîriskiem

novçrtçjumiem. Qin and Zhou izstrâdâja empîriskâs ticamîbas metodi ticamîbas intervalu

konstruçðanai laukumama zem ROC lîknes (AUC).
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Diezgan nesen Jing Yuan un Zhou [8] prezentçja dþeknaifa empîriskâs ticamîbas metodi

U -statistikai. Procedûra ir sekojoða. No sâkuma U -statistikai tiek konstruçta pseido-

izlase. Pçc tam ðî pseido-izlase tiek izmantotâ kâ parasta izlase ar neatkarîgiem un vienâdi

sadalîtiem gadîjumiem lielumiem. Lai iegûtu empîriskâ ticamîbas attiecîbu statistiku par

U -statistiku, izlasei vidçjai vçrtîbai tiek pielietots parasta empîriskâs ticamîbas metode.

Apskatîsim ðo metodi ticamîbas intervâlu konstruçðana ROC lîknei. Pieòemsim, ka w

ir simetriskâ blîvuma funkcija [−1, 1], tad nogludinâts ROC lîknes R̂m,n(p) novçrtçjums

ir

R̂m,n(p) = 1− 1

m

m∑
j=1

K

(
1− p−Gn(xj)

h

)
,

kur h = h(n) > 0 ir joslas platums. Definçsim

R̂m,n,i(p) =
1

m− 1

m∑
j=1, j 6=i

K

(
1− p−Gn,m(xj)

h

)
bet ja m+ 1 ≤ i ≤ m+ n, tad novçrtçjums ir

R̂m,n,i(p) =
1

m− 1

m∑
j=1

K

(
1− p−Gn,m−i(xj)

h

)
,

kur

Gn,−i(y) =
1

n

n∑
j=1, j 6=i

I(yj ≤ y), i = 1, ... ,m+ n

Dþeknaifa pseido-izlase ir

V̂i(p) = (m+ n)∆̂m,n(p)− (m+ n− 1)∆̂m,n,i(p), i = 1, ... ,m+ n. (5)

Ar N apzîmçsim visu novçrojumu skaitu. Empîriskâs ticamîbas funkcijas punktâ p, kura

ir balstîta uz pseido-izlasi bûs

L(θ, p) = sup

{
N∏
i=1

pi :
N∑
i=1

pi = 1,
N∑
i=1

piV̂i(p) = θ, pi > 0, i = 1, ... , N

}
.

Izmantojot Lagranþa reizinâtâju metodi, iegûst, ka maksimâlâ vçrtîba tiek iegûta, ja

pi =
1

(m+ n){1 + λ(V̂i(p)− θ)}
, i = 1, ..., m+ n,

kur λ = λ(p, θ) apmierina vienâdojumu

N∑
i=1

V̂i(p)− θ
1 + λ(V̂i(p− θ))

= 0.

Lai atrast λ no sâkuma jânodefinç intervâls, kurâ λ jâmeklç. Izmantojot nosacîjumus, ka

pi > 0 un pi < 1, ∀i, tad lîdzîgi, ka vislielâkâs ticamîbas attiecîbu testa vidçjai vçrtîbai

gadîjumâ, tiek iegûts, ka

1− n−1

∆−max(V̂i)
< λ <

1− n−1

∆−min(V̂i)
(6)
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Log-empîriskâs ticamîbas attiecîba ir

lm,n(θ, p) = −2 logL(θ, p) = 2
N∑
i=1

log(1 + λ(V̂i(p− θ)), (7)

Lai pierâdîtu, ka log - empîriskâs ticamîbas attiecîbas konverìç pçc sadalîjuma uz

Hî-kvadrâtu ar vienu brivîbas pakâpi, jâpierâda, ka dþeknaifa dispersijas novçrtçjums

vm,n(p) =
1

m+ n

N∑
i=1

(
V̂i(p)−

1

m+ n

N∑
i=1

V̂i(p)

)2

(8)

ir konsistents (m+ n)Var(R̂m,n(p)) novçrtçjums.

Teorçma 1. Pieòemsim, ka w ir blîvuma funkcija [−1, 1] un pirmais w atvasinâjums

ir ierobeþots un nepârtraukts. Otrais R(p) atvasinâjums ir nepârtraukts un ierobeþots

p ∈ (0, 1) un limn→∞m/n = r ∈ (0,∞). Ja h = h(n)→ 0, tad nh2/ log n→∞, nh4 → 0

un n→∞, tad

vm,n(p)
p−→ σ2(p), ja n→∞

Teorçma 2. No Teorçmas 1. pieòemumiem izriet, ka

l(θ, p)
d−→ χ2

1), jan→∞

Asimptotisks 100(1−α)% nogludinâts dþeknaifa empîriskas paticamîbas ticamîbas inter-

vâls θ:

I(p) = (θ : l(θ, p) ≤ χ2
1(α)),

kur χ2
1(α) ir χ2

1 α− kvantîle.
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2. ROC lîkòu salîdzinâðana

Ir trîs galvenie paòçmieni ROC lîkòu salîdzinâðanai:

1. Noteikt, vai divâs ROC lîknes ir identiskâs, t.i. noteikt, vai katrs TPR punkts ir

vienâds katram FPR punktam;

2. Noteikt, vai divâs ROC lîknes ir lîdzîgâs noteiktâm FPR;

3. Noteikt, vai ROC lîkòu râdîtâji ir vienâdi. Piemçram, laukumi zem ROC lîknem

(AUC).

Jââtzîmç, ka 1. un 3. paòçmiens nepârbaudâ vienu un to paðu hipotçzi. Protams,

ja divas ROC lîknes ir vienâdâs, tad arî laukumi zem lîknem ir vienâdi. Bet pretçjais

apgalvojums nav patiess: var bût gadîjumi, kad ROC lîknem ir daþâdas formas, bet

laukumi zem lîknem ir vienâdi.

2.1. Parametriskâs metodes

Apskatîsim pirmo paòçmienu. Pieòemsim, ka dati ir normâli sadalîti. Lai noskaidotu,

vai ROC lîknes ir vienâdas, jânoskaidro, vai ir vienâdi ROC lîkòu parametri. Tâtad, tiks

apskatîtas ðâdas hipotçzes

H0 : a1 = a2 ∪ b1 = b2

pret hipotçzi

H1 : a1 6= a2 ∪ b1 6= b2

Hipotçþu testçðanai tiks izmantotâ ðâda statistika

X2 =
â212Var(b̂

2
12) + b̂212Var(â

2
12)− 2â212b̂

2
12Cov(â212, b̂

2
12)

Var(â212)Var(b̂
2
12)− Cov(â212, b̂

2
12)

,

kur a12 = a1−a2 un b12 = b1−b2. Pie nulles hipotçzes par binormâlo parametru ekvivalenci

testa statistikai ir Hî-kvadrâta sadalîjums ar divâm brivîbas pakâpem, t.i. χ2
2.

Ja dati nav normâli sadalîti, tad vispirms tiek pielietota Boksa-Koksa transformâcija.

Zou (2001.) pieòçma, ka pçc transformâcijas divu diagnostikas testu rezultâtu sadalîju-

mam ir daþâdas vidçjâs vçrtîbas, bet vienâdas dispersijas. Tâtad b1 = b2, un lai pârbaudît

divu ROC lîkòu ekvivalenci, jâparbauda vai a1 = a2. To var izadrît, izmantojot statistiku

Z =
â1 − â2√

Var(â1) + Var(â2)− 2Cov(â1, â2)
,

kurai ir asimptotiskais un normâlais sadalîjums.

Cita metode, lai pârbaudît, vai divas ROC lîknes ir vienâdas, ir salîdzinot lîknes

vienâ noteiktâ punktâ uz visas lîknçs. Apzîmçsim ar D pazîmi, vai subjekts ir slims

vai nav. Tâtad D pieòem vçrtîbas 0 vai 1. Pie pieòçmuma par binormâlitâti, salîdzinot
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divas ROC lîknes noteiktâ FPR = e, ir D(Ze) = b12Ze − a12. Novçrtçjumu D̂(Ze)

var aprçíinât, izmantojot maksimâlâs ticamîbas metodes novçrtçjumus (MLE) âi un b̂i,

i = 1, 2. Hipotçþu H0 : D(Ze) = 0 pret H1 : D(Ze) 6= 0 pârbaudei var izmantot Valda

(Wald) statistiku

Z = D̂(Ze)/

√
V̂ar(D̂(Ze)),

balstoties uz D̂(Ze) asimptotisko normalitâti.

Divas jûtîguma vçrtîbas sn salîdzinâjums pie nemainîgâs specifiskums sp var arî ne-

parametrsiki. Tad testa statistika bûs

Z =
ŜE1 − ŜE2√

V̂ar(ŜE1 − ŜE2)
,

kurai ir asimptotiski normâlais sadalîjums.

2.2. AUC salîdzinâðana

Laukumus zem ROC lîknem AUC1 un AUC2 salîdzinâðanai, pie pieòçmuma par bi-

normalitâti, izmanto Valda statistiku

Z =
ˆAUC1 − ˆAUC2√

V̂ar( ˆAUC1 − ˆAUC2)
.

ˆAUCi, i = 1, 2 var novçrtçt, izmantojot formulu

AUC = Φ

(
a√

1 + b2

)
un

AUC(e1 ≤ FPR ≤ e2) =

∫ c2

c1

Φ(bv − a)φ(v)dv,

kur ci = Φ−1(ei) un φ(v) ir standarta normâlâ sadalîjuma blîvuma funkcija. Dispersija

Var( ˆAUC1 − ˆAUC2) ir dispersiju summa, ja dati nav korelçti. Pretçjâ gadîjumâ, jâno-

vçrtç divu laukumu novçrtçjumu kovariâcija. ROC lîknes bûs korelçtas tad, ja daþâdi

diagnostiskie testi tika veikti uz vienas un tâs paðas subjektu izlases.

Lîdzîgi var izmantot Z statistiku, lai iegût AUC1 un AUC2 un Var( ˆAUC1 − ˆAUC2)

novçrtçjumus. Ja dati nav korelçti, tad Var( ˆAUC1− ˆAUC2) ir vienkârði atseviðíu laukumu

dispersiju summa ( [14]).

Elizabeth R. DeLong (1988.) [2] piedâvâja neparametrisku metodi divu AUC salîdzi-

nâðanai. Tika pierâdîts, ka empîriskâ AUC, kura ir aprçíinâta ar trapecijas likumu, ir

ekvivalenta Mana-Vitnçja (Mann-Whitney) statistikai.

Pieòemsim, ka izlasei no N indivîdiem tika veikti diagnostiskie testi, lai noteikt kâdu

interesçjoðo notikumu esamîbu. Pieòemsim, ka testa lielâkâs vçrtîbas bûs saistîtas ar

interesçjoðo notikumu, t.i. piemçram pozitîvo slimîbas statusu, tâtad ðiem subjektiem
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D = 1. Pieòemsim, ka ðâdus subjektus ir m un n = N − m indivîdiem nepiemît ðîs

notikums, t.i. D = 0. Mana Vitnçja statistika

θ̂ =
1

mn

n∑
j=1

m∑
i=1

ψ(Xi, Yi),

kur ψ ir kodolu vidçjais

ψ(X, Y ) =


1, ja Y < X

1/2 ja Y = X

0, ja Y > X

Òemot vçrâ, ka E(θ̂) = θ = P (Y < X) + 1/2P (X = Y ). Nepârtrauktam sadalîjumam

P (Y = X) = 0. Definçsim

ξ10 = E(ψ(Xi, Yj)ψ(Xi, Yk))− θ2, j 6= k

ξ01 = E(ψ(Xi, Yj)ψ(Xk, Yj))− θ2, i 6= k

ξ11 = E(ψ(Xi, Yj)ψ(Xi, Yj))− θ2. (1)

Tad

Var(θ̂) =
(n− 1)ξ10 + (m− 1)ξ01

mn
+
ξ11
mn

(2)

Pieòemsim, ka θ̂ = (θ̂1, θ̂2, ..., θ̂k) ir statistiku vektors , kas reprezentç laukumus zem ROC

lîknem no {Xr
i } un {Y r

i }, (i = 1, ....,m; j = 1, ..., n; 1 ≤ r ≤ k) katram no k daþâdiem

diagnostikas testiem. Tad, lîdzîgi kâ (1) definçsim

ξrs10 = E(ψ(Xr
i , Y

r
j )ψ(Xs

i , Y
s
k ))− θrθs, j 6= k

ξrs01 = E(ψ(Xr
i , Y

r
j )ψ(Xs

k, Y
s
j ))− θrθs, i 6= k

ξrs11 = E(ψ(Xr
i , Y

r
j )ψ(Xs

i , Y
s
j ))− θrθs. (3)

r-tâs un s-tâs statistikas kovariâcija ir

Cov(θ̂r, θ̂s) =
(n− 1)ξrs10 + (m− 1)ξrs01

mn
+
ξrs11
mn

(4)

V r
10(Xi) =

1

n

n∑
j=1

ψ(Xr
i , Y

r
j ), (i = 1, 2, ...,m)

un

V r
01(Yj) =

1

m

m∑
i=1

ψ(Xr
i , Y

r
j ), (j = 1, 2, ..., n).

Definçsim k × k matricu S01 tâdu, ka (r, s)-tais elements ir

sr,s10 =
1

m− 1

m∑
i=1

[
V r
10(Xi)θ̂

r
] [
V s
10(Xi)θ̂

s
]
,
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un lîdzîgi arî matricu S10 tâdu, ka (r, s)-tais elements ir

sr,s01 =
1

n− 1

n∑
j=1

[
V r
01(Yj)θ̂

r
] [
V s
01(Yj)θ̂

s
]
.

Novçrtçta parametru novçrtçjumu kovariâciju matrica θ̂ = (θ̂1, θ̂2, ..., θ̂k) ir

S =
1

m
S10 +

1

n
S01

Gadîjumâ, ja limN→∞
m
n
ir ierobeþots un nav vienâds ar nulli, tad N1/2

[
g(θ̂)− g(θ)

]
ir

asimptotiski normâli sadalîts ar viedçjo vçrtîbu 0 un dispersiju σ2
g , kur

σ2
g = lim

N→∞
N

k∑
j=1

k∑
i=1

δg

δθi
δg

δθj

(
1

m
ξi,j10 +

1

n
ξi,j01

)
.

σ2
g novçrtçjums ir

s2g = N

k∑
j=1

k∑
i=1

δg

δθi
δg

δθj

(
1

m
si,j10 +

1

n
si,j01

)
.

2.3. Nogludinâtâ JEL metode ROC lîkòu starpîbai

Yangs un Zhao [13] piedavâja jaunu metodi ROC lîkòu starpîbas novçrtçðanai un

ticamîbas intervâlu konstruçðanai.

Pieòemsim, ka X = (X1, X2) un Y = (Y1, Y2) ir divdimensiju gadîjuma lielumi. X

un Y ir neatkarîgi. F (x1, x2) un G(y1, y2) ir attiecîgi slimo un neslimo populâcijas sada-

lîjuma funkcijas. Apzîmçsim marginâlâs sadalîjuma funkcijas ar F1(x1), F2(x2), G1(y1)

un G2(y2). Pieòemsim, ka tiek veikts diagnostiskais test uz X1 un Y1. Tad nepârtraukta

ROC lîkne bûs R1(p) = 1−F1(G
−1
1 (1− p)), kur 0 < p < 1 un G−11 ir Y1 kvantiïu funkcija.

Lîdzîgi definçjam otro nepârtrauktu ROC lîkni R2(p) = 1 − F2(G
−1
2 (1 − p)), kur G−12 ir

Y2 kvantiïu funkcija. Tâtad divu korelçtu ROC lîkòu starpîba noteiktâ punktâ p ir

∆(p) = F1(G
−1
1 (1− p))− F2(G

−1
2 (1− p))

Pieòemsim, ka divdimensiju dati X = (X1i, X2i), i = 1, ... ,m ir saistîti ar slimo subjek-

tu populâciju un Y = (Y1j, Y2j), j = 1, ... , n ir saistîta ar neslimo subjektu populâciju.

(X1i, X2i) un (Y1j, Y2j) ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti. Apzîmçsim ar Fm(x1, x2) =

1/m
∑m

j=1 IX1,j≤x1 ,X2,j≤x2 un Gn(y1, y2) = 1/n
∑n

j=1 IY1,j≤y1 ,Y2,j≤y2 divdimensiju sadalîju-

mu funkciju empîrisko novçrtçjumus. Marginâlie sadalîjumu empîriskie novçrtçjumi ir

Fm,1(x1) = 1/m
∑m

i=1 IX1,i≤x1 , Fm,2(x2) = 1/m
∑m

i=1 IX2,i≤x2 , Gn,1(y1) = 1/n
∑n

i=1 IY1,i≤y1 ,

Gn,2(y2) = 1/n
∑n

i=1 IY2,i≤y2 .

ROC lîkòu nogludinâtie novçrtçjumi ir

R̂m,n,1(p) = 1− 1

m

m∑
j=1

K

(
1− p−Gn,1(x1,j)

h

)

24



R̂m,n,2(p) = 1− 1

m

m∑
j=1

K

(
1− p−Gn,2(x2,j)

h

)
kur h = h(n) > 0 ir joslas platums un K(p) =

∫
u≤pw(u)du ir nogludinâtâ sadalîjuma

funkcija, w(u) ir simetriskâ blîvuma funkcija [−1, 1]. un ROC lîkòu starpîbu apzîmçsim

ar ∆. Tad ROC lîkòu starpîbas npvçrtçjums ir

∆̂m,n(p) = R̂m,n,1(p)− R̂m,n,2(p),

Lai ìenerçt pseido izlasi, apskatîsim sekojoðu procedûru: ja 1 ≤ i ≤ m, tad divu lîkòu

starpîba bûs

∆̂m,n,i(p) =
1

m− 1

m∑
j=1, j 6=i

[
K

(
1− p−Gn,m,2(x1,j)

h

)
−K

(
1− p−Gn,m,1(x2,j)

h

)]
,

bet ja m+ 1 ≤ i ≤ m+ n, tad lîkòu strapîba bûs

∆̂m,n,i(p) =
1

m− 1

m∑
j=1

[
K

(
1− p−Gn,m−i,2(x1,j)

h

)
−K

(
1− p−Gn,m−i,1(x2,j)

h

)]
kur

Gn,−i,k(y) =
1

n

n∑
j=1, j 6=i

I(yk,j ≤ y), i = 1, ... ,m+ n

Dþeknaifa pseido-izlase ir definçta ðâdi

V̂i(p) = (m+ n)∆̂m,n(p)− (m+ n− 1)∆̂m,n,i(p), i = 1, ... ,m+ n. (5)

Apzîmçsim ar N visu novçrojumu skaitu, t.i. N = n + m, tad empîriskâs ticamîbas

funkcijas log-attiecîba punktâ p un starpîbas vçrtîbas ∆̃, kura ir balstîta uz pseido-izlasi

ir

L(∆̃, p) =
sup

{∏N
i=1 pi :

∑N
i=1 pi = 1,

∑N
i=1 piV̂i(p) = ∆̃, pi > 0, i = 1, ... , N

}
sup

{∏N
i=1 pi,

∑N
i=1 pi = 1, pi > 0, i = 1, ... , N

} .

Izmantojot Lagranþa reizinâtâju metodi, tiek iegûts

l(∆̃, p) = −2 logL(∆̃, p) = 2
N∑
i=1

log(1 + λ(V̂i(p− ∆̃)), (6)

kur Lagranþa reizinâtâjs λ apmierina izteiksmi

N∑
i=1

V̂i(p)− ∆̃

1 + λ(V̂i(p− ∆̃)
= 0.

Pseido- izlases dispersija ir

vm,n(p) =
1

m+ n

N∑
i=1

(
V̂i(p)−

1

m+ n

N∑
i=1

V̂i(p)

)2

(7)
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Apskatîsim daþus pieòçmumus:

1. F1(x1), F2(x2), G1(y1), G2(y2), F (x1, x2) un G(y1, y2) ir nepârtrauktâs funkcijas un

tâm ir nepârtraukts un ierobeþots pirmais atvasinâjums;

2. ROC lîknes R1(p) un R2(p) un pirmie atvasinâjumi R
′
1(p) un R

′
2(p) ir nepârtraukti

un ierobeþoti p ∈ (0, 1);

3. w(u) ir simetriskâ blîvuma fnkcija intervâlâ [−1, 1] un w
′
(u) ir ierobeþota, nepâr-

traukta, ja u ∈ [−1, 1];

4. h = h(n)→ 0, nh2/ log n→∞, nh4 → 0, ja n→∞;

5. p ∈ (a, b) ∀(a, b) ⊂ (0, 1);

6. m/n→ r, r > 0.

Teorçma 3. Òçmot vçrâ pieòçmumus 1. - 6., p ∈ (a, b), pseido izlases dispersijai ir spçkâ

asimptotiskâ îpaðîba:

vm,n(p)
p−→ σ2(p),

kur

σ2(p) = σ2
1(p) + σ2

2(p) + 2σ2
12(p),

σ2
1(p) =

1 + r

r
Ri(p)(1−Ri(p)) + (1 + r)(1− p)p(R′i(p))2, i = 1, 2

σ2
12(p) =

1 + r

r
(F (G−11 (p), G−12 (p))− (1−R1(p))(1−R2(p)))+

(1 + r)(G(G−11 (p), G−12 (p))− p2)R′1(p)R
′

2(p).

Teorçma 4.

l(∆(p), p)
d−→ χ2

1),

kur ∆(p) ir divas savstarpçji saistÎtas ROC lîknes starpîbas reâla vertîba fiksçtâ punktâ

p ∈ (a, b). Asimptotisks 100(1 − α)% nogludinâts Dþeknaifa empîriskas paticamîbas

ticamîbas intervâls ∆(p):

I(p) = (∆̃ : l(∆̃, p) ≤ χ2
1(α)),

kur χ2
1(α) ir χ2

1 α− kvantîle.
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3. Praktiskais piemçrs

Lai pârbaudîtu kâ strâdâ teorija praksç, tika izmantoti dati \aizkuòìa dziedzera vçþa

seruma biomarkeru dati" (1989) [12] (\the Pancreatic Cancer Serum Biomarkers"). Dati

satur divu biomarkeru: vçþâ antîgçnu CA−125 (cancer antigen) un karbohidrâta antîgçnu

CA−19−9 (carbohydrate antigen) un binâro mainîgo, kura vçrtîbas ir 1 (pacienti, kuriem

ir aizkuòìa vçzis) vai 0 (pacienti, kuriem ir pankreatîts). Mçrîjumi tika veikti, apsekojot

90 pacientus ar aizkuòìa dziedzera vçzi un 51 pacientus kam nebija vçzis, bet pankreatîts.

5. attçlâ ir atspoguïotâs attiecîgâs sadalîjuma blîvuma funkcijas.

5. att.: Pirmâ un otrâ biomarkera sadalîjuma blîvuma funkcija slimiem un neslimiem

subjektiem

6. att.: Slimo (X1 un X2) un neslimo (Y1 un Y2) populâcijas biomarkeru kastu grafiki,

attiecîgi
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6. attçlâ ir attiecîgi slimo un neslimo populâcijas biomarkeru kastu grafiki (boxplot)

bez izlçcçjiem. Var ievçrot, ka otra biomarkera vçrtîbas ir daudz mazâkâs nekâ pirmâ

biomarkera vçrtîbas slimo subjektu izlasei, neslimo subjektu izlasei tik lielas atðíîrîbas

starp pirma un otra biomarkera vçrtîbam nav.

Apzîmçsim ar R1(p) pirmâ biomarkera ROC lîkni un ar R2(p) otrâ biomarkera ROC

lîkni. Pieòemsim, ka AUC1 ir laukums zem R1(p) un AUC2 ir ir laukums zem R2(p).

Novçrtçjot laukumus zem ROC lîknem, iegûvam rezultâtu, ka ˆAUC1 = 0.8614 un ˆAUC2 =

0.7056. Izmantojot DeLonga testu, iegûvam, ka statistika Z = 2.7221, un p − value =

0.006488. Tâtad nulles hipotçze, ka AUC vçrtîba ir 0 tiks noraidîta.

Varam secinât, ka testam ar pirmo biomarkeru ir labâkâs klasificçðanas spçjas. Ap-

skatîsim, kâdu rezultâtu dos dþeknaifa empîriskas ticamîbas metode ROC lîkòu starpîbai.

Lai novçrtçtu ROC lîknes un ROC lîkòu starpîbu tika izvçlçts Gausa kodols un joslas

platums, kas ir vienâds ar n−1/3 = 0.2697. Tâlâk tiek veidota dþeknaifa pseido-izlase. Un

ar empîriskâs ticamîbas metodi tiks konstruçti ticamîbas joslas. Katrai p vçrtîbai tiek

konstruçta −2 log funkcija.

7. att.: l(∆̃, p) ticamîbas lîkne pie noteiktâ p = 0.5, α = 0.05

Ticamîbas intervâli tiek konstruçti, òemot vçrâ, ka I(p) = {∆̃ : l(∆̃, p) ≤ χ2
1(α)}. Tâtad

pie nozîmîbas lîmeòa 95% konstruçjam ticamîbas intervâlus ROC lîkòu starpîbai.

8. attçlâ ir redzamâs ticamîbas intervâli ROC lîkòu starpîbai. Varam redzçt, ka ne-

vienâ punktâ funkcija neiziet aiz ticamîbas josliem un 95% ticamîbas intervâls atrodas

augstâk par 0 katrâ (1− sp) punktâ no 0 lîdz aptuvçni 0.7. Tâtad nevaram noraidît hipo-

tçzi, ka pirmajam biomarkeram, CA − 125 patieðâm ir labâkâs spçjas atðíirt subjektus,

kuriem ir pankreâtiskais vçzis un subjektus, kuriem ir pankreatîts.
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8. att.: Ticamîbas intervâli ROC lîkòu starpîbai, konstruçti ar nogludinâto JEL metodi.

Joslas platums h = 0.2697 (pa labi) un joslas platums h = 0.03 (pa kreisi)

Kâ tika pieminçts teorçtiskâ daïa, kodolu gludinâðanâs metodç ir ïoti svarîgi pareizi izvçlç-

ties joslas platumu. Uzkonstruçjot attiecîgus grafikus, varam ievçrot, ka mûsu apskatîtajâ

gadîjumâ ROC lîkne izskatâs pârgludinâta, tâpçc bûtu lietderîgi apskatît arî citu joslas

platumu.

9. att.: Nogludinâtâs ROC lîknes pirmajam biomarkerim (pa kreisi) un otrajam biomar-

kerim (pa labi)

9. attçlâ ir redzamâs pirmâ (pa kreisi) un otrâ biomarkeru ROC lîknes. Augðçjos

attçlos ar tievu melno lîniju ir attçlota nogludinâtâ ROC lîkne ar jau apskatîto joslas
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platumu h = n−1/3 = 0.2697 un ar pelçku ir ar R [16] iebûvçtas paketes pROC [15]

palîdzîbu iegûts nogludinâts novçrtçjums. Apakðâ ir grafiki, ar \uz aci" izvçlçto joslas

platumu h = 0.03.

Lîdzîgi kâ iepriekðçjâ gadîjumâ konstruçsim ticamîbas intervâlus ROC lîkòu starpîbai.

Rezultâts ir lîdzîgs pirmajâm gadîjumâm un ir apskatâms 8. attçlâ. ROC lîkòu starpîbai

ir mazliet lielâkâs vçrtîbas nekâ iepriekðçjâ gadîjumâ.
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4. Nobeigums

Maìistra darbâ tika apskatîta teorija par ROC lîkòu galvenam raksturojoðiem lielu-

miem, ROC lîkòu novçrtçðanu un salîzdinâðanu. Tika apskatîtas un salîdzinâtâs nepara-

metriskâs un parametriskâs metodes.

Darba mçríis bija apskatît jauno nogludinâtâs dþeknaifa empîriskâs ticamîbas funkci-

jas metodi, ar kuru palîdzîbu ir iespçjams konstruçt ticamîbas intervâlus ROC lîknem un

ROC lîkòu starpîbai. Teorija tika pârbaudîta praksç ar programmâ R uzrakstîtu algoritmu

palîdzîbu. Tika secinâts, ka iegûtie rezultâti nav pretrunâ ar citam metodem. Ticamîbas

joslas dod iespçju veikt grafiski hipotçþu pârbaudi par divu ROC lîkòu vienâdîbu.

Turpmâkais solis varçtu bût apskatît un izpçtît teoriju par klasifikâcijas uzdevumiem

ar trim kategorijam, ROC virsmas un tilpumu zem ROC virsmam (VUS); apskatît, vai

ir iespçjams pielietot metodes, kuras tiek lietotas ROC lîkòu novçrtçðanai un salîdzinâ-

ðanai arî ROC virsmas gadîjumâ; un meklçt jaunas metodes ROC lîkòu un ROC virsmu

pçtîðanai.
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Pielikumi

1. Pielikums. R kods

#jackknife empirical likelihood confidence interval

emp.fun <- function(y.data, x.data){

fn <- ecdf(y.data)

fn(x.data)}

emp.fun <- Vectorize(emp.fun, "x.data")

Rmn <- function(y.data, x.data, p, h){

1 - .Internal(mean(pnorm((1 - p - (emp.fun(y.data, x.data)))/h)))}

Rmn <- Vectorize(Rmn, vectorize.args="p")

Delta.mni2 <- function(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i){

Rmn(y.dati1[-i], x.dati1, p, h) - Rmn(y.dati2[-i], x.dati2, p, h)}

Delta.mni2 <- Vectorize(Delta.mni2, vectorize.args="i")

V.hat <- function(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2){

m <- length(x.dati1);n <- length(y.dati1)

V.hat1 <- (m + n)*Delta.mn(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h) -

(m + n - 1)*Delta.mni1(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1)

V.hat2 <- (m + n)*Delta.mn(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h) -

(m + n - 1)*Delta.mni2(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i2)

if (length(p)==1) V.hat <- c(V.hat1,V.hat2)

else V.hat <-cbind(V.hat1, V.hat2)

V.hat}

lambda.fun <- function(lambda, delta, y.dati1, y.dati2, x.dati1,

x.dati2, p, h, i1, i2)

{sum((V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2) - delta)/(1 +

lambda*(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2) - delta)))}

lambda.fun <- Vectorize(lambda.fun, vectorize.args="lambda")

log.fun <- function(delta, y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)

{lb <- (1 - 1/length(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)))/

(delta - max(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)))

ub <- (1 - 1/length(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)))/

(delta - min(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)))

lambda <- uniroot(function(lambda) lambda.fun(lambda, delta, y.dati1,

y.dati2, x.dati1,x.dati2, p, h, i1, i2), interval=c(lb,ub),tol=0.001)$\$$root

log.fun <- 2*sum(log(1 + lambda*(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2,

p, h, i1, i2) - delta))); log.fun}

log.fun <- Vectorize(log.fun, vectorize.args=c("delta"))

lower.b <- function(delta, y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2, Q)
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{uniroot(log.fun1, interval =

c(min(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2))+0.1,

optimize(log.fun(delta, y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2),

c(min(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2)),

max(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2))),

delta=delta, y.dati1 = y.dati1, y.dati2=y.dati2, x.dati1=x.dati1,

x.dati2=x.dati2, p=p, h=h, i1=i1, i2=i2, Q=Q)$\$$minimum))$\$$root}

upper.b <- function(delta, y.dti1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2, Q)

{uniroot(log.fun1, interval= c(optimize(log.fun1(delta, y.dati1, y.dati2,

x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2),c(min(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1,

x.dati2, p, h, i1, i2)),max(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2,

p, h, i1, i2))))$\$$minimum,

max(V.hat(y.dati1, y.dati2, x.dati1, x.dati2, p, h, i1, i2))-0.1),

delta=delta, y.dati1 = y.dati1, y.dati2=y.dati2, x.dati1=x.dati1,

x.dati2=x.dati2,p=p, h=h, i1=i1, i2=i2, Q=Q)$\$$root}

#splaini

lines(spline(y, x2))

lines(spline(y, x1))

#pROC

library(pROC)

roc1 <- roc(data[,"d"], data[,"A"])

roc2 <- roc(data[,"d"], data[,"B"])

par(mfrow=c(2,2))

plot(roc1, xlab="specifiskums, ylab="jutigums")

lines(1-pp, Rmn(Y1,X1,pp, h))

lines(smooth.roc(roc1), col="grey")

plot(roc2, xlab="specifiskums", ylab="jutigums")

lines(1-pp, Rmn(Y2,X2,pp, h))

lines(smooth.roc(roc2), col="grey")

plot(roc1, xlab="specifiskums", ylab="jutigums")

lines(1-pp, Rmn(Y1,X1,pp, 0.03))

plot(roc2, xlab="specifiskums", ylab="jutigums")

lines(1-pp, Rmn(Y2,X2,pp, 0.03))

coor1 <- coords(roc1, "best", ret=c("threshold",

"specificity", "sensitivity", "accuracy",

"tn", "tp", "fn", "fp", "npv", "ppv", "1-specificity",

"1-sensitivity", "1-accuracy", "1-npv", "1-ppv"))

coor2 <- coords(roc2, "best", ret=c("threshold",

"specificity", "sensitivity", "accuracy",

"tn", "tp", "fn", "fp", "npv", "ppv", "1-specificity",

"1-sensitivity", "1-accuracy", "1-npv", "1-ppv"))

auc(roc1)

auc(roc2)

roc.test(roc1, roc2, method="bootstrap")
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roc.test(roc1, roc2, method="delong")

roc.test(roc1, roc2, alternative="less")

roc.test(roc1, roc2, method="specificity", specificity=0.8)

plot(roc1, print.thres="best", print.thres.best.method="closest.topleft",

col="black")

plot(roc1, print.thres="best", print.thres.best.method="youden",add=T)

lines(c(1,0.902), c(1,0.756))

lines(c(0.902,0.902),c(0.756,0.1))

plot(roc2, print.thres="best", print.thres.best.method="closest.topleft",

col="black", xlab="specifiskums", ylab="jutigums", xilim=c(0,1), ulim=c(0,1))

plot(roc2, print.thres="best", print.thres.best.method="youden",

col="black", add=T)

lines(c(1,0.647), c(1,0.733))

lines(c(0.627,0.627),c(0.756,0.38))

#simulacijas ROC liknem

library(logcondens)

library(caTools)

roc <- function(contr, case, p)

{F <- c(function(p) punif (p, 0, 3),function(p) pnorm (p, 2, 1),

function(p) pexp (p, 2),function(p) pgamma (p, 4, 1.5),function(p)

plogis (p, 2, 1))

G <- c(function(p) qunif (p, -2, 1),function(p) qnorm (p, 0, 1),

function(p) qexp (p, 1),function(p) qgamma (p, 2, 0.5),function(p)

qlogis (p, 0, 1))

return (1 - sapply ( sapply ((1 - p), G[[contr]]), F[[case]]) )}

ASE <- function (nov, nov_emp, roc){sqrt(mean((nov - roc)^2) /

mean((nov_emp - roc)^2))}

IAD <- function (nov, roc, p){y <- abs(roc - nov); return (trapz(p,y))}

sim.data <- function (type, class, n){

if ( type == 1) {if( class == 0) return (runif(s.size , -2, 1))

else return ( runif (s.size , 0, 3))}

else if ( type == 2) {if( class == 0) return ( rnorm (s.size ,

mean = 0, sd = 1))

else return ( rnorm (s.size , mean = 2, sd = 1))}

else if ( type == 3) {if( class == 0) return ( rexp (s.size , 1))

else return ( rnorm (s.size , 2))}

else if ( type == 4) {if( class == 0) return ( rgamma (s.size , shape = 2,

rate = 0.5) )

else return ( rgamma (s.size , shape = 4, rate = 1.5) )}

else if ( type == 5) {if( class == 0) return ( rlogis (s.size , location = 0,

scale = 1))

else return ( rlogis (s.size , location = 2, scale = 1))}}
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sim <- function(sad, s.size)

{p <- seq(0, 1, by = 0.01); n <- length(p)

pp <- p[n:1];true <- roc(sad[1], sad[2], p)

ASE.res <- matrix(NA , ncol = 5, nrow = n)

IAD.res <- matrix(NA , ncol = 6, nrow = n )

for (i in 1:n) {controls <- sim.data(sad[1], 0, s.size )

cases <- sim.data(sad[2], 1, s.size)

emp <- coords(roc(controls = controls , cases = cases),

p = pp , input = "spec", ret = "sens") [1:n]

param <- coords ( roc(controls = controls , cases = cases , smooth = T,

smooth.method = "fitdistr"), p = pp , input = "specificity",

ret = "sensitivity")[1:n]

binorm <- coords ( roc(controls = controls , cases = cases , smooth = T,

smooth.method = "binormal"), p = pp , input = "spec", ret = "sens") [1:n]

log <- coords ( roc(controls = controls , cases = cases , smooth = T,

smooth.method = "logcondens"), p = pp , input = "spec", ret = "sens") [1:n]

kern <- coords( roc(controls = controls , cases = cases , smooth = T,

smooth.method = "density"), p = pp , input = "spec", ret = "sens") [1:n]

nov <- cbind(emp, param, binorm, log, kern)

ASE.res [i,] <- apply(est[ ,2:6] , 2, ASE , emp = emp , true = true )

IAD.res [i,] <- apply(est , 2, IAD , true = true , p = p)}

return ( cbind ( ASE.res , IAD.res ))}
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Maìistra darbs \Divu ROC lîkòu salîdzinâðana" izstrâdâts LU Fizikas un matemâtikas

fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.
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