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Anotacija

Darbs veltits nestrikto punktu atdalamibas problematikai nestriktas topologiskas telpas. Darba
tiek aplukotas dazadu autoru atSkirigas pieejas defingjot nestrikta punkta jeédzienu, nestriktas
topologijas un zemakas atdalamibas aksiomas tajas. Darba konstruéti vairaki nestriktu

topologisku telpu pieméri un parbauditas zemakas atdalamibas aksiomas $ajas telpas.

Atslégvardi: Topologija, nestrikta topologija, nestrikts punkts, atdalamibas aksiomas.



Abstract

This work is devoted to fuzzy point separation problem in fuzzy topological spaces. In this
work it is looked at the different ways various authors have used to define the concept of
fuzzy point, fuzzy topologies and lower separation aksioms in them. In this work there are

made multiple examples of topological spaces and these spaces are checked for lower
separation aksioms.

Keywords: topology, fuzzy topology, fuzzy point, separation aksioms.
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levads

Vards topologija ir radies no grieku valodas varda tomoloyio, kur topos nozimé vieta un

logos- zinatne. Tatad topologija tieSaja tulkojuma ir zinatne par vietu.

Topologija radas, ka dabigas sekas, pakapeniski visparinot jédzienus matematiskaja analizé
un geometrija. Sakotngji diferencialrékinu pamatlicgji I. Natons un G. Leibnics izveidoja
teoriju, lai matematiski aprakstitu un risinatu loti konkrétus uzdevumus par fizikaliem
procesiem vai par geometrisku objektu raksturlielumiem (laukumiem, tilpumiem). Tomér bija
japaiet vél aptuveni 100 gadiem, lai precizi defin€tu robezas jédzienu un atbilstosi definétu

atvasinajumu un noteikto integrali, ko savos darbos jau lietoja gan Nitons, gan Leibnics.

Loti ilgi visa teorija tika attistita Eiklida telpa. Tikai 20. gs. sakuma matematiku darbos tika
apliikotas topologiskas struktiiras abstraktas telpas [18]. Tomér atri kluva skaidrs, ka
topologiskas telpas definicija ir loti vispariga un labus un interesantus rezultatus iegit bis
praktiski neiesp&jami. Tadel tika aplikoti dazadi varianti, ka sasaurinat topologiju klasi,
prasot, lai taja izpildas kada ipaSiba. Var izdalit 1pasibas, kas raksturo punktu atdalamibu
topologiskaja telpa. Un tas tradicionali tiek sauktas par zemakas kartas atdalamibas

aksiomam.

Protams §1 t€éma klasiskaja varianta Sobrid jau ir izsmelta. Tacu Sobrid loti strauji attistas
nestrikto kopu teorija un atbilsto$i nestriktas topologijas teorija, kura vél aizvien ir interesanti
apliikot nestriktas topologijas jédzienu un atbilstosi definét nestriktas atdalamibas aksiomas.
Nestrikto kopu un darbibas ar tam pirmo reizi 1965. g. sava raksta defingja L. Zadgé [20]. Jau
pavisam driz, péc paris gadiem, tika definta nestrikta topologiska telpa [5]. Defingjot
nestrikto punktu, ziid fundamentala 1paSiba, ka punktam nekas nevar piederét, Iidz ar to
paradas nianses defingjot punkta piedribu nestriktai kopai, ka ar1 to atdalamibu nestriktas

topologiskas telpas.

Saja darba més analizéjam dazadas literatlitra sastopamas nestrikta punkta piederibas
definicijas nestriktai kopai, nestriktas topologijas definicijas un zemakas atdalamibas
aksiomas. Ar piemériem ilustréjam nestriktas topologijas un parbaudijam vai tajas ir spéka

aplukotas zemakas atdalamibas aksiomas.

Darbs sastav no 4 nodalam, nobeiguma un izmantotas literatiiras saraksta. Pirmaja nodala més
apskatam visparigas topologiskas telpas pamatdefiniciju un ilustr§jam to ar piemériem. Vel
més apskatam val&jas un slégtas kopas, kopas slegumu un ieksieni, ka arT apskatam zemakas

atdalamibas aksiomas. Otraja nodala més apskatam nestrikto kopu pamatdefinicijas, darbibas
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ar nestriktajam kopam un nestrikto punktu definiciju. TreSaja nodala més apskatam divas
pieejas nestriktas topologijas definésana: Canga — Gogéna pieeju un ari Lovena pieeju. Pedgja
nodala ir veltita zemakajam atdalamibas aksiomam nestriktaja topologija. Més $aja nodala
apskatam, ka §1s aksiomas defingja R. Srivastava, S. Lala un A. Srivastava, ka arT apskatam

M. Sarkara pieeju aksiomu definésSana.



1. Topologiskas telpas
Pirmaja nodala tiek aplikoti topologijas pamatjédzieni, kas bis nepiecieSami talakaja darba.
Saja nodala aplikotas definicijas un teorémas ir nemtas no Ri¢arda Engelkinga (Ryszard

Engelking) gramatas ,,General Topology”, kas ir [1] atsauce.

1.1 Topologiskas telpas definicija un pieméri
Definicija 1.1.1 Par topologiju kopa X sauc tas apakskopu saimi J° tadu, ka izpildas sekojosas

pasibas:

1. PETUnX€ET;
2. JaUeTunVeT ,tadUNV eT,
3. JaU; €T Vie ], tad U{U;:i €J} eT.

Definicija 1.1.2 Par topologisku telpu sauc pari (X,7), kur X ir kopa un T ir topologija $aja
kopa.

Apskatisim kadu topologijas pieméru.
1. Nemsim kopu X = {1,2,3} un izveidosim uz §is kopas topologiju.
7 = {X,0,(13,{2}, {3} (1,2}, {1,3}, {2.3}}
7, = {X,0,(1},{1,3}}
T3 = {X,0,{1,2}}

Kapéc §is ir topologijas? Ir acimredzams, ka katra no §im topologijam visu iesp&jamo kopu

Sk€lumi un apvienojumi ari pieder attiecigajai topologijai.
Ka piemeéra var redz&t, uz vienas un tas pasas kopas var izveidot vairakas topologijas.

2. T, = {X, 0} — antidiskréta topologija
3. T3 = P(X), kur P(X) ir kopas X visu apakskopu saime — diskréta topologija
4. T, ={X\G: G c X &G — galiga kopa} U {@} — ko-galiga topologija

Saime T, sastav no visam tadam X apakSkopam, kuram papildinajums ir galiga kopa, un

tuksas kopas, lai nodrosinatu topologijas definicijas pirmas ipaSibas prasibas.
Kapéc 7}, ir topologija?

Ja X ir bezgaliga kopa, tad:



a. XeET, unP eT;
b. U,U, €T

Uy = X\G1; U; = X\G,

Uy NU; = (X\G1) N (X\G2) = X\(G1 U G) € Ty
c. UjeT Vie]

v =0\ Jui = Joneo =6 e %

i€J i€J i€j
Ja X ir galiga kopa, tad 7}, ir diskréta topologija.
5. T, ={U,:U, € X &p € U,} U {@} — izdalita punkta topologija

Saime T, sastav no visam iesp&jamam kopas X apakSkopam, kuras satur punktu p, un

tuksas kopas.
Vai 7, ir topologija?

a XeT,un@ e,
b. U, V, €T,
pe(Upnk) €T,

Ta ka katra netuksa kopa no §is topologijas satur punktu p, tad ari $o kopu $k€lums saturés

punktu p.

c. UyeT,Vie]
peUU},e:J;,

Ta ka katra netuksa kopa no §is topologijas satur punktu p, tad arT So kopu apvienojums

saturés punktu p.
6. TP ={UP:UP c X &p & UP} U {X} — izslégta punkta topologija

Saime TP sastav no visam kopas X apakskopam, kuras nesatur punktu p, un pasas kopas
X.

Vai TP ir topologija?

a. XeTPunpeJ?P
b. UP,VP eT?P



p & (UPNVP)eTP

Ta ka katra kopa, iznemot pasu kopu X, no §is topologijas nesatur punktu p, tad arf So

kopu $k&lums nesaturés punktu p.

c. UPeTPvie]

p(fUU}’eTP

i€]

Ta ka katra kopa, iznemot pasu kopu X, no §is topologijas nesatur punktu p, tad arf So
kopu apvienojums nesaturés punktu p, iznemot, ja apvieno ar kopu X, bet tad més

ieglistam to pasu kopu X, kas pieder $ai topologijai.

1.2 Valgjas un slegtas kopas, punkta apkartne
Turpmak $aja nodala darba uzskatisim, ka kopa X ir dota topologija I un visi turpmakie

jeédzieni tiek definéti topologiska telpa (X, 7).

Definicija 1.2.1 Kopu U sauc par val&ju kopu, ja ta pieder topologijai T
Definicija 1.2.2 Kopu U sauc par slégtu, ja tas papildinajums X\U ir val€ja kopa.
Topologiskas telpas (X, 7") visu slégto kopu saimi apzim&sim ar S.

Teorema 1.2.1 Slégto kopu saimei S izpildas sekojosas 1pasibas:

1. peSunX€S;
2. JaUeESunVeES,tadUUV ES;
3. JanESViE],tadﬂ{Ui:iE]}ES.

Definicija 1.2.3 Par punkta x apkartni sauc kopu U, kurai izpildas:
1. xeU,
2. U, eT
Definicija 1.2.4 Par punkta x caurdurto apkartni sauc kopu U, = U, \{x}.

Definicija 1.2.5 Punktu x € X sauc par kopas A akumulacijas punktu, ja punkta x katra

caurdurta apkartne ar kopu A kelas netuksi, t. i. VU,: U, N A # @.



1.3 Kopas slegums un ieksiene

Definicija 1.3.1 Par kopas U slégumu sauc kopu U, kuru defing sekojosi:
U= ﬂ{Ak: UcA,&Ay €S}

Teoréma 1.3.1 Kopas U slégums ir mazaka slégta kopa, kas satur kopu U.

Teorema 1.3.2 Sléguma operatoram izpildas sekojosas 1pasibas:

Definicija 1.3.2 Par kopas U ieksieni sauc kopu Int U, kuru defing sadi:
IntU = U{Ak:Ak € T&Ak c U}

Teoréma 1.3.3 Kopas U ieksiene ir lielaka valgja kopas U apakskopa.
Teorema 1.3.4 Kopas iekSienei izpildas sekojosas 1pasibas:

1. Intd=0¢uniIntX =X,

2. IntU c U;

3. Int(UnV)=IntUnIntV;

4, Int(IntU) = Int U.

1.4 Zemakas atdalamibas aksiomas

Topologiskas telpas definicija ir loti vispariga, un ir skaidrs, ka nebiis daudz interesantu
teorému, kuras biitu spéka pilnigi visam topologiskam telpam. Viens no veidiem, ka
saSaurinat aplikojamo topologisko klasi, ir uzlikt papildus prasibu, kas raksturotu iesp&ju
atdalit punktus vai arl punktus un slégtas kopas. Seit més apliikosim tikai ta saucamas

zemakas atdalamibas aksiomas Ty, T, T,, kuras raksturo tiesi punktu atdalamibu.
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Definicija 1.4.1 Topologisku telpu (X,T) sauc par T, jeb Kolmogorova telpu, ja vismaz
vienam no diviem dazadiem punktiem x,y € X eksisté apkartne, kurai nepieder otrs punkts,

ti.vx,yeX,x#y3U,y¢U,.

Definicija 1.4.2 Topologisku telpu (X, J) sauc par T, telpu, ja katram no diviem dazadiem
punktiem x,y € X eksistt apkartne, Kkurai nepieder otrs punkts, t. .

Vx,yeX,x#y3Uyy €& U,&IUy,:x & U,.

Definicija 1.4.3 Topologisku telpu (X,J) sauc par T, jeb Hausdorfa telpu, ja diviem

dazadiem punktiem x, y € X eksiste apkartnes Uy, U,, tadas, ka U, N U, = @.

Var viegli redzget, ka, ja telpa ir T,, tad ta ir ari Ty, un, ja telpa ir Ty, tad ta ir arT T,. Otra

virziena $1 1pasiba nedarbojas.
Atgriezisimies pie ieprieks€jiem piem&riem.

1. Topologiska telpa ar pirmo topologiju (X,7;), kur X =1{1,2,3} un
7 = {X,0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}, ir Hausdorfa telpa. To var viegli manit, jo
katram punktam mazaka apkartne ir pats punkts, lidz ar to So mazako apkartnu
Skelums biis tuksa kopa.

2. Otra topologiska telpa (X,7;), kur X ={1,2,3} un T, = {X, @,{1},{1,3}}, ir tikai
Kolmogorova telpa. Més nemam x = 1 un y = 3. Topologija 7, ir tikai viena valgja
kopa {1} c X, kura satur vienu no punktiem, bet nesatur otru.

3. Tresa topologiska telpa (X, T3), kur X = {1,2,3} un 73 = {X, @, {1,2}}, nav neviena no
§Tm tris telpam. Ja m&s nemam x = 1 un y = 2, tad $aja topologija nav neviena val&ja
kopa, kas saturétu tikai vienu no Siem punktiem. Lidz ar to §1 telpa neatbilst T, telpas
nosacijumiem un attiecigi nav ari T; un T, telpa.

4. Antidiskréta topologiska telpa (X,J;) arT nav neviena no §im telpam. Ja m&s nemam
x #y, kurx,y € X, tad So punktu apkartnes U, = X un U,, = X, kas neatbilst pat T,
nosacijumiem.

5. Diskréta topologiska telpa (X, 7;) sastav no visam kopas X apakskopam. Tatad katram
x,y € X, kur x #y, eksisté¢ apkartnes U, = {x} un U, = {y}. So divu apkartnu
Skelums ir tukSa kopa, 11dz ar to §1 telpa ir T,.

6. Ko-galiga topologiska telpa (X, 7}), gadijuma, kad X ir bezgaliga, ir T; telpa. Ja mes
par punktu x,y € X, kur x #y, apkartném nemam kopas U, = X\{y} un
Uy, = X\{y}, tad més ieglistam, ka y & U, un x & U,, kas athilst T; definicijai.
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Kapéc §i telpa nav T,? Ja més par punkta x apkartni nemam kopu U, = {X\G;: x €
Gy &y € G;} un punkta y apkartnei nemam kopu Uy, = {X\G,:y € G, & x € G,}, tad
més iegustam, kay & U, unx & U,.

Uy N Uy, = (X\G1) N (X\G;) = X\(G1 U G;) # @, kas nozimg, ka (X, 7},) nav T.

Ja kopa X ir galiga, tad 7}, ir diskréta topologija un ir speka T, aksioma.

7. lzdaltta punkta topologiska telpa (X, T,) ir T, telpa. Ja m& nemam x = p un y # p,
tad me&s Siem punktiem varam nemt attiecigas apkartnes U, = {p} un U, = {y,p}.
Lidz ar to m&s iegiistam, ka y & Uy, bet x € U,,.

ST topologija nav T, jo visas valgjas kopas, iznemot tuko kopu, satur punktu p, lidz
ar to jebkura cita punkta x € X apkartne saturés punktu p. Lidz ar to punktu x ar
apkartném nevargs atdalit no punkta p.

8. lIzslégta punkta topologiska telpa (X,TP) ir T, telpa. Mé&s apskatam divus punktus
x,y € X, kur x = p un y # p. So punktu apkartnes ir kopas U, = {X} un U, = {y}.
Tad x ¢ Uy, bety € U,.

S1 topologija nav Ty, jo vieniga punkta p apkartne ir visa kopa X, tadel punktu p

nevargs atdalit ar apkartném no jebkura cita kopas X punkta.
Teoréma 1.4.1 Topologiska telpa (X, T) ir T, telpa © Vx € X : {x} € S.
Pieradijums.
= Dots: (X,7) irT; telpa, t.i.,, Vx,y € X,x # y 3U,,U,:x ¢ U, &y & U,.

Fiks€jam x, € X. Nemam y # x,. Péc dota 3U,, € T:x, € Uy, =

> U Uy =X\ {xg} = {x} €S

YV#Xo
yeEX

<Dots:VxeX:{x} €S
Nemam x,y € X;x #y

Ux:X\{y}ET:yeUx
U,=X\{x}€T:x ¢ U,

Tatad (X,T) ir Ty telpa, ka bija japierada.
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2. Nestriktas kopas
Saja nodala més apliikojam jédzienus, kas nepieciesami, lai definétu nestrikto topologiju un

atbilstoSos nestriktas topologijas pamatjédzienus.

Visas definicijas, kas tiks apskatitas $aja nodala ir nemtas no Aleksandra Sostaka gramatas

,L-kopas un L-vértigas struktiiras” [2].

2.1 Pamatdefinicija un darbibas ar kopam

Definicija 2.1.1 Par kopas X nestriktu apak$kopu sauc attélojumu u: X — [0, 1].

Vertibu u(x) var interpretet, ka pakapi, ar kadu x pieder nestriktai apakSkopai p.

Lai vienkarSotu pierakstu, turpmak p sauksim par nestriktu kopu.

Definicija 2.1.2 Par kopas A c X harakterisko funkciju sauc funkciju y4: X — {0,1}, kuru
defing sadi:

()_{1,jaxeA
Xa\X) = 0,jax & A.

Parasto kopu analogs nestriktajas kopas biis So parasto kopu harakteriskas funkcijas.

Talak aplikosim nestriktu kopu apvienojuma, Sk€lums, papildindgjuma un ieklauSanas
darbibas. Defingjot §is darbibas, izmantosim p,v: X — [0,1], kas ir kopas X divas nestriktas

apakskopas.

Definicija 2.1.3 Par divu nestriktu kopu p un v apvienojumu sauc nestriktu kopu g v v: X —

[0, 1], kuru defing sekojosi:

(V@) = max(u(x), v(x).
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1. att€ls. Nestriktu kopu apvienojums.

Zala linija 1. attela ir nestrikta kopa v, oranza linija ir nestrikta kopa u un melna Iinija ir o

nestrikto kopu apvienojums.

Definicija 2.1.4 Par divu nestriktu kopu g un v sk€lumu sauc nestriktu kopu pAv:X —

[0, 1], kuru defing sekojosi:

(1 AV)@) = min(u(), (D).

2. attels. Nestriktu kopu skélums.

Zala linija 2. attela ir nestrikta kopa v, oranza linija ir nestrikta kopa pu un melna Iinija ir o

nestrikto kopu Skelums.

Definicija 2.1.5 Par kopas X nestriktu apaksSkopu saimes {u;:i € J} apvienojumu sauc

nestriktu kopu Vu;: X — [0, 1], kuru defing sekojosi:

Vi (x) = sup{u;(x):i € J}.

Definicija 2.1.6 Par kopas X nestriktu apakskopu saimes {;: i € J} Sk€lumu sauc nestriktu

kopu Ap;: X = [0, 1], kuru defing sekojosi:

Aw;(x) = inf{p;(x):i € J}

Definicija 2.1.7 Par nestriktas kopas u papildinajumu kopa X sauc nestriktu kopu u¢: X —
[0, 1], kuru defing sekojosi:

pe(x) =1 —pux).
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3. attéls. Nestriktas kopas papildinajums.
Zala linija 3. attela ir nestrikta kopa v un melna linija ir §1 nestriktas kopas papildinajums.

Definicija 2.1.8 Nestriktu kopu v sauc par nestriktas kopas u apakSkopu, ja
vx € Xv(x) < p(x).

Vv

4. att€ls. Nestriktas kopas apakskopa.
4. attela nestrikta kopa v ir nestriktas kopas u apakskopa.

Nestrikto kopu $k&luma un apvienojuma operacijas ir sava starpa distributivas:

wuvv)An=@An) Vv (An);
(uAv)vn=@vn)Avn).

2.2 Nestriktie punkti

Punkts un kopa ir matematikas pamatjédzieni, kas netiek defingti. Par katru punktu ir
iesp&jam pateikt, tas pieder kopai vai nepieder, bet paSam punktam piederét nekas nevar.
Nestriktaja kopu teorija diemzel ziid fundamentala ipasiba, ka nestriktam punktam nekas

nepieder.
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Definicija 2.2.1 [2] Par nestriktu punktu sauc nestriktu kopu p%,: X — [0, 1], kur xo € X un

a € (0,1], un kuru defing sadi:

a,jax = x
0,jax # xg

ps, () = {

pie tam x, sauc par nestrikta punkta nes¢ju un a sauc par ta vértibu.

Ka redzams nestrikta punkta definicija, ja @ = 1, tad ir iegiits punkta x, nestriktais analogs, t.
1. ta harakteristiska funkcija. Taja pat laika apskatot citu nestrikto punktu pfo, kur f < «a,
redzam, ka pfo < px,» ko varam interpretét, ka nestriktais punkts pfo ir apakSkopa

nestriktajam punktam py .

Dazadi autori ir dazadi defingjusi nestrikto punktu piederibu nestriktai kopai. Dazi no viniem

arT punkta definicija nosaka, ka o < 1.

Definicija 2.2.2 (Vongs, 1974. g. [19]) Nestrikts punkts p = p%,, kur a < 1, pieder nestriktai

kopai . < IX un to apzZimé ar p € pu, jaVx € X, p(x) < u(x).

Definicija 2.2.3 (Pu un Liu, 1980. ¢.[9]) Nestrikts punkts p = pg, pieder nestriktai kopai

pcI¥untoapzimé arp € u, jaa < u(xg).

Definicija 2.2.4 (Sarkars, 1981. g.[12]) Nestrikts punkts p = p%,, kur @ < 1, pieder nestriktai

kopai u < I* un to apzZimé ar p € u, jaa < p(xp).

Definicija 2.2.5 (De Mirti un Pascali, 1983. g.[4]) Nestrikts punkts p = p%, pieder nestriktai

kopai u © I* un to apzimé ar p € u, ja a < p(xy).

Varétu domat, ka, rundjot par parastajam kopam un punktiem, aplikojot to harakteriskas
funkcijas, nestrikta piederiba € reducésies uz parasto piederibu €, bet tas izpildas tikai Pu un
Liu definicija. Vonga un Sarkara definicijas §1 1paSiba neizpildas, jo tas prasa, lai punkta
veértiba a < 1, kamér De Mirti un Pascali definicija punkts pieder kopai tikai tad, ja ta vertiba

ir stingri mazaka, ka kopas vertiba.

Taja pat laika vieniga definicija, kura saglaba mazakas vienibas 1pasSibu, ir Vonga definicija,
jo, péc pargjam definicijam, nestriktam punktam var piederét citi nestrikti punkti, t. i.,
pfo € p%,, ja B < a. Tas izpildas tapec, ka, atkiriba no pargjam definicijam, kuras prasa, lai
punkta vertiba blitu mazaka tikai uz nes€ja, citur pielaujot nestingru nevienadibu, Vonga

definicija prasa, lai nestrikta punkta vertiba butu stingri mazaka visa kopa X.
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3. Nestrikta topologija

3.1 Nestriktas topologijas definicija (Canga — Gogena pieeja)
Tagad mums ir definéti pietickami daudz jédzieni, lai m&s sp€tu definét, kas ir nestrikta

topologija. Ir vairakas pieejas, ka var definét nestriktas topologijas.
Pirmo nestriktas topologijas definiciju piedavaja C. L. Cangs 1967. gada.
Saja apaksnodala visas definicijas ir no darbiem [3] un [5].

Definicija 3.1.1 Par nestrikto topologiju kopa X sauc kopas X nestrikto apakskopu saimi

T c I* tadu, ka izpildas sekojosas Tpasibas:

1. OETUN1ET;
2. JaueTunveT taduAveT;
3. Jau; €T Vie] tad V{u:ieJ}eT.

Seit mums I¥ ir visu nestrikto kopas X apakskopu saime, I = [0,1], 1: X - 1 un 0:X — 0 ir

konstantas funkcijas.

Definicija 3.1.2 Ja Ty un T, ir divas nestriktas topologijas kopa X un Iy € T, tad T, sauc

par stipraku topologiju ka Iy un ¢ sauc par vajaku topologiju ka T'5.

Apskatisim kadu nestriktas topologijas pieméru. M&s izmantosim tos pasus piemérus, kas bija

parastas topologijas gadijuma un parveidosim tos uz nestriktas topologijas gadijumu.
Vispirms més definésim $adas kopas:

G — ir kopa, kura sastav no galiga skaita nestrikto punktu apvienojuma;

o Px

a
o Px;

ol

X1 X2 X3

5. attéls Kopa G (x) = V{psg, (x), pfz (), py, ()}
17



5. att€la kopa G dota, ka 3 nestriktu punktu apvienojums.
Megs turpmak, kad runasim par nestrikto punktu piederibu, izmantosim Pu un Liu definiciju.

U, — nestrikta kopa kurai pieder nestriktais punkts p = py., ja §1 punkta vértiba a > 0;

Xo

6. attéls. Nestrikta kopa U,.
6. attela ir att€lota kopa Uy, kurai pieder nestriktais punkts p jeb vienkarsak p.

UP — nestrikta kopa, kurai nestriktais punkts p = py nepieder. Lai to garant€tu nestriktai

kopai UP ir speka sekojosa 1pasiba:

UP(xy) =0

a

Px,

%
7. attels. Nestrikta kopa UP.

7. attéla ir att€lota kopa UP tada, ka izpildas UP (x,) = 0, un kurai nepieder nestriktais punkts

a
pr'

1. T, = {Q, l} — antidiskréta nestrikta topologija;
2. Ty = I* — diskréta nestrikta topologija;
18



3. T, ={G°: G € I} U {0} — ko-galiga nestrikta topologija;
Vai 7}, ir nestrikta topologija?

a 0€eTunleT,
b. ‘u:l_GlunV:l_Gz
pAv=(1=-G)AN(1—-G,)=1-(G,VGy)ET,

c. uu=1-G;,Vvie]j
\/(m)—\/(l—a)—l \/ G e
i€J i€J i€J

4. T, = {U,:U, € I*} U {0} — izdalita nestrikta punkta nestrikta topologija;
Kapgc T, ir topologija?

a. 0ed,unled,
b. U, V, €T,
pEU,AV, ET,

C. UbET,Vi€e]
e\
5. TP = {UP:UP € I} U {1} - izslegta nestrikta punkta nestrikta topologija;
Vai TP ir topologija?

a. 0eTPunleT?

b. UP,VP € TP, jaUP(xy) =0&VP(xy) =0
(UPAVP)(xy) =0

C. Vi€, UP(x)=0

\/ v o) =0

i€J
Piezime. Nestriktas topologijas 7P un Ty, ir stingri vajakas ka diskreta nestrikta topologija.

Tagad més apskatisim nestrikto topologiju pamatjédzienus un ipasibas. Salidzinajumam visi

sekojosie jédzieni ir defingti arT visparigas topologijas gadijuma.
Definicija 3.1.3 Nestriktu kopu u sauc par valgju, jau € 7.

Definicija 3.1.4 Nestriktu kopu u sauc par slégtu, ja u€ € 7.
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Visu slégtu nestriktu kopu saimei J°¢ izpildas sekojosas ipasibas:
1. 0eTuUnl1eTs
2. JapeTunveTtaduvveTs
3. Japu;eTc vie] tad A{u;:i €eJ} e 7°.

Definicija 3.1.5 Par nestriktas kopas u slégumu sauc mazako slégto nestrikto kopu u, kura

satur kopu p.

Sléguma operatoram nestriktaja topologija izpildas $adas ipasibas:

1L 0=0;
2. ps
3. uvv=uvv;
4 E=H

Definicija 3.1.6 Par nestriktas kopas u ieksieni sauc tas lielako valgjo apakskopu Int u.
Nestriktu kopu iekSienei izpildas sekojoSas 1pasibas:

1. Int1=1;

2. Intpu < p;

3. Int(uAnv)=IntunliIntv;

4. Int (Int p) = Int u.

3.2 Nestriktas topologijas Lovena definicija
Otro pieeju, ko m@s apskatisim, sastadija R. Lovens 1974. gada. ST definicija ir loti lidziga
Canga definicijai, bet pirmaja aksioma Lovens prasa, lai T saturétu ne tikai 0 un 1, bet art

visas pargjas konstantes.
Saja apak$nodala definicijas ir no darbiem [6], [7] un [8].

Definicija 3.2.1 Par nestrikto topologiju kopa X sauc nestriktu apakskopu saimi J° < I tadu,

ka izpildas sekojosas 1pasibas:

1. Va: X - I, a €T;
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2. JaueTunveT tadunv eT;
3. Jauy, €T Vvie], tad V{u:i €J} €T.

Lai atSkirtu So definiciju no iepriek$gjas, més So definiciju turpmak sauksim par laminéto

nestrikto topologiju. Lidz ar to (X, J) més sauksim par lamin&to nestrikto topologisko telpu.

Valgjas un slégtas kopas, kopas slégumu un ieksieni $aja pieeja definé tapat, ka Canga pieeja.
Ka arT kopu ipasSibas laminétaja topologija ir loti lidzigas iepriek$ apskatitajam ipasibam.

Visas kopas atskiras tikai pirma 1paSiba, kuras tagad izskatas Sadi:
e Slégtajas kopas: a € T, Va: X - I;
e Kopassléguma: @ = a,Va: X — I;
e KopasiekSiene: Inta = a,Va: X - I.

Piezime. Lamingtaja nestriktaja topologija katra konstanta nestrikta kopa ir gan slégta, gan

valgja.

Tagad apskatisim, kuras no iepriek$ apskatitajam nestriktajam topologijam ir laming&tas

nestriktas topologijas.

1. T, ={0,1} nav laminé&ta nestrikta topologija, jo taja nav ieklautas visas konstantas
funkcijas. Antidiskrétas nestriktas laminétas topologijas analogs biis visu konstanto
funkciju saime.

2. T; =1% ir laminéta nestrikta topologija, jo ta sevi ieklauj visas kopas X nestriktas
apakskopas.

3. T, ={G%:G€I*} u{0}, kur G°=1—G un G ir galiga skaita apvienoti nestriktie
punkti, nav laminéta nestrikta topologija, jo neieklauj sevi visas konstantas funkcijas.
T, lamingtas topologijas analogs biis nestriktu kopu saime 73 = {G,: G € I}, kur
G; = max{a — G, 0}.

4. T, ={Up:U, €1*3U{0} un TP ={UP:UP € [¥} U {1} nav lamindtas nestriktas
topologijas un Sobrid més neredzam, ka papildinat $is topologijas, lai tam biitu analogs

lamin&taja nestriktaja topologija.
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4. Zemakas Atdalamibas aksiomas nestriktaja topologija

Dazadi matematiki laika posma no 1978. gada lidz 1981. gadam ir paral€li un katrs atseviski
petijusi atdalamibas aksiomas nestriktajas kopas. Vini ir stadijusi priek$a dazadas metodes, ka
definét S§is aksiomas. Ir gan secinats, ka $is metodes ir sava starpa ekvivalentas. Mges

apskatisim dazas no §STm metodém.

Saja nodala més neapskatisim atdalamibas aksiomu T, jo apskatitajos darbos § aksioma
nebija definéta. Tas nav parsteidzoSi, jo arT visparigaja topologija, apskatoties aksiomu
definésanas hronologiju, vispirms tika definéta T; [18], péc tam T, [16] un krietni vélak T,

[17].
4.1 Atdalamibas aksiomu R. Srivastava, S. Lala un A. Srivastava definicija
Saja apak$nodala definicijas ir no darbiem [14] un [15].

Definicija 4.1.1 Nestriktu topologisku telpu (X,J) sauc par T, jeb Hausdorfa telpu, ja
katriem diviem nestriktajiem punktiem ar atskirigiem nes€jiem p = pg un q = qg eksiste tadi

wveT kapEuqEvununv=0.

8. att€ls. Nestrikto punktu p un q atdaliSana ar nestriktajam apkartn€m v un pu atbilstosi

definicijai 4.1.1

Definicija 4.1.2 Nestriktu topologisku telpu (X,J) sauc par T, telpu, ja katriem diviem
nestriktajiem punktiem ar atskirigiem nes€jiem p = p% un q = qg eksiste tadi w,v € T, ka

pEmu betqépuung€v,betp v.
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9. attéls. Nestrikto punktu p un q atdaliSana ar nestriktajam apkartném p un v atbilstosi
definicijai 4.1.2

Ir acim redzams, ka, ja telpa (X, T) ir T,, ta ir ari T4.
Teoréma 4.1.1 Ja nestriktas telpas (X, ) katrs nestriktais punkts p ir slégts, tad §1 telpa ir T4.

Teoréma minétais gan nedarbojas otra virziena, t. i., ne katrai T, telpai katrs nestriktais

punkts ir slegts.

Tagad mes apskatisim dazus piemérus. SekojoSajos piemeros, ja nav savadak atrunats, mes

pienemam, ka X = R.
L 7.={01}

(X, T o) nav T telpa, jo nav tadu atskirigu u, v € T, ka kaut viens no nestriktajiem punktiem

piederétu vienai, bet nepiederétu otrai. Bet 1idz ar to, ta nav ari T, telpa.

2. T, =1%
Ir doti divi dazadi nestrikti punkti p = pg un q = qg. Ja més nemam y =p unv =gq. Tad
uAv =0.Lidzar to (X,7y) it T, telpa.

3. T, ={GGc1} u{0)
Ir doti divi nestrikti punkti p = pg, kur a > % ungq = qf, kur g > % Meés nemsim 4 = 1 — p,
unv=1-gq,. Tadu,veT,unp €Ev,q €v,unq € u,p & . Tatad (X, T;) ir T, telpa. Bet,

taka u Av # 0, tad §Tnav T, telpa.

4. T, ={U,:U, c 1} U {0}

23



Ir doti divi nestrikti punkti p = pZ unq = qff. Mgés nemam nestrikto kopu g = p un nestrikto
kopu v: q € v. M&s iegiistam, ka punkts g & p un p € u, bet punkts p € v pec topologijas T,

uzbiives. Lidz ar to topologiska telpa (X, 7,,) nav ne Ty, ne T,.
5. TP ={UP:UP c 1} U {1}

Telpa (X,TP) ir T, telpa. So vislabak pamatot ar ilustrétu pieméru. 10. attgla var redzét, ka

nestriktie punkti g = gy un s = sf pieder attiecigi kopam p un v, ka ari u Av = 0. Bet ja

nem nestrikto punktu r, kura nesgjs sakrit ar p nes€ju, tad vieniga nestrikta val&ja kopa, kurai
pieder nestriktais punkts r ir 1. Lidz ar to, jebkuru citu nestrikto punktu ar atskirigu nesgju

nevarées atdalit no r. Tatad §1 telpa nav ne Ty, ne T,.

10. attels. 5. piemera ilustracija

4.2 Atdalamibas aksiomu M. Sarkara definicija

Seit definicijas ir no darbiem [12], [13].

Nakamaja definicija tiek atdaliti nestriktie punkti ne tikai ar dazadiem nes€jiem, bet arl

nestriktie punkti ar vienu un to paSu nes€ju, bet dazadam veértibam.

Definicija 4.2.1 Nestriktu topologisku telpu (X,J) sauc par T, jeb Hausdorfa telpu, ja

katriem diviem nestriktiem punktiem p = p%unq = qg izpildas:
1. Jax # y,tad eksiste tadip,v € T, kapEu,q €uunq €v,p € v;

2. Jax =yuna < f,tad eksisté tads u € T, kap € u, bet q € L.
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Definicija 4.2.2 Nestriktu topologisku telpu (X, ) sauc par T telpu, ja visi nestriktie punkti

Saja telpa ir slegti.
Seit var viegli redzét, ka no T izriet ari T;.

Visas apskatitas pieejas ir sava starpa ekvivalentas. Turpmak, runajot par Atdalamibas

aksiomam, m&s izmantosim Srivastavu un Lala pieeju.
Apskatisim pieméeru.

Nemsim kopu X = {1,2,3}. Uz §is kopas izveidosim nestrikto topologiju

2 2 2 2
7= {Q, 1Lp3pipiv pg}, kur 0 = {p?,p?,p3} un 1 = {pi,p3,p3}.

2 2
Mes nemsim divus punktus p; un p3. Pec definicijas 4.1.1 apskatisim divas val&jas nestriktas

2 2
kopas, kuram Sie nestriktie punkti pieder: 4 = p un v = p3. Ta ka So divu nestrikto kopu

ske€lums pu A v = 0, topologiska telpa (X, 77) ir Ts.
Apskatisim to pasu piemeru, tikai izmantosim definiciju 4.2.1.

Vispirms més atradisim visas slégtas kopas

1 1 1 1
S = {l. o,V {pi. D3, p%} ,V {p%, D3, p;} ,V {pi, D3, p;}}-

1
p=V {p%.p%.pé} un

1
v=V {pi.p%,pé}-

2 2

Lidz ar to, nestriktais punkts p? nepieder ¥ un nestriktais punkts p3 nepieder %. Atbilstosi

definicijai 4.2.1 $iir T, telpa.
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Nobeigums

Saja darba més analizéjam dazadas literatitra sastopamas nestriktd punkta piederibas
definicijas nestriktai kopai, nestriktas topologijas definicijas un zemakas atdalamibas
aksiomas. Ar piemé&riem ilustréjam nestriktas topologijas un parbaudijam vai tajas ir speka

aplukotas zemakas atdalamibas aksiomas.

Lai arT darba aplikojam dazadu autoru darbos nestriktas topologijas punkta un attiecigi ir
atrodami vél daudz citi autoru raksti, kuros v&l visparigak ir definéta nestrikta topologija un

attiecigi darba apliikotos variantus var uztvert ka to apakSgadijumus.

Darbu, protams, biitu iesp&ams turpinat, aplukojot citas nestrikto punktu piederibas un

apkartnu definicijas un atdalamibas aksiomas atbilsto$ajos kontekstos.

Viens no vertigakajiem personigajiem darba ieguvumiem bija izpratnes padzilinaSana par
nestriktas kopas, nestriktas topologijas un ar to saistitiem jédzieniem, konstrugjot dazadus

piemerus.
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