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Anotacija

Bakalaura darba ”Diferencu sheémas ar precizo spektru diferencialvienadojumiem ar pir-
ma veida robeznosacijumiem”mérkis - salidzinat diferencu shémas ar precizo spektru ar
citam diferencu shemam parastajiem un parcialiem diferencialvienadojumiem ar pirma
veida robeznosacijumiem.

Darba ietvaros tika pétitas dazadas diferencéu shemas dazadiem otras kartas lineariem di-
ferencialvienadojumiem ar konstantiem koeficientiem, ka ari siltuma vadisanas un stigas
svarstibu vienadojumam.

Balstoties uz izstradatu teoriju tika iegtiti nozimigi rezultati, ka arl noformulétas un pie-

raditas divas teorémas.

Atslegas vardi: galigas diferences, vienmeérigais rezgis, robezprobléma, spektrala probleé-

ma, Ipasvertibas, ipasfunkcijas, ipasvektori.



Abstract

The aim of this Bachelor’s thesis is to compare finite difference schemes with exact
spectrum with other finite difference schemes solving ordinary and partial differential
equations with boundary conditions of the first kind.

In this paper, different finite difference schemes solving differential equations of the se-
cond order with constant coefficients also heat transfer and wave equations are studied.

Based on the theory, significant results are obtained and two theorems are proved.

Keywords: finite differnces, uniform mesh, boundary problem, spectral problem, eigenva-

lues, eigenfunctions, eigenvectors.
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Ievads

Misdienas eksisté daudz metozu, ka var risinat diferencialvienadojumu skaitliski. Pro-
ti, galigo diferencu metode, galigo elementu metode, galigo robezelementu metode utt.

Saja darba tiks izmantota vispopularaka to tam, proti galigo elementu metode.

Risinot diferencialvienadojumu skaitliski ar galigo diferencu metodi, nezinamas fun-
kcijas atvasinajumi tiek aizstati ar attiecigas kartas diferencem. Lidz ar to rodas diferencu

vienadojums, kura atrisinajums ir diferencialvienadojuma tuvinatais atrisinajums.

Gan precizo, gan skaitlisko parasta diferencialvienadojuma atrisinajumu var izvirzit
Furje rinda (bezgaliga vai galiga attiecigi). Saja izvirzijuma paradas attiecigas spektralas
problémas ipasvertibas un ipasvektori. Ja atrisinajuma galiga izvirzijuma Furjé rinda
diskrétas probléemas ipasvértibas aizvieto ar Ipasvértibam no bezgaliga izvirzijuma, tad

o izvirzijumu sauc par diferenéu shemu ar precizo spektru.

Savukart, risinot parcialo diferencialvienadojumu ar taispu shému, telpas argumen-
ta x izmainas segments tiek diskretizets, otras kartas atvasinajums pec telpas mainiga
tiek aizvietots ar centralo diferenci, bet laika mainigs ¢ paliek nepartraukts un parcialais
diferencialvienadojums tiek reducéts uz parasto diferencialvienadojumu sistemu. Si viena-
dojuma skaitlisko atrisinajumu ari var izvirzit galigd Furjé rinda un tapat ka parastajiem
diferencialvienadojumiem, ja diskrétas problemas ipaSvertibas aizvieto ar ipaSvertibam
no nepartrauktas problémas, $o izvirzijumu sauc par diferencu shému ar precizo spektru

parcialiem diferencialvienadojumiem.

Saja darba galigo diferencu shemas tiks salidzinatas ar citam zinamam diferencu she-
mam dazadiem otras kartas parastajiem lineariem diferencialvienadojumiem ar pirma
veida robeznosacijumiem, ka ari siltuma vadiSanas un stigas svarstibu vienadojumiem ar

pirma veida robeznosacijumiem.



1. Ipasvértibu un ipasfunkciju problemas otras kar-

L] L J— 2 L] fa— L]
tas diferencialoperatoram —% ar pirma veida ho-

mogéniem robeznosacijumiem
Ipasvertibu un ipasfunkciju (spektralo) problemu plasi izmanto nepartraukto un dis-

kréto robezproblému atrisinasana. Vispirms apskatisim algebriskas vienddojumu sistémas

atrisinasanu, kura rodas, risinot diskreto robezproblemu.

1.1. Algebras spektrala probléma

Definicija 1. Par kvadratiskas matricas A spektru sauc visu to ipasvertibu kopu.

Algebrisku vienadojumu sistému var pierakstit forma
Az = f, (1.1)

kur A ir nesingulara m—tas kartas kvadratiska matrica ar elementiem a;; € R,
1,7 = 1,m, x, f m—tas kartas vektori-kolonas ar elementiem z;, f; € R, i = 1, m. Ja ir

zinami ipasvertibu un ipasvektoru (spektralo) problemu
Aw = \w, AT = \w (1.2)

atrisinajumi ar pilnam ipa$vektoru sistemam {w’}, {w/} matricai A un transponétai
matricai AT ar atbilstosam Ipasvertibam \;, j = 1,m, tad $is sistemas Ipasvektorus var

izveleties par biortonormeto bazi telpa R™ un sistemas (1.1) atrisinajumu meklet forma

r = Zozjwj, (1.3)
=1

kur a;; € R - linearas kombinacijas koeficienti.

Pienemot ari, ka

f=Y_ B (5 €R), (1.4)

ievérojot biortogonalitates nosacijumu (w’, wk) = §;, kur



ir Kronekera simbols un (w’, wk) = §;, ir skalars reizinajums, un skalari reizinot (1.4) ar

fiksetu Ipasfunkciju wk, iegist

f wk Zﬁg wj wk Zﬂj(sj,k = B
j=1
Tatad koeficienti 3, izvirzijuma (1.4) viennozimigi nosakas ar formulu
6] = (fvw])aj = 17m'

levietojot sakaribas (1.3) ,(1.4) vienadojuma (1.1) un reizinot skalari ar w* iegiist

(wk, Az) = (wb AZ au’) = (wk, Z a\jw!) = Z i (wk, w?) = Apap,
j=1 j=1

(wh, f) =) Bi(wh w’) Zﬁjém B

j=1

t.i. ax = . Tatad izvirzijuma (1.3)

un sistémas (1.1) atrisinajums ir

Problemu (1.2) var parrakstit matricu forma

AW =WD,ATW = WD,

kur W un W ir matricas ar atbilstosiem ipasvektoriem kolonnas wj, wi, k,j

(1.5)

(1.6)

(1.7)

= 1,m,

D = diag(\;), j = 1,m ir diagonalmatrica ar pagvertibam uz galvenas diagonales. Lidz

ar to ir speka

A=WDW-!



un (1.7) var reprezentet matricu forma
r=WD'Wf. (1.8)
No (1.5) un (1.8) seko, ka W~ = W', vai WW' = E, kur E ir vienibas matrica[l].

Piezime 1. Ja matrica A ir simetriska (A = AT ), tad w = w rezullata iegast ortonormetu
ipasvektoru sistemu wl,j = 1,m, kuriem ir speka ortonormeétibas nosactjums (w?, w*) =
d;k, formulas (1.5) vieta ir

Bj = (f’ wj)>j = 17N —1 (19)

un formulas (1.8) vieta ir

r=WD'WFf. (1.10)

1.2. Nepartraukta ipasvértibu un ipasfunkciju probléema otras

- . o — 2 . — . —
kartas diferencialoperatoram —% ar pirma veida homogeé-

niem robeznosacijumiem
Nepartraukta ipasvertibu un ipasfunkciju problema otras kartas diferencialoperatoram

(— i

—4) segmenta [0, [] ar homogeéniem pirma veida robeznosacljumiem ir forma

—X"(z) = AX(x) (1.11)

kur A - ipagvértiba (parametrs), pie kuras problemai (1.11) eksisté netrivials atrisindjums

(X #0). Diferencialvienadojuma (1.11) raksturigais vienadojums ir
PP+A=0
ar saknem pyo = +iV/\, kur i = /—1. Lidz ar to iegast diferencialvienadojuma (1.11)
visparigo atrisinajumu
X (x) = Cysin(v/Ax) + Cycos(vVAx).

No nosacijuma X (0) = 0 seko, ka Cy = 0. No nosacijuma X (/) = 0 seko

Cisin(VA) =0 = VAL = km, k=1,2,... = Ny = (222 k = 1,2, ..



un problemas (1.11) ipasfunkcijas ir
. [ knx
Xi(x) = Cgsin (T) k=1,2,..., (1.12)

kur C}, ir patvaligas konstantes.

No ortonormetibas nosacijuma
!
(Xp(2), X;(2)) = / X ()X, (2)de = b, (1.13)
0

izriet, ka C), = k=1,2,...

Jebkuru nepartrauktu funkciju f(x), ja f(x) = f(I) = 0, var izvirzit péc problemas
(1.11) 1pasfunkcijam (1.12) Furje rinda

f(x) = ijXj@% (1.14)

kur f; = (f(x), X;(2)).
Nehomogeénas robezproblémas
(1.15)

atrisinajums analogi (1.3) ir uzrakstams rindas veida

u(z) = Zanj(x), (1.16)

_ 1
kur a; = e

Piezime 2. Ja funkcija f(x) neapmierina homogenos robeznosacijumus, tad problemu

(1.15) reduce uz divam robezproblemam

(1.17)

un

(1.18)



kur robezproblemas (1.17) laba puse apmierina homogénos robeinosacijumus un robeZprob-
lemas (1.15) atrisinajums ir

u(z) = uy () + ug(x). (1.19)
Piezime 3. Ja f(z) = CXi(z),C € R, tad rinda (1.16) satur tikai vienu saskaitamo, t.1,

u(r) = L X (2),k > 1.

1.3. Diskréta ipasvertibu un ipasfunkciju probléma otras kartas
centralo diferenc¢u operatoram —Ay = —y,z ar pirma veida

homogéniem robeznosacijumiem
Apgabala aizvietosana ar vienmérigo rezgi

Risinot nepartrauktu problemu tuvinati, ir nepieciesama tas diskretizacija. Argumenta
izmainas segmentu aizvieto ar rezgi - diskretu punktu kopu. Realizéjot nepartrauktas

problémas skaitlisko atrisinajumu, loti biezi izmanto, ta saucamo, vienmeérigo rezgi
wp = {xj :]haj :07N7Nh:l}7

kas sadala nogriezni [0,!] N vienadas dalas. Punktus x; biezi sauc par mezglu punktiem.

[eksejus mezglu punktus apzimé ar wy,.

Galigas diferences

Risinot otras kartas diferencialvienadojumu skaitliski, atvasinajumu vertibas mezglu
punktos parasti aizvieto ar attiecigam diferencem. Pirmas kartas atvasinajumu visbiezak
aizvieto ar pirmas kartas centralo diferenci

y(j1) —y(zj1)
2h

u'(x5) ~

un apzimeé ar y;, bet otras kartas atvasinajumu visbiezak aizvieto ar otras kartas centralo

diferenci
y(rj1) — 2y(x;) +y(x;-1)
h2

un apzIime ar y,z, kur h ir rezga solis un y(x;) ir tuvinatas problémas atrisinajuma vertibas

u' () ~

mezglu punktos[2].



Piezime 4. Pirmas kartas atvasindjumu var aizvietot ari ar pirmas kartas labo vai kreiso

diferenci, proti
y(jt1) — y(z;)

Y () ~ -
vaL

yl($j> ~ y(ZB]) _hy<xj—1)
attiecigi.

Piezime 5. Dazkart, lai samazindtu tuvindta atrisindgjuma kladu, otro diferenci reizina

ar specialo konstanti v, kura ir atkariga no vienadojuma struktiras.

Tatad diskreta ipasvertibu un ipasfunkciju problema otras kartas centralo diferencu
operatoram —Ay = —y,z vienmeriga rezgl ar homogeéniem pirma veida robeznosacijumiem
ir forma

Yoz = 1y(x), T € wy
y(0) = y(1) = 0.

Diferencu shemu (1.20) indeksu forma var pierakstit sadi

(1.20)

Yj+1 — 2c0s(th)y; +yj-1=0,j =1, N -1
Yo=y~n =0,

kur y; = y(z;),j = 0, N un cos(th) =1 — % un attiecigais raksturigais vienadojums ir
p? — 2cos(th)p+1=0

ar saknem

pra = cos(th) £ isin(th) = e

kur i = v/—1.

Var viegli redzet, ka netrivials atrisinajums (y; # 0) ir forma

y; = Cysin(tz;) + Cycos(tx;), j =1, N —1,C4,Cy € R.

No robeznosacijuma gy, = 0 seko, ka Cy = 0.



No robeznosacijuma yy = 0 seko, ka t,l = km, k € Z un ipasfunkcijas ir

kra;
l

y(k)(:vj)—C’ksin( ) g, k=1,N—-1,C, € R.

Attiecigas Tpasvertibas ir

2 4 tph 4 kmh
e = hQ(l—cos(tkh))——sn (k—> = —sin ( i ) k=1,N—1.

h? 2 21

Nosakot konstantes Cy no ortonormétibas nosacijuma

( = Z wl)—ak],

iegist, ka C = \/? , un Tpasfunkcijam ir analoga (1.12) forma

2 k -
y B (z) = \/;sm (%) T € wp, k=1, N—1.

Piezime 6. Formula (1.22) ir formulas (1.13) diskrets variants.

Nehomogenas problemas

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

kur f(0) = f(I) = 0, atrisinajums analogi (1.16) ir uzrakstams “galigas rindas” (linearas

kombinacijas) forma
N-1
=Y a0,z €
j=1

kur
O

lff(j f(j _(f,y(J)),]:l,N—l

10

(1.25)



2. Galigo diferencu metode ar precizo spektru vien-
adojumam —u"(x) = f(x) ar pirma veida homogeé-
niem robeznosacijumiem

Robezproblemas

(2.1)

kur f(0) = f(I) = 0, tuvinato atrisinajumu ar galigo diferenc¢u shemu (GDS) meklé forma

(1.25), bet tuvinato atrisinajumu ar galigo diferenc¢u shemu ar precizo spektru (GDSPS)

mekle sadi

N-1

y(z) = Z a(j)y(j)(x), T € W, (2.2)

j=1

kur
(4)
WD I ) ) TN
a —A(])’f _(fuy )7j_17N 1

un A0 = (]T”)2 ,j = 1, N — 1 ir nepartrauktas ipasvértibu un ipasfunkciju problémas

ipasvertibas|3].

Piezime 7. Formulu (2.2) var lietot tikai tad, ja nepartrauktas problemas (1.11) ipasfun-
keiju (1.12) vertibas un diskréetas problemas (1.20) ipasfunkcijas (1.23) vertibas sakrit mez-
glu punktos.

Piezime 8. RobeZgadijuma

4, (krh\ 4 (krh\?sin? (5E) (kn\? . osin® () (kr\?
Hm g sin (7) ,lfﬂ%ﬁ( 21) Eo (7) }g%—(@)z = (7) :

2l

k=T,N —1, ti. juw — M\, bad h — 0, k=1, N — 1.

Piezime 9. Ja f(z) = Zf\il AiXi(x),M < N—=1, kur A; e Rji =1, M un X;(x),i =1, M
ir problemas (1.11) ipasfunkcijas, tad shema (2.2) ir preciza, t.i. tuvinata atrisinajuma

vertibas mezglu punktos sakrit ar preciza atrisinajuma vértibam.

11



Piemeérs 1. Problemas (2.1) precizais atrisinajums, ja f(z) = sin(rz) un [ = 1, ir
u(r) = 7 2sin(rx).
Ar MATLAB programmas M-failu PDS1lveid4 palidzibu var parliecinaties, ka GDSPS

dod precizus rezultatus.

1. tabula Absoliatas kludas

N | Au(GDS) | Au(GDSPS)
0.0032 1.3878 - 10717

(@4

Seit Aw ir tuvinata atrisinajuma absolata klida, t.i. Au = max;<jcy_1 |u(z;)—y(z;)|.

Kur éu ir tuvinata atrisinajuma relativa klada, kuru define sadi

2. tabula Relativas kludas

N | 6u(GDS) | su(GDSPS)
5 10.0336 | 1.4402-10716

Su = TAX1gi<N -1 ulz;) — y(z;)|

N Juz;)]

Piemeérs 2. Problemas (2.1) precizais atrisindjums, ja f(z) = z(z — 1) un [ = 1 ir

4 2

u(r) = —35 + % — 15- MATLAB M-fails PDS1veid5 dod sadus rezultatus:

3. tabula Absolutas kludas

N | Au(GDS) Au(GDSPS)
5 | 0.0008 1.5936 - 10~°
10 | 2.0833-107* | 1.005 - 107©

12



4. tabula Relativas kludas

N | u(GDS) | du(GDSPS)
5 | 0.0323 0.001

10 | 0.008 1.2294 - 1074
wio?
%+ GDSH
+ GDSPSKI
2 * * *
+ *
+ *
1l
+
o " - - 5 ” . -
01 02 03 04 05 08 07 08 09

1. att. Kludu grafiks pie N = 10

0006 :
& prec. atr,
oot + oDE
+ GDSPS
aoizh 4
o014
0016} # #
ooa}
nmt
& %
ooz}
oozl
% ¥
nom 2
- . ‘ . . . ‘
%1 0z 03 04 05 08 07 08 00

2. att. Atrisinajumu grafiks pie N = 10

Var viegli redzet, ka GDSPS robezproblémai (2.1) dod daudz precizdakus rezultatus
neka GDS.

13



3. Galigo diferencu metode ar precizo spektru vien-
adojumam —u"(z) —bu(zr) = f(x) ar pirma veida ho-
mogéniem robeznosacijumiem

Robezproblemas
—u(x) = bu(z) = f(z)
u(0) = u(l) =0,

(3.1)

kur f(0) = f(I) =0 un b € R, b # 0 nepartrauktas ipasvértibu un ipasfunkciju problemas
ipasfunkcijas sakrit ar problemas (2.1) ipasfunkcijam, bet ipasvertibas ir forma

~ k2
M= (7 ) —bhk=12. (3.2)

kurus var viegli dabtit no problemas (1.11), izmantojot transformaciju A=\—b.
Analogi iegiist diskrétas ipasvértibu un ipasfunkciju problémas ipasvértibas

i = sin’ (%) b E=TNC-T, (3.3)
ieverojot, ka ipasvektori sakrit ar (1.23). Robezproblémas (3.1) tuvinato atrisinajumu
ar GDS mekle forma (1.25), aizvietojot uy ar fix, kK = 1, N — 1 un tuvinato atrisinajumu
ar GDSPS mekle forma (2.2), aizvietojot Aj ar Mo,k = 1, N — 1. Dazkart, lai uzlabotu

tuvinato atrisinajumu ar GDS, lieto, ta saucamo, Bahvalova metodi, reizinot otras kartas

2 2
centralo diferenci ar konstanti v. v = ( by ) , kur by = \/Bh, jab>0un vy = ( by ) ,

sinby - T2 sinhby
kur by = Y5, ja b < 0.

Piezime 10. Ja f(z) = Y. A X;(z),M < N — 1, kur A; € R,i =1, M un X;(z),
i =1, M ir problemas (1.11) ipasfunkcijas, tad shema (2.2) ar ipasvertibam (3.2) ir pre-

ciza.

14



Piemérs 3. Problemas (3.1) precizais atrisinajums, ja f(x) = 10sin(37x), b = 50 un

o . _ 10sin(37x)
=1, iru(z) = =557

Ar MATLAB programmas M-failu PDS3veidl palidzibu var parliecinaties, ka GDSPS

dod precizus rezultatus.

5. tabula Absolitas kludas

N | Auw(GDS) | Au(Bah. GDS) | Au(GDSPS)
0.3706 | 0.1003 5.5511 - 10717

ot

6. tabula Relativas kludas

N | Au(GDS) | Au(Bah. GDS) | Au(GDSPS)
1.5129 0.4097 1.1331 - 10716

ot

15



Piemeérs 4. Problemas (3.1) precizais atrisinajums, ja f(z) = x(z—1)e ™, b =100 un [ =

Lir u(z) = — 5057 51 (102) (200;.1:;6996) + 535557 €08 (102) — $550507 (8 — 106052 41020127 e”.

Ar MATLAB M-faila PDS3veid palidzibu var saildzinat precizo atrisindjumu ar tuvinato
atrisinajumu ar GDS, Bahvalova GDS, GDSPS.

7. tabula Absolitas kladas

N | Au(GDS) Au(Bah. GDS) | Au(GDSPS)
0.0019 0.001 1.6904 - 10~*
10 | 8.4343 - 107 | 2.2147 - 104 9.2617-107

ot

8. tabula Relativas kliudas

N | 6u(GDS) | du(Bah. GDS) | su(GDSPS)
0.5181 | 0.1692 0.045
10 | 0.1839 | 0.0363 0.0022

ot
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%10

Bah GDS ki

09p + GDSPSK
+ GDSkL
L * 4
07t 5 1
0Bt 1
4
*
a5t 1
04t + E
03t 1
*

02t * |
o1t : 1
[} £ oy £ * s 1 *

01 0z 03 04 05 0B 07 08 09

3. att. Kluadu grafiks pie N = 10

&

w10
6.4 T
@ prec. atr,
GBI Bah. GDS (4
+ GDSPS
55| + GDS 1
*
sl 1
+
451 1
*
4|
3 4
3aF B
& +
3 + # 4
55 # J
*
2*5 1 L 1 L L 1 L
0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0e 09

4. att. Atrisinajumu grafiks pie N = 10

No kladu tabulam un no atrisinajumu grafikiem var redzet, ka GDSPS robezproblemai

(3.1) precizakus rezultatus nekda GDS vai Bahvalova GDS.
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4. Ipasvertibu un ipasfunkciju problémas otras kar-

. . — 2
tas diferencialoperatoram —-=, — a%

e ar pirma veida

homogéniem robeznosacijumiem

4.1. Nepartraukta spektrala probléma otras kartas diferencialo-

d? d

peratoram ——— — a5 ar pirma veida homogéniem robezno-
sacijumiem
Nepartraukta spektrala problema otras kartas diferencialoperatoram —dd—22 — adi, kur
i X

a € R, ar homogeniem pirma veida robeznosacijumiem segmenta [0, (] ir forma

X"(x) +aX'(z) + XX (z) =0

Péc transformacijas

ax
X(z) = exp <—7> v(x)
iegiist problemu (1.11), kur
a2
X(z) = v(x), N = A — e

t.i. probléemas (4.1) nepartrauktais spektrs ir

(4.4)

ipasfunkcijas ir

Xi(z) = \/gexp (%) sin (@) , (4.5)

pie kam automatiski ir speka biortonormetibas nosacijums
!
(&@JW%;/&@ﬁ@M=M-
0

18



Nehomogenas problemas

(4.6)

atrisinajums ir

) = Y 0w, = £, = (1), K5(w)

4.2. Diskréta spektrala probléema otras kartas monotonam dife-
rencu operatoram —Ay = —vyy,z — ay; ar pirma veida homo-
géniem robeznosacijumiem.

Diskreta spektrala problema otras kartas monotonam diferenc¢u operatoram
—Ay = —yy,z — ay; vienmeriga rezgi segmenta [0, [] ar homogeniem pirma veida robezno-
sacjjumiem ir forma

Voz + ayi + py = 0, € wy

(4.7)
y(0) =y(l) =0,
kur v = ajcothay, a; = % (Iljina shema)[5]. Indeksu forma
(v +a1)yis1 — 2 <7 - Mh;) vi+(y—a1)yi-1 =0,i=1,N -1
Yo = YN = Oa
lietojot transformaciju y; = k'z;, iegtist
Zig1 — 2c08(th)z; + 2,1 =0,i=1,N — 1
20 =2zn =0,
kur
cos(th) = —@ (2—a2)_% >ank= /1% g
8 9 8 1 , 7V 2 A, N +a; .
Tatad analogi (4.2) un (4.3) iegist
(k) \/5 . kmih
2" =/ =sin
E l [
2&1 kmh —_—
= — h — —_— k=1,N—-1 4.8
i Hesinh(ay) (cos (ay) — cos ( ; )) , , , (4.8)
bi.,
2 k -
y®) (z) = \/;exp (—?) sin (%x) ,x €wp,k=1,N—1. (4.9)



Attiecigas saistitas problemas ((4.7),a vieta —a) atrisinajums ir

2 ax kmx _
g (x) \/;exp<2)sm( i ),wah,k: 1,N —1.

Nehomogeénas problémas

—VYaz — i = f(x), T € wy,

N-—1
j=1
kur
(4) .
0@ = L2 o) — (7590,
Hj

20
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5. Galigo diferencu metode ar precizo spektru vien-
adojumam —u"(x) — au/(zr) = f(x) ar pirma veida
homogéniem robeznosacijumiem

Tapat ka ieprieks, robezproblémas
(5.1)

kur f(0) = f(I) = 0, tuvinato atrisinajumu ar Iljina GDS mekle forma (4.12), bet tuvinato

atrisinajumu ar Iljina GDSPS mekle sadi

N—-1
y(@) = 3 aPyD(2), 5 € wy, (5.2)
j=1
kur
()
G _ I o) 0y T
ol =3 =), =1 N -1

un \0) = % + (j7”)2,j = 1, N — 1 ir nepartrauktas ipasvertibu un ipasfunkciju problemas

ipasvertibas.

Piezime 11. RobeZgadijuma

. 2ay krmh a? k2 S
}l}g(l)m (cosh(al) — cos (T)) =7 + (T) Jk=1,N—1

, b gy —> Ak, kad h — 0, k=1, N — 1. To var viegli iegut, izmantojot datorprogrammu
Maple.

Piezime 12. Ja f(z) = Zf\il A Xi(x),M <N —1, kur A; e Ryi =1, M un X;(z),

i =1, M ir problemas (4.1) wpasfunkcijas, tad shema (5.2) ir preciza
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Piemeérs 5. Robezproblemas (5.1) precizais atrisinajums, ja f = e’%sm(Sﬂx), a=>5un
sz
I =1,ir u(x) = %W. Ar MATLAB programmas M-failu PDS5veid palidzibu

var parliecinaties, ka Iljina GDSPS dod precizus rezultatus.

9. tabula Absolutas kladas

N | Au(Il. GDS) | Au(Il. GDSPS)
0.0038 3.4694 - 10718

ot

10. tabula Relativas kltudas

N | su(Tl. GDS) | 6u(Tl. GDSPS)
0.6322 5.7184 - 10716

ot
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Piemérs 6. Robezproblemas (5.1) precizais atrisinajums, ja f = z(z — 1), a = 1 un
I=1iru(z) = —52% + 32° — g5 zl +32 + gti=yy- Ar MATLAB M-faila PDS2veid2
palidzibu var salidzinat precizo atrisinajumu ar tuvinato atrisinajumu ar Iljina GDS un

Iljina GDSPS.

11. tabula Absolitas kludas, jaa =1

N | Au(ll. GDS) | Au(Tl. GDSPS)
5 | 7.9795-10~% | 2.2690 - 10~

10 | 2.0820 - 107 | 1.4678 - 10~¢

12. tabula Relativas kludas, jaa =1

N | u(ll. GDS) | du(ll. GDSPS)

5 [0.0341 5.5264 - 10~
10 | 0.0082 3.7035-107°

5. att. Kladu grafiks pie N = 10
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0.03

< prec. atr
+ GDS
* +  GDSPS

i3 *

002r

00sE

0.01

0.005
o1

L I L I L L
0z 03 04 05 08 o7 =]
X

6. att. Atrisinajumu grafiks pie N = 10

3 97e” 20
12000(e—20—1)

Jaa = 20, tad robezproblemas (5.1) atrisinajums ir u(z) = — ;5527455

11z

1005 T un rezultati ir sadi:

97
12000(e—20—1)

13. tabula Absolatas kladas, ja a = 20

N | Au(ll. GDS) | Au(Il. GDSPS)
5 | 5.8104-10~* | 6.5513 - 10~
10 | 1.8847- 104 | 3.5775- 10~

14. tabula Relativas kliudas, ja a = 20

N | u(Il. GDS) | du(Il. GDSPS)
5 | 0.1692 0.0871
10 | 0.0404 0.0051
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w1

+ + GDSH
+ * + GDSPS K

*

GDS 4
GOSPS

% &

* % C

L 1 L L L
0z 0.3 0.4 0.5 08 o7

8. att. Atrisinajumu grafiks pie N = 10

Ja a = 50, tad robezproblemas (5.1) atrisinajums ir u(x) =

311e—502 13 311

53750(c=501) T 31250 T 93750(c—s0—7) un rezultati ir sadi:

15. tabula Absolatas kladas, ja a = 50

N | Au(ll. GDS) | Au(ll. GDSPS)
10 | 1.4336-10~* | 6.3506

100 | 2.0726 - 1075 | 1.6695 - 10~
200 | 5.2016 - 107 | 1.3392 - 107

25




16. tabula Relativas kludas, ja a = 50

N | su(ll. GDS) | su(Il. GDSPS)
10 | 0.0815 1960

100 | 0.0012 0.0065
200 | 2.9577-107* | 5.4011-107°

18 : - - : - - : : -
& +  GDE K.
16 #F +  GDSPS k. |

140

121
11

nar

*
*
*
*
+
+
*
06F *
+
L *
04 +
*4%
*

02r

0 1 L
0 o1 02 03 04 05 0Ok 07 08 09 1
X

9. att. Kludu grafiks pie N = 100

x 10
35 T

@ prec. atr.
GDs
GDSPS ]

* # i

3| #
*

251 %

] . L L . . L . . Mg
a 01 02 03 04 05 0B OF 08 09 1
[

10. att. Atrisinajumu grafiks pie N = 100

Augot parametram a, aug ari relativa klida diferenc¢u shemai ar precizo spektru un,
lai Iljina GDSPS butu precizaka par Iljina GDS, ir nepiecieSams rezgis ar lielu mezglu
punktu skaitu. Tas notiek tapéc ka pie lielam parametra a vértibam ipasfunkciju (4.5)
oscilacijas amplitida ir liela un lai Iljina GDSPS butu precizaka par Iljina GDS ir nepie-

ciesams liels locek]u skaits rinda (5.2).
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6. Jaukta veida probleéma siltuma vadisanas vienado-
jumam

Jaukta veida probléma siltuma vadiSsanas vienadojumam viendimensijas gadijuma ap-

skata forma )

Bu — Bu 4 f(a,t),x € (0,1),t >0

Uli—o = ug(x), z € [0, 1] (6.1)

\U|z:0 = gl(t)7 u|x=l = gQ(t)7t > 07
kur f (f(0,t) = f(I,t) = 0), ug, g1, g2 ir dotas nepartrauktas savu argumentu funkcijas,

z-telpas un t-laika koordinate.

Problemu (6.1) ar nehomogeniem pirma veida robeznosacijumiem (g; vai go # 0 ) var
reducét uz homogenam problemam, ja apskata starpibu u(z,t) — U(x,t), kur

T

U(r,t) = gi1(t) + ] (92(t) — g1(t)).

Lidz ar to, modificejot funkcijas f un wug, var pienemt, ka robeznosacijumi ir homogeni

(91 =092 = 0)-

6.1. Nepartraukta probléma

Meklgjot problemas (6.1) (¢ = g2 = 0) atrisinajumu rindas forma pec diferencia-

loperatora (—88—;2) ortonormétam ipasfunkcijam, Xy(z) = %sm (k%) Jk =1,2,... ar
atbilstosam ipasvertibam A\, = (kTW)Q Jk=1,2,..., ieglst
u(z,t) = Z ag(t) Xy (z), (6.2)
k=1

kur ag(t) ir nezinamas funkcijas.
Lidz ar to robeznosacijumi ir apmierinati.

levietojot rindu (6.2) diferencialvienadojuma un sakuma nosacijumos (6.1), piepemot,

ka rinda, tas atvasinata konvergé vienmeérigi, un funkcija f(x,t) ir ari izvirzama rinda
fla,t) =" fult) Xi(), (6.3)
k=1
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kur

fk(t):(f,Xk)z/O (8 Xu(2)dz, (Xe, Xon) = S

Tatad iegtist Kosi problemu pirmas kartas parastajiem diferencialvienadojumiem:

ar(t) + Mwag(t) = fi(t)

(6.4)
ax(0) = (uo, Xk),
kur ay(t) = dac’l“t(t). Problemas (6.4) atrisinajums ir forma
¢
ult) = @) 4 [l 9de (65)
0

6.2. Taisnu shéma

Ar taisnu shemas (metodes) palidzibu tiek samazinata uzdevuma dimensija, reducejot
robezproblemu siltuma vadisanas vienadojumam uz attiecigam robezproblemam parasto
diferencialvienadojumu sistemam. TaiSnu metodé atskiriba no rezgu metodes ar diferen-

cem tiek aizstati atvasinajumi pec viena mainiga (viena virziena).

Izvelas taisnes paralélas koordinatu Ot asij: diskritizéjot mainigo x, to aizstaj ar rez-
ga wy, punktiem z;, kuros aproksimeé atvasinajumu % ar otras kartas centralo diferenci
(Ay;) (otras kartas aproksimacija), kur y;(¢) ir tuvinata atrisinajuma vertiba laika mo-
menta t. Ta iegist N — 1 pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistemu, kura
definéta uz taisnu saimes x = jh,j = 0, N. So sistemu Isak var pierakstit ka diferenci-

diferencialvienadojumu sakuma vertibu (Kosi) problemu

%:Ay—i-f(x,t),wah,tZO

Yli=o = uo(z),r € Wy (6.6)

\y|x=0 = y|x=l =0,t >0,

kur y = y(x,t), x € Wy, t > 0.

Sie robeznosacijumi ir homogeéni, jo nehomogenos robeznosacijumus funkcijas g;, go

var pievienot labas puses funkcijai f(z,t), modificejot tas forma
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(

flht)+ 58,5 =1

fht) =< f(jh,t),j =2, N =2

FIN=Dht)+ 28 j =N - 1.

\

Atrisinot problemu (6.6) analitiski, mekle y ka linearu kombinaciju no diferen¢u ope-

ratora (—Ay = —y,z) ortonormetam ipasfunkcijam forma
2 k
y P (z) = \/;sz'n (%:c) ,x = jh € wp (6.7)
ar ipasvertibam
4 , (krh -
Hie = g sin (7> Jk=1,N—1. (6.8)
Tatad
N-1
y(o,) = 3 ar()y® () (6.9)
k=1
un, pienemot, ka
N-1
fla )= filt)y™(z),
k=1
kur
N-1
fi®) = (fy"™) = h )Y fGh )y (jh),
j=1

iegst analogi (6.4) Kos1 problemu pirmas kartas parastajiem diferencialvienadojumiem:

ar(t) + pra(t) = fi(t)

ar(0) = (ug, y™)

(6.10)

kuras atrisinajums ir forma (6.5), aizvietojot A\, ar puy.

Taisnu metodi (6.6) var pierakstit ka Kosi problemu parasto diferencialvienadojumu

sistemu vektoru-matricu forma
X LAY = F(t),t >0
Y (0) = U,

kur

Y(t) = (i (t), y2(t), ... yv—1 ()7,
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F(t) = (f1(t), f2t), oo f-a(t)T
Up = (ug(h), uo(2h), ..., ug((N — 1)h))T

ir (N — 1)-as kartas vektori-kolonnas,

2 =1 0 0 O

-1 2 -1 0 0
A—

0 0 0 -1 2

ir trisdiagonalmatrica.

Ta ka matricas A Ipasvertibas ir ug, K = 1, N — 1, bet atbilstosie ipasvektori kolonnas

Wk = (wgk),wék), ...,wg\lﬁ)_l)T, E=1,N—1

[ 2 k —

tad, sakartojot Sos ipasvektorus W®*) simetriskas matricas W k-tas kolonnas un ipagver-
tibas u; diagonalmatica D, ieglist matricu vienadojumu AW = WD vai A = WDW L.
Ortonormetibas de] W? = WW = E, ti. W' = W. Tadejadi Kosl problemu var
pierakstit forma

@ L WDW™Y = F(t),t >0
(6.11)

Ja apskata rezga vektorfunkciju Y = W'Y, tad, reizinot vienadojumu (6.11) no

kreisas puses ar matricu W1, iegiist Ko$1 problemu

&L DY =F(t),t>0

Y (0) = WY (0) = P10,

kur F' = W-L1F

51 vektorsistéma sadalas atseviskos skalaros vienadojumos, kurus atrisinot, iegiist vek-

tora Y komponentes

Gult) = Giu(0)eH+t + /0 Fe(€)e M Ode k= T,N 1.
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Ta ka

k
t.i., iegust atrisinajumu forma (6.9).
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7. Taisnu shéma ar precizo spektru siltuma vadisanas
vienadojumam

Konstrugjot taisnu shému ar precizo spektru problema (6.11), diagonalmtrica D sakar-

to nepartraukta operatora —L = —% pirmas N — 1 ipasvertibas \, = (’“l—“)2 vai formula

(6.10) 1pasvertibas py aizvieto ar A\x, k = 1, N — 1. Risinot (6.11) analitiski, ka ieprieks

iegiist atrisinajumu Furjé rindas (6.2) nogriezna

N-1
y(a ) = Y a(t)y™ (), z € wy (7.1)
k=1
forma, kur koeficienti a(t) ir
t
ault) = aO) M+ [ e O (7.2
0

bet skalarie reizinajumi a(0) = (ug, y™®), fr(t) = (f,y™®) ir diskréta forma.

Viss augstak mineétais lauj formuléet sadu teoremu:

Teoréma 13. Ja f(z,t) = S0 b:(6) Xi(x) un uo(z) = S0 B X,(x), kur
max{M;, My} < N —1 ,B; € R, b;(t) ir integréejamas funkcijas un X;(x) ir problemas
(1.11) #pasfunkcijas, tad shema (7.1) ir preciza.

Pieradijums. Ta ka problemas (1.11) ipasfunkcijas X;(z), = € [0,{] un problemas
(1.20) ipagvektori y¥(x), x € wy, sakrit mezglu punktos, no ortonormétibas nosacijuma

izriet, ka

a(0) = (i B X(x), Xu(z)) = By, k < M,

un a;(0) =0, k > M,

a,(0) = (Z B:X;(x),y™ () = By, k < My

un @p(0) =0, k=Mo+ LN — 1, ja My £ N — 1,

Filt) = (O bi()Xi(x), Xp(x)) = bi(t), k < My
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un f,(t) =0, k=M, +1,N—1 ja M; # N —1.

Savukart, no ta izriet, ka funkcijas ax(t) un a(¢) sakrit visiem k¥ = 1, N — 1 un visiem
k> N —1 ax(t) = 0. Tas nozime, ka atrisinajuma izvirzijums bezgaliga Furje rinda (6.3)
sakrit mezglu punktos ar atrisinajuma izvirzijumu galiga Furje rinda (7.1).

Piemeérs 7. Problema

Gu — 2273 +V2e "tsin(rx), x € [0,1]

uli—o = V/2sin(mz) + /2sin(4nz), (7.3)

uleO = 07 u|1’:1 - 07t € [07 1]

apmierina teoremas (12) nosacijumus, ja N > 4, lidz ar to var secinat, ka shema (7.1) sai

problémai ir preciza. To var viegli parbaudit ar MATLAB programmu.

Problemas (7.3) precizais atrisinajums ir

16 2 1 —1672t
T e V2sin

(1677)2 (47x) + e 7/ 2sin(4m).

w(z,t) = (e te ™ )V 2sin(mz) +

17. tabula Absolutas kludas

N | Au(GDS) | Au(GDSPS)
5 |0.0124 8.3267 - 10717

10 | 0.0043 1.1102- 10716
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11. att. Problemas (7.3) atrisinajuma grafiks
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8. Jaukta veida probléma stigas svarstibu vienadoju-
mam

Jaukta veida probléma stigas svarstibu vienadojumam ir forma

Pu — Puy f(r ), € (0,0),t>0
ul=o = up(x),z € [0,1]

Zu|_o = io(x),x €[0,1]

\U\xzo = gl(t)a u‘z:l = g2<t)7t > 07

kur f (f(0,t) = f(I,t) = 0), uo, u1, g1, go ir dotas nepartrauktas savu argumentu funkcijas.

Problemu (8.1) tapat, ka problému (6.1) ar nehomogéniem pirma veida robeznosaciju-
miem (g; vai go # 0 ) var reducet uz homogenam problemam lidzigi, ja apskata starpibu
u(z,t) — U(x,t), kur

x
Uz,t) = q1(t) + 7(92(75) — g1(t)).
Lidz ar to, modificejot funkcijas f un wug, var pienemt, ka robeznosacijumi ir homogeni

(1 =g2=0).

8.1. Nepartraukta problema

Meklgjot problemas (8.1) (g1 = ¢g» = 0) atrisinajumu rindas forma péc diferencia-
loperatora (—86—;2) ortonormetam ipasfunkcijam, X(z) = \@sm (72) k= 1,2,... ar
atbilstosam 1pagvertibam A\, = (’I‘CT”)2 Jk=1,2, ..., iegust analogi (6.3)

o0

u(z,t) = ap(t) Xk (), (8.2)

un no Kosi problemas
(8.3)

kur analogi (6.4) l
Filt) = (. Xy) = /0 £, 1) X ()

Sis problemas atrisinajums ir

ar(t) = ap(0)cos(r/At) + . (0)

VK

sm(@m%—k /O Fl©sin(Vw(t - )de. (84)
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8.2. Taisnu shéma

Ja taisnes ir paralelas laika asij, tad, aizstajot nepartraukto mainigo x ar diskréto x; no
.6 . _. .. 2 _ _ _ . .
rezga wy, un aproksiméjot atvasinajumu % ar otras kartas centralo diferenci —Ay = —y,z,

iegist laika ¢ Kost problemu N — 1 otras kartas parasto diferencialvienadojumu sistemai
(

%:Ay+f(l’,t>,x6wh,t20

y|t:0 = UO(ZL‘)7 %|t:0 = ﬂo(x), T € Wy (85)

\y’x:O = y’x:l = Oat > 07

kur y = y(x,t), v € Wy, t > 0.

Seit robeznosacijumi ir homogéni. Nehomogenos robeznosacijumus analogi (6.6) var

pievienot labas puses funkcijai f(x,t), x € Wy

Meklejot atrisinajumu (8.5) ka linearu kombinaciju (6.9).

N-1

y(@,t) =Y ax(t)y®(z), = € Oy, (8.6)
k=1

kur funkcijas ay(t) ir Kosi problemas

ar(t) + prar(t) = fi(t)

ak(O) = (Uo,Xk>,dk = (fLO,Xk),

(8.7)

atrisinajums ar

4 5 (krh
M = ﬁszn 7 .

leglist atrisinajumu ag(t) forma (8.4), kur Ay vieta ir .

Taisnu metodi (8.5) var parrakstit ka Kosi problemu parasto diferencialvienadojumu

sistému vektoru-matricu forma
.

D+ AY = F(t),t >0




kur

Y(t) = (y1(t), y2(t), . ynv—1(t)",
F(t) = (f1(t), f2(t), .o fva ()7,
UO = (Uo(h),U()(2h), ,UO((N — 1)h))T

Uo = (tio(h), to(2h), ..., Go((N = 1)h))"

ir (N — 1)-as kartas vektori-kolonnas,

2 =1 0 0 O

-1 2 -1 0 0
A=

0 0 0 -1 2

ir trisdiagonalmatrica.

Ta ka matricas A ipasvertibas ir ug, K = 1, N — 1, bet atbilstosie ipasvektori kolonnas

Wk — (wik),wék), ...,wﬁll)T, k=1,N—1

/ 2 1k I va
wj(k) — \/Ey(k)(xj) — Nsm (%) ,J=1,N—1,

tad, sakartojot os ipasvektorus W) simetriskas matricas W k-tas kolonnas un ipasverti-
bas i, diagonalmatica D, iegistam matricu vienadojumu AW = WD vai A = WDW L.
Ortonormeétibas del W2 = WW = E, ti. W~! = W. Tadejadi Kosl problemu var
pierakstit forma

(

X+ WDWY = F(t),t >0

Y(0) = U (8.8)

kuras atrisinajums ir forma (8.6).
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9. Taisnu shéma ar precizo spektru stigas svarstibu
vienadojumam

Konstrugjot taisnu shemu ar precizo spektru problema (8.8), diagonalmtrica D sakarto
nepartraukta operatora —L = —% pirmas N — 1 ipagvertibas A\, = ("/’T’T)2 vai formula
(8.7) 1pasvertibas uy aizvieto ar Ay, K = 1, N — 1. Tad diferenc¢u operatora matricai
PDP~! vairs nav trisdiagonalforma, bet ta ir pilna (N — 1)-as kartas matrica. Risinot
(8.8) analitiski, ka ieprieks iegiist atrisinajumu Furjé rindas (8.2) nogriezna

y(z,t) = : ax(t)y™ (z),z € wy (9.1)

forma, kur koeficienti ag(t) ir

a(0)
V%

bet skalarie reizinajumi ax(0) = (ug, ™), ax(0) = (o, y™), fu(t) = (f,y™) ir diskreta

i (t) = an(0)cos(v/Met) + smth)w%_k /Otfk@sm(m(t—f))ds, 9.2)

forma.

Tagad var noformulét precizas shémas teoremu stigas svarstibu vienadojumam.

Teoréma 14. Ja f(x,t) = S0 bi(t) Xi(x), uo(x) = S0 BiX,(x) un ip(x) = S0 B Xi(x),
kur maz{ My, My, M3} < N —1 ,B;, B; € R, by(t) ir integréjamas funkcijas un X(x), ir

problemas (1.11) wpasfunkcijas, tad shema (9.1) ir preciza.

Pieradijums. Ta ka problemas (1.11) ipasfunkcijas X;(z), = € [0,{] un problemas
(1.20) 1pasvektori y® (x), z € wy, sakrit mezglu punktos, no ortonormetibas nosacijuma
izriet, ka

ar(0) = (Z BiXi(z), Xp(z)) = By, k < M,

un a;(0) =0, k > Mo,

Mo

ar(0) = (Z B Xi(z),y"™ (x)) = By, k < M,

un ax(0) =0,k =My + 1, N — 1, ja My # N — 1,
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un ak(O) =0, k> Ms,

un a5(0) =0, k=Ms+ 1, N — 1,ja My # N — 1,

Folt) = (3 ) X,(o), Xil)) = by0), < 0

un fi(t) =0, k > M,

Jolt) = (O B0t 4 ) = ), <

un f,(t) =0, k=M, +1, N —1,ja M; # N — 1.
Savukart, no ta izriet, ka funkcijas ay(t) un ax(t) sakrit visiem k£ = 1, N — 1 un visiem
k> N —1 ax(t) = 0. Tas nozime, ka atrisinajuma izvirzijums bezgaliga Furje rinda (8.2)

sakrit mezglu punktos ar atrisinajuma izvirzijumu galiga Furje rinda (9.1).

Piemers 8. Problema

2y _ 0%u
ot = a7 €0,1]

uli—o = V/2sin(rx)

9u),_o = V2sin(2mx)

(9.3)

U|z—o = 0, ul,—1 = 0,t € [0, 1]
\
apmierina teoremas (13) nosacijumus, ja N > 2, lidz ar to var secinat, ka shema (9.1)

Sai problemai ir preciza. To var viegli parbaudit ar MATLAB programmu.
Problemas (9.3) precizais atrisinajums ir

u(x,t) = V2cos(rt)sin(nx) + 2—\/33m(27rt)3m(27m).
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18. tabula Absolitas kludas

N | Au(GDS) | Au(GDSPS)
5 | 0.0644 6.6613 - 10716
10 | 0.0220 6.6613 - 10~1°

12. att. Problemas (9.3) atrisinajuma grafiks.

40



Nobeigums

Bakalaura darba meérkis bija salidzinat diferencu shémas ar precizo spektru ar citam
diferenc¢u shemam parastajiem un parcialiem diferencialvienadojumiem. Lai to izdaritu,
sakotnéji tika aprakstits, ka otras kartas diferencialvienadojuma atrisinajumu var izvirzit
bezgaliga un galiga Furjé rinda, izmantojot attiecigas problemas ipasvértibas un ipasfun-
kcijas. Tika definétas galigo diferencu shémas otras kartas lineariem diferencialvienadoju-
miem ar pirma veida robeznosacijumiem, ka ari taisnu metodes ar precizo spektru siltuma

vadiSanas un stigas svarstibu vienadojumiem.

Veicot eksperimentus vienadojumiem forma —u”(z) = f(x) ar MATLAB programmas
palidzibu, izmantojot GDSPS, tika ieguti precizakie rezultati, neka izmatojot GDS. Re-

zultati vienadojumiem forma —u”(z) — bu(z) = f(x), kuri tika ieguti ar GDSPS.

Vienadojumiem forma —u”(x) — bu(x) = f(x) GDSPS dod precizakus rezultatus neka
GDS vai Bahvalova GDS. Vienadojumiem forma —u”(z) — au'(xz) = f(x) GDSPS dot
precizakus rezultatus neka Iljina GDS pie mazam parametra a vértibam. Pie lielam pa-
rametra a vertibam, lai GDSPS buitu precizaka par Iljina GDS, ir nepieciesams liels rezga

punktu skaits.

Parcialiem diferencialvienadojumiem, proti, siltuma vadisanas un stigas svarstibu vien-
adojumam tika pieraditas divas teoremas par precizo spektru. Ar MATLAB programmas

palidzibu teorémas tika parbauditas.

Visos piemeros tika apskatitas tikai gludas funkcijas f(x) un gandriz visos gadijumos
GDSPS dod daudz labakus rezultatus neka parasta vai specialas GDS; attistot So teoriju

var apskatit ne tikai gludas, bet ari partrauktas funkcijas.
Lai gan saja darba tika konstruetas GDSPS vienadojumiem tikai ar pirma veida ro-

beznosacijumiem, $o pasu shému ir iespéjams konstruét vienadojumiem ar otra un tresa

veida robeznosacijumiem.
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1. M-faili

function PDS1veid4 (N)

N1=N+1;N2=N-1; L=1;x=linspace(0,L,N1)’;x=x(2:N);h=L/N;
Bl=zeros (N2,N2);
B1=B1+2*diag(ones(N2,1))-diag(ones(N2-1,1),-1)-diag(ones(N2-1,1),1);
B1=B1/(h"2);

F=sin(pi*x);

prec=1/(pi~2)*sin(pi*x);

u=B1\F;

1k=4/(h"2)*(sin(0.5%(1:N2) >*h*pi/L))."2;
CK1l=sqrt (2*h/L);

1k0=((1:N2) **pi/L) . 2;

W=sin(pi*(1:N2) ’*x’/L)’;

for j=1:N2

W(:,j)=W(:,j).*CK1;end;

WW2xW,A2=Wxdiag (1k)*W’ % control
KU=Wxdiag(lk." (-1))*W’*F; %FDS
U=W*xdiag(1k0." (-1))*W’*F; %FDSES
figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’b*’,x,U, k*’)
legend(’prec. atr.’, ’GDS’,’GDSPS’)
xlabel(’x’)

kMat=(abs (u-prec))
kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;

kU1=max (abs (U-prec))

norm(kU) ;
figure,plot(x,kMat, ’b*’ ,x,kU, k*’)
legend(’GDS k1. ’,’GDSPS k1.7)
xlabel(’x’)

dd=abs (u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(l);

ddd=abs (U(1)-prec(1));
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hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(1);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));
hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

hh

hhh

function PDS1veid5(N)

N1=N+1;N2=N-1; L=1;x=linspace(0,L,N1)’;x=x(2:N);h=L/N;
Bl=zeros(N2,N2);
B1=B1+2xdiag(ones(N2,1))-diag(ones(N2-1,1),-1)-diag(ones(N2-1,1),1);
B1=B1/(h"~2);

F=x.%(x-1);

prec=-1/12*x.74+1/6%x.73-1/12*x;

u=B1\F;

1k=4/(h"2)*(sin(0.5%(1:N2) >*h*pi/L)) ."2;

CK1l=sqrt (2*h/L) ;

1k0=((1:N2)’*pi/L) ."2;

W=sin(pi*(1:N2) ’*x’/L)’;

for j=1:N2

W(:,j)=W(:,j).*CK1;end;

TW*W,A2=Wxdiag (1k)*W’ % control

hU=Wxdiag(lk.~ (-1))*W’*F; %FDS

U=Wxdiag(1kO0." (-1))*W’*F; %FDSES

figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’b*’ ,x,U, k*’)
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legend(’prec. atr.’, ’GDS’,’GDSPS’)
xlabel (’x’)

kMat=(abs (u-prec))
kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;
kU1l=max (abs (U-prec))

norm(kU) ;

figure,plot(x,kMat, ’b*’,x,kU, *k*’)
legend(’GDS k1. ’,’GDSPS k1.’)
xlabel(’x’)

dd=abs (u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(1);
ddd=abs (U(1)-prec(1));

hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(l);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));
hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

hh

hhh

function PDS3veidl(N)

N1=N+1;N2=N-1; L=1;x=linspace(0,L,N1)’;x=x(2:N);
h=L/N;a=50;al=sqrt(a)*h/2;g=(al/sin(al)) "2;
Bl=zeros(N2,N2);
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B2=zeros (N2,N2) ;
B1=B1+2*(g-(a*h~2)/2)*diag(ones(N2,1))-. ..
-gxdiag(ones(N2-1,1),-1)-g*diag(ones(N2-1,1),1);
B2=B2+2%(1-(a*h~2)/2)*diag(ones(N2,1))-.. .-
diag(ones(N2-1,1),-1)-diag(ones(N2-1,1),1);
B1=B1/(h"2);

B2=B2/(h"2);

F=10*sin(3*pi*x);
prec=10*sin(3*pi*x)/(-50+9%pi~2) ;

u=B1\F;

uu=B2\F;
1k=4/(h"2)*(sin(0.5%(1:N2) **h*pi/L)) . "2-a;
CK1l=sqrt (2*h/L) ;

1k0=((1:N2) ’*pi/L) . 2-a;

W=sin(pi*(1:N2) ’*x’/L)’;

for j=1:N2

W(:,j)=W(:,j).*CK1;end;

LW *W,A2=Wxdiag(1k)*W’ % control
KU=Wxdiag(lk.~ (-1))*W’*F; %FDS

U=Wxdiag(1kO0."~ (-1))*W’*F; %FDSES
figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’g*’,x,U, ’k*’ ,x,uu, ’b*’)
legend(’prec. atr.’, ’Bah. GDS’,’GDSPS’,’GDS’ )
xlabel(’x’)

kMat=(abs (u-prec)) ;

kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;

kU1l=max (abs (U-prec))

kMat2=(abs (uu-prec));

kMat22=max (abs (uu-prec))
figure,plot(x,kMat,’g*’,x,kU, k*’,x,kMat2,  b*’)
legend(’Bah GDS k1. ’,’GDSPS k1.’,’GDS k1.’)

xlabel(’x’)
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dd=abs(u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(1);

ddd=abs (U(1)-prec(1));

hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(1);

dddd=abs (uu(1)-prec(1));

hhhh=abs (uu(1) -prec(1))/prec(1);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));

hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

if (dddd<abs(uu(j)-prec(j))) dddd=abs(uu(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhhh=abs (uu(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

end

hh

hhh

hhhh

function PDS3veid(N)

N1=N+1;N2=N-1; L=1;x=linspace(0,L,N1)’;x=x(2:N);
h=L/N;a=100;al=sqrt(a)*h/2;g=(al/sin(al)) "2;

Bl=zeros(N2,N2);

B2=zeros(N2,N2) ;
B1=B1+2x*(g-(a*h~2)/2)*diag(ones(N2,1))-gxdiag(ones(N2-1,1) ,-1)-...
gxdiag(ones(N2-1,1),1);
B2=B2+2*(1-(a*h~2)/2)*diag(ones(N2,1))-diag(ones(N2-1,1),-1)-...
(ones(N2-1,1),1);
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B1=B1/(h"2);

B2=B2/(h"2);

F=x.x(x-1) .*exp(x);
prec=-4/1030301*sin(10*x) * (2xcos (10)+99*exp(1))/sin(10)+. ..
8/1030301*cos (10*x)-1/1030301*(8-10605*x+10201%*x."2) . *exp(x) ;
u=B1\F;

uu=B2\F;
1k=4/(h~2)*(sin(0.5%(1:N2) ’*h*pi/L)) . 2-a;
CK1l=sqrt (2*h/L) ;

1k0=((1:N2) ’*pi/L) . 2-a;

W=sin(pi*(1:N2) ’*x’/L)’;

for j=1:N2

W(:,j)=W(:,j).*CK1;end;

WW2xW,A2=Wxdiag (1k)*W’ % control
KU=Wxdiag(lk.~ (-1))*W’*F; %FDS

U=W*xdiag(1k0." (-1))*W’*F; %FDSES
figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’g*’,x,U, ’k*’ ,x,uu, ’b*’)
legend(’prec. atr.’, ’Bah. GDS’,’GDSPS’,’GDS’ )
xlabel(’x’)

kMat=(abs (u-prec));

kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;

kU1=max (abs (U-prec))

kMat2=(abs (uu-prec));

kMat22=max (abs (uu-prec))
figure,plot(x,kMat,’g*’,x,kU, k*’ ,x,kMat2, b*’)
legend(’Bah GDS k1. ’,’GDSPS k1.’,’GDS k1.’)
xlabel(’x’)
dd=abs (u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(1);
ddd=abs (U(1) -prec(1));

hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(1);
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dddd=abs (uu(1)-prec(1));

hhhh=abs (uu(1)-prec(1))/prec(1);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));

hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

if (dddd<abs(uu(j)-prec(j))) dddd=abs(uu(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhhh=abs (uu(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

end

hh

hhh

hhhh

function PDS5veid(N)

N1=N+1;N2=N-1; L=1;a=5;x=linspace(0,L,N1)’;
x=x(2:N) ;h=L/N;al=a*h/2;

g=alxcoth(al);% Iljina FDS

Bl=zeros (N2,N2) ;
B1=B1+2xg*diag(ones(N2,1))-(g-al)*diag(ones(N2-1,1),-1)-...
-(g+al)*diag(ones(N2-1,1),1);

B1=B1/(h"2);% 3-diag. matr.$

F=exp(-5%x/2) .*sin(3*pix*x) ;

prec=20*exp (-5/2%*x) . *sin(3*pi*x)/(125+180*pi~2);
u=B1\F;

1k0=(pi/L*[1:N2]’) . 2+a"2/4;
1k=2/(h"2)*(g-sqrt(g~2-al~2)*cos ([1:N2] **pixh/L));
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CKl=sqrt (2*h/L) ;gl=(g-al)/(g+al);
W=(sin(pi/L*[1:N2]’*x’) .*(ones(N2,1)*(gl.~(0.5%x/h))’))’;
Wi=(sin(pi/L*[1:N2]’*x’) .*(ones(N2,1)*(gl. (-0.5%x/h))’))’;
for j=1:N2
Wi(:,j)=W1(:,j).*CK1;
W(:,j)=W(:,j).*CK1l;end;

%hU=Wxdiag(lk.” (-1))*W1’*F;%FDS
U=W+diag(1k0."(-1))*W1’*F; J%FDSES
figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’b*’ ,x,U, k*’)
legend(’prec. atr.’, ’GDS’,’GDSPS’)

xlabel (’x’)

kMat=(abs (u-prec)) ;

kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;

kU1l=max (abs (U-prec))

norm(kU) ;

figure,plot(x,kMat, ’b*’ ,x,kU, k*’)

legend(’GDS k1. ’,’GDSPS k1.7)

xlabel(’x’)

dd=abs (u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(1);

ddd=abs (U(1)-prec(1));

hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(1);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));
hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

hh
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hhh

function PDS2veid(N)
N1=N+1;N2=N-1; L=1;a=1;x=linspace(0,L,N1)’;
x=x(2:N) ;h=L/N;al=a*h/2;
g=alxcoth(al);% Iljina FDS
Bl=zeros (N2,N2) ;
B1=B1+2xg*diag(ones(N2,1))-(g-al)*diag(ones(N2-1,1) ,-1)-...
-(g+al)*diag(ones(N2-1,1),1);
B1=B1/(h"2);% 3-diag. matr.$
F=—x.%(x-1);
prec=-3/2%x."2+1/3*x.73-11/6%exp(-x) / (exp(-1)-1)+3*x+11/6%1/(exp(-1)-1) ;
u=B1\F;

1k0=(pi/L*[1:N2]’) . 2+a"2/4;

1k=2/(h"2) *(g-sqrt(g~2-al~2)*cos ([1:N2] **pixh/L));
CK1l=sqrt (2xh/L) ;gl=(g-al) /(g+al);
W=(sin(pi/L*[1:N2] ’*x’) .*(ones (N2,1)*(gl."(0.5%x/h))’))’;
Wi=(sin(pi/L*[1:N2]’*x’) .*(ones(N2,1)*(gl.~(-0.5%x/h))’))’;
for j=1:N2
Wi(:,j)=W1(:,j).*CK1;
W(:,j)=W(:,j).*CK1;end;

AU=Wxdiag(lk.~ (-1))*W1’*F;%FDS
U=W*xdiag(1k0."(-1))*W1’*F; %FDSES
figure,plot(x,prec,’ro’,x,u,’b*’,x,U, k*’)

legend(’prec. atr.’, ’GDS’,’GDSPS’)

xlabel(’x’)

kMat=(abs (u-prec)) ;

kMat1=max (abs (u-prec))

kU=abs (U-prec) ;
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kU1l=max (abs (U-prec))

norm(kU) ;

figure,plot(x,kMat, ’b*’,x,kU, k*’)

legend(’GDS k1. ’,’GDSPS k1.’)

xlabel(’x’)

dd=abs(u(1)-prec(1));

hh=abs (u(1)-prec(1))/prec(1);

ddd=abs (U(1)-prec(1));

hhh=abs (U(1)-prec(1))/prec(1);

for j=2:N2

if (dd<abs(u(j)-prec(j))) dd=abs(u(j)-prec(j));
hh=abs (u(j)-prec(j))/prec(j);

if (ddd<abs(U(j)-prec(j))) ddd=abs(U(j)-prec(j))/abs(prec(j));
hhh=abs (U(j)-prec(j))/prec(j);

end

end

end

hh

hhh

function Heat1(N)
N1=N+1;; Tb=1;L=1;x=linspace(0,L,N1)’;
t=linspace(0,Tb,N1);
h=L/N;N2=N-1;
1k=4/h"2* (sin(pixh/L*(1:N2)°/2))."2;
1k0=(pi/L*(1:N2)’)."2;
x=x(2:N) ;t=t(2:N);
W= sqrt(2/L)*sin(pixh/L*x[1:N2]°*[1:N2]);

yl=sqrt (2) *sin(pi*x)+sqrt (2)*sin(4*pi*x);

52



P=hxWxyl;Pl=zeros(N2,N2);

P1(:,1)=P(1)*exp(-1k0(1)*t’)+t’ .*xexp(-pi~2*t’);
P1(:,4)=P(4)*exp(-1k0(4)*t’)+(16*pi~2-1+exp(-16%pi~2xt’))/(16*pi~2)"2;
P2=(WxP1’)’ ;P2
prec=(exp(-pi~2*t’)+t’ . *exp(-pi~2*t’))*sqrt(2) *sin(pi*x’)+(16*pi~2-1+exp(-...
-16%pi~2%t?))/(16%pi~2) "2*sqrt (2) *sin(4*pi*x’)+. ..
+exp(-16*pi~2xt’) *xsqrt (2) *sin(4*pi*x’);

max (max (abs (P2-prec)))

mesh (t,x,prec)

xlabel(’x’)

ylabel(’t’)

zlabel(’u’)

S=hxW*yl;S1=zeros(N2,N2);
S1(:,1)=S(1)*exp(-1k(1)*t’)+t’ . *exp(-pi~2*t’);
S1(:,4)=S(4)*exp(-1k(4)*t’)+(16%pi~2-1+exp(-16%pi~2%t’))/(16*pi~2) ~2;
S2=(WxS1°)’;

max (max (abs (S2-prec)))

function wavel(N)

N1=N+1;; Tb=1;L=1;x=linspace(0,L,N1)’;
t=linspace(0,Tb,N1);
h=L/N;N2=N-1;

1k=4/h"2% (sin(pi*h/L*(1:N2)°’/2))."2;
1k0=(pi/L*(1:N2)’)."2;

x=x(2:N) ;t=t(2:N);
W= sqrt(2/L)*sin(pixh/L*[1:N2]°*[1:N2]);
yl=sqrt (2) *sin(pi*x) ;
yO=sqrt (2) *sin (2*pi*x) ;
P=hx*W*y1l;Pl=zeros (N2,N2);

PO=h*W*yO;
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P1(:,1)=P(1)*cos(sqrt(1k0(1))*t’);
P1(:,2)=P0(2)/sqrt(1k0(2))*sin(sqrt(1k0(2))*t’);

P2=(WxP1’) ;P2

prec=sqrt(2) *cos (pi*t’)*sin(pi*x’)+sqrt(2)*sin(2*pi*t’)/pi*0.5*sin(2*pi*x’);
max (max (abs (P2-prec)))

mesh(t,x,prec)

xlabel(’x’)

ylabel(’t’)

zlabel(’u’)

S=hxW*y1l;S1=zeros (N2,N2) ; SO=h*W*y0;
S1(:,1)=S(1)*cos(sqrt(1k(1))*t’);
S1(:,2)=80(2)/sqrt(1k(2))*sin(sqrt (1k(2))*t’);
S2=(WxS1°) 7 ;

max (max (abs (S2-prec)))

2. Maple programmas kods

limit (a/ (x*sinh(x*a/2))*(cosh(axx/2)-cos ((k*pi*x)/1)),x=0);
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Bakalaura darbs “Diferenc¢u shemas ar precizo spektru diferencialvienadojumiem ar

pirma veida robeznosacijumiem” izstradats LU Fizikas un Matematikas fakultate.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie

informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Sergejs Rogovs

(paraksts) (datums)

Rekomendéju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: Dr. habil. math., Dr. habil. phys., prof. Harijs Kalis

(paraksts) (datums)

Recenzents: Dr. math., lekt. Margarita Buike

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu pienema)

Darbs aizstavets bakalaura gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , vertejums

(datums)

Komisijas sekretars/-e:

(Vards, Uzvards) (paraksts)
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