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Anotacija
Merfjumu nenoteiktiba pastav visiem meérjjumiem. Darba tiek aprakstitas merfjumu ne-
noteiktibas novertésanas metodes. Tiek apskatita metode, kas tiek aprakstita GUM (Guide
to the Expression of Uncertainty in Measurement) standartos un metode, kas balstita uz

Montekarlo simulacijam. Abas metodes tiek salidzinatas gan ar kvantitativam, gan kvali-

tativam metod@m, izmantojot praktiskus piemerus.

Atslegas vardi: mérjjumu nenoteiktiba, Montekarlo metode.



Abstract

All measurments are subject to uncertainty. In this work measurment uncertainty es-
timation methods are described. The method which is described in GUM (Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement) standards and method which is based on Mon-
te Carlo simulations are considered. Both methods are compared using quantitative and

qualitative methods on practical examples.

Keywords: measurment uncertainty, Monte Carlo method.
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APZIMEJUMI

~ — aptuveni vienads

GUM - Rokasgramata mérfjjumu nenoteiktibas izteikSanai (Guide to the Expression of Uncer-
tainty in Measurement)

u4 — A tipa mérfjumu nenoteiktiba

up — B tipa mérjjumu nenoteiktiba

u, — kombin&ta mérfjjumu nenoteiktiba

U — paplasinata merijjumu nenoteiktiba



IEVADS

Merijumi misdienu pasaul€ ir sastopami praktiski visur. Ta ir svariga dala no musu ikdienas
dzives, tapéc ir svarigi, lai m&rijjumi biitu precizi. Precizi mérijjumi veicina Iémumu pienemsanu
gandriz visos sabiedribas aspektos. Tapec ir ar1 svariga mérijjumu nenoteiktiba, jo ta sniedz ne-
piecieSamo informaciju, lai veiktu inform&tus 1€mumus par merijjuma precizitati. Nenoteiktiba
nozimé Saubas un plasa nozimé termins mérjjumu nenoteiktiba nozimé Saubas par mérjjumu
rezultatu. Meérfjumu nenoteiktiba ir pamata metrologijai, zinatnei par mérijumiem. Metrologija
ir arT viena no tam zinatném, kas ir ciesi saistita ar statistiku. Izmantojot statistiku, ir izveidotas
dazadas metodes, ka noteikt nenoteiktibas.

1977. gada, ieverojot, ka starptautiski nav nekadas vienpratibas par mérijjumu nenoteikti-
bam, pasaules augstaka autoritate metrologija, CIPM (Comité International des Poids et Mesu-
res), pieprasija, lai BIPM (Bureau International des Poids et Mesures) $o problému kopa ar citu
valstu nacionalajam laboratorijam risinatu un sniegtu ieteikumus [[I]. Sis bija iemesls, kapéc
radas GUM (Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement) standarts.

GUM ir noteikti visparigi nenoteiktibas novértéSanas un izteikSanas noteikumi, kurus var

izmantot dazados precizitates Iimenos un daudzas jomas. GUM principus izmanto, lai:

* nodroSinatu un saglabatu kvalitates kontroli razosana,
* visi ieveérotu un izpilditu esoSos likumus un noteikumus,
+ veiktu pétijumus zinatng, sakot no vienkarsakajiem un beidzot ar sarezgitakajiem,

* kalibrétu standartus, instrumentus un testus visa valsts mérijumu sist€éma, lai tie biitu viegli
izsekojami atbilstosSi valsts standartam. [2, 1. pants] KalibréSana valsts likuma definéta
ka operaciju kopums, kas nosacitos apstaklos konstaté sakaribu starp mérisanas Iidzeklu
val mériSanas sist€mas uzradito lielumu vértibam, materiala méra vai atsauces materiala

esosajam vertibam un vertibam, kas reproducétas no atbilsto$a mérvienibas etalona,

* varetu salidzinat starptautiskos un citu valstu nacionalos standartus [|1, 1. Ipp.].

Attistoties datoriem, nenoteiktibu noveértéSana saka izmantot Montekarlo metodes. Mon-
tekarlo metodes pamata nenoteiktibu noveértéSana ir katra mainiga izlases simul€Sana, lai tas
atbilstu mainiga varbiitibu sadalfjumam. Simulgjot pietiekosi lielas izlases, var veikt statistis-

kus secinajumus par mérijuma patieso vertibu un nenoteiktibu. Montekarlo metodei ir daudz



prieksrocibu nenoteiktibu noverté€sana, it ipasi kompleksu merfjjumu gadijuma. Montekarlo me-
tode ir relativi vienkarSa un 1eénam sak iegiit piekriSanu industrija. DiemZél ir pieejami loti maz
publikaciju par to, ka Montekarlo metode darbojas nenoteiktibas novértésana [3].

Labs teorétiskais materials par mérijumu nenoteiktibas matematisko pamatojumu un praktis-
kiem aspektiem atrodams Stivena Kravdera (Stephen Crowder), Kolina Delkera (Collin Delker),
Erika Foresta (Eric Forrest) un Nevina Martina (Nevin Martin) gramata Introduction to Statis-
tics in Metrology [4].

Darba mérkis ir veikt izp&ti par Montekarlo metodes pielietojumu nenoteiktibas novertésana
un salidzinat to ar GUM standartiem jeb GUM metodi.

Darba uzdevumi:

1. izpetit literattiru par GUM un Montekarlo metodém nenoteiktibas novertesana;
2. izmantojot abas metodes, veikt nenoteiktibas analizi, salidzinat abas metodes;
3. veikt secinajumus un apkopot rezultatus.

Darbs sastav no piecam nodalam un pielikuma. Pirmaja nodala tiek apliikoti mérjjumu ne-
noteiktibas aprékinasanas metodes, izmantojot GUM standartus [[1]]. Otra nodala veltita Mon-
tekarlo metodei un ta pielietojumam nenoteiktibas novertéSana. Tresaja nodala tiek aplikoti
popularakie varbiitibu sadalijumi un to izvéle mérfjjumu nenoteiktibas analizei. Ceturtaja no-
dala tiek aplikota teorija GUM un Montekarlo metodes salidzinajumam. Piekta nodala apluko

praktiskus piemeérus nenoteiktibu analizei, izmantojot GUM un Montekarlo metodes.



1. A UN B TIPA MERIJUMU NENOTEIKTIBAS APREKINI

Saja nodala apliikota [4] gramatas 6. nodala par A un B tipa mé&rfjumu nenoteiktibam tiesa
un netieSa meérijuma gadijuma.
Pirms tiek aprakstiti nenoteiktibu aprékini, ir svarigi saprast metrologijas terminologiju, kas

saistita ar nenoteiktibas aprékiniem.
1.1. Definicija. Par méramo lielumu (measurand) sauc fizisku lielumu vai objektu, kas tiek
1Zmerits.

1.2. Definicija. Par patieso vértibu sauc skaitlisku vertibu, kas atbilst kadas paradibas, kerme-

na vai vielas 1paSibai. Patieso vertibu izsaka ka skaitli un mérvienibu.

Diemzel prakse patiesa vertiba nav zindma un to nevar noteikt, jo visiem mérfjumiem ir

nenoteiktiba.

1.3. Definicija. Par mérijuma nenoteiktibu sauc nenegativu parametru, kas raksturo mérama-

jam lielumam pieskirto skaitlisko vertibu izkliedi, pamatojoties uz izmantoto informaciju.

Svarigi piebilst, ka me&rijjumu nenoteiktiba vienmér ietver A tipa un B tipa m&rijjumu neno-

teiktibas novert&jumus.

1.4. Definicija. Par ticamibas I[imeni sauc varbiitibu, ka patiesa mérjjuma vertiba atradisies
noraditaja parklajuma intervala.

1.5. Definicija. Par parklajuma intervalu sauc intervalu, kas satur patieso mérijuma vértibu
pie noradita ticamibas Iimena.

1.6. Definicija. Par tieSo mérijumu sauc mérijumu, kuru var nolasit uzreiz no merinstrumenta.

1.7. Definicija. Par netieSo mérijjumu sauc mérjjumu, kura vértibu iegtist, mérot citus lielu-

mus, kas funkcionali saistiti ar meramo lielumu.

Ka tie$a mérfjjuma piemeru var minét smagumu, garumu vai laiku, kur mérjjums tiek no-
teikts ar vienkarsu mérierici, bet ka netiesa mérijuma piemers ir U = I R jeb Oma likums (U —
spriegums, [ — strava, R — pretestiba).

NetieSo mérijumu var izteikt ka vienadojumu



Y:f(X17X27"'7XN)7

kur X1, Xo, ..., Xy ir fiziski lielumi, kas tiks mériti, bet funkcija f Sos daudzumus sasaista,
lai ieglitu daudzumu Y.

Konceptuali mérijjuma nenoteiktibas intervalu izsaka forma
Vidgja vertiba + Meérijuma nenoteiktiba (1.1)
vai
Vidgja vertiba + k£ (Kombingta mérjjumu nenoteiktiba). (1.2)

Meérjuma nenoteiktiba ([L.1]) gadfjuma tiek asociéta ar paplaginato nenoteiktibu. Intervalam
(1.2) videja vertiba méramajam lielumam, parklajuma koeficients & un kombin&ta mérfjumu

nenoteiktiba var tikt izteikta ka

== tp(Ueff)UC(?/)-

Sis nodalas turpinajuma tiks aprakstits, ka aprekinat vidgjo vertibu 7, tp(Verr) un kombinéto

nenoteiktibu u.(y).

1.1. A tipa mérijumu nenoteiktiba

A tipa nenoteiktiba GUM standartos definéta ka ”metode nenoteiktibas noverteésanai ar no-
verojumu s&riju statistisko analizi”. Tas nozimé, ka parasti dati tiek savakti no vairaku mérjjumu
s€rijam. Ta ir ka dala no planota m&rfjjumu eksperimenta.

TieSa mérjjuma gadijuma A tipa nenoteiktiba tipiski ir merijumu standartnovirze

n

say) = | - i D (v = 9),

kur n ir m@&rjjumu skaits un yq, ys, . . . , ¥, ir sava starpa neatkarigi mérjjumi.

Tipiski nenoteiktiba u 4 (y) viena mérijjuma gadijuma ir

ua(y) = sa(y),

bet nenoteiktiba n merjjumu gadijuma ir




Brivibas pakapes A tipa nenoteiktibas aprékinos ir (n — 1). Brivibas pakapes ir atkarigas no

ta, cik daudz meérijumi tiek veikti.
1.2. B tipa mérijjumu nenoteiktiba

B tipa nenoteiktiba GUM standartos definéta ka “metode nenoteiktibas noveértéSanai, iz-
mantojot citus lidzeklus, nevis ar novérojumu sérijam”. Tas nozimé, ka B tipa nenoteiktibas
aprékiniem var izmantot vesturiskos datus, kalibréSanas zinojumus, razotaja specifikacijas un
arT atsauces datus no rokasgramatam. B tipa nenoteiktibas novert€jumos tiek nemtas véra dis-
persijas, kas nav novérojamas A tipa nenoteiktibas noveértejumos.

Tiesa mérjjuma gadijuma B tipa standarta nenoteiktibas novértéSana biis atkariga no visas
pieejamas informacijas, kas laika gaita ietekmé izmérito lielumu.

Svarigi B tipa nenoteiktibas aprékinos ir paplaSinatas nenoteiktibas U zinaSana. Parsvara
ta, rekinot B tipa nenoteiktibas, ir zinama, jo ta ir ieklauta kalibréSanas zinojumos, razotaja
specifikacijas vai rokasgramatas. Ja §ada informacija nav pieejama, tad to var ar1 aprékinat. Par
U aprekinasanu vairak ir aprakstits apaksnodala par kombinétas nenoteiktibas aprékiniem.

Piem@ram, ja ir zinams, ka mérijuma pielaide ir £U (pielaide aprékinata pie 95% ticamibas

intervala) un ka mérijumi ir normali sadaliti, tad B tipa nenoteiktiba biis

up(y) = - (1.3)

Biezi nav zinams mérijuma sadalijums, tapec biezi tiek pienemts, ka merijumi ir sadaliti péc

vienmeriga sadalijuma. Tada gadijuma B tipa nenoteiktiba biis

up(y) = ﬁ (1.4)

Retak, kad nav zinams sadalfjums, tiek pienemts, ka mérfjumi ir sadaliti p&c trisstiirveida
sadalfjuma. Trisstiirveida sadalijums atSkiras no vienmériga sadalijuma taja, ka var pastavéet
zinasanas par to, kuras vertibas ir ticamakas tas robezas. Tas ir ierobeZots simetrisks sadaltjums,
ko var izmantot, ja vertibas visdrizak atrodas netalu no sadalijuma centra. Blivuma funkcija

trisstirveida sadalfjumam, kas atrodas intervala [—a, al, ir

e —a<2<0
flz) =

= 0<zr<La.
a



Sim sadalfjumam vidgja vértiba ir 0, bet standartnovirze a/+/6. Tas nozimé, ka B tipa neno-

teiktiba trisstiirveida sadalijumam biis

U
up(y) = %

Ja B tipa vertibu U uzskata par precizi zinamu, tad arT ug(y) var uzskatit par precizi zinamu
un §T mérijjuma brivibas pakapi var uzskatit +o0o. Ja §ads pienémums nevar tikt veikts, tad B
tipa nenoteiktibas brivibas pakapes var novertet ka

VB

T2 up(y)

Saja izteiksmé iekavas esosais daudzums ir relativa nenoteiktiba nenoteiktibai up(y). Par

1 [AuB(y)}_Q_

relativo nenoteiktibu sauc attiecibu, cik uzticama ir nenoteiktiba. Piem&ram, ja tika novertéts,
ka veértibas up(y) ticamiba aptuveni ir 25%, tad relativa nenoteiktiba Aug(y)/ugp(y) = 0,25 un

tas nozZimg, ka brivibas pakapes nenoteiktibai biis vp = (0,25)7%/2 = 8.
1.3. Kombinéta standarta meérijumu nenoteiktiba

Kombinéto standarta nenoteiktibu izsaka ka standartnovirzi nenoteiktibas sadalijuma, kas
iegiits, apvienojot A tipa un B tipa individualas dispersijas un kovariacijas starp tam.

Kombinéto standarta nenoteiktibu u.(y) aprékina ar formulu

ue(y) = [y (v) + (),

bet vairaku A un B tipa nenoteiktibu gadijuma formula klust sada:

Na Np

ue(y) = 4| D_uh W) + D ub (y). (1.5)

i=1 i=1

Svariga sastavdala kombiné&tas nenoteiktibas noteikSana ir efektivo brivibas pakapju (veg)
noteikSana. Lai to izdaritu, tiek izmantota VelCa-Satertvaita (Welch—Satterthwaite) aproksima-
cija. Efektivas brivibas pakapes ir brivibas pakapes, kas saistitas ar hi-kvadrata sadalijumu, ko

izmanto, lai aproksimétu kombingétas standarta dispersijas u?(y) sadalfjumu:

u,(y)

C
u? (v) 1

+ uB(y) ’

VA vB

Veff =

bet vairaku A tipa un B tipa nenoteiktibu gadijuma
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4
N uc(y)N . (1.6)
S ul0) | S8

va, vB;

Veff =

Ja ir zinamas efektivas brivibas pakapes, ir iesp&jams aprékinat paplaSinato nenoteiktibu:

U = ku.(y), (1.7)

kur parklajuma koeficients k = ¢, (1) jeb k tiek aprékinats no t-sadalfjuma izmantojot efektivas

brivibas pakapes un atbilstoSo ticamibas limeni.

1.4. Kombinétas merijumu nenoteiktibas matematiskais pamatojums

Saja apaksnodala apstatita gramatas [4] 7.3 apaks$nodala.
Lielaka dala m&rTjumu ir nelineari. Pieeja nelinearu vienadojumu f (X, X5) gadijuma mé-

r;jumu nenoteiktibas noteikSanai ir izmantojot pirmas kartas Teilora rindas izvirzijumu:

9f
0X,

kur px, un py, ir mainigo X; un X, matematiskas ceribas.

of (Xz X)),

Y = f(X1,Xo) =
f( 1, 2) f(,quaﬂXz)—{— aXz

(Xl - ,uX1) + 5y

Funkcija f, aproksiméta §ada veida, kliist par linearo kombinaciju ar vairakiem mainigajiem.

9 yn —f) tiek novertéti pie vidéjam vertibam z; un

Verts minét, ka parcialie atvasinajumi (a un gy

x4, tap€c tie kliist par konstantiem reizinatajiem.

St linearas kombinacijas dispersija izskatas sadi:

of of
D(f(Xy,X5))~D — (X1 — — (X5 — .
(f(X1,X3)) (f(lqu?:uXQ) + 8X1( 1= ) + 8X2( 2 /’LXQ))
f(px,, itx,) ir konstanta, tapéc ta ietekme vid&jo vertibu aproksimé&tajai funkcijai, bet ne-
ietekmé dispersiju. Otrajam un treSajam saskaitamajam ir konstanti reizinataji < 9 yn 2L )

0X1 0X2

tapéc $o mainigo dispersijas ir (gxf ) u?(x1) un (aamf ) u? (o), kur u?(z1) un u?(x) ir attiecigi

D(x1) un D(z). So divu komponensu savieno$ana veido kombingto dispersiju:

() = (aa—f)uu ¥ (g—f)uu

Sis rezultats var tikt visparinats jebkadam skaitam mainigajiem:

Z (8%) (:),

kas atbilst GUM kombin&tajai nenotelkﬁbal.
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Vienadojums pienem, ka visi m&rfjuma mainigie ir nekoreléti un mérjjuma modelis [ ir

aptuveni linears vajadzigaja intervala.

1.5. Nenoteiktibas aprekini netie§a mérijjuma gadijuma (GUM metode)

Ieprieks tika aprakstits, ka tiek aprékinatas nenoteiktibas, ja tas ir jaaprékina tieSam meériju-

mam. NetieSu meérijumu nenoteiktibas analizi var aprakstit ar Sadiem soliem.

1. Formulét mérijuma vienadojumu. Svarigi, lai funkcijai Y = f(X;, Xo, ..., Xy) tiktu

izmantoti visi mainigie.

2. Katram mainigajam janosaka varbiitibu sadalijums un jaaprékina nenoteiktibas. Sadali-

jumiem jabiit noteiktiem nemot véra gan A tipa, gan B tipa nenoteiktibas.

3. Izpildot pirmos divus solus, kombin&to nenoteiktibu var aprékinat ka

) = i (25 vt

kur x; ir X; nov€rojumi.

4. Parcialie atvasinajumi % tiek saukti par jutibas koeficientiem (c;). Tie parada, cik liela

mera y mainas, izmanoties x;.

5. Lielums Y tiek aproksiméts ar formulu

y: f(fl,fg,...,;UN).

6. Noteikt paplasinato nenoteiktibu U, kas lauj noteikt nenoteiktibas intervalu forma

7-U7j+U.

ST metode tiek saukta par GUM metodi.
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2. MONTEKARLO METODE

Saja nodala aplikota [4] gramatas 8. nodala par Montekarlo metodi.

Montekarlo metode statistika tiek jau izmantota kops 1947. gada, bet lielaku popularitati
ieguva 20. gadsimta 70. gados. Montekarlo metode veic secinajumus izmantojot lielu dau-
dzumu nejausus skaitlus no vajadziga sadalijuma. Senakos laikos $T metode nebija populara, jo
Montekarlo metodes bija neprecizas mazu izlasu dél.

Montekarlo metodi vieglak ir saprast ar pieméru.

2.1. Piemérs. 7 vertibas aprékinasana.

Zinot, ka kvadrata laukuma attieciba pret ceturtdalapla laukumu ir 7 /4, punkti var tikt si-
muléti kvadrata. Simulgjot izlasi un skaitot attiecibu, cik no tiem \/m < 1, var tikt iegiita
7 vertiba. Veicot Montekarlo metodi programma R ar 100000 simulacijam, 7 vértiba tika ap-

roksiméta ar vertibu 3,13876.

Aprokismeta pi vertiba

' [
0 250000 500000 750000 1000000

Izlases apjoms

1. att. ™ vertibas aproksimacija atkariba no izlases apjoma

ll.attela redzams, ka palielinoties simul&tajam izlases apjomam, 7 vértibas aproksimacija

tuvojas patiesajai 7 vertibai. Tas nozimég, ka pareiza izlases apjoma izvéele ir svariga.
A S (2T _a/ .
2.2. Piemérs. Integrala [;" e~*/?sin(%£) dx aprekinasana.

Ir zinams, ka nepartrauktai funkcijai f(x) intervala no a lidz b integrali var aproksimét ka

() do ~ L= 3" ), (2.1)




kur x; ir izlases elements no vienmériga sadalfjuma. Izmantojot Montekarlo metodi un si-
mul&jot 10000 vértibas no vienmériga sadalfjuma, un izmantojot (2.1)), tika iegiita vértiba 0,599.

Patiesa noapalota vertiba integralim ir &~ 0,604.
2.1. Gadijumizlases veidoSanas tehnikas un gadijuma skaitlu generésana

Saja apaksnodala aprakstita gramatas [4] apaksnodala 8.1.1.

Montekarlo metode sastav no gadijumizlases veidoSanas no varbitibu sadalijuma. Tapéc
ir svariga laba gadijuma skaitlu generatora esamiba. Kadreiz Sos nejausos skaitlus veidoja no
fiziskiem Iidzekliem, pieméram, metot kaulinus, bet tagad to dara datori. Miisdienu program-
mésanas valodas jau $obrid ir ieviesti algoritmi gadijuma skaitlu generésanai. Saja nodala tiks
aprakstita gadijumu skaitlu generéSana.

Gadijuma skaitlu generatorus var sadalit divas kategorijas.

« Istie gadijuma skaitJu generatori. Tie generé pilnigi nejausas, neatkarigas un neparedza-

mas izlases.

* Fiktivie gadijuma skait]u generatori. Generétas izlases var Skist pilnigi nejausi generétas,

bet tas patiesiba ievero ieprieks veidotu algoritmu.

Istie gadijuma skait]u generatori ir svarigi $ifréSana, jo skaitlu paredzamiba nozimétu iesp&ju
Sifru atsifrésanu. Sadus generatorus ir griiti ieviest programmatiira. Fiktivie gadfjuma skait]u
generatori ir paredzami, ja ieprieks ir zinams, kadi ir algoritma nosacijumi, bet tos ir viegli
ieviest programmatiira. TieSi §11iemesla d€] tie tiek izmantoti Montekarlo metodei.

Lai varétu izmantot fiktivo gadijuma skaitlu generatorus, ir jaizpildas $adam 1pasibam.

1. Skaitlu sérijas garums. Fiktivo skaitlu generatori atkartojas péc noteikta laika. Tapéc ir
svarigi, ka skaitlu s€rijas lielums biitu lielaks neka izvelétas izlases lielums. Sakara ar
iespgjamam ilgtermina sléptam korelacijam skaitlu serija ir ieteicams, lai skaitlu sérijas

garums biitu vismaz vajadziga izlases lieluma kvadrats.

2. Nekorelétiba. GGener&tajam veértibam jabut neatkarigam un nekorelétam. Daudzi algoritmi

var Skist neatkarigi 1sam skaitlu sérijam, bet patiesiba ta nav.

3. Vienmériba. Generétajam vertibam jabiit sadalitam péc vienmeriga sadalijuma, lai tas

butu vertigas Montekarlo simulacijam.

4. Skaitlu s€rijam jabut generéjamam dazados laikos. Tas ir svarigi, lai spétu simulaciju

testet.
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Linearais kongruencialais generators

Viens no visvienkarsakajiem fiktivo skaitlu generatoriem ir linearais kongruencialais genera-
tors (LCG). Sis skait|u generators nav piemérots tie§i Montekarlo metodém, bet uz §T generatora
pamata ir raditi generatori, kas der Montekarlo simulacijam. Generatora skaitli tiek izvél&ti ar

vienadojumu

Xni1 = (aX, + ¢) mod m.

Generatoram tiek izmantoti tris parametri — a, ¢ un m. So parametru un X, izvéle (tiek
saukta par ”seklu” (seed)) nosaka garumu nejauso skaitlu virknei. Parametru a un c izvéle ir
loti svariga. Nepareizu So parametru izvéle var izraisit loti su nejauso skaitlu virkni, jo skaitli
atkartotos péc konkréta perioda.

Uz §1 generatora pamata ir izveidots Mersenna Tvistera (Mersenne Twister) generators, kas
tiek izmantots arT programma R. Nosaukums radies no fakta, ka perioda garums §im generatoram

ir Mersenna pirmskaitlis (M,, = 2" — 1, n € Z). Programma R $is generators tiek izmantots ar

219937 03000

periodu — 1, bet maksimala izlase §ada gadijuma var biit iesp€jama ar garumu ~ 1

2.2. Montekarlo metode mérijumu nenoteiktibas noverteéSana

Lai noteiktu nenoteiktibu mérijumam, Montekarlo metode ir viegli istenojama. Katram mai-
nigajam tiek izveidota nejausa N lieluma izlase no mainiga sadalijuma. Mainigos apvienojot
tiek izveidotas NV iesp&amas vertibas merjjumam. Aprékinot vidéjo vertibu un standartnovirzi

tiek noverteta patiesa vertiba meérjjumam un nenoteiktiba.

4 )

X =
y —  fxyz |
Z —

\- J

2. att. Ilustracija Montekarlo metodes pielietojumam nenoteiktibas novérteSanai
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2.3. Piemers. Pienemot, ka mérijums y tiek aprékinats ar formulu y = xz, tad, veicot N = 1000

Montekarlo simulacijas, videja vertiba bis

N
Zi:1 Yi

=T8N
un standartnovirze
N _
5 — Zi:1(yi - y)Q
N )

kury; = x;2;, i =1,...,N.

Jutibas koeficienti Montekarlo metodei

GUM metodei jutibas koeficienti tiek noteikti no parcialajiem atvasinajumiem katram méri-
juma mainigajam. Ta tiek noteikta katra mainiga ieguldijums kop&jaja nenoteiktiba. Montekar-
lo metodei jutibas koeficienti netiek noteikti, bet tos var novertet, izmantojot nelinearo modeli.
Veids, ka to paveikt, ir visus mainigos, izpemot vienu, atstat fiksétus. Simul&jot izlasi ar garu-
mu N, var noteikt nefikséta mainiga nenoteiktibu. Iegiito rezultatu dalot ar nenoteiktibu, kas ir
pasam mainigajam, tiek iegtts ’nelinearais jutibas koeficients”. Ja modelis ir linears, tad jutibas
koeficients biis Iidzigs ar GUM metodes aprékinatajiem koeficientiem. Lai atrastu proporciju,
mainiga jutibas koeficients jadala ar visu jutibas koeficientu summu. Verts minét, ka proporciju

summa var nebiit 100%, jo simulacijas tiek veiktas atseviSki katram mainigajam.
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3. VARBUTIBU SADALIJUMU IDENTIFIKACIJA UN IZVELE

Saja nodala apliikota [4] gramatas 4. nodala par varbitibu sadalfjumu identifikaciju un iz-
veli.

Metrologija varbiitibu sadalfjumus var izmantot, lai noteiktu nenoteiktibas. Liela nozime ir
varbiitibu sadalfjumu parametriem. Piem@ram, ja m&rfjumi ir sadaliti p&c normala sadalijuma,
tad ar vid€jo vertibu y un standartnovirzi o var novertét mérama objekta patieso vertibu un
nenoteiktibu.

Ir trTs soli, ka noteikt varbutibu sadalfjumu:

1. noteikt potencialos sadalijumus,
2. novertet parametrus potencialajiem sadalijjumiem,

3. novertét sadalijuma saderibu.
Lai noteiktu potencialos sadaltjumus svarigi ir $adi faktori.
* Datu veids. Sadalfjuma izv&lg ir jasaprot, vai dati ir diskréti vai nepartraukti.

* Datu daudzums. Ja datu daudzums nav liels, papildus informacija (v€sturiskie dati, razo-
taja specifikacijas) var but nepiecieSama sadalijuma izvél€. Ja datu ir daudz, tad histog-

rammas vai varbiitibu grafiki var palidzet izvele.

* Sadalijuma svarigums. Sadalijumi mainigajiem, kas ievérojami var ietekmét nenoteikti-

bas novertesanu, ir jaizvélas ar lielu piesardzibu.

Ka vispopularakais nepartrauktais sadalijums nenoteiktibu analize tiek izmantots normalais

sadaltfjums. Varbutibu blivuma funkcija tiek defineta ka

flz) = ! eXp[_%<x_M>2] — 00 < T < 00,

oV o
kur p ir videja vertiba un o ir videja vertiba.

Vienmerigais sadalijums tiek izmantots gadijumos, kad ir zinams, ka mé&rijjuma patiesa veér-
tiba atradisies noteikta intervala, bet nav zinams kadas iesp&jamajam vértibam varétu biit var-
butibas. Tapéc tiek pienemts, ka katru vértibu intervala ir iespgjams iegiit ar vienadu varbitibu.
Metrologija vienmérigo sadalijumu izmanto, ja nenoteiktiba tiek dota forma ka intervals. Var-

butibu blivuma funkcija intervala [a, b] ir
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- b<z<a
flay =4

0, citos gadijumos.

Vidgja vertiba ir “TJ’b un standartnovirze ir %

Trisstirveida sadalfjums atSkiras no vienmériga sadalijuma ar to, ka intervala ir zinams,

kurai vertibai ir lielaka varbitiba tikt iegtitai. Varbutibu blivuma funkcija intervala [—a, a] ir

(I;a), —a<x<0
f(x) = (aa}z), O<z<a

0, citos gadijjumos.
\

Saja intervala vidgja vértiba ir 0 un standartnovirze ir a/+/6.
Stjudenta sadalfjums metrologija tiek izmantots, ja mérijjumu skaits ir mazs (n < 30). Var-

bitibu blivuma funkcija ar parametru v ir

—(v+1)

1 I(V;1> t? :
= 1+ — — .
p(t,v) NG F(%) ( y) x<t<oo, v>0

Ar I tiek apziméta Gamma funkcija. Vidgja vertiba Stjudenta sadalijumam ir 0, bet stan-

1
dartnovirze, jav > 2 ir (ﬁ) 2.

1. tabula

Varbiitibu sadalijumu raksturojums un pielietojums metrologija

Ierobezoti | Informacija
Sadalijums Kad izmantot
dati par datiem
. Nepartrauktam vertibam
Normalais Ne Ja
(masa, temperatiira)
) ) Kalibrésanas intervali
Vienmerigais Ja Ne
bez informacijas par varbutibam
) Ierobezotam intervalam ar datiem, kas
Trisstlirveida Ja Ja
iesp&jamaki viduspunkta
Stjidenta Ne Ja Veicot maz mérfjumus
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4. MONTEKARLO UN GUM METODES SALIDZINAJUMS

Saja nodala apliikota [4] gramatas 8.3 apaksnodala par Montekarlo metodes salidzindjumu
ar GUM metodi.

Montekarlo un GUM metodém ir savas priekSrocibas un ar1 savi minusi. Montekarlo me-
todei nav vajadzigi pienémumi par linearitati mérjjuma modelim. Katrs mainigais var saglabat
savu varbiitibu sadalijumu. GUM metodei ievades mainigie tiek parveidoti normalaja sadaliju-

ma. Montekarlo metodes trikumi ir

* laba skaitlu generatora vajadziba,
* laiks, kas vajadzigs, lai generctu izlases, var but ilgs,
* rezultatu atSkiriba, jo simulacijas var atskirties.

Abas metodes nenoteiktibu noveértéjumu var labi salidzinat, izmantojot vizualizacijas. Iz-
mantojot GUM metodes varbutibu funkcijas grafiku un Montekarlo metodes histogrammu.
Kvantitativs veids ka $is metodes salidzinat ir GUM metodes deriguma tests. Tests tiek

veikts, veicot Sadus solus.

1. Aprekinat 95% ticamibas intervalu gan GUM metodei, gan Montekarlo metodei.
2. Noteikt ciparus aiz komata 7ni,.

3. Nenoteiktibu pierakstit forma a x 10", kur a ir vesels skaitlis ar ng;, cipariem aiz komata

un r ir vesels skaitlis.
4. Aprekinat pielaidi § = %1OT.

5. Salidzinat 95% intervala galapunktus starp abam metodém. Ja atSkiriba starp galapun-

ktiem ir mazaka par §, tad GUM metode ir deriga aproksimacija.
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5. PIEMERI MERIJUMU NENOTEIKTIBAS NOVERTESANA

5.1. Nenoteiktibas noverteSana diska blivumam

Ir zinams, ka diska blivuma aprékinasanas formula ir

m m B 4m 5.1)
PV = 722~ ndt '

Veicot diametra un biezuma merijjumus 15 reizes un masas mérijjumu 1 reizi, tika ieguti $adi

rezultati.

2. tabula

Meérijumu rezultati diska blivuma un ta nenoteiktibas novértésanai

Ievades Vidgja A tipa Blivuma funkcija B tipa Blivuma funkcija
lielums veértiba | nenoteiktiba (A tipa) nenoteiktiba (B tipa)
diametrs (d) | 9,7 cm 0,07 cm Vienmerigais - -
biezums (¢) | 0,8 cm 0,03 cm Vienmérigais - -
masa (m) | 1782¢g - - 02¢g Normalais

Ir zinams, ka svariem, uz kuriem tika veikts mérijums, pielaide +U ir 0,8, un ja tiktu veikti
vairaki mérfjumi, tad tie batu sadaliti normali. Izmantojot ([I.3)) nenoteiktiba diska masai ir

Y=04.
Novertesana ar Montekarlo metodi

Lai novertetu nenoteiktibu ar Montekarlo metodi katram mainigajam no formulas, izmanto-
jot informaciju par diska blivuma mainigajiem, jaizveido gadijuma izlases. Par izlases apjomu
tiek izvéléts NV = 1000000. Parasti gadijuma skaitlu generatoriem, ja tiek izmantots vienméeri-

gais sadalijums, vajadziga pielaide U no vienmériga sadalijuma nevis nenoteiktiba. £U biis

vienmériga sadalijuma galapunkti. ([1.4) var izmantot, lai to aprekinatu.

Uy =ugp(d) x v3=0,07cm x v/3 =0,12cm,

U, = up(t) x V3 =0,03cm x v/3 = 0,05cm.
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20000
|

Biezums
10000

0
1

9.60 9.65 9.70 975 9.80

3. att. Montekarlo gadijuma izlases histogramma diska diametram izmantojot

vienmérigo sadalijjumu

20000
|
|
|
|
|
|
|

Biezums
10000
|

0
L

| T T T |
0.76 0.78 0.80 0.82 0.84

4. att. Montekarlo gadijuma izlases histogramma diska biezumam izmantojot vienmérigo

sadalijjumu

40000
|

Biezums
20000
|

0
[

177.5 178.0 178.5 179.0

5. att. Montekarlo gadijuma izlases histogramma diska masai izmantojot normalo

sadalijumu
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Izmantojot formulu (5.1]), visas gadfjuma izlases tiek sakombingtas un tiek izveidots kombi-
nétais sadaltijums. Aprékinot kombingtajai izlasei vid€jo vertibu un standartnovirzi tiek nover-
tets diska blivums un ta nenoteiktiba.

Izmantojot programmu R diska blivums tika novértéts ar vértibu 3,01 g/cm?®, bet nenoteiktiba

ir 0,12 g/cm®. To var uzrakstit forma 3,01 g/cm?® + 0,12 g/cm?.

50000

Biezums
20000

0

2.8 29 3.0 31 3.2 3.3

rho

6. att. Diska blivuma histogramma, noveértéjums (zala Iinija), nenoteiktiba (oranza
partraukta linija) un 95% ticamibas intervals (sarkana partraukta linija), izmantojot

Montekarlo metodi

Novéertesana ar GUM metodi

Lai novertetu nenoteiktibu, vispirms jaiegust jutibas koeficienti. A tipa nenoteiktibam (diska

diametram d un biezumam %) tie attiecigi ir

dp 8m
ad ~  wtd (5-2)
un
ap 4m
E - _7Td2t2' (53)
B tipa nenoteiktibai jeb diska masai jutibas koeficients ir
dp 4
om  md2t’ 4)

Izmantojot nenoteiktibas no [J. tabulas un jutibas koeficientus (5.2)-(5.4)), A tipa kombinéta

nenoteiktiba ir




Ta ka B tipa nenoteiktiba ir tikai diska masa, tap&c

up(p) = \/<W§2t>2 W2(m) = 0,003,

Kombinéta nenoteiktiba diska blivumam ir

ue(p) = \J1 () + u(p) = 0,121, (5.5)

Efektivas brivibas pakapes tick aprékinatas ar Vel¢a-Satertvaita aproksimaciju ([1.6)

ue(p)
Veff — W ~ 18. (56)

i=1"

Montekarlo un GUM metodes salidzinajums

Blivums
2
|

[ I I I I .I
28 29 30 31 32 33

rho

7. att. Montekarlo un GUM metoZu grafiskais salidzinajums diska blivamam, izmantojot
Montekarlo metodes histogrammu un GUM metodes blivuma funkciju. Zala linija sakrit
ar noverteto patieso veértibu Montekarlo metodei. Ar sarkanajam partrauktajam linijam
attelots Montekarlo metodes 95% ticamibas intervals, ar zilo partraukto Iiniju - GUM

metodes 95% ticamibas intervals

Lai abas metodes apliukotu vizuali, tiek pienemts, ka GUM metodes blivuma funkcija ir

sadalita peéc normala sadalijuma, kur vidg€ja vertiba ir diska blivuma vertiba, bet standartnovirze
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ir GUM metodes novértéta nenoteiktiba (5.9). Ticamibas intervals tiek atrasts ar ([[.7). Grafika
redzams, ka Montekarlo metodes 95% ticamibas intervals ir mazaks neka GUM metodes.

Veicot GUM metodes deriguma testu, kas aprakstita 4. nodala, tika iegiiti $adi rezultati.

u(p) = 0,121 ~ 1 x 1073,

r= -3,

§=0,5x 1072 = 0,0005.

3. tabula

GUM metodes deriguma tests

Apaksgja robeza | Augseja robeza
GUM 2,76 3,27
Montekarlo 2,81 3,24
|GUM - MC]| 0,05 0,03
|IGUM - MC| <9 Ne Ne

No f. tabulas var secinat, ka Montekarlo metode $aja gadfjuma ir labaka aproksimacija, jo

GUM metode aproksimacija pec testa veikSanas var tikt uzskatita par nederigu aproksimaciju,

jo |GUM — MC| > 6.
Salidzinot abu metozu jutibas koeficientus tika iegiiti $adi rezultati.
4. tabula

GUM un Montekarlo metodes jutibas koeficienti diska blivumam

GUM | Montekarlo

d | -0,62 0,62
t | -3,76 3,78
m | 0,02 0,02

Aplikojot f. tabulas rezultatus var secinat, ka koeficienti ir idzigi abam metodem. Mon-

tekarlo metodei Sie koeficienti ir tikai pozitivi, jo no standartnovirz€m nevar iegiit negativus
rezultatus.

5.2. Nenoteiktibas novérteésana korigétam rentgena XRF biezumam
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Korigéts rentgena XRF biezuma m@rijums, Yiorigats, tiek novertets netiesi no nekorigeta bie-

zuma méﬁjuma, KlekorigétSa ar formulu

X 2
}/korigéts = (f) + YnQekorigéts? (57)
2

kur X, un X, ir neatkarigi korekcijas koeficienti. . tabula nodrosina ar vajadzigo informa-
ciju nenoteiktibas analizei.
5. tabula

Meérijumu rezultati korigétam XRF biezumam

Ievades Vidgja A tipa Blivuma funkcija
Brivibas pakape
lielums vertiba nenoteiktiba (A tipa)
Yiekorigats 1,3 pm 0,2 Vienmérigais 19
X1 0,1763 um 0,00097 Normalais 9
Xo 0,1912 ym 0,00060 Normalais 19

NovéerteSana ar Montekarlo metodi

Izmantojot [§. tabulas informaciju par mainigo nenoteiktibam un sadalfjumiem, tiek uzgenerétas

gadTjuma izlases. Yekorigeis> 121 Uzgenerétu izlasi, tiek izmantots pusplatums, kas tiek iegiits ar

formulu ([1.4).

Uy,

nekorigéts

=uy x V3 =0,35.

Izmantojot formulu (5.7), visas gadijuma izlases tiek sakombingtas un tiek izveidots kombi-
nétais sadalijums. Aprékinot kombingtajai izlasei vid€jo vertibu un standartnovirzi tiek nover-

téts korigétais XRF biezums un ta nenoteiktiba.
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8. att. Montekarlo metodes histogramma korigétam XRF biezumam. Zala linija apzimé
noverteto patieso vértibu ar Montekarlo metodi. Ar sarkanajam partrauktajam linijam
attélots Montekarlo metodes 95% ticamibas intervals, ar oranZajam partrauktajam

Iinijam — nenoteiktiba korigétam XRF biezumam.

Aplikojot B. attélu, var ieraudzit, ka sadalfjums korigétajam XRF biezuma m&rfjumam nav
simetrisks. Patiesa vértiba tika novertéta ar ar 1,76, bet nenoteiktiba ar 0,52. 95% ticamibas

intervala galapunkti ir [0,98; 2,69].
Novérteésana ar GUM metodi

Lai novertétu nenoteiktibu vispirms jaiegiist jutibas koeficienti. A tipa nenoteiktibam jeb

X 1s X2 un Y;wkorigéts 1r

aYI(origéts o 2X 1

= 5.8
X, X2 SR
un
8YI(origéts 2X 12
= — 59
un
aYkorigéts
s 2}/ne origets - 5.10
aY;lekorigéts Koriget ( )

Izmantojot nenoteiktibas no [§. tabulas un jutibas koeficientus (5.8)-(5.10), A tipa kombin&ta

nenoteiktiba ir

2X1\° 2X2\> 2X1\°
uAmoriﬂés):\/(—) u2<xl>+(——, 20%0) + [ 250} i (Viorgee) = 0,52.
==\ % X X .



Yiorigets B tipa merjjuma nenoteiktibas nav, tapéc kombinéta nenoteiktiba ir

uc(}/korigéts> - uA(}/korigéts) - 0752 (511)

Efektivas brivibas pakapes tiek aprékinatas ar Vel¢a-Satertvaita aproksimaciju ([L.6)
Uﬁ (Yi(origéts>

Vel = 537 (cu(@n))?
=1 o

~ 19. (5.12)

Montekarlo un GUM metodes salidzinajums

Blivums
00 02 04 06

Y kor

9. att. Montekarlo un GUM metoZu grafiskais salidzinajums korigétam XRF biezumam,
izmantojot Montekarlo metodes histogrammu un GUM metodes blivuma funkciju. Zala
Iinija apzime noverteto patieso vértibu Montekarlo metodei. Ar sarkanajam
partrauktajam linijam attélots Montekarlo metodes 95% ticamibas intervals, ar
oranzajam partrauktajam Iinijam — GUM metodes 95% ticamibas intervals. Montekarlo

izlases lielums N = 1000000

Lai abas metodes aplikotu vizuali, tiek pienemts, ka GUM metodes blivuma funkcija ir
sadalita péc normala sadalijuma, kur vidgja vertiba ir korigéta XRF biezuma vértiba, bet stan-
dartnovirze - GUM metodes novertéta nenoteiktiba (5.11]). (5.5). Ticamibas intervals tiek atrasts
ar ([.7). B. attéla redzams, ka GUM metodes 95% ticamibas intervala atrodas visi rezultati, kas
var bit iesp&€jami, izmantojot Montekarlo metodi. No ta var secinat, ka $aja gadijjuma GUM
metode nedod uzticamus rezultatus, jo ta nenem veéra informaciju par mainigo varbiitibu sadali-

jumiem.
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10. att. Montekarlo un GUM metoZu grafiskais salidzinajums korigétam XRF biezumam,
izmantojot Montekarlo metodes histogrammu un GUM metodes blivuma funkciju. Zala
Iinija apzime noverteto patieso vértibu Montekarlo metodei. Ar sarkanajam
partrauktajam linijam attélots Montekarlo metodes 95% ticamibas intervals, ar
oranZajam partrauktajam linijam — Montekarlo metodes nenoteiktiba. Montekarlo

izlases lielums N = 1000

Salidzinot Montekarlo simulétas histogrammas P. attglam un [L0. attglam var vizuali redzét,
ka Montekarlo sadalfjumi atSkiras krasi. Merijums, kas veikts ar izlasi N = 1000000 ir uz-
ticamaks, ko sadalijums ir daudz vienmeérigaks, bet izlasei ar lielumu N = 1000 ta nav. Ari
nenoteiktibas veicot simulacijas atSkiras. Ar izlasi N = 1000 nenoteiktiba tika novertéta ar
vertibu 0,51, bet ar N = 1000000 — 0,52. Zinot, ka palielinoties izlases lielumam, noverte-
jums tuvojas savai patiesajai vertibai, tad var uzskatit, ka noveértejums ar izlast N = 1000 ir

neuzticams.
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SECINAJUMI

St darba mérkis izpétit Montekarlo metodes pielietojumu nenoteiktibas novértéiana un sali-
dzinat to ar GUM standartiem jeb GUM metodi. Izp&tot literatiiru par m&rijjumu nenoteiktibam,
tika secinats, ka Montekarlo metodes veiksmigai darbibai ir vajadziga laba skaitlu generatora
esamiba, mainigo sadaltfjumu pareiza izvéle. Sadalijumu izvéli var veikt izmantojot pieejamo
informaciju (eksperimenta mérijumi, vesturiskie dati, kalibréSanas zinojumi, raZotaja specifika-
cijas, atsauces dati no rokasgramatas). Teorétiski salidzinot GUM un Montekarlo metodes tika
secinats, ka Montekarlo metode ir relativi vienkar§aka un ar So metodi tiek saglabats katra mai-
niga sadalijums. GUM metodei katrs mainigais tiek parveidots normalaja sadalijjuma. Darba
uzdotais mérkis tika izpildits, apskatot divus praktiskus piemérus nenoteiktibas novertésana.

No darba apskatitajiem piemé&riem var secinat, ka Montekarlo metode ir vienkarsaka un ta
sniedz daudz vairak informaciju par varbiitibu sadalfjumu merjjumam. Apskatitajos piem&ros
mérfjjumu nenoteiktiba praktiski neatSkiras, bet atSkiras varbiitibu sadalijums un §1 iemesla dél
ar 95% ticamibas intervals. Apskatot praktisko pieméru korigétajam XRF biezumam, tika se-
cinats, ka svarigs ir Montekarlo simulaciju skaits, lai tas dotu precizus rezultatus un simulacijas
neaiznemtu daudz laika. Abiem piemériem GUM metode izradijas nederiga mérjjumu neno-

teiktibas analizei.
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A. R KODS NENOTEIKTIBAS ANALIZEI DISKA BLIVUMAM

### Nenoteiktibas analize diska blivumam
rho <— function(d, t, m) {

(4*m)/ (pi*(d"2)*t)

d < ¢(9.7, 0.07)
t < (0.8, 0.03)
m <— ¢(178.2, 0.2)

### Montekarlo metode

Ud <— d[2] * sqrt(3)
Ut <= t[2] * sqrt(3)

n <— 1000000

dlzlase <— runif(n d[1] — Ud, max = d[1] + Ud)

t[1] — Ut, max = t[1] + Ut)

n, min

tlzlase <— runif(n n, min

mlzlase <— rnorm(n

n, mean = m[1], sd = m[2])

dHist <— hist(dIzlase , main = 7”7, xlab = ”d”, ylab = ”iBlvums”,

, breaks = 100)

tHist <— hist(tlzlase , main = 7”7, xlab = 7t”, ylab = “iBlvums”,

, breaks = 100)

EERL) 9999

mHist <— hist(mlzlase, main = , xlab = "m”, ylab = ”iBlvums”,

, breaks = 100)

rholzlase <— rho(dlzlase, tlzlase , mlzlase)

rhoNovertejums <— mean(rholzlase)

rhoNenoteiktiba <— sd(rholzlase)

ticamibasInt <— quantile(rholzlase , probs = ¢(0.025, 0.975))

### GUM metode

rhoVien <— expression((4*m)/ (pi*(d*2)*t))

atvasinajums <— function(d, t, m, by){

atv <— D(rhoVien, by)

eval (atv)
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dRHOdAD <— atvasinajums(d[1], t[1], m[1l], 7”d”)
dRHOAT <- atvasinajums(d[1], t[1], m[1l], "t”)
dRHOAM <— atvasinajums(d[1l], t[1l], m[l], "m”)

ud < dRHOD * d[2]
ut < dRHOAT * t[2]
um < dRHOAM * m[2]

uTypeA <— sqrt(ud”2 + ut”"2)
uTypeB <— sqrt(um”2)

uC <= sqrt(uTypeA”2 + uTypeB"2)
rhoEst <— rho(d[1], t[1], m[1])

brivPak <— data.frame(d = 14, t = 14, m = Inf)

veff <- uC” / ((ud”4/brivPak$d) + (ut”4/brivPak$t) + (um”™4/brivPakS$m))
expUnc <— qt(p = 0.975, df = 18) * uC

ticInt <— c(rhoEst — expUnc, rhoEst + expUnc)

gum <— rnorm(n = n, rhoEst, uC)

### Montekarlo un GUM salidzinajums

gumLimits <— c¢(2.76, 3.27)
gumSD <— 0.121
mcLimits <— c¢(2.81, 3.24)

ndig <- 1

r <— floor(log(gumSD)) — (ndig — 1)
delta <— 0.5 * 10.0"r

diff <— abs(gumLimits—mcLimits)

testResult <— ifelse (diff < delta, °PASS’, *FAIL")

validity <- t(data.frame(GUM = gumLimits, MC = mcLimits, Difference = diff,

Result = testResult))

colnames(validity) <— c¢(”Lower Limit”, ”Upper Limit”)

### Grafiks Montekarlo un GUM metodes salidzinajumam
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75
76| hist (rholzlase , freq = FALSE, main = ””, xlab = "rho”, ylab = "iBlvums”,
ylim = c(0, 4))

77| lines (density (gum))

78| abline(v = c(ticamibasInt[1], ticamibasInt[2], ticInt[1l], ticInt[2],

rhoNovertejums)

79 , col = c(”red”, ”red”, "blue”, "blue”, “green”)
80 , Ity = ¢(2,2,2,2,1)
81 , lwd = ¢(2,2,2,2,2))

82| lines (density (gum))
83
84
85
86| dJut <— rho(d = dlzlase, m =m[l], t = t[1])
87| dKoef <— sd(dJut)

88
89| tJut <— rho(d = d[1], t = tlzlase, m = m[1])
90| tKoef <— sd(tJut)

91

92| mJut <— rho(d = d[1], t t[1], m = mlzlase)
93| mKoef <— sd(mlut)
94

95| koef <— t(data.frame(d = dKoef/d[2], t = tKoef/t[2], m = mKoef/m[2]))

96
97| prop <— t(data.frame(d = dKoef/rhoNenoteiktiba, t = tKoef/rhoNenoteiktiba ,
m = mKoef/rhoNenoteiktiba))

98
99| rez <— cbind(koef, prop)

100| colnames(rez) <— c(’Jutiba’, ’Proporcija’)

B. R KODS NENOTEIKTIBAS ANALIZEI KORIGETAM RENTGENA
XRF BIEZUMAM

yNekor < c(1.3, 0.2, 19)
X1 < ¢(0.1763, 0.00097, 9)
X2 < ¢(0.912, 0.060, 19)

g b W N
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UyN <— yNekor[2] * sqrt(3)

### Montekarlo metode

n <— 1000000

yNekorlzl <= runif(n = n, min = yNekor[l] — UyN, max = yNekor[1] + UyN)

X111zl <= rnorm(n = n, mean = X1[1], sd = X1[2])

X2Izl <= rnorm(n = n, mean = X2[1], sd = X2[2])

yNekorHist <— hist(yNekorlzl , main = 7”7, xlab = 7Y nekor”, ylab = "iBlvums”,
freq = FALSE, breaks = 100)

X1Hist < hist(X1Izl, main = 7”7, xlab = ”X1”, ylab = "iBlvums”, freq = FALSE
, breaks = 100)

X2Hist <— hist(X2Izl, main = 7”7, xlab = ”X2”, ylab = "iBlvums”, freq = FALSE

, breaks = 100)
yKor <— function (yNekor, XI, X2) {

(X1/X2)"2 + yNekor”2

yKorlzl <= yKor(yNekorlzl, X1Izl, X2Izl)

yKorNovert <— mean(yKorlzl)

yKorNenoteikt <— sd(yKorlzl)

yKorTicamibasInt <— quantile (yKorlzl, probs = c(0.025, 0.975))

### GUM metode

yKorVien <— expression ((X1/X2)"2 + yNekor”2)

atvasinajums <- function (yNekor, X1, X2, by){

atv <— D(yKorVien, by)

eval (atv)

dYKordYNekor <— atvasinajums (yNekor[1], XI[1], X2[1], "yNekor™)
dyKordX1 <— atvasinajums (yNekor[1], XI[1], X2[1], "X17)
dyKordX2 <— atvasinajums (yNekor[1], XI[1], X2[1], "X27)

uYNekor <— dYKordYNekor * yNekor[2]
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uX1 <— dyKordX1 * X1[2]
uX2 <— dyKordX2 * X2[2]

uC <= sqrt(uYNekor"2 + uX172 + uX272)
yKorEst <— yKor(yNekor[1], X1[1], X2[1])

veff <— uC”4 / ((uYNekor"4/yNekor[3]) + (uX1"4/X1[3]) + (uX2"4/X2[3]))
yKorexpUnc <— qt(p = 0.975, df = 18) * uC
yKorInt <— c(yKorEst — yKorexpUnc, yKorEst + yKorexpUnc)

gum <— rnorm(n = n, yKorEst, uC)

### Grafiks GUM un Montekarlo metodes Tasaldzinjumam

hist (yKorlzl, freq = FALSE, main = 7”7, xlab = 7Y kor”, ylab = "iBlvums”,
breaks = 100, xlim = ¢(0.5, 3.5))
abline(v = c(yKorTicamibasInt[1], yKorTicamibasInt[2], yKorInt[1], yKorlnt

[2], yKorNovert)

, col = c¢(”red”, “red”, “orange”, “orange”, “green”)
, Ity = ¢(2,2,2,2,1)
, lwd = ¢(2,2,2,2,2))

lines (density (gum))
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