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Anotacija.

Saja diplomdarba ir apliikoti rezidiju teorijas nozimigakie lietojumi. Darba
sakuma, uzzinas materiala veida, ir apkopoti nepiecieSamie teorétiskie jautajumi —
svarigako jédzienu definicijas un 1pasibas, ka arT galvenas teorémas. Aplikoti rezidiju
lietojumi integralu atraSanai racionalam funkcijam un to reizindjumam ar
vienkar§akajam trigonometriskajam funkcijam sin un cos. Isi iepazistinats ari ar
rezidiju lietojumiem rindu summeésana.

Seviska uzmaniba veltita atsevisku kombinatoro summu atrasanai ar rezidiju
palidzibu. Visi rezidiju teorijas pielietojumi tiek ilustréti ar pilniba atrisinatiem
piemeriem.

Nobeiguma ir pieminéti Saja darba tuvak neapliikotie rezidiju teorijas lietojumi,

ka ar virzieni, kuros iesp€jams turpinat petijumus.



AHHOTALIHSL.

B aroit aumiioMHo# paboTe paccMOTPEHbl BaKHEHIIUE YNOTPEOICHUS TEOPUH
pesuauii. CHayaia B BHJE MaTepUATIBHOM CIIPaBKU OOOOIIEHB HEOO0XOIUMbIC
TEOPETUYECKUE BOMPOCH — JACHUHUIIMA W CBOMCTBA MOHATUN, a TaKKE OCHOBHBIC
TeopemMbl. PaccMOTpeHO HCHOJIB30BaHME pE3UAUNA B IIOMCKaX HHTETPajoB
paLMOHAIBHBIX byHKIHA u 1504 MPOU3BEICHU I c MPOCTEUIIIUMHU
TPUTOHOMETPUUECKUMH (PYHKIIUSAMU Sin U cos. JlaHa KpaTkasi XapaKTepucTUKa

HCIIOJIBb30BaHUA pGSI/II[I/Iﬁ B CYMMHUPOBAHHUH PAIOB.

Oco0oe BHUMaHUE MOCBSIICHO MOUCKAM OTAEIBHBIX KOMOMHATOPCKUX CYMM C
noMmoliplo pe3uauil. Bce ynoTpeOneHuss pe3ucKol TEOopud WILTIOCTPUPOBAHBI

NOJIHOCTBIO PELIEHHBIMU ITPUMEPAMH.

B okxoHyaHuM ymomsSHYyTBI JE€TaJbHO HE PACCMOTPEHHBIE B JTOH paboTe
yHOTpeOJICHUs] TEOPUU PE3UJui, a TaK)Ke HaIpaBJICHUS, B KOTOPBIX BO3MOXKHO

IMPON3BECTH UCCIICAOBAHMNA.



Anotation.

The present Diploma Paper deals with the most important ways of usage of
residiues theory. The first part contains the summarizing of the essential theoretical
questions, definitions and characteristics of some important concepts as well as main
theorems. The present research examines the usage of residiues theory for finding
integral in rational function and multiplication it by simple trigonometrical functions
sin and cos. The work, in a short ways, introduces the usage of residiues theory in
rows addition.

The research pays attention to finding of combination sums with the help of
residiues. All usage of residiues theory is illustrated with the examples which are
competely solved.

In the last part some usage of residiues theory which are not researched the

present work and trends to further researches are mentioned.
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Ievads.

Sis diplomdarbs iepazistina ar rezidiju teoriju, tas nozimigakajiem lietojumiem
integralu, rindu parcialsummu vai summu, ka ari atseviSku kombinatoro summu

atrasana.

Skaitliski integréjot ar datoru, mes nereti praksé sastopamies ar integraliem,
kuri ir atkarigi no viena vai pat vairakiem parametriem. Sadiem integraliem skaitliska
integréSana ir gruti pielietojama. Tapat ar1 stipri osciléjoSas zemintegrala funkcijas
gadijuma, integrala tuvinata atraSana ar skaitliskam metodém var biit problematiska,
jo mazas zemintegrala funkcijas vertibu izmainas var novest pie lielam integrala
vertibas izmainam. Tie$i So iemeslu dél, Saja darba aplukoti pieméri, kuros integrali ir
atkarigi no parametriem, vai ari zemintegrala funkcijas ir stipri oscilgjosas. Sajos
gadijumos biitiska nozime ir integralu atrasanai analitiska forma. To, ka
parliecinasimies, var pietickami efektivi veikt, izmantojot rezidiju teoriju, kas
salidzinot ar realas matematiskas analizes metodém, ievérojami paplaSina iespé&jas

atrast analitiska forma daudzus integralus, 1pasi neistos.

Diplomdarbs sastav no ievada, ¢etram nodalam un nobeiguma. Pirmaja nodala,
lasitaja €rtibas labad, ir apkopotas svarigako jédzienu definicijas un 1paSibas, ka ar1
formulétas galvenas teorémas. Ar teorému pieradijumiem lasitajs var iepazities

gramata [2].

Otra nodala wveltita rezidiju lietojumiem integralu atraSanai racionalam

P, ()
Qn(¥)

funkcijam R(x) = , R(X)cosax , R(x)sin ax dazados intervalos [a,b].

TreSaja nodala tiek sniegts 1ss ieskats rindu parcialsummu un summu
aprekinaSana, izmantojot rezidijus.
Sevisku veribu veletos pieverst ceturtajai nodalai. Taja ir aptkoti dazu

kombinatoro summu piemeéri, kuru pieradijumos biitiski izmanto rezidiju teoriju.



Darba bez specialam atsaucém un noradijumiem izmantoti realo un komplekso
skaitlu kopu teorijas jédzieni, reala un kompleksa mainiga funkciju teorijas elementi
— robeza, nepartrauktiba, atvasinajums, integralis un citi. Apgabali un komplekso
skaitlu kopas apzimétas ar lielajiem burtiem. Ja §is kopas ir noteiktas ar
nevienadibam vai vienadojumiem, tad kopu standartapzim&uma vieta lietots
vienkarSots pieraksts, noradot figiiriekavas kopu raksturojo$as nevienadibas vai

vienadibas. Ta, pieméram, pieraksts D = ﬂz| <1,Imz > 0} nozimeé, ka runa ir par
pusrinki D, kuru nosaka nevienadibas |z|<1,Imz >0. Kompleksas plaknes bezgaligi
talais punkts jeb neistais elements apzimé€ts ar simbolu «, realie neistie elementi —
attiecigi ar simboliem —o un +o.

Definicijam, teoremam un zim&jumiem ir divkarSa numeracija: pirmais cipars
norada nodalas numuru, otrais — kartas numuru nodalas ietvaros. Piem&ri ir numuréti

ar vienu ciparu — kartas numuru atseviski katra nodala.



1. Rezidija jedziens, ta aprékinasana un ipasibas.

Ka zinams, lai atrastu noteikta integrala precizu vertibu (kas ir skaitlis, bet ne

funkcija), mes pamata lietojam Niitona - Leibnica formulu
b
jf(x)dx:F(b)—F(a). (1.1)

Péc §is formulas noteikto integrali aprékinam no zemintegrala primitivas
funkcijas punkta b atnemot zemintegrala primitivas funkcijas vertibu punkta a. Lai
to izdaritu, mums ir jaatrod funkcijas f primitiva funkcija F jeb nenoteiktais
integralis, kas visparigaja gadijuma ir sarezgits uzdevums.

Nitona - Leibnica formulas viena no svarigakajam ipaSibam ir tada, ka
noteikto integrali ka globalu funkcijas Tpasibu (tas atkarigs no visam f(x) vértibam
intervala x e[a,b]) atrod ar F(x) palidzibu punktos x=a un x=b, jeb izsaka ar F(x)
lokalajam 1pasibam.

Vai bez Niitona - Leibnica formulas eksist€ arT vél citas metodes, ar kuram
noteikto integrali ka funkcijas globalu jeédzienu izsaka ar kadas citas funkcijas
lokalajam 1pasibam? Pozitivu atbildi uz $o jautajumu atseviSku integralu veidiem dod
rezidiju teorija.

Rezidija definicija.

Definicija 1.1

Pienemsim, ka funkcija f ir analitiska vienkartsakariga apgabala D, iznemot

varbiit vienvertiga rakstura singularu punktu z, € D,z, = ». Tad integrali ZL § f(z)dz,
m L

kur L < D un aptver punktu z,, sauc par funkcijas f rezidiju punkta z, un apzimé

sadi: Res[f(2);z,], Res f(2) vai Resf(z,).



Tatad Res[f(z);zo]:ziﬂiﬁ; f(z)dz. (1.2)

Definicija 1.2

Ja z,=o ir vienvertiga rakstura singulars punkts, tad rezidiju Saja punkta

definé ar formulu:

Res[f(z);00]= § f(2)dz, (1.3)

1
2
kur R ir pietiekami liels pozitivs skaitlis, t.i., tik liels, lai apgabala |z| >R izpemot o«
nebiitu citu funkcijas f singularo punktu.

Rezidija definicijai ir noteikta jéga tikai vienvertiga rakstura singularajos
punktos (Sados punktos kontlirintegrala vertiba nav atkariga ari no integracijas

sakumpunkta uz linijas L), tad€] aplikosim tos tuvak.
Singularie punkti.

Definicija 1.3

Punktu z, sauc par funkcijas f singularo punktu, ja funkciju f nevar turpinat
caur So punktu z, vismaz pa vienu staru |. Praksé visbiezak funkcijai f ir tikai
1zol€ti singularie punkti.

Definicija 1.4

punkta gredzenveida apkartne, kura nav citu funkcijas f singularo punktu.

. - 1
Pieméram, funkcijam —, —
Z Sin Z

, ¥z punkts z,=0 ir izoléts singularais punkts, bet

funkcijam tgl, ctgl punkts z,=0 nav izol€ts singularais punkts, jo ta jebkura
z z
apkartné atrodas citi singularie punkti.

[zoletus singularos punktus iedala:



1) vienvertiga rakstura singularajos punktos,
2) sazarojuma punktos.

Rezidiju sazarojuma punktiem nedefing, jo integralis pa slégtu konturu, kas
ietver sazarojuma punktu, nav noteikts: tas ir atkarigs arT no ta, kads ir integracijas

sakuma un galapunkts.

Definicija 1.5

pietickami maza apkartné funkcija w= f(z) katru slégtu Iiniju, kas aptver singularo
punktu, att€lo par sleégtu liniju.

Vienvertiga rakstura singularos punktus iedala:

1) noverSami singularie punkti,

2) poli (1.kartas, 2 kartas, ..., n-tas kartas),

3) bitiski singularie punkti.

Definicija 1.6

singularo punktu, ja eksisté lim f(z)=A, Azwx.

Piem@ram, punkts z =0 funkcijam smezo ZZ T zctgz u.c.
z

Definicija 1.7

Vienvertiga rakstura singularo punktu z, sauc par funkcijas f polu, ja

lim f(z) = .

-7,

1
Z—sinz

Piem@ram, punkts z =0 funkcijam 1 , Ctgz, u.c.
z

-10 -



Definicija 1.8

Polu z, sauc par m-tas kartas polu, ja funkcijai ¢(z) :% punkts z, ir m-tas

kartas nulle, ti., ¢(z,)=¢'(z,)=...=¢""(2,)=0, 0™ (z,)#0.Vienadiba ¢“(z,)=0,

kur k =0,1,...,m -1, Seit tiek saprasta robezas nozime: lim ¢’ (z)=0.

Definicija 1.9

Vienveértiga rakstura singularo punktu z, sauc par funkcijas f bitiski

singularo punktu, ja neeksisté robeza lim f(z)- ne galiga, ne bezgaliga. Pieméram,

punkts z=0 funkcijam sinl, cosl, exp(lj u.c.
z YA YA

Tagad, kad esam defingjusi rezidiju teorija nozimigakos singularos punktus,

varam formulét lietojumos loti svarigu Kosi rezidiju teorému.

Teoréma 1.1 (KoS$i rezidiju teoréma)

Ja funkcija ir analitiska vienkartsakariga apgabala D ar rektificEjamu kontiiru

oD, 1znemot varbiit vienvertiga rakstura singularos punktus z, € D, m=12,...,n tad
jﬁf(z)dz:ZﬁZRes[f(z);zm]. (1.4)
oD m=1

Pec KosTt rezidiju teorémas konttrintegrali ka globalu funkcijas jédzienu var
vienkarsi izteikt ar atseviSku skaitlu — rezidiju jeb lokalu funkcijas jeédzienu — summu.

S1 1pasiba arT nosaka Kosi rezidiju teorémas nozimi dazados lietojumos.

Rezidija apréekinasana punkta z, = «.

Rezidiju defin€ vienvertiga rakstura singulara punkta ar formulam (1.2) vai
(1.3). Sada singulara punkta z, apkartné funkciju f var atfistit viena vieniga veida

Lorana rinda:
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f(z):ick(z—zo)k,0<|z—zo|<r,ja z, # o, (1.5)

k=—c0
f(2)= 3 e,2", R<lg<+x,ja z,=c. (1.6)
k=—00

Ir pareiza Sada teoréma:

Teoréema 1.2

Res[f(z);z,]=c,, ,ja z, # w0, kur ¢, ir rindas (1.5) koeficients pie (z-z,)".
Res[f(z);0]=—c_,, kur c_ ir rindas (1.6) koeficients pie z'.

Ar teorémas (1.2) palidzibu var atrast algoritmus rezidiju aprékinasanai dazada

tipa vienvertiga rakstura singularos punktos.

1° Ja z, 20 ir noverSams singulars punkts vai arT punktd z, funkcija ir

analitiska, tad
Res|f(2);z,]=0. (1.7)
2° Ja punkts z, # oo ir pirmas kartas pols, tad
Res[f(2);2,]= Zlgg[(z -7,)f(2)]. (1.8)

Praksé biezi pirmas kartas pols z, ir funkcijam, kuras izsakamas ka divu

funkciju daljjums:

(@)= 020 kur p(z,) #0, 9(2,) =0, §2,) #0. (19)
$aja gadijuma Res| 22). O}ZM. 1.10
aja gadijuma es{g(z) z ) (1.10)

3% Ja z, # oo ir n-tas kartas pols, tad

n-1

Res|f(2);z,]= (nil)! Zlgg (;jznl [(z—zo)n f(z)] . (1.11)

4° Ja z, = o ir butiski singulars punkts, tad
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Res[f(2);z,]=c,. (1.12)

Rezidija apréekinasana punkta z, = «.

Rezidija aprékinasana punkta z, =« parasti izmanto vai nu formulu
Res[f(2);0]=—¢_, (1.13)

1

+00
kur c, ir Lorana rindas f(z)= ) c,z* koeficients pie z™', vai arl sekojosu

k=—0

teorému:

Teoréma 1.3

Ja funkcijai f kompleksa plakné C ir tikai galigs skaits vienvertiga rakstura
singularu punktu z,,z,,...,z,, un nav sazarojuma punktu, tad rezidiju summu visos C

plaknes singularajos punktos, ieskaitot punktu o, ir vienada ar nulli.

Tatad

iReS[f(Z);Zk]+ReS[f(z);w]=0, (1.14)
jeb

Res{f (2)ex] = -3 Res[f ()12, (1.15)

Formuleésim ar1 sekojoSajas nodalas integralu aprékinaSanas formulu

pamatosanai biezi izmantotas divas lemmas:
Lemma 1.1 Pienemsim, ka

1) funkcija f ir nepartraukta apgabala D ={jz| >R,z <argz < g}, kur

p-—a<2r, R, >0;
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2) zf (z) - 0 vienm@rigi attieciba pret argz e [a,f],ja z—> o, zeD.

R—-+o0

Tad lim [ f(z)dz=0, (1.16)

kur C, ir ripka Itnijas loks {z|=R,a <argz < g}.

Lemma 1.2 (Zordana lemma augigjai pusplaknei). Pienemsim, ka

1) funkcija f ir nepartraukta apgabala D ={Imz >a,|z| > R,}, kur R, >0, a- reals;

z

2) f(z) » 0 vienmgerigi attieciba pret argz, ja z — o apgabala D.
Tad katram pozitivam skaitlim «

lim expliaz)f(2)dz =0, (1.17)

kur C, ir ripka Iinijas loks {z|=R,Imz > a}.
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2. Rezidiju lietojumi integralu atraSanai.

Saja nodala aplikosim metodes, ka dazadus integralus no racionalam

P, (%)
Qn(¥)’

vajadzibas gadijuma izmantojot ieprieks€ja nodala apskatitas kompleksa mainiga

funkcijam (R(x) =

R(x)cosax, R(x)sinax) aprékina ar rezidiju palidzibu,

funkcijas teorijas metodes. Ka zinams, lielu dalu integralu aprékina ar realas klasiskas
matematiskas analizes integréSanas metodém vai skaitlisko integréSanu, ko parasti
realiz€ ar datorprogrammu. Pie tam, programmu paketes, piemeram,
“MATHEMATICA” jaunakas versijas integralus spgj atrast ari analitiski. Tacu ko
darit, ja integralis ir atkarigs no viena vai vairakiem parametriem, vai arl
zemintegrala funkcija ir oscilgjoSa un ar skaitliskam metodém ir griiti sasniegt
vajadzigo precizitati? Apskatisim metodes, kuras ar rezidiju palidzibu dazadus
integralus var€s aprékinat tieSi, vai ari parveidot par tadiem integraliem, kuriem
skaitlisko metozu pielietoSana vairs griitibas nesagadas. Lasitaja &rtibas labad,
sadalisim integralus pa tipiem, atkariba no ta, ka Sos integralus aprékina ar rezidiju
palidzibu. Seit gan japiezimg, ka literatiira §ads sadalfjums nav stingri noteikts, tadél

var biit atSkiribas starp $aja un cita darba lietoto integralu sadalijumu pa tipiem.

Ka redz€jam ieprieks€ja nodala, galvena nozime noteikto integralu
aprekinaSana, izmantojot rezidijus, ir Kosi rezidiju teorémai (skat. Teorému 2.1).

Saskana ar to integralus aprékina pa slégtu konttru no analitiskam funkcijam. Ja

b
jaaprékina noteiktais integralis jf(x)dx, kura kontiirs nav slégts, tad, izpildot

substitliciju x =a+ t(b-a)
2z

un z = exp(it), ieglistam vienadibas:

b f(x)dx = 2”go('[)dt = ¢F(2)dz, (2.1)
Jroos =]

Iz1=1
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2

kur o(t) = bz_—a f (a + t(b—_a)j,t elo,27], (2.2)
r

un F(z)= _Ti(p(—i In,2),zelL= {1z| =1}. (2.3)

Ieverosim, ka pédgjais integralis formula (2.1) ir kontiirintegralis pa vienibas
rinka Iiniju. Lai $adam integralim varétu lietot Kost rezidiju teorému un izteiktu to ar
rezidiju summu, funkcijai F, kas noteikta ar doto funkciju f, formula (2.2) un (2.3),
rinkT |z <1 nedrikst blit sazarojuma punkti. Vispariga gadjjuma tie var bit un $ados
gadijumos Kos1 rezidiju teorému tiesi lietot nedrikst. Apskatito metodi tiesi lietot var
tikai atseviSkam zemintegralu funkciju klasém, pieméram, tadam, kuram

f (X) = R(sin X,cos X), ja R 1r mainigo sin xun cosx racionala funkcijaun b-a=27.

2z
Integrali | = J R(sinx,cosx)dx, kur R- racionala funkcija, sauksim par 1.tipa
0

integrali. Ta aprékina$anai lieto substitiiciju exp(ix)=z un KoS$I rezidiju teorému
2i z z

legistam: | =-i § lR(i[z —l],l(z +1Ddz. (2.4)

2\ 2 z)2 z

(sk.teoremu 1.1). Nemot véra, ka cosx=%[z+lj, sinX:l_[Z—lj un dx:—'d—z,
z

Integralis formula (2.4) péc teorémas 1.1 ir vienads ar 2z reizinajumu ar
zemintegrala funkcijas visu rezidiju summu tajos singularajos punktos, kuri atrodas
ripkT |z <1, jo zemintegrala funkcijai ka racionalai funkcijai vienigie iesp&jamie
singularie punkti ir poli. Tadejadi esam ieguvusi $adu integrala | aprékinasanas
formulu:

2z
j R(sin X, cos X )dx = 27[\ sz<1Re S{% R(%(Z - %),%(Z - %n, Zk} : (2.5)

0

Aplukosim piemerus.

2
1.Piemeérs. Aprékinat integrali | = j ax .
a+bcosx+csinx

0

, a,b,ceR, a’>b”>+c’.

-16 -



Ar substitiiciju e* =z integrali vispirms reducé uz konttrintegrali pa vienibas rinka

[iniju |z| =1 un p&c tam pielieto formulu (2.4).

'—e—-.

|c z? +2az+b+|c

Singularie punkti ir z,, = L (—ai\/az—bz—cz). Ja a>0, tad nosacfjumu |7<1

b—ic
C —a++va’-b’-c* . .- L s s e
apmierina tikai z, = N . Tie$am, no nevienadibas a’ >b* +c? izriet, ka
—ic

vb? +¢? a++a*-b*-c?

Z,|= <1, bet |z,|= >1. Punkts z, ir pirmas kartas pols.
= a++a’-b*-c’ = b* +c? 1
Tatad
| =27 Res 2 —a+vVa’-b’-¢*| 2z | 27
(b—ic)z* +2az+b +ic’ b—ic (b-ic)z+al,, a*-p*-c*

27

Jai—b*—¢?

Ja a<0, tad rinki || <1 atrodas singularais punkts z, un | =-

2rsgna

Jar-b*-c? '

Tatad | =

2 dX

1.
2 (1+2asinx +a’) )

2.Piemeérs. Aprekinat integrali | =

-, aeR,

P&c substitlicijas e* =

zdz _ 20z

i [aiz? +(1+a’ )z +aif _i az[zz +i(1+ajz_1T .

Zemintegrala funkcijas singularie punkti ir z, =—ia un z, = —L(abi otras kartas poli),
a

pie tam tikai |z,|=|a| <1. P&c formulas (2.4)
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2z yA .
| =——Res —lay.
a

(i

Rezidiju otras kartas pola aprékinam péc formulas (1.11) ar n=2 un pirms

atvasinaSanas saisinot ar (z +ia)’, ieglisim:

_2z{i+a?)

z=—ia (1 - a2 )3 -

Z+—
a

=l | ) )

Ka redzams, apliikota metode der tikai Sauram specialam zemintegralu
funkciju klasém, tadel aplukosim otru, daudz visparigaku rezidiju lietoSanas metodi

integralu aprékinaSanai.
b
Pienemsim, ka jaaprékina integralis ( istais vai neistais ) | :j f(x)dx. Apliko
a

jﬂd)(z)dz pa tadu slégtu Iiniju C, un ar tadu zemintegrala funkciju @, lai biitu speka
C

divi nosacijumi:

1) j?CD(z)dz varétu aprékinat ar rezidijiem;
C

2) integracijas kontiiru C biitu iesp&jams sadalit vairakas dalas

C=C,uC,uU...uC, ta, lai dazus no integraliem j?@(z)dz varétu
Cx

apréekinat tiesi, bet pargjos izteikt ar meklejamo integrali I.

Nemsim véra, ka aprékinot integrali §cD(z)dz gan ar rezidijiem, gan izsakot ar summu
C

Zn: §CI>(z)dz = Z §<D(z)dz + Zn: §CI>(z)dz , meklgjamo integrali | atrodam no vienadibas:

k=l c, k=l c, k=n+1C,
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27ZiZReS[CD(Z);Zm]=nzl§®(2)d2+ i §cD(z)dz, (2.6)

k=l C, k=n;+lc,

kur z, ir tie singularie punkti, kas atrodas konttura C iekSpus€, pirma summa

formulas (2.6) labaja pus€ satur |, bet otro atrod tiesi.

Izveloties kontiru C, meérktiecigi butu izveleties tadu apgabalu, kurS$

nesaturétu sazarojuma punktus, jo tad konturintegralim §<D(z)dz varétu lietot Kos1
C

rezidiju teorému. Diemzel, praks€ $ada kontiira C atrasana, ka arT paSas funkcijas @
b
noteikSana sagada gritibas. Nav izslégts, ka apskatdmajam integralim I f (x)dx

funkcija ® un kontiirs C ar vajadzigajam 1pasibam neeksiste (tas gan nav pieradits).

Protams, visus integralus aprékinat ar So metodi nevar€s, tacu vairakam
zemintegralu funkciju klasem eksiste algoritmi, ka izveidot integralu aprékinasanas

formulas ar rezidiju palidzibu. Dalu no tiem ttida] apliikosim.

TRK)

Integrali | = I—dx, kur P, (x) un Q,(x) ir mainiga x polinomi ar realiem

2 Q. (x)

vai kompleksiem koeficientiem, m—n>2 un polinomam Q_(x) nav saknes uz realas
ass (Q,(x)#0, ja xeR) sauksim par 2.tipa integrali. Aprékinot $ada tipa integralus

P.(2)
Q,(z)

integracijas kontiru C pusrinka D ={z|<R,Imz >0} kontiru éD ar tik lielu R, lai

tiek izmantota iepriek$ apliikota shéma, kur par ®(z) izvélas funkciju

, bet par

visa polinoma Q, (z) saknes, kas novietotas pusplakné Imz >0, atrastos $aja pusrinki

(sk. zZim. 2.1).
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Itnz

Rez

zim 2.1
Aprekinasim integrali ¢®(z)dz gan ar rezidijiem, gan izteiksim to ka divu integralu
prek g g ] g g
C

summu.

P gy 0 5 red 22, 2 R, 1R
bo@® " 2} {Qmw } Lo Lo @7)

kur C, ir pusrinka linija (sk. zZim. 3.1). Izdarot pédgja vienadiba robezpareju, kad

P.(2)

R — 40 un ieveérojot, ka péc lemmas 2.1 lim

dz =0 iegtstam Sadu 2.tipa

R—+ e, Qm (Z)
integralu aprékinasanas formulu:
TRk - [ P.(2) }
N 2dx = 27 Res| ——=:z, |l 2.8
N R T X 9
i x> dx

3.Piemérs. Aprékinat integrali | = I

—00

XX x> x+1

+o0 2 _
Integralis ir 2.tipa un to var parrakstit forma | = IM
S X

, no kuras redzams, ka

. v—e - 27 4r .
sauc€jam z° -1 aug$¢ja pusplakné ir divas saknes z, =exp?m un z, =exp— (abi

zemintegrala funkcijas 1.kartas poli). Péc formulas (2.8)
2 2
= 27zi{Res[z (SZ _1);21}+Res{z (SZ _1);22}}.
z° -1 2’ -1
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Rezidijus aprékinam péc formulas (1.10):

|—2—7Zi ex —4—7Zi ex 2—ﬂi—l +ex —8—ﬂi ex 4—ﬂi—l =
5 P 5 p5 P 5 p5

+00 2
4.Piemérs. Aprékinat integrali | = J.i(—dxé‘, aeR, a=0.
o X' +a
+o0 2
Ta ka zemintegrala funkcija ir para funkcija, tad | = j i( ox - Apskatamais integralis
x* +a

—00

ir 2.tipa un tam var pielietot formulu (2.8). Rezidiju summa jarekina tajos

singularajos punktos z,, kurus nosaka vienadojuma z*+a*=0 un nevienadibas

Imz, >0. Atrisinot So ceturtas kartas vienadojumu, iegst:

z, =4~a =l exp{%@k +1)}, k=0,123.

NosacTjumu Imz, >0 apmierina tikai divi punkti z, =|a| exp(%{j un z, =|a exp(%nj,

kuri abi ir 1.kartas poli. Péc formulas (2.8) atrodam, ka

) z? iz 2’ 3
| = <Res| ———;lalexp| — | |+ Res slalexpl — | | ;.
{ L“Jra“ p(4ﬂ |:Z4+a4 p( 4 ﬂ}

Apréekinot rezidijus péc formulas (1.10), iegiistam:

a

I—ﬂi[ 1 }_ﬂi(—Zi)_ﬂ\E
U 2VRa(t+i) 242a(-i)|  4v2a 4a

Integralus 1, = | P, () cosaxdx un 1, = | P, (x)

.Qn (X) . 2.Q,(%)

Q, (x) ir mainiga x polinomi ar realiem koeficientiem, Q_(x)#0,ja xeR un m-n=>1,

sinaxdx, kur «>0, P(x) un

n
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sauksim par 3.tipa integraliem. Aprékinos par ®(z) izvélas ®(z)= exp(ioz), bet

integracijas konttiru C tadu pasu ka 2.tipa integraliem (sk. zim. 3.1). Péc Kos1

rezidiju teor€mas (sk. teorému 2.1)

j n Z exp ioz)dz =270 ) Res{g ((ZZ))exp(lozz) zk} (2.9)

Z Imz, >0

kur z, ir tikai tas polinoma Q, (z) nulles, kuras atrodas aug$éja pusplakné Imz>0.

Analogi 2.tipa integraliem, sadalisim integrali formula (2.9) sadi:

ji ))(( expliax)dx + IQ ((ZZ))exp(iaZ)dz = 27ziI zoRes{g” ((ZZ)) exp(iaz);zk}. (2.10)

Ieverojot, ka formula (2.10) laba pus€ nav atkariga no R(tatad robeza eksist€), un
izpildot robezpareju R — +oo, ka ar1 integralim pa loku C. pielietojot lemmu 1.1

atrodam, ka

ig:(();)) expliox)dx = 1, +il, = 27Zim§>o Re S{g;((zz)) exp(ioz); z, } 2.11)

Atdalot formulas (2.11) p&dgja vienadiba realas un imaginaras dalas, iegiistam $adas

3.tipa integralu aprékinaSanas formulas:

P (x) _ ' P(z) |
I, = | =—5cosaxdx =Re{27 » Res| ———%expliaz);z , 2.12
: ,oon (X) { 111~;k>0 _Qm (Z) ( ) ‘ _ ( )
<P (x) . T [P@ . ]
= sinaxdx = Im{2x4 » Res| ———%expliaz);z ) 2.13
. (X) Im;o _Qm (Z) p( ) k | ( )
5.Piemérs. Aprékinat integrali | = I;(sin—axdxp a,a,beR, a>-b*<0.
X~ —2ax+b

Integralis ir 3.tipa. Piegpemsim, vispirms, ka «a>0. Vienadojuma

Q,(z)=2>-2az+b> =0 saknes ir z,, =azxivb’-a’, no kuram aug$gja pusplakné
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atrodas z, =a+ivb> —a’. ST sakne ir funkcijas ie%('az)b pirmas kartas pols. P&c
2’ —2az+

formulas (2.13)

! =Im{27zi ZRGS{ZGL(WZ)-Z }=

2 )41
7,20 z--2az+b

- Im{ﬁ(&+ ivb? —a? )exp ia(a+ iﬁ)]}:

:ﬁexp(— avb’ -a’ Xasinoca+\/b2 -a’ cosaa).

Ja a <0, tad integrala absoliita vertiba nemainas, bet mainas tikai zime. Ja « =0, tad
| =0. Tadgl

| = %exp(ﬂawbz —a’ Xasin|oc|a+\/b2 —a’ cosaa).
A —a

2 cos axdx

6.Piemers. Aprekinat integrali | = I)(( a,aeR, a=0.
0

2
X’ +a’)

Risinasanas plans lidzigs iepriek§€jam pieméram, tikai Soreiz lietosim formulu
(2.12). Augseja pusplakné atrodas viens otras kartas pols ia, ja a>0. Pienemot, ka

arl a >0, ieglistam

+o0 2 2 :
| _1 J~ X“ cos axdx —Re{ﬂi Res{z exp(laz);ia} .

2° (X2+a2)2 (Zz+a2)2

Rezidiju 2.kartas polam ia aprékinam péc formulas (1.11) ar n=2. Saisinam ar
(z—ia)’ un iegistam:

| =Res 7 19[%2;’2)} = Re{ﬂi{?la exp(—aa)+ i iaexp(- aa)- ?laexp(— aa)} =

4£aexp(— aa)(l - aa) .
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Integrala vertiba nemainas, ja « aizstaj ar —« un a ar —a. Tadel

| =~ exp(-|oal 1 -|eal).
i exp(-— |ea| |1 ~|aal)
Integralus | = jzox“‘1 g” (())(()) dx, kur @ >0, P,(x) un Q,(x) - polinomi ar realiem
0 m

vai kompleksiem koeficientiem, Q (x)#0,ja x>0, P,(0)=0 un m—n—a >0, sauksim

.. - - N “'p _ _
par 4.tipa integraliem. Tos aprékina, izvéloties par ®(z)= Z—“(Z), bet kontturu C- ka

Q,(z)

paradits 2.2 zZim&juma.

In =z

zim 2.2

Rinpka Iiniju radiusus r un R jaizvélas ta, lai visas polinoma Q,(x) nulles z,
atrastos gredzena r <|z|<R. Sada kontiira C izvéle pamatojama ar to, ka funkcijai @

punkts z=0 visparigam « ir sazarojuma punkts. Lai var€tu lietot Kosi rezidiju
teoremu (skat. teorému 1.1), $§1s sazarojuma punkts no apskatama apgabala ir

jaizgriez. Griezums tiek veidots pa realo pozitivo pusasi. Funkciju ® meés Soreiz

aplikojam ka daudzvertigas funkcijas noteiktu vienveértigu zaru. Butiba funkcija ®(z)

tieck aplikota nevis kompleksaja plakn€, bet uz noteiktas §is funkcijas Rimana

virsmas lapas.
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Janem vera, ka aprékinot rezidijus daudzveértigas funkcijas f(vai tas

atvasinajuma) vienvertiga zara punkta z,, Sis z, ir jauzdod eksponentforma. Tatad, ja
pienemam, ka uz augs$€jas griezuma malas arg,z=0, tad uz apaks€jas griezuma
malas - arg,z=2r(skat. 2.2 zim.). Saja gadijuma skaitla z eksponentforma ir
z =|z|expliarg, z), bet vienvértigo zaru z* izdala §adi:

2% =2 exp(iarg, ). (2.14)

Péc Kosi rezidiju teorémas

LR o [RG)
b2 g AR { Q,(2)

kur summeéSana notiek pa visam polinoma Q_(z) nullém. Sadalot integrali formulas

z,|expliarg, Zk)} , (2.15)

(2.15) kreisaja puse Cetros, ieglisim vienadibu:

R R
.[Xa—l Pn (X) dx + J-Za—l I:)n (Z) dz _exp(zﬂia)jxa—l I:)n (X)
Cr

Qn(x) Qu(2) QT Q)
= ZMZK:ReS %FE"Z()Z); z,|expliarg, Zk)} , (2.16)

kura, uz augs$gjas griezuma malas z'=x*"e®*) =x*'  bet uz apak$ejas -

2" = x“ " exp[2ai(a —1)]= x“ " exp(27i). Integrali _[ un j aprekinati attiecigi pa rinka

Cr c
linijam |z]=R, O<arg,z<27 un |z=r, O0<arg,z<27. Izpildot vienadiba (2.16)

robezpareju R — +o0 un r — +0, iegiistam:

1(1-exp(27ia)) = 27zizk:Re S{LP"(Z);

Q. (2)

kur I ir mekl§jamais integralis, jo J' 7! P.(2)

& Q@)

(lemmas nosacijumu izpildi nodroSina nevienadiba m—n—a > 0), bet vienadibu

z,|expliarg, z,) |, (2.17)

dz >0, ja R—+w péc lemmas 1.1
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tim [z P2 gy g (2.18)

pierada, tiesi novertéjot So integrali.
No vienadibas (2.18), ieverojot, ka

27 4 e B zexp(-iza) ) (2.19)

1-exp(27ir) e —eg sin 7o

iegiistam $adu 4.tipa integralu aprékinasanas formulu:

(2.20)

-

TR0, e [
fre oo T

sin 7o

)

kur summacija notiek pa visam Q, (z) nullém z, .

+o0

7.Piemérs. Aprékinat integrali | = 4dx O<a<2.
L X7+ 2X+2

Integralis ir 4.tipa. Lai tam var€tu pielietot formulu (2.20), ir jaatrod visas sauc€ja

polinoma Q, saknes un katra no tam jauzraksta forma z, =|z,|exp(iarg, z,). Dotajam

integralim | sauc€ja saknes ir z,=-1%i. Parrakstot tas abas eksponentforma,
.- 3 5x 1 - —
ieglistam z, =~2 exp[T] , 7, =2 exp(Tj. Integrali aprékinam péc formulas (2.20),

bet rezidijus — péc formulas (1.10):

| = _%{Re s{%; V2 exp(%ﬂiﬂ +Re S[%; V2 exp(%dﬂ} -
a7 (138 ) Leof o]
[

SIn 7o
_aka2)” e

2isin 7o
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+00 a-1
8.Piemérs. Aprékinat integrali | = J 5 x*_dx
X" +2xcos f+1

0

,0<a<?2,-zn<p<nr.

Dotajam 4.tipa integralim | zemintegrala funkcijai ir divi pirmas kartas poli
z,, =—cos f+sin g =exp(+if). Parveidosim tos eksponentforma z, =expli(z+/4) un

z, = expli(z — B)]. Integrali atrodam p&c formulas (2.20):

a-1

| = —M{Re s[ i /3)]} +Re s{

sin 7 2> +2zcos f+1

xp[iw—m]}}:

;e
2* +2zcos f+1

_ zexp(—iza) {_ expli(a — 1)z + )] N expli(a — 1)z - ,B)]} _

sin 7 2isin g 2isin g

_ ﬁsin[ﬂ(a - 1)] _ zsin[B(1- )|

"~ sinzasin p sinzasin

00

Integralus |, = _[
0

T A,

polinomi ar realiem koeficientiem, Q,(x)# 0, ja x>0, sauksim par 5.tipa integraliem.

P.(2)
Q,(2)

Par integréjamo funkciju @ jaizvélas ®(z)=(In, z)’ , kur funkciju In, z aprékina

ka logaritmiskas funkcijas zaru:
In, z =In|z| +iarg, z, arg, z € [0,27]. (2.21)

Integracijas kontiirs C tiek izv€lets tads pats ka 4.tipa integraliem (skat. zim.2.2). P&c
parveidojumiem, kas analogi iepriek$€jo tipu integraliem, iegiist Sadas S5.tipa

integralu aprékinaSanas ar rezidijiem formulas:

—MP”(X) __L M 2.

I, = -([—de(x) X = oy Im k Res{Qm(z)ln0 Z,Zk} (2.22)
TP e RS Re {Pn(z) L2 }

l, !Qm(x)l xdx 2R Ek Res Qm(z)l o Lz, |l (2.23)

kur jasummé pa visam polinoma Q,(z) nullém, bet In,z jaaprékina péc formulas

2.21).

-27-



Atgadinasim, ka formulas (2.22) un (2.23) ir pareizas, ja polinomi P,(x) un

Q,(z) ir polinomi ar realiem koeficientiem. Sadalot 5.tipa integralus analogi ka

formula (2.16) 4.tipa integrali, ievérosim, ka uz aug$gjas griezuma malas péc
formulas (2.21) In,’z=In’x, jo arg,z=0, bet uz apak$€jas griezuma malas
In,”z=In’ x+4zilnx—4z>, jo z=xe* un arg,z=2z. lzdarot robezpareju analogu
iepriek$§¢jam integralu tipam un lidzigi spriezot, redzam, ka integrali I, un |, var

atrast pec (2.22) un (2.23) tikai tad, ja polinoma P,(x) un Q, (x) koeficienti ir reali.

Savukart, ja P,(x) un Q,(x) ir polinomi ar kompleksiem vai redliem

koeficientiem, tad integrali I, var aprékinat péc formulas (2.20) parejot uz robezu,

kad « — 1, bet 1, - atvasinot pec « un tad parejot uz robezu, kad « — 1.

P, (x)
Q,(x)

Kompleksam racionalam funkcijam formulas (2.22) vieta var lietot ar1

formulu:

I, = T P, (x) dx = —ZRes{g”—(z)lno Z;Zk}, (2.24)

kur m-n>2, Q,(x)=0,ja xe[0:+o0].

Formulu (2.24) iegiist lidzigi iepriek§gjam, ja izvélas @(z)=

konttru C - ka paradits 2.2 zim&uma.

9 un 10.Piemérs. Aprékinat integralus I, = J—d '[ In xdx
X" =2X+2 o X2 —=2x+ 2

Gan integralis 1,, gan |, ir 5.tipa integrali, un tad€] tos abus var aprékinat attiecigi
pec formulam (2.22) un (2.23). Zemintegrala funkciju singularie punkti ir z,, =1+i

(1.kartas poli). Lai aprékinatu In,(z) $ajos singularajos punktos, z, un z, jauzraksta
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forma Zl=\/§exp(%[], Zz=\/§exp(77mj. Ta ka |1=—LImS, |2=—%ReS, kur

27

72’ -2z

1 I, i
S = Res[ n, \/_exp( H+Res zno—z;\/fexp(%nﬂ:

(mﬁﬂsz 1n\/§+7”iJ2

= - - - =——"In2-
21 21 4 2

tad I, _37 un l, EIANS
4 8
Formula (2.24) ir loti nozimiga daudzu noteikto integralu aprékinasana.
Formulésim teorému, ka katru racionalu funkciju, taja skaita ari polinomu, var

integrét ar rezidijiem.

Teoréma 2.1 Katrai racionalai funkcijai R(x)= ar kompleksiem koeficientiem,

kurai intervala x € [a,b] nav polu,

(2.25)

N

p z-a
IR X Jx = ZRes{ Z)In, . Z;Zk}

kur summacija notiek pa visiem R(z) poliem, ieskaitot z =, bet In, w:= Injw|+iarg, w
Piezime. Lai gan formula (2.25) ir pareiza visam racionalam funkcijam, taja skaita ar1
polinomiem, tas lietoSana ne vienmer ir mérktieciga.Teikto ilustrésim ar pieméru.

b
10.Piemérs. Aprekinat integrali | = Ix”dx .

n+l AN+l

- - o b Cgees g - _ v .
P&c Niitona-Leibnica formulas | = — Ar rezidijiem $ada integrala atraSana ir
n+

garaka. Pec formulas (2.25) |1 =-Re s[z“ In, E_
~z

oo] Pictickami lieliem || ir pareizs

attistijums Lorana rinda z =« apkartné:
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-2

z-a 7 bk—a

=In +iz=ir+ ,
b-z 01 b ;

In,

z

_( n+1_an+1) un péC

koeficients ¢, =
n+1

). Funkcijas z”lnoé_

kur |Z|>max(] ,

teorémas 1.2

z-a
| =—Res| z"In, ;0 [=C, = ( n+l ”*1).

b-z n+1
Aplukosim arT pieme&ru, kura rezidiju lietoSana ir vienkarSaka neka tiesa

integréSana ar elementarajam funkcijam.
11.Piemeérs: Atrast integrali | :j o :
X1+ x7)

Péc formulas (2.25)
-1 (2k+1)i

IZ_ReS{ (11 } zRe{ i)™ s |

z +25)

jo rezidijs punkta z=o0 ir 0. Atliek aprékinat rezidijus vienkarSajos polos. P&c

formulas (1.10) iegtistam:

exp(zk;_rl) -1
| = —lno(——j Zlno 2k +1)
2—expf

(2k +1)
re s ! s 4sin’a (2k +1)z
|=In2+->In ~ vai I—ln2+—21 n———*—, a ="——"—.
~ 2_exp(2k+1)7z1 04 1+8sin’a, 10

Atrodot So pasu integrali ar Niitona — Leibnica formulu, ieglistam | = gln 2- gln 33.

Salidzinot ieglitos rezultatus, iegiist pareizu vienadibu
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s4
I—ln2+—21 _4sin’a, —§1n2—§1n33 : aﬁw

5

04 1+8sin*a, 5 10
jo no tas izriet, ka | 2+ ! 24! =33, ko var pieradit tiesi.
4sin® = 4sin? 2%
10 10

Secinajums: Rezidiju lietoSana integralu atrasanai var dot rezultatu, kas argji

ieverojami atskiras no ta, ko iegiist ar Nitona — Leibnica formulu.

Formulésim vél vienu teorému, ar kuras palidzibu, lietojot formulu (2.25) var

atrast noteikta veida integralus.

Teoréma 2.2 Ja R(sinx,cosx) ir savu argumentu racionala funkcija ar

5
kompleksiem koeficientiem un g -« <2z —reali skaitli, tad j R(sin X, cos X )dx =

1 Zexp(ﬂ—za)i_exp(ﬂ;a)i. .
S @

Il

xM
=

o

wn

N | —
e
TN
R | —
TN
N

|

N | —
~—
l\)l»—‘

kur summacija notiek pa visiem racionalas punkcijas R, (z)::lR(Z1 (z —l} %(z +1D
z \2i z

C plaknes poliem z, ieskaitot z=o. Formula (2.26) In, zaru izraugas ta, lai punkta

z = apkartn€ tam biitu pareizs $ads attistijums Lorana rinda:

(B-a) (B+a)i

Zex —ex
p ) P

_ic, ++Z'°exp(ik,6’)—exp(ika) c M.

1 =
o exp(if)-z = kz* > 2

2
12.Piemeérs: Atrast | :J'
v d—4cos X

Péc formulas (2.26)
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m bs
Zepo—exp—

. 4
| =—1) Res In .
Zk: 2722 -5z+2 " exp(mj_z

52, |-

Singularie punkti $aja gadfjuma ir z, =2, gz, :% (abi vienkarSie poli) un z=oo.

Rezidijs punkta z =« ir 0, tadel

2exp——exp— exp——2exp—
SIS P S— (2.27)

7
expl — [—2
p(zj

Ievérojot formulu In, w = Injw| +iarg, w un to, ka abas izteiksmes formula (2.27)

i
| :—E lno

aiz In, zZimes ir kompleksi saistitie skaitli, iegiist:
I =l{arg{£&}arg{g+ﬂ}. (2.28)
Atrodam atbilstosas arg, vertibas, un no (2.28) iegiistam

dx
5—4cosX

2
-(—27z)= 3

W | —

= %[(— 7 +arctg3)— (7 +arctg3)| =

O 10 |y

Saja nodala apliikotic 5 noteikto integralu veidi nebit nav vienigie, kuru
atraSanai var pielietot rezidijus. Plasaku ieskatu un daudzus citus integralu piemérus

var atrast gramatas [ 2, 3, 5].
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3. Rezidiju lietojumi rindu parcialsummu vai summu aprekinasana.

Rindu parcialsummu vai summu aprékinasana ar rezidijiem, par pamatu kalpo

lidziga shéma ka integraliem. Apskata kontiirintegrali §CI)(z)dz un ta vertibu aprékina
C

divejadi: izmantojot rezidijus un sadalot integracijas kontiiru C vairakos kontliros
C,,C,,..,C,. Vélams integracijas kontliru C (vai arT funkciju ®(z)) izveleties atkarigu
no viena vai vairakiem parametriem, péc kuriem pariet uz robezu vienadiba:

27ziZk:Res[CD(z);zk]=Zn:§d)(z)dz. (3.1)

m=1 (o

Ja vienadibas (3.1) kreisaja pusé ir mekléjama summa (vai rindas summa), bet
integralus (3.1) labaja pus€ p&c robezparejas var aprékinat, tad merkis ir sasniegts.
Vajadzibas gadijuma So metodi varam kombinét ar citam metodém, piem&ram, dazus
integralus vienadibas (3.1) labaja pusé aprékinat ar rezidijiem, vai ari vienam no
integraliem vienadibas (3.1) labaja pusé zemintegrala funkciju attistit rinda, integrét
pa locekliem un iegiit mekl§jamo rindu, savukart pe€d€jos integralus un summu
vienadibas (3.1) kreisaja pus€ aprékinat ar citam metodém. Atseviskos gadijumos ir
lietderigi sadalit summu vienadibas (3.1) kreisaja pusé vairakas, no kuram viena ir

mekl€jama, bet otru (vai pargjas) var atrast ar citiem panémieniem.

Summegjot rindas vai aprékinot parcialsummas ar rezidiju palidzibu svarigaka
nozime ir funkcijas ® un konttira C izvélei. Lidzigi ka integralu aprékinasana, ari
Seit vispariga algoritma, ka izvéleties funkciju ® un kontiiru C, nav, tade] aplukosim
tikai atseviskus summu vai rindu tipus, kuriem rezidiju izmantoSana ir efektiva.

Formulésim dazas butiskakas teoremas.

Teorema 3.1

Ja funkcija f ir meromorfa valgja kompleksa plakné C un apmierina

nosacijumus:
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a, nav vesels skaitlis;

2909 s

1) neviens no f(z) poliem a,,a

2) eksiste tadu slégtu konttiru virkne C,, kurai, ja n— +o,

n?’

r, =min|é| > +o0, bet MdZ — 0, tad
sec, & sinzz

+00 n

> (1) = EZRGS|: @), } (3.2)

n=-o0 sin 7Z'Z

a. 1ir vesels

29000 s

Piezime. Teoréma paliek speka ar1 tad, ja kads no poliem a,,a

skaitlis, pieméram a, =m, tikai tada gadijuma, vienadibas (3.2) kreisaja pus€ ir

n

summa i(—l) f(n), bet laba puse paliek ieprieksgja, tikai, protams, punkta z=a,,

N=—w
n=m

kas reizé ir ar1 funkcijas f pols, mainas pola karta funkcijai fz) . Lidzigi ar1
sin 7Z'Z

gadijumos, kad vairaki a; ir veseli skaitli.

Teoréma 3.2

Ja teorémas 3.1 formul&juma integrali jgf(z) az
c, sin 7z

aizvieto ar § z xctgzzdz , tad

i‘o f(n) —ﬂZRes z)ctgnz;a, |. (3.3)

ArT §aja teoréma, ja kads no meromorfas funkcijas poliem a, ir vesels skaitlis,

pieméram, a; =m, tad formulas (3.3) vieta iegust

i‘o f(n) —EZRGS z)ctgz;a, |, (3.4)

n=m

kur janem véra, ka punkts z=m funkcijai f(z)ctgzz ir augstakas kartas pols neka

funkcijai f.
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Teoréma 3.3

Ja teorémas 3.1 formul&juma integrali §f(z) 'dz

aizvieto ar ﬁ?ﬂdz un poli
sin 7z 7z

ChcOs—

a,,a,,...,a, nav veseli nepara skaitli, tad

S 1) flan )= Res fe) o |. (3.5)

Teoréma 3.4

Ja teorémas 3.1 formul&juma integrali §f(z) 'dz

aizvieto ar § t(2tg Z dz, tad
sin 71z g 2

Zf2n+1

nN=—ow

N|:1

kZS:: { )tg— ak} (3.6)
P

.(2)
Q. (2)

a,,a,,..,a,,s <m. Tad par f(z) var izraudzities funkcijas Pz)  R(2)sinxe

Q.(2) 7 Q.(2)

—~
N

Piepemsim, ka ir racionala funkcija, m-n>1 un tas poli

~T LX< T,

m,—z <X<r, P (2)exp(iz(r - ) 0<x<2z, kuras apmierina teorémas 3.1
Qn(2) Qn(2)
nosacfjumus, un katrai no §im funkcijam iegiist noteiktu summas aprékinasanas
formulu:
1) +Z.O(—l)k (k) EZReS ( ) 4, [—r<x<rm; (3.7)
ko (k Q,(z)sinmz’
= P (K) s P.(z)sin xz
2 —-1) " Lsinkx=-7) Res| ——~——;a, |,— ; 3.8
) k:z_w( ) Qm(k)sm X ﬂkZ::‘ es{Qm(z)sinnz’ak} T<X< T, (3.8)
K S P.(z Xz
3) Z ((k)) coskx = —ﬂ;Re S{Q”((Z))%;ak :|,—7Z' <X<71; (3.9)
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4) i(— 1)k g” (k) exp(ikx) = —nZSLRe S{M;&k }—ﬂ' <X<7; (3.10)

P, (z)expl(i(z — x)z)

;ak}0<x<2fr. (3.11)

Teoreéma 3.5

Ja f(z)=R(cosz,sinz) ir sinz un cosz racionala funkcija, kurai piemit Ipasibas:
1) funkcijai f(z) nav polu uz realas ass;

2) f(z)>0,ja Imz — +oo;

3) josla —6 <Rez<27-35, kur 0< & <2, funkcijai f(z) ir poli a,.a,....a_, tad
n

S [ 2k7) _ _Nhpes f(z)etg Zsa, |. (3.12)
ST

Lidzigi ka iepriek$€jam teorémam, ta paliek sp€ka ari tad, ja dazi (vai visi) no

. _ _ .. nz .
poliem a,,a,,..,a, atrodas uz realas ass, bet nesakrit ar funkcijas ctg? poliem

taisnstiira apgabala D. Ja kads no Siem poliem, pieméram, z = 2 sakrit ar funkcijas

n

ctg%Z poliem apgabala D, tad formulas (3.12) kreisaja pusé summa S$o saskaitamo

k =1 atmet.

Apliukosim piemérus.

1.Piemérs. Aprekinat summu S = )’ ) az0.

“~n’+an+a’’

Saja gadijuma rezidiji jaaprékina divos 1.kartas polos z, =—%(1—i\/§) un

Z, = —%(1 +i3 ) Péc formulas (3.7), pienemot ka a > 0, ieglistam:
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i [t e R [ e R

+az+a )s1n7zz 2 2’ +az+a )smﬂz 2

1 1

|a\/_ sm[ ) (1_“/3)} . sin[”za(H I\/g):l

27 COS G sh ﬂa\/g
27r 1 2

= 2 .
a\/_ { 5 (l—i\/g)} aﬁ[sinzza+sh2ﬂ6;/§]

P&c permanences principa (analitiskam funkcijam visas identitates, kas
pieraditas reala mainigd gadijuma, ir pareizas ari kompleksa plakn€) formula ir
pareiza arT kompleksiem a 0.

+00
2.Piemérs. Aprékinat summu S = > —
S=n’+a

cos nNXx

> s aeR,az0,—r<xXx<rm.

Summu parveidosim ta, lai varétu pielietot formulu (3.11). Ievérojot, ka aiz

- - . C . o 1.
summas zimes ir para funkcija attieciba pret n un §is funkcijas vertiba ir —-,ja n=0,
a

1 z cos nNX

:_wn +a’

leglstam: S =

Péc formulas (3.11):

5= —%Re{Re s{ exp(iz(z — x)) ;ia} +Re s{ expliz(z — x)) ;—ia}} =

2% +a? )sin 72z z? +a’ Jsin 2z

. lRe{eXp(— a(z - x))} . |:6Xp(a(72' - x))} _ 1 mch(a(z - x)) ‘

B 2a’ 4a shza shza 2a’ 2ashza

3.Piemers. Aprékinat summu S = Zw, O<x<r.

3
k=1

Formulu (3.11) tieSi izmantot nevar, jo punkta z=0 funkcijai ir pols. Saskana

ar piezimi teorémai 3.1, meklgjama summa péc formulas (3.11) biis $ada:
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1 &sinkx 7 |:eXp(iZ(7Z'— X))_O}

=— —=—ImRes T
2.5 k 2 Z° sin 1z
k=0

jo formula (3.11) R(z):i3 un vienigais funkcijas R pols ir z=0. Aprékinot rezidiju
z

4 kartas pola z=0 péc formulas (1.11 ) ieglistam:

(24 (24

S_7qm lim[ zexpliz(z - x)]j ~ ﬁlim( zsin[z(7z - x)]j

12 20 sin 71z 12 -0 sin 71z

124

T .. .
= —hm[z COS ZX — Z sin ZXctg 72'2]
12 z-0

Lai aprékinatu robezu, izteiksmi kvadratiekavas attistisim Makloréna rinda,

izrakstot atklata veida rindu loceklus, kas satur z pakapes lidz treSajai pakapei

2.2
ieskaitot, ka arT izmantosim formulu zctgrz = l{BO - B, %+ O(z“)}, kur B, =1,
T
B, =% - Bernulli skait]i:

3,2 3,3 4B
S =7 lim - 2% +l o SRS (e TP =
12 20 2! T 3! 2!

124

+2827zxz3} :—(——+—+ZBZ7D<J.
6

.. x?z® x'z2°
m| — +

6r

Ta ka Bernull1 skaitlis B, = é, tad

X ax* X
+

12 4 6

Attistoties  skaitloSanas tehnikai, misdienas rezidiju lietoSana rindu
parcialsummu vai summu aprékinaSana vairs nav tik aktuala. Ar1 apskatito pieméru ar
datorprogrammas palidzibu var loti vienkarsi atrisinat un parbaudit iegiito rezultatu.

Tacu atseviskos gadijumos kompleksas analizes metodes var izradities efektivakas.
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Atzimeésim divus gadijumus, kuros ir lietderiga analitisku summeéSanas metozu

lietoSana:

1) Rindas koeficienti ir atkarigi no parametriem un summas ipaSibu analize,

lietojot skaitliskas metodes, kliist sarezgita.
2) Rindas ir vairakkartigas vai ar1 satur integralus (biezi sastopamas fizika).

Sados gadijumos kompleksas analizes lietoSana sevi attaisno ar ievérojami uzlabotu

talako aprékinu precizitati.
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4.Rezidiju lietojumi citu uzdevumu risinasana.

Ka parliecinasimies $aja nodala, rezidiju lietojumi nebiit neaprobezojas tikai ar
integralu un parcialsummu vai summu atrasanu. Apliikosim piemerus, kuros, iegiita
rezultata pamatoSanai, €rti izmantot tiesi rezidiju teoriju.
1.Piemérs. Pienemsim, ka z,,z,,...,z,, n>2 un x ir brivi izraudziti kompleksi skaitli
(protams, tie var bt arT reali), m- nenegativs vesels skaitlis, m<n un S ir $ada

summa:

S, = @ %" (2, =x) ‘.
(ZI—ZZXE ijaé (Zl_z ) ( 1XZ )'(Zz_zn) (4.1)
( n 1)(2 Zz)-'-(zn _'Zn—l).

Pieradit, ka visiem realiem vai kompleksiem x:

a)S, =0,jam<n-2;
b) S, =1,jam=n-1;

c)S,=2+2,+...+2,—mx,jam=n.

Pieradijums. a) Apliako polinomu P,( ﬁ (z-z,) un funkciju f(z) (ZP_();)) :
k=1 n

Aprekinot —j? z)dz = ZRes =S, , iegiistam doto summu S_.

Tiesam, S, = - (2 —x)"
k=1 P (

ZRes ZRes[ (z)) zk}, jo funkcijai f(z)
vienigie singularie punkti C plakng ir vienkarsie poli z,,z,,...,z

n-

Péc teorémas 1.3

Re{(zp‘ Ji ;oo}—jRes{(z‘x)m .2 }:-sm. 4.2)
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Lai atrastu Res[f(z)oo], attistisim f(z) Lorana rinda z=o apkartné un noteiksim

koeficientu c ;. Péc Nutona binoma formulas:

z 2177

(z—x)"=2" I—E+M—O(%ﬂ. (4.3)

Savukart, pec Vjeta formulam:

n j,k=1
Pn(z):H(Z—Zk):Zn 1_21+22 +...+Zn+k21 - _O(Lj . (44)

Dalot gan skaititaju, gan saucg€ju ar z", iegiistam:

1
Zmn{l_ﬂJro(izﬂ{l_zl+22+...+zn +O(izﬂ _

z z z z
:z”‘”{1—?+O(%H{l+Zl+22:'"+2” +O(Zizﬂ= (4.5)

Z,+2,4...+2Z —mXx
:zm‘”{l+ I Bt +O[L2H
z z

No (4.5) atrodam, ka gadijuma, ja m<n-2, Res[f(z}0]=0=S_ =0. Apgalvojums a)

ir pieradits.

b) Ja m=n-1, no (4.5) izriet, ka Res[f(z)x]=c,=-1=S, =1. Apgalvojums b) ir
pieradits.

c)Ja m=n, no (4.5) izriet, ka

Res[f(z)o]=—(z, +2, +...42, - NX)=S, =2, +2, +...+ 2, —NX.

Lidz ar to visi tris apgalvojumi a), b), un c) ir pieraditi.

Ievietojot x=0(jo iegiitas vienadibas ir speka katram x), iegusim Sadas tris
vienadibas:
ny Z,k( —0, 0<m<n-2, m- vesels skaitlis; (4.6)
k=1 Pn Zk

-41 -



T A, 4.7
k=1 Pn (Zk)

3)Zn: %k =72, +2,+...+2,. (4.8)
k=1 Pn (Zk)

1.Sekas. No (4.6) seko, ka katram polinomam Q_(z), kura pakape ir mazaka vai

vienada ar n—2 un P, (z)= f[(z ~1,), ir pareiza vienadiba:

k=1

n

O

o) (4.9)
k=1 I:)n (Zk

N—"

2.Sekas. No (4.7) seko, ka katram polinomam Q, ,(z) un P,(z)= : (z-z,), ir pareiza
k=1

vienadiba:

3 Qn—l(zk) — Co , (410)

kur c,- polinoma Q, ,(z) koeficients pie z"".

3.Sekas. No (4.8) seko, ka katram polinomam Q,(z)=c,z" +c¢,z"" +...+¢,,z+¢c,un

P(z)= ﬁ (z-z,), ir pareiza vienadiba:

k=1

ico-o.n(zk)

S0 —¢y(z, 42, +...+ 2, )+C,, (4.11)
k=1 Pn (Zk)

kur ¢, - polinoma Q,(z) koeficients pie z", bet c, - polinoma Q,(z) koeficients pie

n-1

z

2.Piemérs. Pienemsim, ka z,,z,,...,z,, N >2 un x ir brivi izraudziti dazadi kompleksi

skaitli (protams, tie var biit ar1 reali), m- nenegativs vesels skaitlis.

Noteikt, kada pakape ir polinomam
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N N
S(x)=2 5 "—. R(2)=]](z~2), (4.12)
un kads ir polinoma S(x) koeficients pie augstakas x pakapes?

Atrisindgjums. Apliko polinomu P,(z) un funkciju f(z) ka ari

konttrintegrali %iﬁ f(z)dz, kur C- ripka Iinija, kura atrodas visas polinoma P,(z)
m Cc
saknes - 7,,2,,...,z,. Sadu rinka Iiniju var atrast, jo polinoma P,(z) saknu skaits ir
galigs.
P&c KosT rezidiju teorémas (skat. teoremu 1.1), aplukojamais kontiirintegralis ir

N
vienads ar 27 Res[f(z)z,]. Tatad

%§f(z)dz:iRes[f(Z);Zk]=iM=s(X)- (4.13)

Péc teorémas 1.3 S(x)=-Res[f(z);0]=—c_. Savukart, lai noteiktu koeficientu c_,

attistisim funkciju f(z) Lorana rinda punkta z = « apkartné:

(4.14)

Parrakstot formula (4.14) skaititaju péc Nuatona binoma formulas un saisinot ar z",

leglisim:

mN+m K ‘ Xk N+m
2" (1) CNH{Z) Y (1) ck,, x<zm

- = (4.15)

- b
al a2 aN a1 az aN
I+ —+ =S+ +— I+ —+ S+ +—
z z z z 1z z

kur a,a,,...,a, - konstantes, kuras var atrast péc Vjeta formulam, bet C- nozimé

f(z)=

kombinaciju skaitu.
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Pasvitrosim, ka miis interes€ tikai koeficients c_, kas faktiski ir rezidijs. Lai

atrastu $o koeficientu c_, pie z' pakapes, izmantosim nenoteikto koeficientu metodi.
Pienemsim, ka f(z) ir $ada forma:
f(z)=Az"+A, 2"+ +AZ°+A 2" +...+ A 27, (4.16)
kur A, ,A, ... A,A,,...,A , - nenoteiktie koeficienti.

1

No formulas (4.16) atrodam, ka koeficients pie z~' pakapes ir A,. Lai atrastu So

nenoteikto koeficientu, ievietosim formulu (4.16) formula (4.15). Rezultata iegtisim:

a a a N+m
(A 2" +A 2™+ + A+ A+ A’NZ_N)(1+7I+Z_§+'"+Z_E) =Y (-1 Cx x2"*
k=0

4.17)

Salidzinasim z pakapes formulas (4.17) kreisaja un labaja pus€. Acimredzami,
ka augstaka z pakape ir z", kuru kreisaja vienadibas (4.17) pusé iegiist A, reizinot
ar 1, savukart, labaja pusé — ievietojot k=0. Salidzinot koeficientus pie z"
vienadibas (4.17) kreisaja un labaja pusé, secinam, ka A, =1. Lidzigi, salidzinot
pargjas z pakapes, veidosies trisstiirveida vienadibu sistema, kur katrs nenoteiktais
koeficients A, L=mm-1,....-N izsakams ar iepriek§€jiem nenoteiktajiem

koeficientiem:

m

z

A,-1=1

A, 1+A -a =-x-C|

N+m

Zmiz‘Amfz A+A A e, = x? 'Cl%Hm
‘ (4.18)

7 m-1

N+m

2! ‘A_l A+ A -a +A-a, +...+A -a,, =(-1)"".Ccrl o x™

kur a,,a,,...,a, - konstantes, kuras ir atrodamas péc Vjeta formulam.
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Izsakot no formulas (4.18) miis interes€josSo koeficientu A ,, ieglisim:

A, =(=D)"x™.cit —Q(x), (4.19)

N+m

kur Q(x)=A,-a, +A -a, +...+ A, -a,,,.

Nemot veéra to, péc kadas shémas tiek pakapeniski atrasti nenoteiktie
koeficienti, ka ari, iev€rojot, ka katrs ieprieks€jais nenoteiktais koeficients ir par
vienu pakapi zemakas kartas polinoms attieciba pret x, neka tam sekojosais, secinam,

ka vienadiba (4.19) polinoma Q(x) pakape neparsniegs m. Tatad dota polinoma S(x)

pakape ir m+1, un koeficients pie tas ir (-1)™" -CJ! | kur C - kombinaciju skaits.

Atbilde. S(x) ir m+1 pakapes polinoms un S(x)=(=1)""-CIl -x™" +....

3.Piemérs. Atrisinat vienadojumu:
S (4.20)
N

ja z, ir polinoma P, (z) nulles, kuras visas ir vienkar3as.

[zmantojot 1.piemeéra c) rezultatu, iegiistam vienadibu:

ZN:Z",;X)N:21+22+...+ZN—NXZO. (4.21)
k=t Py (Zk)

Z,+2,+...+ 2,

No formulas (4.21) atrodam, ka x = N

Atbilde. Vienadojumam (4.20) ir tikai viena sakne — skaitlu z,,z,,...,z, vidgjais
aritmétiskais, kaut ar1 vienadiba (4.20) formali ir N -tas pakapes polinoms.

4.Piemérs. Atrisinat vienadojumu:

————=0, (4.22)

ja z, ir polinoma P, (z) nulles, kuras visas ir vienkarsas.
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Vienadojuma (4.22) atrisinajums, izmantojot 2.pieméra apliikoto nenoteikto

koeficientu metodi, reduc€jas uz kvadratvienadojuma

x*-Ck, +a -x-Cy, +a —-a, =0, (4.23)

N
kur a, =z, +2,+...+2y, a, = )z, -7; ,C - kombinaciju skaits, atrisinaanu.

i k=1
k>j

Vienadojuma (4.23) saknes atrod péc parastam kvadratvienadojuma saknu formulam.

Sikak tas neizrakstisim.
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Nobeigums.

Diplomdarba 4.nodala, apskatot kombinatoras summas, netika apliikots
gadijums, kad viena vai vairakas polinoma P,(z) saknes ir vienadas. Sada gadijuma
rezidijs jar€kina augstakas kartas polos, kas, protams, ievérojami sarezg1 aprekinus.
IzverSot petijumus $aja joma, biitu iesp&jams iegiit jaunus, varbiit pat loti nozZimigus
rezultatus.

Loti 1iespgams, ka aplikotie kombinatoriskie polinomi ir saistiti ar
simetriskiem polinomiem attieciba pret z,,z,,...,z,, jo tos atrod péc Vjeta formulam,
kuras ir simetriskie polinomi. ArT §aja virziena ir iesp€jas turpinat petijumus.

Darba netika apskatiti rezidiju lietojumi meromorfo un veselo funkciju teorija,

ka arT logaritmiskais rezidijs, kuru parasti lieto vienadojuma saknu skaita noteikSanai.
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