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Anotācija. 
 
 

 
Šajā diplomdarbā ir aplūkoti rezidiju teorijas nozīmīgākie lietojumi. Darba 

sākumā, uzziņas materiāla veidā, ir apkopoti nepieciešamie teorētiskie jautājumi – 

svarīgāko jēdzienu definīcijas un īpašības, kā arī galvenās teorēmas. Aplūkoti rezidiju 

lietojumi integrāļu atrašanai racionālām funkcijām un to reizinājumam ar 

vienkāršākajām trigonometriskajām funkcijām sin un cos. Īsi iepazīstināts arī ar 

rezidiju lietojumiem rindu summēšanā. 

Sevišķa uzmanība veltīta atsevišķu kombinatoro summu atrašanai ar rezidiju 

palīdzību. Visi rezidiju teorijas pielietojumi tiek ilustrēti ar pilnībā atrisinātiem 

piemēriem. 

Nobeigumā ir pieminēti šajā darbā tuvāk neaplūkotie rezidiju teorijas lietojumi, 

kā arī virzieni, kuros iespējams turpināt pētījumus. 
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АННОТАЦИЯ. 

 

 

В этой дипломной работе рассмотрены важнейшие употребления теории 

резидий. Сначала в виде материальной справки обобщены необходимые 

теоретические вопросы – дефиниции и свойства понятий, а также основные 

теоремы. Рассмотрено использование резидий в поисках интегралов 

рациональных функций и их произведений с простейшими 

тригонометрическими функциями sin и cos. Дана краткая характеристика 

использования резидий в суммировании рядов. 

 Особое внимание посвящено поискам отдельных комбинаторских сумм с 

помощью резидий. Все употребления резидской теории иллюстрированы 

полностью решенными примерами. 

В окончании упомянуты  детально не рассмотренные в этой работе 

употребления теории резидий, а также направления, в которых возможно 

произвести исследования. 
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Anotation. 
 
 
 

The present Diploma Paper deals with the most important ways of usage of 

residiues theory. The first part contains the summarizing of the essential theoretical 

questions, definitions and characteristics of some important concepts as well as main 

theorems. The present research examines the usage of residiues theory for finding 

integral in rational function and multiplication it by simple trigonometrical functions 

sin and cos. The work, in a short ways, introduces the usage of residiues theory in 

rows addition. 

The research pays attention to finding of combination sums with the help of 

residiues. All usage of residiues theory is illustrated with the examples which are 

competely solved. 

In the last part some usage of residiues theory which are not researched  the 

present work and trends to further researches are mentioned. 
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Ievads. 

 

Šis diplomdarbs iepazīstina ar rezidiju teoriju, tās nozīmīgākajiem lietojumiem 

integrāļu, rindu parciālsummu vai summu, kā arī atsevišķu kombinatoro summu 

atrašanā. 

Skaitliski integrējot ar datoru, mēs nereti praksē sastopamies ar integrāļiem, 

kuri ir atkarīgi no viena vai pat vairākiem parametriem. Šādiem integrāļiem skaitliskā 

integrēšana ir grūti pielietojama. Tāpat arī stipri oscilējošas zemintegrāļa funkcijas 

gadījumā, integrāļa tuvināta atrašana ar skaitliskām metodēm var būt problemātiska, 

jo mazas zemintegrāļa funkcijas vērtību izmaiņas var novest pie lielām integrāļa 

vērtības izmaiņām. Tieši šo iemeslu dēļ, šajā darbā aplūkoti piemēri, kuros integrāļi ir 

atkarīgi no parametriem, vai arī zemintegrāļa funkcijas ir stipri oscilējošas. Šajos 

gadījumos būtiska nozīme ir integrāļu atrašanai analītiskā formā. To, kā 

pārliecināsimies, var pietiekami efektīvi veikt, izmantojot rezidiju teoriju, kas 

salīdzinot ar reālās matemātiskās analīzes metodēm, ievērojami paplašina iespējas 

atrast analītiskā formā daudzus integrāļus, īpaši neīstos. 

Diplomdarbs sastāv no ievada, četrām nodaļām un nobeiguma. Pirmajā nodaļā, 

lasītāja ērtības labad, ir apkopotas svarīgāko jēdzienu definīcijas un īpašības, kā arī 

formulētas galvenās teorēmas. Ar teorēmu pierādījumiem lasītājs var iepazīties 

grāmatā [2]. 

Otrā nodaļa veltīta rezidiju lietojumiem integrāļu atrašanai racionālām 

funkcijām 
)(
)(

)(
xQ
xP

xR
m

n=  , xxR αcos)(  , xxR αsin)(  dažādos intervālos . [ ]ba,

Trešajā nodaļā tiek sniegts īss ieskats rindu parciālsummu un summu 

aprēķināšanā, izmantojot rezidijus. 

Sevišķu vērību vēlētos pievērst ceturtajai nodaļai. Tajā ir apūkoti dažu 

kombinatoro summu piemēri, kuru pierādījumos būtiski izmanto rezidiju teoriju. 
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Darbā bez speciālām atsaucēm un norādījumiem izmantoti reālo un komplekso 

skaitļu kopu teorijas jēdzieni, reālā un kompleksā mainīgā funkciju teorijas elementi 

– robeža, nepārtrauktība, atvasinājums, integrālis un citi. Apgabali un komplekso 

skaitļu kopas apzīmētas ar lielajiem burtiem. Ja šīs kopas ir noteiktas ar 

nevienādībām vai vienādojumiem, tad kopu standartapzīmējuma vietā lietots 

vienkāršots pieraksts, norādot figūriekavās kopu raksturojošās nevienādības vai 

vienādības. Tā, piemēram, pieraksts { }0Im,1 ><= zzD  nozīmē, ka runa ir par 

pusriņķi , kuru nosaka nevienādības D 0Im,1 >< zz . Kompleksās plaknes bezgalīgi 

tālais punkts jeb neīstais elements apzīmēts ar simbolu ∞ , reālie neīstie elementi – 

attiecīgi ar simboliem ∞−  un . ∞+

Definīcijām, teorēmām un zīmējumiem ir divkārša numerācija: pirmais cipars 

norāda nodaļas numuru, otrais – kārtas numuru nodaļas ietvaros. Piemēri ir numurēti 

ar vienu ciparu – kārtas numuru atsevišķi katrā nodaļā. 
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1. Rezidija jēdziens, tā aprēķināšana un īpašības. 

 

Kā zināms, lai atrastu noteiktā integrāļa precīzu vērtību (kas ir skaitlis, bet ne 

funkcija), mēs pamatā lietojam Ņūtona - Leibnica formulu 

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ .     (1.1) 

Pēc šīs formulas noteikto integrāli aprēķinam no zemintegrāļa primitīvās 

funkcijas punktā  atņemot zemintegrāļa primitīvās funkcijas vērtību punktā . Lai 

to izdarītu, mums ir jāatrod funkcijas  primitīvā funkcija  jeb nenoteiktais 

integrālis, kas vispārīgajā gadījumā ir sarežģīts uzdevums. 

b a

f F

Ņūtona - Leibnica formulas viena no svarīgākajam īpašībām ir tāda, ka 

noteikto integrāli kā globālu funkcijas īpašību (tas atkarīgs no visam  vērtībām 

intervālā ) atrod ar  palīdzību punktos 

( )xf

[ bax ,∈ ] ( )xF ax =  un bx = , jeb izsaka ar ( )xF  

lokālajam īpašībām.  

Vai bez Ņūtona - Leibnica formulas eksistē arī vēl citas metodes, ar kurām 

noteikto integrāli ka funkcijas globālu jēdzienu izsaka ar kādas citas funkcijas 

lokālajām īpašībām? Pozitīvu atbildi uz šo jautājumu atsevišķu integrāļu veidiem dod 

rezidiju teorija. 

Rezidija definīcija. 

Definīcija 1.1 

Pieņemsim, ka funkcija  ir analītiska vienkārtsakarīgā apgabalā , izņemot 

varbūt vienvērtīga rakstura singulāru punktu 

f D

Dz ∈0 , ∞≠0z . Tad integrāli ∫
L

dzzf
i

)(
2
1
π

, 

kur DL ⊂  un aptver punktu , sauc par funkcijas  rezidiju punktā  un apzīmē 

šādi: ,  vai . 

0z f 0z

[ ]0);(Re zzfs )(Re
0

zfs
zz=

)(Re 0zsf
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Tātad   [ ] ∫=
L

dzzf
i

zzfs )(
2
1);(Re 0 π

.    (1.2) 

Definīcija 1.2 

Ja  ir vienvērtīga rakstura singulārs punkts, tad rezidiju šajā punkta 

definē ar formulu:  

∞=0z

[ ] ∫
=

−=∞
Rz

dzzf
i

zfs )(
2
1);(Re
π

,    (1.3)       

kur R  ir pietiekami liels pozitīvs skaitlis, t.i., tik liels, lai apgabalā Rz >  izņemot ∞  

nebūtu citu funkcijas  singulāro punktu. f

Rezidija definīcijai ir noteikta jēga tikai vienvērtīga rakstura singulārajos 

punktos (šādos punktos kontūrintegrāļa vērtība nav atkarīga arī no integrācijas 

sākumpunkta uz līnijas L ), tādēļ aplūkosim tos tuvāk. 

Singulārie punkti. 

Definīcija 1.3 

Punktu  sauc par funkcijas  singulāro punktu0z f , ja funkciju  nevar turpināt 

caur šo punktu  vismaz pa vienu staru . Praksē visbiežāk funkcijai  ir tikai 

izolēti singulārie punkti. 

f

0z l f

Definīcija 1.4 

Punktu  sauc par funkcijas  izolētu singulāro punktu0z f , ja eksistē tāda šī 

punkta gredzenveida apkārtne, kurā nav citu funkcijas  singulāro punktu. 

Piemēram, funkcijām 

f

z
1 , 

zsin
1 , 3 z  punkts 00 =z  ir izolēts singulārais punkts, bet 

funkcijām 
z

tg 1 , 
z

ctg 1  punkts 00 =z  nav izolēts singulārais punkts, jo tā jebkurā 

apkārtnē atrodas citi singulārie punkti.  

Izolētus singulāros punktus iedala: 
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1) vienvērtīga rakstura singulārajos punktos, 

2) sazarojuma punktos. 

Rezidiju sazarojuma punktiem nedefinē, jo integrālis pa slēgtu kontūru, kas 

ietver sazarojuma punktu, nav noteikts: tas ir atkarīgs arī no tā, kāds ir integrācijas 

sākuma un galapunkts. 

Definīcija 1.5 

Par vienvērtīga rakstura singulārajiem punktiem sauc punktus, kuriem jebkurā 

pietiekami mazā apkārtnē funkcija ( )zfw =  katru slēgtu līniju, kas aptver singulāro 

punktu, attēlo par slēgtu līniju. 

Vienvērtīga rakstura singulāros punktus iedala: 

1) novēršami singulārie punkti, 

2) poli (1.kārtas, 2.kartas, ..., n-tās kārtas), 

3) būtiski singulārie punkti. 

Definīcija 1.6 

Vienvērtīga rakstura singulāro punktu  sauc par funkcijas  novēršami 0z f

singulāro punktu, ja eksistē Azf
zz

=
→

)(lim
0

,  ∞≠A . 

Piemēram, punkts  funkcijām 0=z
z

zsin  , 
1−ze

z , zctgz  u.c. 

Definīcija 1.7 

Vienvērtīga rakstura singulāro punktu  sauc par funkcijas  polu0z f , ja 

. ∞=
→

)(lim
0

zf
zz

Piemēram, punkts  funkcijām 0=z
z
1 , , ctgz

zz sin
1

−
 u.c. 
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Definīcija 1.8 

Polu  sauc par m-tās kārtas polu, ja funkcijai 0z
)(

1)(
zf

z =ϕ  punkts  ir m-tās 

kārtas nulle, t.i., , .Vienādība , 

kur , šeit tiek saprasta robežas nozīmē: . 

0z

0)()()( 0
)1(

00 ===′= − zzz mϕϕϕ K 0)( 0
)( ≠zmϕ 0)( 0

)( =zkϕ

1,,1,0 −= mk K 0)(lim )(

0

=
→

zk

zz
ϕ

Definīcija 1.9 

Vienvērtīga rakstura singulāro punktu  sauc par funkcijas  būtiski 0z f

singulāro punktu, ja neeksistē robeža - ne galīga, ne bezgalīga. Piemēram, 

punkts  funkcijām 

)(lim
0

zf
zz→

0=z
z
1sin , 

z
1cos , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
1exp  u.c.  

Tagad, kad esam definējuši rezidiju teorijā nozīmīgākos singulāros punktus, 

varam formulēt lietojumos ļoti svarīgu Košī rezidiju teorēmu. 

Teorēma 1.1 (Ķošī rezidiju teorēma) 

Ja funkcija ir analītiska vienkārtsakarīgā apgabalā  ar rektificējamu kontūru 

, izņemot varbūt vienvērtīga rakstura singulāros punktus 

D

D∂ Dzm ∈ ,  tad nm ,,2,1 K=

[ ]∫ ∑
∂ =

=
D

n

m
mzzfsidzzf

1

);(Re2)( π .     (1.4) 

Pēc Košī rezidiju teorēmas kontūrintegrāli ka globālu funkcijas jēdzienu var 

vienkārši izteikt ar atsevišķu skaitļu – rezidiju jeb lokālu funkcijas jēdzienu – summu. 

Šī īpašība arī nosaka Košī rezidiju teorēmas nozīmi dažādos lietojumos. 

 

Rezidija aprēķināšana punktā ∞≠0z . 

 Rezidiju definē vienvērtīga rakstura singulārā punktā ar formulām (1.2) vai 

(1.3). Šāda singulāra punkta  apkārtnē funkciju  var attīstīt vienā vienīgā veidā 

Lorāna rindā: 

0z f
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k

k
k zzczf )()( 0−= ∑

+∞

−∞=

, rzz <−< 00 , ja ∞≠0z ,    (1.5) 

k

k
k zczf ∑

+∞

−∞=

=)( ,  +∞<< zR , ja ∞=0z .     (1.6) 

 Ir pareiza šāda teorēma: 

 Teorēma 1.2 

  , ja , kur  ir rindas (1.5) koeficients pie . [ ] 10);(Re −= czzfs ∞≠0z 1−c ( ) 1
0

−− zz

[ ] 1);(Re −−=∞ czfs , kur  ir rindas (1.6) koeficients pie . 1−c 1−z

Ar teorēmas (1.2) palīdzību var atrast algoritmus rezidiju aprēķināšanai dažāda 

tipa vienvērtīga rakstura singulāros punktos.  

01  Ja  ir novēršams singulārs punkts vai arī punktā  funkcija ir 

analītiska, tad 

∞≠0z 0z

[ ] 0);(Re 0 =zzfs .       (1.7) 

02  Ja punkts ∞≠0z  ir pirmās kārtas pols, tad 

[ ] ( )[ ])(lim);(Re 00
0

zfzzzzfs
zz

−=
→

.     (1.8) 

 Praksē bieži pirmās kārtas pols  ir funkcijām, kuras izsakāmas kā divu 

funkciju dalījums: 

0z

  
)(
)()(

zg
zzf ϕ

= , kur 0)( 0 ≠zϕ , 0)( 0 =zg , 0)( 0 ≠′ zg .   (1.9) 

Šajā gadījumā                   
)(
)(

;
)(
)(Re

0

0
0 zg

z
z

zg
zs

′
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ϕϕ .    (1.10) 

      Ja  ir n-tās kārtas pols, tad 03 ∞≠0z

  [ ] ( ) ( )[ ])(lim
!1

1);(Re 01

1

0
0

zfzz
dz
d

n
zzfs n

n

n

zz
−

−
= −

−

→
 .   (1.11) 

  Ja  ir būtiski singulārs punkts, tad   04 ∞≠0z
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   .      (1.12) [ ] 10);(Re −= czzfs

 

Rezidija aprēķināšana punktā ∞=0z . 

 

 Rezidija aprēķināšanā punktā ∞=0z  parasti izmanto vai nu formulu 

[ ] 1);(Re −−=∞ czfs ,      (1.13) 

kur  ir Lorāna rindas  koeficients pie , vai arī sekojošu 

teorēmu: 

1−c k

k
k zczf ∑

+∞

−∞=

=)( 1−z

Teorēma 1.3 

 Ja funkcijai f  kompleksā plaknē  ir tikai galīgs skaits vienvērtīga rakstura 

singulāru punktu , un nav sazarojuma punktu, tad rezidiju summu visos 

C

nzz,1z ,,2 K C  

plaknes singulārajos punktos, ieskaitot punktu ∞ , ir vienāda ar nulli. 

Tātad  

[ ] [ ] 0);(Re);(Re
1

=∞+∑
=

zfszzfs
n

k
k ,    (1.14) 

jeb  

[ ] [∑
=

−=∞
n

k
kzzfszfs

1
);(Re);(Re ] .    (1.15) 

 Formulēsim arī sekojošajās nodaļās integrāļu aprēķināšanas formulu 

pamatošanai bieži izmantotās divas lemmas: 

 Lemma 1.1  Pieņemsim, ka 

1) funkcija  ir nepārtraukta apgabalā f }arg,{ 0 βα ≤≤>= zRzD , kur 

     παβ 2≤− , ; 00 >R
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2)  vienmērīgi attiecībā pret 0)( →zzf [ ]βα ,arg ∈z , ja ∞→z , Dz∈ . 

Tad   ,      (1.16) ∫ =
+∞→

RC
R

dzzf 0)(lim

kur  ir riņķa līnijas loks RC }arg,{ βα ≤≤= zRz . 

 Lemma 1.2 (Žordāna lemma augšējai pusplaknei). Pieņemsim, ka 

1) funkcija  ir nepārtraukta apgabalā f },{Im 0RzazD >>= , kur , - reāls; 00 >R a

2)  vienmērīgi attiecībā pret , ja 0)( →zf zarg ∞→z  apgabalā . D

Tad katram pozitīvam skaitlim α   

( )∫ =
+∞→

RC
R

dzzfzi 0)(explim α ,     (1.17) 

kur  ir riņķa līnijas loks RC }Im,{ azRz >= . 
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2. Rezidiju lietojumi integrāļu atrašanai. 

 

Šajā nodaļā aplūkosim metodes, kā dažādus integrāļus no racionālām 

funkcijām (
)(
)(

)(
xQ
xP

xR
m

n= , xxR αcos)( , xxR αsin)( ) aprēķina ar rezidiju palīdzību, 

vajadzības gadījumā izmantojot iepriekšējā nodaļā apskatītās kompleksā mainīgā 

funkcijas teorijas metodes. Kā zināms, lielu daļu integrāļu aprēķina ar reālās klasiskās 

matemātiskās analīzes integrēšanas metodēm vai skaitlisko integrēšanu, ko parasti 

realizē ar datorprogrammu. Pie tam, programmu paketes, piemēram, 

“MATHEMATICA” jaunākās versijas integrāļus spēj atrast arī analītiski. Taču ko 

darīt, ja integrālis ir atkarīgs no viena vai vairākiem parametriem, vai arī 

zemintegrāļa funkcija ir oscilējoša un ar skaitliskām metodēm ir grūti sasniegt 

vajadzīgo precizitāti? Apskatīsim metodes, kurās ar rezidiju palīdzību dažādus 

integrāļus varēs aprēķināt tieši, vai arī pārveidot par tādiem integrāļiem, kuriem 

skaitlisko metožu pielietošana vairs grūtības nesagādās. Lasītāja ērtības labad, 

sadalīsim integrāļus pa tipiem, atkarībā no tā, kā šos integrāļus aprēķina ar rezidiju 

palīdzību. Šeit gan jāpiezīmē, ka literatūrā šāds sadalījums nav stingri noteikts, tādēļ 

var būt atšķirības starp šajā un citā darbā lietoto integrāļu sadalījumu pa tipiem. 

 Kā redzējām iepriekšējā nodaļā, galvenā nozīme noteikto integrāļu 

aprēķināšanā, izmantojot rezidijus, ir Košī rezidiju teorēmai (skat. Teorēmu 2.1). 

Saskaņā ar to integrāļus aprēķina pa slēgtu kontūru no analītiskām funkcijām. Ja 

jāaprēķina noteiktais integrālis , kura kontūrs nav slēgts, tad, izpildot 

substitūciju 

∫
b

a

dxxf )(

π2
)( abtax −

+=  un , iegūstam vienādības:  )exp(itz =

∫
b

a

dxxf )(  =  = ∫
π

ϕ
2

0

)( dtt ∫
=ΙΙ 1

)(
z

dzzF ,      (2.1) 
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          kur  [ π
ππ

ϕ 2,0,
2

)(
2

)( ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

= tabtafabt ],     (2.2) 

un  { }1),ln()( 0 ==∈−
−

= zLzzi
t
izF ϕ .     (2.3) 

Ievērosim, ka pēdējais integrālis formulā (2.1) ir kontūrintegrālis pa vienības 

riņķa līniju. Lai šādam integrālim varētu lietot Košī rezidiju teorēmu un izteiktu to ar 

rezidiju summu, funkcijai , kas noteikta ar doto funkciju , formulā (2.2) un (2.3), 

riņķī 

F f

1<z  nedrīkst būt sazarojuma punkti. Vispārīgā gadījumā tie var būt un šādos 

gadījumos Košī rezidiju teorēmu tieši lietot nedrīkst. Apskatīto metodi tieši lietot var 

tikai atsevišķām zemintegrāļu funkciju klasēm, piemēram, tādām, kurām 

, ja )cos,(sin)( xxRxf = R  ir mainīgo un  racionāla funkcija un xsin xcos .2π=− ab   

Integrāli , kur ∫=
π2

0

)cos,(sin dxxxRI R - racionāla funkcija, sauksim par 1.tipa 

integrāli. Tā aprēķināšanai lieto substitūciju ( ) zix =exp  un Košī rezidiju teorēmu 

(sk.teorēmu 1.1). Ņemot vērā, ka ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zx 1

2
1cos , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

z
z

i
x 1

2
1sin  un 

z
idzdx −= , 

iegūstam: dz
z

z
z

z
i

R
z

iI
z

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= ∫

=

1
2
1,1

2
11

1

.      (2.4) 

Integrālis formulā (2.4) pēc teorēmas 1.1 ir vienāds ar iπ2  reizinājumu ar 

zemintegrāļa funkcijas visu rezidiju summu tajos singulārajos punktos, kuri atrodas 

riņķī 1<z , jo zemintegrāļa funkcijai kā racionālai funkcijai vienīgie iespējamie 

singulārie punkti ir poli. Tādejādi esam ieguvuši šādu integrāļa I  aprēķināšanas 

formulu: 

( )∫ ∑
< ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π

π
2

0 1
;1

2
1,1

2
11Re2cos,sin

kz
kz

z
z

z
z

i
R

z
sdxxxR .    (2.5) 

Aplūkosim piemērus. 

1.Piemērs. Aprēķināt integrāli ∫ ++
=

π2

0 sincos xcxba
dxI ,  Rcba ∈,, , . 222 cba +>
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Ar substitūciju  integrāli vispirms reducē uz kontūrintegrāli pa vienības riņķa 

līniju 

zeix =

1=z  un pēc tam pielieto formulu (2.4). 

( )∫
= +++−

=
1

2 2
2

z icbazzicb
dzI . 

Singulārie punkti ir ( )222
2,1

1 cbaa
icb

z −−±−
−

= . Ja , tad nosacījumu 0>a 1<z  

apmierina tikai 
icb

cbaaz
−

−−+−
=

222

1 . Tiešām, no nevienādības  izriet, ka 222 cba +>

1
222

22

1 <
−−+

+
=

cbaa
cbz , bet 1

22

222

2 >
+

−−+
=

cb
cbaaz . Punkts  ir pirmās kārtas pols. 

Tātad 

1z

( ) ( ) 222

222

2

22;
2

2Re2
1 cbaazicbicb

cbaa
icbazzicb

sI
zz −−
=

+−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−+−

+++−
=

=

πππ . 

Ja , tad riņķī 0<a 1<z  atrodas singulārais punkts  un 2z
222

2
cba

I
−−

−=
π .  

Tātad  
222

sgn2
cba

aI
−−

=
π . 

2.Piemērs. Aprēķināt integrāli 
( )∫

++
=

π2

0
22sin21 axa

dxI ,  Ra∈ , 1<a . 

Pēc substitūcijas   zeix =

( )[ ] ∫∫
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−=
+++−

=
1

2
221

222

111 zz za
a

iza

zdz
aizaaiz

zdzI . 

Zemintegrāļa funkcijas singulārie punkti ir iaz −=1  un 
a
iz −=2 (abi otrās kārtas poli), 

pie tam tikai 11 <= az . Pēc formulas (2.4) 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−= ia

za
a

iz

zs
a

I ;

11
Re2

2
2

2

π . 

Rezidiju otrās kārtas polā aprēķinam pēc formulas (1.11) ar  un pirms 

atvasināšanas saīsinot ar , iegūsim: 

2=n

( 2iaz + )

( )
( )32

232

222 1
12222 lim
a

a
a
izz

a
iz

a
a
iz

z
a

I
iaz

iaz −

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

′

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
−=

−−

→

πππ . 

Kā redzams, aplūkotā metode der tikai šaurām speciālām zemintegrāļu 

funkciju klasēm, tādēļ aplūkosim otru, daudz vispārīgāku rezidiju lietošanas metodi 

integrāļu aprēķināšanai. 

Pieņemsim, ka jāaprēķina integrālis ( īstais vai neīstais ) . Aplūko ∫=
b

a

dxxfI )(

( )∫Φ
C

dzz  pa tādu slēgtu līniju , un ar tādu zemintegrāļa funkciju , lai būtu spēkā 

divi nosacījumi: 

C Φ

1) ∫Φ
C

dzz)(  varētu aprēķināt ar rezidijiem; 

2) integrācijas kontūru  būtu iespējams sadalīt vairākās daļās C

nCCCC ∪∪∪= K21  tā, lai dažus no integrāļiem ∫Φ
kC

dzz)(  varētu 

aprēķināt tieši, bet pārējos izteikt ar meklējamo integrāli  .I

Ņemsim vērā, ka aprēķinot integrāli ∫Φ
C

dzz)(  gan ar rezidijiem, gan izsakot ar summu 

( ) ( )∑ ∫∑ ∫∑ ∫
+===

Φ+Φ=Φ
n

nk C

n

k C

n

k C kkk

dzzdzzdzz
111 1

1

)( , meklējamo integrāli I atrodam no vienādības: 
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[ ] ( )∑ ∫∑ ∫∑
+==

Φ+Φ=Φ
n

nk C

n

k Cm
m

kk

dzzdzzzzsi
11 1

1

)();(Re2π ,     (2.6) 

kur  ir tie singulārie punkti, kas atrodas kontūra  iekšpusē, pirmā summa 

formulas (2.6) labajā pusē satur 

mz C

I , bet otro atrod tieši. 

 Izvēloties kontūru , mērķtiecīgi būtu izvelēties tādu apgabalu, kurš 

nesaturētu 

C

sazarojuma punktus, jo tad kontūrintegrālim ∫Φ
C

dzz)(  varētu lietot Košī 

rezidiju teorēmu. Diemžēl, praksē šāda kontūra  atrašana, kā arī pašas funkcijas C Φ  

noteikšana sagādā grūtības. Nav izslēgts, ka apskatāmajam integrālim  

funkcija Φ  un kontūrs C  ar vajadzīgajām īpašībām neeksistē (tas gan nav pierādīts). 

∫
b

a

dxxf )(

 Protams, visus integrāļus aprēķināt ar šo metodi nevarēs, taču vairākām 

zemintegrāļu funkciju klasēm eksistē algoritmi, kā izveidot integrāļu aprēķināšanas 

formulas ar rezidiju palīdzību. Daļu no tiem tūdaļ aplūkosim.  

Integrāli ( )
( )∫

+∞

∞−

= dx
xQ
xP

I
m

n , kur ( )xPn  un ( )xQm  ir mainīgā  polinomi ar reāliem 

vai kompleksiem koeficientiem, 

x

2≥− nm  un polinomam ( )xQm  nav saknes uz reālās 

ass ( , ja ) sauksim par ( ) 0≠xQm Rx∈ 2.tipa integrāli. Aprēķinot šāda tipa integrāļus 

tiek izmantota iepriekš aplūkotā shēma, kur par ( )zΦ  izvēlas funkciju ( )
( )zQ
zP

m

n , bet par 

integrācijas kontūru  pusriņķa C }0Im,{ ><= zRzD  kontūru D∂  ar tik lielu R , lai 

visa polinoma  saknes, kas novietotas pusplaknē , atrastos šajā pusriņķī 

(sk. zīm. 2.1). 

( )zQm 0Im >z
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 zīm 2.1 

Aprēķināsim integrāli ∫Φ
C

dzz)(  gan ar rezidijiem, gan izteiksim to kā divu integrāļu 

summu: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )∫∫∫ ∑ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−>
Rk C m

n
R

R m

n

C z
k

m

n

m

n dz
zQ
zP

dx
xQ
xP

z
zQ
zP

sidz
zQ
zP

0Im

;Re2π ,    (2.7) 

kur  ir pusriņķa līnija (sk. zīm. 3.1). Izdarot pēdējā vienādībā robežpāreju, kad 

 un ievērojot, ka pēc lemmas 2.1 

RC

+∞→R ( )
( )∫ =

+∞→
RC m

n

R
dz

zQ
zP

0lim  iegūstam šādu 2.tipa 

integrāļu aprēķināšanas formulu: 

( )
( )

( )
( )∑∫

>

+∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0Im

;Re2
kz

k
m

n

m

n z
zQ
zP

sidx
xQ
xP

π .      (2.8) 

3.Piemērs. Aprēķināt integrāli ∫
+∞

∞− ++++
=

1234

2

xxxx
dxxI . 

Integrālis ir 2.tipa un to var pārrakstīt formā ( )
∫
+∞

∞− −
−

=
1
1

5

2

x
dxxxI , no kuras redzams, ka 

saucējam  augšējā pusplaknē ir divas saknes 15 −z
5

2exp1
iz π

=  un 
5

4exp2
iz π

=  (abi 

zemintegrāļa funkcijas 1.kārtas poli). Pēc formulas (2.8)  

( ) ( )
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

= 25

2

15

2

;
1
1Re;

1
1Re2 z

z
zzsz

z
zzsiI π . 
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Rezidijus aprēķinam pēc formulas (1.10): 

                            =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

5
4exp

5
8exp1

5
2exp

5
4exp

5
2 iiiiiI πππππ  

                             =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
8exp

5
4exp

5
4exp

5
2exp

5
2 iiiii πππππ  

                                      
5

2sin
5

4
5

2exp
5

2exp
5

2 πππππ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

iii . 

4.Piemērs. Aprēķināt integrāli ∫
+∞

+
=

0
44

2

ax
dxxI ,  Ra∈ ,  0≠a . 

Tā kā zemintegrāļa funkcija ir pāra funkcija, tad ∫
+∞

∞− +
= 44

2

ax
dxxI . Apskatāmais integrālis 

ir 2.tipa un tam var pielietot formulu (2.8). Rezidiju summa jārēķina tajos 

singulārajos punktos , kurus nosaka vienādojuma  un nevienādības 

. Atrisinot šo ceturtās kārtas vienādojumu, iegūst: 

kz 044 =+ az

0Im >kz

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=−= 12

4
exp4 kiaazk

π , 3,2,1,0=k . 

Nosacījumu  apmierina tikai divi punkti 0Im >kz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
exp0

πiaz  un ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
3exp1

iaz π , 

kuri abi ir 1.kārtas poli. Pēc formulas (2.8) atrodam, ka 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

4
3exp;Re

4
exp;Re 44

2

44

2 ia
az

zsia
az

zsiI πππ . 

Aprēķinot rezidijus pēc formulas (1.10), iegūstam: 

                        
( ) ( )

( )
aa

ii
iaia

iI
4

2
24
2

122
1

122
1 πππ =

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

+
= . 

Integrāļus ( )
( )∫

+∞

∞−

= xdx
xQ
xP

I
m

n αcos1  un ( )
( )∫

+∞

∞−

= xdx
xQ
xP

I
m

n αsin2 , kur 0>α , ( )xPn  un  

 ir mainīgā  polinomi ar reāliem koeficientiem, ( )xQm x ( ) 0≠xQm , ja  un Rx∈ 1≥− nm , 
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sauksim par 3.tipa integrāļiem. Aprēķinos par ( )zΦ  izvēlas ( ) ( )
( ) ( zi
zQ
zP

z
m

n αexp=Φ ), bet 

integrācijas kontūru  tādu pašu kā 2.tipa integrāļiem (sk. zīm. 3.1). Pēc Košī 

rezidiju teorēmas (sk. teorēmu 2.1) 

C

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∫ ∑
>

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

C z
k

m

n

m

n

k

zzi
zQ
zP

sidzzi
zQ
zP

0Im

;expRe2exp απα ,     (2.9)   

kur  ir tikai tās polinoma  nulles, kuras atrodas augšējā pusplaknē . 

Analogi 2.tipa integrāļiem, sadalīsim integrāli formulā (2.9) šādi: 

kz ( )zQm 0Im >z

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑∫∫

>−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

0Im

;expRe2expexp
kR

z
k

m

n

C m

n
R

R m

n zzi
zQ
zP

sidzzi
zQ
zP

dxxi
xQ
xP

απαα . (2.10)  

Ievērojot, ka formulā (2.10) labā pusē nav atkarīga no R (tātad robeža eksistē), un 

izpildot robežpāreju , kā arī integrālim pa loku  pielietojot lemmu 1.1 

atrodam, ka 

+∞→R RC

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∑∫
>

+∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+=

0Im
21 ;expRe2exp

kz
k

m

n

m

n zzi
zQ
zP

siiIIdxxi
xQ
xP

απα .   (2.11) 

Atdalot formulas (2.11) pēdējā vienādībā reālās un imaginārās daļas, iegūstam šādas 

3.tipa integrāļu aprēķināšanas formulas: 

( )
( )

( )
( ) ( )

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

== ∑∫
>

+∞

∞−
k

m

n

zm

n zzi
zQ
zP

sixdx
xQ
xP

I
k

;expRe2Recos
0Im

1 απα  ,   (2.12) 

( )
( )

( )
( ) ( )

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

== ∑∫
>

+∞

∞−
k

m

n

zm

n zzi
zQ
zP

sixdx
xQ
xP

I
k

;expRe2Imsin
0Im

2 απα  .   (2.13) 

5.Piemērs. Aprēķināt integrāli ∫
+∞

∞− +−
= 22 2

sin
baxx

xdxxI α , Rba ∈,,α , . 022 <− ba

Integrālis ir 3.tipa. Pieņemsim, vispirms, ka 0>α . Vienādojuma 

 saknes ir ( ) 02 22
2 =+−= bazzzQ 22

2,1 abiaz −±= , no kurām augšējā pusplaknē 
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atrodas 22
1 abiaz −+= . Šī sakne ir funkcijas ( )

bazz
ziz
+− 2

exp
2

α  pirmās kārtas pols. Pēc 

formulas (2.13)  

( )
=

⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+−⎩
⎨
⎧

= ∑
>

12
0Im

;
2

expRe2Im z
bazz

zizsiI
kz

απ  

( ) ( )[ ]}=−+
⎩
⎨
⎧

−+
−

= 2222

22
expIm abiaiabia

ab
απ  

( )( )aabaaab
ab

αααπ cossinexp 2222

22
−+−−

−
= . 

Ja 0<α , tad integrāļa absolūtā vērtība nemainās, bet mainās tikai zīme. Ja 0=α , tad 

. Tādēļ 0=I

( )( )aabaaab
ab

I ααααπ cossinexpsgn 2222

22
−+−−

−
= . 

6.Piemērs. Aprēķināt integrāli   
( )∫

+∞

+
=

0
222

2 cos
ax

xdxxI α      Ra∈,α , 0≠a . 

Risināšanas plāns līdzīgs iepriekšējam piemēram, tikai šoreiz lietosim formulu 

(2.12). Augšējā pusplaknē atrodas viens otrās kārtas pols ia , ja . Pieņemot, ka 

arī 

0>a

0>α , iegūstam 

( )
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
=

+
= ∫

∞+

∞−

ia
az

zizsi
ax

xdxxI ;expReRecos
2
1

222

2

222

2 απα . 

Rezidiju 2.kārtas polam ia  aprēķinam pēc formulas (1.11) ar . Saīsinam ar 

 un iegūstam:  

2=n

( 2iaz − )

( )
( )

( ) ( ) ( ) =
⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−+−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=

→
a

ia
aiaa

ia
i

iaz
ziziI

iaz
αααπαπ exp

4
1exp

4
1exp

2
1ReexplimRe 2

2

 

( )( aa
a

αα )π
−− 1exp

4
. 
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Integrāļa vērtība nemainās, ja α  aizstāj ar α−  un  ar a a− . Tādēļ 

( )( )aa
a

I ααπ
−−= 1exp

4
. 

 Integrāļus ( )
( )dx
xQ
xP

xI
m

n∫
+∞

−=
0

1α , kur 0>α , ( )xPn  un ( )xQm  - polinomi ar reāliem 

vai kompleksiem koeficientiem, ( ) 0≠xQm , ja , 0≥x ( ) 00 ≠nP  un 0>−− αnm , sauksim 

par 4.tipa integrāļiem. Tos aprēķina, izvēloties par ( ) ( )
( )zQ

zPz
z

m

n
1−

=Φ
α

, bet kontūru - kā 

parādīts 2.2 zīmējumā. 

C

 
zīm 2.2 

Riņķa līniju rādiusus r  un R  jāizvēlas tā, lai visas polinoma  nulles  

atrastos gredzenā 

( )xQm kz

Rzr << . Šāda kontūra  izvēle pamatojama ar to, ka funkcijai C Φ  

punkts  vispārīgam 0=z α  ir sazarojuma punkts. Lai varētu lietot Košī rezidiju 

teorēmu (skat. teorēmu 1.1), šīs sazarojuma punkts no apskatāmā apgabala ir 

jāizgriež. Griezums tiek veidots pa reālo pozitīvo pusasi. Funkciju Φ  mēs šoreiz 

aplūkojam kā daudzvērtīgas funkcijas noteiktu vienvērtīgu zaru. Būtībā funkcija ( )zΦ  

tiek aplūkota nevis kompleksajā plaknē, bet uz noteiktas šīs funkcijas Rīmana 

virsmas lapas. 
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 Jāņem vērā, ka aprēķinot rezidijus daudzvērtīgas funkcijas (vai tās 

atvasinājuma) vienvērtīga zara punktā , šis  ir 

f

kz kz jāuzdod eksponentformā. Tātad, ja 

pieņemam, ka uz augšējās griezuma malas 0arg0 =z , tad uz apakšējās griezuma 

malas - π2arg0 =z (skat. 2.2 zīm.). Šajā gadījumā skaitļa  eksponentforma ir z

( zizz 0argexp= ) , bet vienvērtīgo zaru  izdala šādi: αz

( zizz 0argexpαα = ).      (2.14) 

 Pēc Košī rezidiju teorēmas 

( )
( )

( )
( ) ( )∫ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−
−

C k
kk

m

n

m

n ziz
zQ

zPz
sidz

zQ
zP

z 0

1
1 argexp;Re2

α
α π ,   (2.15) 

kur summēšana notiek pa visām polinoma ( )zQm  nullēm. Sadalot integrāli formulas 

(2.15) kreisajā pusē četros, iegūsim vienādību: 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) =−−+ ∫∫∫∫ −−−− dz
zQ
zP

zdx
xQ
xP

xiadz
zQ
zP

zdx
xQ
xP

x
m

n

C

R

r m

n

m

n

C

R

r m

n

rR

1111 2exp αααα π  

( )
( ) (∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

k
kk

m

n ziz
zQ

zPz
si 0

1

argexp;Re2
α

π ) ,     (2.16) 

kurā, uz augšējās griezuma malas ( ) 11011 −−−− == αααα xexz i , bet uz apakšējās -  

. Integrāļi un aprēķināti attiecīgi pa riņķa 

līnijām 

( )[ ] ( απαπ ααα ixixz 2exp12exp 111 −−− =−= ) ∫
RC

∫
rC

Rz = , π2arg0 0 ≤≤ z  un rz = , π2arg0 0 ≤≤ z . Izpildot vienādībā (2.16) 

robežpāreju  un , iegūstam: +∞→R 0+→r

( )( ) ( )
( ) (∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

−

k
kk

m

n ziz
zQ

zPz
siiI 0

1

argexp;Re22exp1
α

παπ ) ,  (2.17) 

kur I  ir meklējamais integrālis, jo ( )
( ) 01 →∫ − dz
zQ
zP

z
m

n

CR

α , ja  pēc lemmas 1.1 

(lemmas nosacījumu izpildi nodrošina nevienādība 

+∞→R

0>−− αnm ), bet vienādību 
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( )
( ) 0lim 1

0
=∫ −

+→
dz

zQ
zP

z
m

n

C
r

r

α       (2.18) 

 pierāda, tieši novērtējot šo integrāli. 

 No vienādības (2.18), ievērojot, ka 

( )
( )
πα
παππ

απ
π

παπα

πα

sin
exp2

2exp1
2 i

ee
ei

i
i

ii

i −
−=

−
−=

− −

−

,     (2.19) 

iegūstam šādu 4.tipa integrāļu aprēķināšanas formulu: 

( )
( )

( )
( ) (∑∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−−+∞
−

k
kk

m

n
i

m

n ziz
zQ

zPz
sedx

xQ
xP

x 0

1

0

1 argexp;Re
sin

απα
α

πα
π )  ,   (2.20) 

kur summācija notiek pa visām ( )zQm  nullēm . kz

7.Piemērs. Aprēķināt integrāli dx
xx

xI ∫
+∞ −

++
=

0
2

1

22

α

, 20 <<α . 

Integrālis ir 4.tipa. Lai tam varētu pielietot formulu (2.20), ir jāatrod visas saucēja 

polinoma  saknes un katra no tām jāuzraksta formā mQ ( kkk zizz 0argexp= ) . Dotajam 

integrālim I  saucēja saknes ir iz ±−= 12,1 . Pārrakstot tās abas eksponentformā, 

iegūstam ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
3exp21

iz π , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
5exp22

iz π . Integrāli aprēķinam pēc formulas (2.20), 

bet rezidijus – pēc formulas (1.10): 

( )
=

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
+

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
−

−=
−−

4
5exp2;

22
Re

4
3exp2;

22
Re

sin
exp

2

1

2

1 i
zz

zsi
zz

zsiI ππ
πα
παπ αα

 

( )( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

⎩
⎨
⎧−

−=
−

1
4

5exp
2
11

4
3exp

2
1

sin
2exp

1

απαπ
πα
παπ

α
i

i
i

i
i  

( )
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−

4
3

4
exp

4
3

4
exp

sin2
2

1
iiii

i
παππαπ

πα
π

α

 

( ) ( )3
4

sin
sin

2
1

+=
−

απ
πα

π
α

. 
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8.Piemērs. Aprēķināt integrāli ∫
+∞ −

++
=

0
2

1

1cos2 β

α

xx
dxxI , 20 <<α  , πβπ <<− . 

Dotajam 4.tipa integrālim I  zemintegrāļa funkcijai ir divi pirmās kārtas poli 

( )βββ iz ±=±−= expsincos2,1 . Pārveidosim tos eksponentformā ([ ])βπ += iz exp1  un 

([ )]βπ −= iz exp2 . Integrāli atrodam pēc formulas (2.20): 

( ) ( )[ ] ( )[ ] =
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

++
+

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++
−=

−−

βπ
β

βπ
βπα

παπ αα

i
zz
zsi

zz
zsiI exp;

1cos2
Reexp;

1cos2
Re

sin
exp

2

1

2

1

 

( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ]
=

⎭
⎬
⎫−−

+
⎩
⎨
⎧ +−
−

−
−=

β
βπα

β
βπα

πα
παπ

sin2
1exp

sin2
1exp

sin
exp

i
i

i
ii  

( )[ ] ( )[ ]
βπα
αβπ

βπα
αβπ

sinsin
1sin

sinsin
1sin −

=
−

−= . 

 Integrāļus ( )
( )∫

+∞

=
0

1 dx
xQ
xP

I
m

n  un ( )
( )∫

+∞

=
0

2 ln xdx
xQ
xP

I
m

n , kur 2≥− nm ,  un ( )xPn ( )xQm  - 

polinomi ar reāliem koeficientiem, ( ) 0≠xQm , ja , sauksim par 0≥x 5.tipa integrāļiem. 

Par integrējamo funkciju Φ  jāizvēlas ( ) ( ) ( )
( )zQ
zP

zz
m

n2
0ln=Φ , kur funkciju  aprēķina 

kā logaritmiskās funkcijas zaru: 

z0ln

zizz 00 arglnln += , [ ]π2,0arg0 ∈z .     (2.21) 

Integrācijas kontūrs C  tiek izvēlēts tāds pats kā 4.tipa integrāļiem (skat. zīm.2.2). Pēc 

pārveidojumiem, kas analogi iepriekšējo tipu integrāļiem, iegūst šādas 5.tipa 

integrāļu aprēķināšanas ar rezidijiem formulas: 

( )
( )

( )
( )∑∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

+∞

k
k

m

n

m

n zz
zQ
zP

sdx
xQ
xP

I ;lnReIm
2
1 2

0
0

1 π
,   (2.22) 

( )
( )

( )
( )∑∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

+∞

k
k

m

n

m

n zz
zQ
zP

sdxx
xQ
xP

I ;lnReRe
2
1ln 2

0
0

2 ,   (2.23) 

kur jāsummē pa visām polinoma ( )zQm  nullēm, bet  jāaprēķina pēc formulas 

(2.21). 

z0ln
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 Atgādināsim, ka formulas (2.22) un (2.23) ir pareizas, ja polinomi ( )xPn  un 

 ir polinomi ( )zQm ar reāliem koeficientiem. Sadalot 5.tipa integrāļus analogi kā 

formulā (2.16) 4.tipa integrāli, ievērosim, ka uz augšējās griezuma malas pēc 

formulas (2.21) , jo xz 22
0 lnln = 0arg0 =z , bet uz apakšējās griezuma malas 

, jo  un 222
0 4ln4lnln ππ −+= xixz ixez π2= π2arg0 =z . Izdarot robežpāreju analogu 

iepriekšējam integrāļu tipam un līdzīgi spriežot, redzam, ka integrāli  un  var 

atrast pēc (2.22) un (2.23) tikai tad, ja polinoma 

1I 2I

( )xPn  un ( )xQm  koeficienti ir reāli. 

 Savukārt, ja  un ( )xPn ( )xQm  ir polinomi ar kompleksiem vai reāliem 

koeficientiem, tad integrāli  var aprēķināt pēc formulas (2.20) pārejot uz robežu, 

kad 

1I

1→α , bet  - atvasinot pēc 2I α  un tad pārejot uz robežu, kad 1→α .  

 Kompleksām racionālām funkcijām ( )
( )xQ
xP

m

n  formulas (2.22) vietā var lietot arī 

formulu: 

( )
( )

( )
( )∫ ∑

+∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

0
01 ;lnRe

k
k

m

n

m

n zz
zQ
zP

sdx
xQ
xP

I ,    (2.24) 

kur  , , ja . 2≥− nm ( ) 0≠xQm [ ]+∞∈ ;0x

 Formulu (2.24) iegūst līdzīgi iepriekšējām, ja izvēlas ( ) ( )
( ) z
zQ
zP

z
m

n
0ln=Φ , un 

kontūru - kā parādīts 2.2 zīmējumā.  C

9 un 10.Piemērs. Aprēķināt integrāļus ∫
+∞

+−
=

0
21 22xx

dxI   un ∫
+∞

+−
=

0
22 22
ln

xx
xdxI . 

Gan integrālis , gan  ir 5.tipa integrāļi, un tādēļ tos abus var aprēķināt attiecīgi 

pēc formulām (2.22) un (2.23). Zemintegrāļa funkciju singulārie punkti ir 

1I 2I

iz ±= 12,1  

(1.kārtas poli). Lai aprēķinātu ( )z0ln  šajos singulārajos punktos,  un  jāuzraksta 1z 2z
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formā ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
exp21

πiz , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
7exp22

iz π . Tā kā SI Im
2
1

1 π
−= , SI Re

2
1

2 −= , kur     

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
=

4
7exp2;

22
ln

Re
4

exp2;
22

ln
Re 2

2
0

2

2
0 i

zz
z

si
zz
z

sS ππ  

i
i

i

i

i

2
32ln

4
3

2
4

72ln

2
4

2ln 2

22

ππ
ππ

−−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= , 

tad  
4

3
1

π
=I  un 2ln

8
3

2
π

=I . 

Formula (2.24) ir ļoti nozīmīga daudzu noteikto integrāļu aprēķināšanā. 

Formulēsim teorēmu, ka katru racionālu funkciju, tajā skaitā arī polinomu, var 

integrēt ar rezidijiem. 

Teorēma 2.1 Katrai racionālai funkcijai ( ) ( )
( )xQ
xP

xR
m

n=  ar kompleksiem koeficientiem, 

kurai intervālā  nav polu, [ bax ,∈ ]

( ) ( )∑∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

−=
k

k

b

a

z
zb
azzRsdxxR ;lnRe 0 ,    (2.25) 

kur summācija notiek pa visiem ( )zR  poliem, ieskaitot ∞=z , bet wiww 00 argln:ln += . 

Piezīme. Lai gan formula (2.25) ir pareiza visām racionālām funkcijām, tajā skaitā arī 

polinomiem, tās lietošana ne vienmēr ir mērķtiecīga.Teikto ilustrēsim ar piemēru. 

10.Piemērs. Aprēķināt integrāli . ∫=
b

a

ndxxI

Pēc Ņūtona-Leibnica formulas 
1

11

+
−

=
++

n
abI

nn

. Ar rezidijiem šāda integrāļa atrašana ir 

garāka. Pēc formulas (2.25) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∞

−
−

−= ;lnRe 0 zb
azzsI n . Pietiekami lieliem z  ir pareizs 

attīstījums Lorāna rindā  apkārtnē: ∞=z
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                       ∑
∞+

=

−
+=+

−

−
=

−
−

1
00

1

1
lnln

k
k

kk

kz
abii

z
b
z
a

zb
az ππ , 

kur ( baz ,max> ). Funkcijas 
zb
azz n

−
−

0ln  koeficients ( 11
1 1

1 ++
− − )

+
= nn ab

n
c  un pēc 

teorēmas 1.2  

                 ( )11
10 1

1;lnRe ++
− −

+
==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∞

−
−

−= nnn ab
n

c
zb
azzsI . 

Aplūkosim arī piemēru, kurā rezidiju lietošana ir vienkāršāka nekā tiešā 

integrēšana ar elementārajam funkcijām. 

11.Piemērs: Atrast integrāli ( )∫ +
=

2

1
51 xx

dxI . 

Pēc formulas (2.25) 

     ( ) ( )
( )∑

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−
−

+
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
−=

4

0
0505 5

12exp;
2

1ln
1

1Re0;
2

1ln
1

1Re
k

ik
z

z
zz

s
z

z
zz

sI π , 

jo rezidijs punktā ∞=z  ir . Atliek aprēķināt rezidijus vienkāršajos polos. Pēc 

formulas (1.10) iegūstam:  

0

                  
( )

( )∑
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

4

0
00

5
12exp2

1
5

12exp
ln

5
1

2
1ln

k ik

ik

I
π

π

. 

Tā kā I  ir reāls skaitlis, arī vienādības labajā pusē var ņemt tikai reālo daļu 

( )

( )∑
= +

−

−
+

+=
4

0

5
12exp2

1
5

12exp
ln

5
12ln

k ik

ik

I
π

π

 vai ∑
= +

+=
4

0
2

2

sin81
sin4

ln
10
12ln

k k

k

a
a

I , ( )
10

12 π+
=

kak . 

Atrodot šo pašu integrāli ar Ņūtona – Leibnica formulu, iegūstam 33ln
5
12ln

5
6

−=I . 

Salīdzinot iegūtos rezultātus, iegūst pareizu vienādību 
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     ∑
= +

+=
4

0
2

2

sin81
sin4

ln
10
12ln

k k

k

a
a

I 33ln
5
12ln

5
6

−=   ,  ( )
10

12 π+
=

kak , 

jo no tās izriet, ka 33

10
3sin4

12

10
sin4

12
22

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
ππ

, ko var pierādīt tieši. 

Secinājums: Rezidiju lietošana integrāļu atrašanai var dot rezultātu, kas ārēji 

ievērojami atšķiras no tā, ko iegūst ar Ņūtona – Leibnica formulu.  

Formulēsim vēl vienu teorēmu, ar kuras palīdzību, lietojot formulu (2.25) var 

atrast noteikta veida integrāļus. 

Teorēma 2.2 Ja  ir savu argumentu racionāla funkcija ar 

kompleksiem koeficientiem un 

( xxR cos,sin )

παβ 2<−  – reāli skaitļi, tad  ( )∫ =
β

α

dxxxR cos,sin

( ) ( )

( )∑
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−

+
−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

k
kz

zi

iiz

z
z

z
z

i
R

z
si ;

exp
2

exp
2

exp
ln1

2
1,1

2
11Re 0 β

αβαβ

, (2.26) 

kur summācija notiek pa visiem racionālās punkcijas ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

z
z

z
z

i
R

z
zR 1

2
1,1

2
11:1  

C plaknes poliem  ieskaitot kz ∞=z . Formulā (2.26)  zaru izraugās tā, lai punkta 

 apkārtnē tam būtu pareizs šāds attīstījums Lorāna rindā: 

0ln

∞=z

( ) ( )

( )
( ) ( )∑

∞+

=

−
+=

−

+
−

−

1
00

expexp
exp

2
exp

2
exp

ln
k

kkz
ikikic

zi

iiz αβ
β

αβαβ

,  
2

2
0

αβπ −+
=c . 

12.Piemērs: Atrast ∫ −
=

2

0 cos45

π

x
dxI . 

Pēc formulas (2.26) 
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                  ∑
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

+−
−=

k
kz

zi

iiz

zz
siI ;

2
exp

4
exp

4
exp

ln
252

1Re 02 π

ππ

. 

Singulārie punkti šajā gadījumā ir 21 =z , 
2
1

2 =z  (abi vienkāršie poli) un ∞=z . 

Rezidijs punktā  ir 0 , tādēļ ∞=z

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

1
2

exp2

4
exp2

4
exp

ln
2

2
exp

4
exp

4
exp2

ln
3 00 i

ii

i

ii
iI

π

ππ

π

ππ

    (2.27) 

Ievērojot formulu wiww 00 arglnln +=  un to, ka abas izteiksmes formulā (2.27) 

aiz  zīmes ir kompleksi saistītie skaitļi, iegūst: 0ln

                
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=

2
23

2
2arg

2
23

2
2arg

3
1

00
iiI .   (2.28) 

Atrodam atbilstošās  vērtības, un no (2.28) iegūstam 0arg

     ( ) ( )[ ] ( )
3

22
3
133

3
1

cos45

2

0

ππππ

π

−=−⋅=+−+−=
−

= ∫ arctgarctg
x

dxI . 

Šajā nodaļā aplūkotie 5 noteikto integrāļu veidi nebūt nav vienīgie, kuru 

atrašanai var pielietot rezidijus. Plašāku ieskatu un daudzus citus integrāļu piemērus 

var atrast grāmatās [ 2, 3, 5]. 
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3. Rezidiju lietojumi rindu parciālsummu vai summu aprēķināšanā. 

 

 Rindu parciālsummu vai summu aprēķināšanā ar rezidijiem, par pamatu kalpo 

līdzīga shēma kā integrāļiem. Apskata kontūrintegrāli ( )dzz
C
∫Φ  un tā vērtību aprēķina 

divejādi: izmantojot rezidijus un sadalot integrācijas kontūru  vairākos kontūros 

. Vēlams integrācijas kontūru  (vai arī funkciju 

C

nCCC ,...,, 21 C ( )zΦ ) izvelēties atkarīgu 

no viena vai vairākiem parametriem, pēc kuriem pāriet uz robežu vienādībā: 

( )[ ] ( )dzzzzsi
n

m Ck
k

m

∑ ∫∑
=

Φ=Φ
1

;Re2π .       (3.1) 

Ja vienādības (3.1) kreisajā pusē ir meklējama summa (vai rindas summa), bet 

integrāļus (3.1) labajā pusē pēc robežpārejas var aprēķināt, tad mērķis ir sasniegts. 

Vajadzības gadījumā šo metodi varam kombinēt ar citām metodēm, piemēram, dažus 

integrāļus vienādības (3.1) labajā pusē aprēķināt ar rezidijiem, vai arī vienam no 

integrāļiem vienādības (3.1) labajā pusē zemintegrāļa funkciju attīstīt rindā, integrēt 

pa locekļiem un iegūt meklējamo rindu, savukārt pēdējos integrāļus un summu 

vienādības (3.1) kreisajā pusē aprēķināt ar citām metodēm. Atsevišķos gadījumos ir 

lietderīgi sadalīt summu vienādības (3.1) kreisajā pusē vairākās, no kurām viena ir 

meklējama, bet otru (vai pārējās) var atrast ar citiem paņēmieniem. 

Summējot rindas vai aprēķinot parciālsummas ar rezidiju palīdzību svarīgākā 

nozīme ir funkcijas Φ  un kontūra  izvēlei. Līdzīgi kā integrāļu aprēķināšanā, arī 

šeit vispārīga algoritma, kā izvēlēties funkciju 

C

Φ  un kontūru C , nav, tādēļ aplūkosim 

tikai atsevišķus summu vai rindu tipus, kuriem rezidiju izmantošana ir efektīva. 

Formulēsim dažas būtiskākās teorēmas. 

Teorēma 3.1 

Ja funkcija  ir meromorfa vaļējā kompleksā plaknē  un apmierina 

nosacījumus: 

f C
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1) neviens no  poliem  nav vesels skaitlis; ( )zf saaa ,...,, 21

2) eksistē tādu slēgtu kontūru virkne , kurai, ja nC +∞→n , 

+∞→=
∈

ξ
ξ nCnr min , bet ( ) 0

sin
→∫ dz

z
zf

nC π
, tad 

    ( ) ( ) ( ) .;
sin

Re1
1
∑∑
=

+∞

−∞=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=−

s

k
k

n

n

a
z

zfsnf
π

π       (3.2) 

 Piezīme. Teorēma paliek spēkā arī tad, ja kāds no poliem  ir vesels 

skaitlis, piemēram , tikai tādā gadījumā, vienādības (3.2) kreisajā pusē ir 

summa , bet labā puse paliek iepriekšējā, tikai, protams, punktā 

saaa ,...,, 21

mak =

( ) (nf
n

mn
n
∑
+∞

≠
−∞=

−1 ) kaz = , 

kas reizē ir arī funkcijas  pols, f mainās pola kārta funkcijai ( )
z

zf
πsin

. Līdzīgi arī 

gadījumos, kad vairāki  ir veseli skaitļi. ja

Teorēma 3.2 

Ja teorēmas 3.1 formulējumā integrāli ( )
z

dzzf
nC πsin∫  aizvieto ar ( ) zdzctgzf

nC

π∫ , tad 

    .      (3.3) ( ) ( )[∑∑
=

+∞

−∞=

−=
s

k
k

n

azctgzfsnf
1

;Re ππ ]

]

 Arī šajā teorēmā, ja kāds no meromorfās funkcijas poliem  ir vesels skaitlis, 

piemēram, , tad formulas (3.3) vietā iegūst 

ka

ma j =

    ,      (3.4) ( ) ( )[∑∑
=

+∞

≠
−∞=

−=
s

k
k

mn
n

azctgzfsnf
1

;Re ππ

kur jāņem vērā, ka punkts mz =  funkcijai ( ) zctgzf π  ir augstākas kārtas pols nekā 

funkcijai . f
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Teorēma 3.3 

Ja teorēmas 3.1 formulējumā integrāli ( )
z

dzzf
nC πsin∫  aizvieto ar ( ) dz

z
zf

nC
∫

2
cosπ

 un poli 

 nav veseli nepāra skaitļi, tad saaa ,...,, 21

    ( ) ( ) ( )∑∑
=

∞+

−∞=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+−
s

k
k

n

n a
z

zfsnf
1

;

2
cos

Re
2

121
π

π .     (3.5) 

Teorēma 3.4 

Ja teorēmas 3.1 formulējuma integrāli ( )
z

dzzf
nC πsin∫  aizvieto ar ( ) dzztgzf

nC 2
π

∫ , tad 

    ( ) ( )∑∑
=

+∞

−∞=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+

s

k
k

n
aztgzfsnf

1
;

2
Re

2
12 ππ .      (3.6) 

Pieņemsim, ka ( )
( )zQ
zP

m

n  ir racionāla funkcija, 1≥− nm  un tās poli 

. Tad par  var izraudzīties funkcijas msaaa s ≤,,...,, 21 ( )zf
( )
( )zQ
zP

m

n  , ( )
( ) ππ <<− x
zQ

xzzP

m

n ,
sin , 

( ) ( )
( ) ππ <<− x
zQ

ixzzP

m

n ,
exp , ( ) ( )( )

( ) π
π

20,
exp

<<
−

x
zQ

xizzP

m

n , kuras apmierina teorēmas 3.1 

nosacījumus, un katrai no šīm funkcijām iegūst noteiktu summas aprēķināšanas 

formulu: 

1) ( ) ( )
( )

( )
( ) ππ

π
π <<−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=− ∑∑

=

+∞

−∞=

xa
zzQ

zP
s

kQ
kP s

k
k

m

n

m

n
k

k

,;
sin

Re1
1

;    (3.7) 

2) ( ) ( )
( )

( )
( ) ππ

π
π <<−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=− ∑∑

=

+∞

−∞=

xa
zzQ

xzzP
skx

kQ
kP s

k
k

m

n

m

n
k

k

,;
sin
sin

Resin1
1

;   (3.8) 

3) ( ) ( )
( )

( )
( ) ππ

π
π <<−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=− ∑∑

=

+∞

−∞=

xa
zzQ

xzzP
skx

kQ
kP s

k
k

m

n

m

n
k

k

,;
sin
cos

Recos1
1

;   (3.9) 
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4) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ππ
π

π <<−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=− ∑∑

=

+∞

−∞=

xa
zzQ

ixzzP
sikx

kQ
kP s

k
k

m

n

m

n
k

k

,;
sin

exp
Reexp1

1
;  (3.10) 

5) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) π
π

π
π 20,;

sin
exp

Reexp1
1

<<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=−− ∑∑

=

+∞

−∞=

xa
zzQ

zxizP
sikx

kQ
kP s

k
k

m

n

m

n
k

k
. (3.11) 

Teorēma 3.5 

Ja  ir  un ( ) ( )zzRzf sin,cos= zsin zcos  racionāla funkcija, kurai piemīt īpašības: 

1) funkcijai  nav polu uz reālās ass; ( )zf

2) , ja ; ( ) 0→zf ±∞→zIm

3) joslā δπδ −<<− 2Re z , kur 
n
πδ <<0 , funkcijai ( )zf  ir poli , tad maaa ,...,, 21

( )∑∑
=

−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ m

k
k

n

k
azctgzfsn

n
kf

1

1

0
;

2
Re

2
2 ππ .     (3.12) 

 Līdzīgi kā iepriekšējām teorēmām, tā paliek spēka arī tad, ja daži (vai visi) no 

poliem  atrodas uz reālas ass, bet nesakrīt ar funkcijas maaa ,...,, 21 2
zctg π  poliem 

taisnstūra apgabalā . Ja kāds no šiem poliem, piemēram, D
n
lz 2

=  sakrīt ar funkcijas 

2
zctg π  poliem apgabalā , tad formulas (3.12) kreisajā pusē summā šo saskaitāmo 

 atmet.  

D

lk =

Aplūkosim piemērus. 

1.Piemērs. Aprēķināt summu ( ) 0,1
22 ≠

++
−

= ∑
+∞

−∞=

a
aann

S
n

n

.  

Šajā gadījumā rezidiji jāaprēķina divos 1.kārtas polos ( 31
21 iaz −−= ) un 

( 31
22 iaz +−= ). Pēc formulas (3.7), pieņemot ka , iegūstam: 0>a
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( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

++
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

++
−= 31

2
;

sin
1Re31

2
;

sin
1Re 2222 ia

zaazz
sia

zaazz
sS

ππ
π  

     
( ) ( )

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=
31

2
sin

1

31
2

sin

1
3 iaiaia ππ

π  

( )
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=
31

2
sin

1Im
3

2

iaa π
π  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
3

2
sin3

2
3

2
cos2

22 ashaa

asha

ππ

πππ
. 

Pēc permanences principa (analītiskām funkcijām visas identitātes, kas 

pierādītas reālā mainīgā gadījumā, ir pareizas arī kompleksā plaknē) formula ir 

pareiza arī kompleksiem . 0≠a

2.Piemērs. Aprēķināt summu ∑
+∞

= +
=

0
22

cos
n an

nxS ,   ππ <<−≠∈ xaRa ,0, . 

Summu pārveidosim tā, lai varētu pielietot formulu (3.11). Ievērojot, ka aiz 

summas zīmes ir pāra funkcija attiecībā pret  un šīs funkcijas vērtība ir n 2

1
a

, ja 0=n , 

iegūstam:  ∑
+∞

−∞= +
+=

n an
nx

a
S 222

cos
2
1

2
1 . 

Pēc formulas (3.11): 

       ( )( )
( )

( )( )
( ) =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
−= ia

zaz
xizsia

zaz
xizs

a
S ;

sin
expRe;

sin
expReRe

22
1

22222 π
π

π
ππ  

        ( )( ) ( )( ) ( )( )
aash

xach
aash

xa
ash

xa
aa π

ππ
π
π

π
ππ

22
1expexpRe

42
1

22

−
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

+= . 

3.Piemērs. Aprēķināt summu  ∑
+∞

=

=
1

3

sin
k k

kxS , π<< x0 . 

Formulu (3.11) tieši izmantot nevar, jo punktā 0=z  funkcijai ir pols. Saskaņā 

ar piezīmi teorēmai 3.1, meklējamā summa pēc formulas (3.11) būs šāda: 
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    ( )( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

== ∑
+∞

≠
−∞=

0;
sin

expReIm
2

sin
2
1

3

0

3 zz
xizs

k
kxS

k
k π

ππ , 

jo formulā (3.11) ( ) 3

1
z

zR =  un vienīgais funkcijas R  pols ir 0=z . Aprēķinot rezidiju 

4.kārtas polā  pēc formulas (1.11 ) iegūstam: 0=z

    ( )[ ] ( )[ ]
=

′ ′′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
′ ′′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
→→ z

xzz
z

xizzS
zz π

ππ
π
ππ

sin
sinlim

12sin
explimIm

12 00
 

       [ ]′ ′′−=
→

zzxctgzzxz
z

ππ sincoslim
12 0

. 

Lai aprēķinātu robežu, izteiksmi kvadrātiekavās attīstīsim Maklorēna rindā, 

izrakstot atklātā veidā rindu locekļus, kas satur  pakāpes līdz trešajai pakāpei 

ieskaitot, kā arī izmantosim formulu 

z

( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= 4

22

20 2
21 zOzBBzzctg π

π
π , kur 10 =B , 

6
1

2 =B  -  Bernulli skaitļi: 

    =
′ ′′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=

→

222
3323

0 !2
4

1
!3

1
!2

lim
12

π
π

π z
BxzzxxzzS

z
KK  

       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

′ ′′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−=

→
xBxxxzBzxzx

z
π

π
ππ

π
π

2

32
3

2

3332

0
2

622
2

62
lim

12
.  

Tā kā Bernullī skaitlis 
6
1

2 =B , tad  

    
6412

223 xxxS ππ
+−= . 

Attīstoties skaitļošanas tehnikai, mūsdienās rezidiju lietošana rindu 

parciālsummu vai summu aprēķināšanā vairs nav tik aktuāla. Arī apskatīto piemēru ar 

datorprogrammas palīdzību var ļoti vienkārši atrisināt un pārbaudīt iegūto rezultātu. 

Taču atsevišķos gadījumos kompleksās analīzes metodes var izrādīties efektīvākas. 
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Atzīmēsim divus gadījumus, kuros ir lietderīga analītisku summēšanas metožu 

lietošana: 

1) Rindas koeficienti ir atkarīgi no parametriem un summas īpašību analīze, 

lietojot skaitliskās metodes, kļūst sarežģīta. 

2) Rindas ir vairākkārtīgas vai arī satur integrāļus (bieži sastopamas fizikā). 

Šādos gadījumos kompleksās analīzes lietošana sevi attaisno ar ievērojami uzlabotu 

tālāko aprēķinu precizitāti. 
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4.Rezidiju lietojumi citu uzdevumu risināšanā. 

 

Kā pārliecināsimies šajā nodaļā, rezidiju lietojumi nebūt neaprobežojas tikai ar 

integrāļu un parciālsummu vai summu atrašanu. Aplūkosim piemērus, kuros, iegūtā 

rezultāta pamatošanai, ērti izmantot tieši rezidiju teoriju. 

1.Piemērs. Pieņemsim, ka ,  un  ir brīvi izraudzīti kompleksi skaitļi 

(protams, tie var būt arī reāli), - nenegatīvs vesels skaitlis,  un  ir šāda 

summa: 

nzzz ,,, 21 K 2≥n x

m nm ≤ mS

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ).121

23212

2

13121

1

−−−−
−

+

+
−−−

−
+

−−−
−

=

nnnn

m
n

n

m

n

m

m

zzzzzz
xz

zzzzzz
xz

zzzzzz
xz

S

K
K

K
KK

   (4.1) 

Pierādīt, ka visiem reāliem vai kompleksiem : x

a) , ja ; 0=mS 2−≤ nm

b) , ja ; 1=mS 1−= nm

c) mxzzzS nm −+++= K21 , ja . nm =

Pierādījums. a) Aplūko polinomu  un funkciju ( ) ( )k

n

k
n zzzP −=∏

=1

( ) ( )
( )zP
xzzf

n

m−
= . 

Aprēķinot ( ) ( )[ ]∫ ∑ ==
=C

m

n

k
k Szzfsdzzf

i 1

;Re
2
1
π

, iegūstam doto summu .  mS

Tiešām, ( )
( )

( )[ ] ( )
( )∑ ∑∑

= ==
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
==′

−
=

n

k

n

k
k

n

m

k

n

k
kn

m
k

m z
zP
xzszzfs

zP

xz
S

1 11

;Re;Re , jo funkcijai ( )zf  

vienīgie singulārie punkti C  plaknē ir vienkāršie poli . nzzz ,,, 21 K

Pēc teorēmas 1.3 

( )
( )

( )
( )∑

=

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∞

− n

k
mk

n

m

n

m

Sz
zP
xzs

zP
xzs

1
;Re;Re .     (4.2) 
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Lai atrastu ( )[ ]∞;Re zfs , attīstīsim ( )zf  Lorāna rindā ∞=z  apkārtnē un noteiksim 

koeficientu . Pēc Ņūtona binoma formulas: 1−c

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
+−=− 32

2 1
!2

11
z

O
z

xmm
z

mxzxz mm .     (4.3) 

Savukārt, pēc Vjeta formulām: 

( ) ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

+++
−=−∏=

∑
≥
=

= 32

1,
21

1

11
z

O
z

zz

z
zzz

zzzzP

n

jk
kj

jk

nn
k

n

k
n

K .    (4.4) 

Dalot gan skaitītāju, gan saucēju ar , iegūstam: nz

.2
21

2
21

2

1

2
21

2

11

1111

1111

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−+++
+=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

+++
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

+++
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

−

−

−
−

z
O

z
mxzzz

z

z
O

z
zzz

z
O

z
mxz

z
O

z
zzz

z
O

z
mxz

nnm

nnm

nnm

K

K

K

     (4.5) 

No (4.5) atrodam, ka gadījumā, ja 2−≤ nm , ( )[ ] 0;Re =∞zfs ⇒ 0=mS . Apgalvojums a) 

ir pierādīts. 

b) Ja , no (4.5) izriet, ka 1−= nm ( )[ ] 11;Re 1 =⇒−==∞ − mSczfs . Apgalvojums b) ir 

pierādīts. 

c) Ja , no (4.5) izriet, ka nm =

( )[ ] ( ) nxzzzSnxzzzzfs nmn −+++=⇒−+++−=∞ KK 2121;Re . 

Līdz ar to visi trīs apgalvojumi a), b), un c) ir pierādīti. 

 Ievietojot 0=x (jo iegūtās vienādības ir spēkā katram ), iegūsim šādas trīs 

vienādības:  

x

1) 
( )

∑
=

=′

n

k
kn

m
k

zP

z
1

0 , 20 −≤≤ nm , - vesels skaitlis;      (4.6) m
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2) 
( )

∑
=

−

=′

n

k
kn

n
k

zP

z
1

1

1;           (4.7)              

3) 
( )

∑
=

+++=′

n

k
n

kn

n
k zzz
zP

z
1

21 K .         (4.8) 

1.Sekas. No (4.6) seko, ka katram polinomam ( )zQm , kura pakāpe ir mazāka vai 

vienāda ar  un , ir pareiza vienādība: 2−n ( ) ( )k

n

k
n zzzP −=∏

=1

( )
( )

∑
=

=′

n

k
kn

km

zP

zQ
1

0 .        (4.9) 

2.Sekas. No (4.7) seko, ka katram polinomam ( )zQn 1−  un , ir pareiza 

vienādība: 

( ) ( )k

n

k
n zzzP −=∏

=1

( )
( )

∑
=

− =′

n

k
kn

kn c
zP

zQ
1

0
1 ,       (4.10) 

kur - polinoma 0c ( )zQn 1−  koeficients pie . 1−nz

3.Sekas. No (4.8) seko, ka katram polinomam ( ) nn
nn

n czczczczQ ++++= −
−

1
1

10 K un 

, ir pareiza vienādība: ( ) ( )k

n

k
n zzzP −=∏

=1

( )
( )

(∑
=

++++=′
⋅n

k
n

kn

kn czzzc
zP

zQc
1

1210
0 K ) ,    (4.11) 

kur  - polinoma 0c ( )zQn  koeficients pie , bet - polinoma  koeficients pie 

. 

nz 1c ( )zQn

1−nz

2.Piemērs. Pieņemsim, ka ,  un  ir brīvi izraudzīti dažādi kompleksi 

skaitļi (protams, tie var būt arī reāli), - nenegatīvs vesels skaitlis. 

Nzzz ,,, 21 K 2≥N x

m

Noteikt, kāda pakāpe ir polinomam 
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( ) ( )
( )

∑
=

+

′
−

=
N

k
kN

mN
k

zP

xz
xS

1
, ,     (4.12) ( ) ( )∏

=

−=
N

k
kN zzzP

1

un kāds ir polinoma ( )xS  koeficients pie augstākās  pakāpes? x

Atrisinājums. Aplūko polinomu ( )zPN  un funkciju ( ) ( )
( )zP

xzzf
N

mN+−
= , kā arī 

kontūrintegrāli ( )∫
C

dzzf
iπ2

1 , kur - riņķa līnija, kurā atrodas visas polinoma C ( )zPN  

saknes - . Šādu riņķa līniju var atrast, jo polinoma  sakņu skaits ir 

galīgs. 

Nzzz ,,, 21 K ( )zPN

 Pēc Košī rezidiju teorēmas (skat. teorēmu 1.1), aplūkojamais kontūrintegrālis ir 

vienāds ar . Tātad ( )[∑
=

N

k
kzzfsi

1
;Re2π ]

( ) ( )[ ] ( )
( )

( )∫ ∑ ∑
= =

+

=′
−

==
C

N

k

N

k
kN

mN
k

k xS
zP

xz
zzfsdzzf

i 1 1
;Re

2
1
π

.   (4.13) 

Pēc teorēmas 1.3 ( ) ( )[ ] 1;Re −−=∞−= czfsxS . Savukārt, lai noteiktu koeficientu , 

attīstīsim funkciju  Lorāna rindā punkta 

1−c

( )zf ∞=z  apkārtnē: 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

+
+

N
NN

mN
mN

z
a

z
a

z
a

z

z
xz

zf
K2

211

1
.      (4.14) 

Pārrakstot formulā (4.14) skaitītāju pēc Ņūtona binoma formulas un saīsinot ar , 

iegūsim: 

Nz

( )
( ) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

−
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⎟
⎠
⎞

⎜
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⎟
⎟
⎠
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⎜
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⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
∑∑
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=

−
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+

=
+

N
N

mN

k

kmkk
mN

k

N
N

kmN

k

k
mN

km

z
a

z
a

z
a

zxC

z
a

z
a

z
a

z
xCz

zf
KK 2

21

0

2
21

0

1

1

1

1

,  (4.15) 

kur  - konstantes, kuras var atrast pēc Vjeta formulām, bet - nozīmē 

kombināciju skaitu. 

Naaa ,,, 21 K C

- 43 - 



 Pasvītrosim, ka mūs interesē tikai koeficients , kas faktiski ir rezidijs. Lai 

atrastu šo koeficientu  pie  pakāpes, izmantosim 

1−c

1−c 1−z nenoteikto koeficientu metodi. 

 Pieņemsim, ka  ir šādā formā: ( )zf

( ) N
N

m
m

m
m zAzAzAzAzAzf −

−
−

−
−

− ++++++= KK 1
1

0
0

1
1 ,  (4.16) 

kur - nenoteiktie koeficienti. Nmm AAAAA −−− ,,,,,, 101 KK

No formulas (4.16) atrodam, ka koeficients pie  pakāpes ir . Lai atrastu šo 

nenoteikto koeficientu, ievietosim formulu (4.16) formulā (4.15). Rezultātā iegūsim: 

1−z 1−A

( ) km
mN

k

kk
mN

k
N
NN

N
m

m
m

m zxC
z
a

z
a

z
azAzAzAzAzA −

+

=
+

−
−

−
−

−
− ∑ −=++++++++++

0
2
211

1
0

0
1

1 1)1)(( KKK

                                                                                                                      (4.17) 

 Salīdzināsim  pakāpes formulas (4.17) kreisajā un labajā pusē. Acīmredzami, 

ka augstākā  pakāpe ir , kuru kreisajā vienādības (4.17) pusē iegūst  reizinot      

ar 1, savukārt, labajā pusē – ievietojot 

z

z mz mA

0=k . Salīdzinot koeficientus pie  

vienādības (4.17) kreisajā un labajā pusē, secinam, ka 

mz

1=mA . Līdzīgi, salīdzinot 

pārējās  pakāpes, veidosies trīsstūrveida vienādību sistēma, kur katrs nenoteiktais 

koeficients , 

z

LA NmmL −−= ,,1, K  izsakāms ar iepriekšējiem nenoteiktajiem 

koeficientiem: 

( )

K

K

LK

111
121101

1

22
2112

2

1
11

1

11

1

1

11

++
+

+
+−
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+−−
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⋅⋅−=⋅++⋅+⋅+⋅

⋅=⋅+⋅+⋅

⋅−=⋅+⋅

=⋅
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mN

m
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mNmmm
m

mNmm
m

m
m

xCaAaAaAAz

CxaAaAAz

CxaAAz

Az

                        (4.18) 

kur  - konstantes, kuras ir atrodamas pēc Vjeta formulām. Naaa ,,, 21 K
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Izsakot no formulas (4.18) mūs interesējošo koeficientu , iegūsim: 1−A

( ) ( )xQCxA m
mN

mm −⋅⋅−= +
+

++
−

111
1 1 ,     (4.19) 

kur . ( ) 12110 +⋅++⋅+⋅= mm aAaAaAxQ K

 Ņemot vērā to, pēc kādas shēmas tiek pakāpeniski atrasti nenoteiktie 

koeficienti, kā arī, ievērojot, ka katrs iepriekšējais nenoteiktais koeficients ir par 

vienu pakāpi zemākas kārtas polinoms attiecībā pret , nekā tam sekojošais, secinam, 

ka vienādībā (4.19) polinoma  pakāpe nepārsniegs . Tātad dotā polinoma 

x

( )xQ m ( )xS  

pakāpe ir , un koeficients pie tās ir 1+m ( ) 111 +
+

+ ⋅− m
mN

m C , kur - kombināciju skaits. C

Atbilde.  ir  pakāpes polinoms un ( )xS 1+m ( ) ( ) K+⋅⋅−= ++
+

+ 1111 mm
mN

m xCxS . 

3.Piemērs. Atrisināt vienādojumu: 

( )
( )

∑
=

=′
−N

k
kN

N
k

zP

xz
1

0 ,       (4.20) 

ja  ir polinoma  nulles, kuras visas ir vienkāršas. kz ( )zPN

 Izmantojot 1.piemēra c) rezultātu, iegūstam vienādību: 

( )
( )

∑
=

=−+++=′
−N

k
N

kN

N
k Nxzzz

zP

xz
1

21 0K .    (4.21) 

No formulas (4.21) atrodam, ka 
N

zzz
x N+++
=

K21 . 

Atbilde. Vienādojumam (4.20) ir tikai viena sakne – skaitļu  vidējais 

aritmētiskais, kaut arī vienādībā (4.20) formāli ir -tās pakāpes polinoms. 

Nzzz ,,, 21 K

N

4.Piemērs. Atrisināt vienādojumu: 

( )
( )

∑
=

+

=′
−N

k
kN

N
k

zP

xz
1

1

0 ,       (4.22) 

ja  ir polinoma  nulles, kuras visas ir vienkāršas. kz ( )zPN
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 Vienādojuma (4.22) atrisinājums, izmantojot 2.piemērā aplūkoto nenoteikto 

koeficientu metodi, reducējas uz kvadrātvienādojuma 

02
2

1
1

11
2

1
2 =−+⋅⋅+⋅ ++ aaCxaCx NN ,    (4.23) 

kur , , - kombināciju skaits, atrisināšanu. Nzzza +++= K211 ∑
≥
=

⋅=
N

jk
kj

jk zza
1,

2 C

Vienādojuma (4.23) saknes atrod pēc parastām kvadrātvienādojuma sakņu formulām. 

Sīkāk tās neizrakstīsim. 
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Nobeigums. 

 

Diplomdarba 4.nodaļā, apskatot kombinatorās summas, netika aplūkots 

gadījums, kad viena vai vairākas polinoma ( )zPN  saknes ir vienādas. Šādā gadījumā 

rezidijs jārēķina augstākas kārtas polos, kas, protams, ievērojami sarežģī aprēķinus. 

Izvēršot pētījumus šajā jomā, būtu iespējams iegūt jaunus, varbūt pat ļoti nozīmīgus 

rezultātus. 

Ļoti iespējams, ka aplūkotie kombinatoriskie polinomi ir saistīti ar 

simetriskiem polinomiem attiecībā pret , jo tos atrod pēc Vjeta formulām, 

kurās ir simetriskie polinomi. Arī šajā virzienā ir iespējas turpināt pētījumus. 

Nzzz ,,, 21 K

Darbā netika apskatīti rezidiju lietojumi meromorfo un veselo funkciju teorijā, 

kā arī logaritmiskais rezidijs, kuru parasti lieto vienādojuma sakņu skaita noteikšanai. 
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