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Anotacija

Darba tiek aplukots, ka uz kvantu datora iesp&jams paatrinat zinamus parametrizétus
algoritmus problémam “Closest string”, “Cluster vertex deletion”, “Cluster editing”, “Vertex
cover” un “Longest path” problému risinajumiem, ka ari to uzlabosana kvantu datoram,

izmantojot kvantu algoritmus meklésanas koka apstaigasanai un dinamiskai programmeésanai.

Ir paradits, ka izveidot kvantu algoritmus “Cluster vertex deletion” problémas
risinajumam ar laika sarezgitibu 0(1.7321% vk n®) un “Vertex cover” problémai ar laiku
0(1.175% k°® + n/m), kas ir labak, neka labakajiem zinamajiem algoritmiem ar laiku
0(1.9102%(n + m)) un 0(1.2738% + kn), attiecigi. Ka arT ir paradits, ka izveidot kvantu
algoritmus “Closest string” problémai ar laiku 0 (kL + k2d3/2,/(d + 1)4),“Cluster editing”
problémai ar laiku 0(1.7321% vk n®) un “Longest path” problémai ar laiku
0((1.72 74\/E)kn0(1)), kas nav labak, neka atrakiem pazistamiem algoritmiem ar laiku
O(Lk + kd(|Z] — 1)¢ - 23254) 0(1.62% + m + n)) un 0 (2% - poly(n, k)), attiecigi.

Atslégvardi: Closest string, Cluster vertex deletion, Cluster editing, Vertex cover, Longest

path, kvantu algoritmi, parametrizéti algoritmi.



Abstract
PARAMETRIZED ALGORITHMS SPEED UP FOR QUANTUM COMPUTERS

In this work few parametrized algorithms for solving “Closest string”, “Cluster vertex
deletion”, “Cluster editing”, “Vertex cover” and “Longest path” problems are described, as
well as their improvements for quantum computer, using quantum backtracking algorithm for

solution three and quantum algorithm for dynamic programming.

There are shown, how to create quantum algorithms for “Vertex cover” problem
solving with time complexity 0(1.175% k°® + ny/m) and for “Cluster vertex deletion” with
time 0(1.7321%V/k n®), improving best known classical algorithms with time
0(1.2738% + kn) and 0(1.9102%(n + m)) respectively. Also, there are shown, how to
create quantum algorithms for “Closest string” with time O (kL + k?d3/2,/(d + 1)4), for
“Cluster editing” with time 0 (1.7321%Vk n®) and for “Longest path” with time
0((1.7274\/E)kn0(1)), comparing to best known classical algorithms with time
O(Lk + kd(|Z] — 1)@ - 23259) (1.62F + m + n)) and 0(2* - poly(n, k)) respectively.

Keywords: Closest string, Cluster vertex deletion, Cluster editing, Vertex cover, Longest

path, quantum algorithms, parametrized algorithms, backtracking.
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IEVADS

“Closest string”, “Cluster vertex deletion”, “Cluster editing”, “Vertex cover” un
“Longest path” ir pazistamas NP-pilnas problémas, [idz ar to viniem nav zinams efektivs
risinajums. Viens no veidiem, ka uzkonstruét efektivu algoritmu, ir izmantot parametrizétus
algoritmus, kuri izmanto papildus parametru k, kur$ ierobezo doto problému. Par
parametriz&tu algoritmu sauksim algoritmu ar izpildes laiku f (k) * n¢, kur ¢ ir konstante,
neatkariga no k un n. Tadu algoritmu labums ir, ka risinajuma laiks polinomiali atkarigs no n.
Darba tiek aprakstiti parametrizeti algoritmi “Closest string”, “Cluster vertex deletion”,
“Cluster editing” un “Vertex cover” problémam, kuri sava darba laika konstru€ meklésanas
kokus ar izméru f(k), ka arT parametrizéts algoritms “Longest path” problémai, kur§ izmanto
dinamisku programmeésanu. Pagaidam vél nav daudz rezultatu par kvantu parametrizetajiem

algoritmiem, tap&c tas ir liels lauks pétisanai.

Liela kvantu datoru priekSrociba ir tas, ka vairakie algoritmi uz tiem strada ar labaku
laika sarezgitibu, neka klasiskiem datoriem. Viens no pazistamakajiem kvantu algoritmiem ir
Grovera algoritms meklesanai datubazg[6]. Algoritmus, kuri izmanto mekléSanas kokus, ir
iesp&jams butiski paatrinat, izmantojot kvantu algoritmu [2], kur§ apstrada mekléSanas koku
laika O(v/Tn3/?). Sis algoritms palidzés samazinat f (k) eksponencialo funkciju. Dinamisku
programmeésanu arT ir iesp&jams kvantiski paatrinat [4]. Darbs ir fokuséts uz
eksponentfunkcijas bazes samazinasanu, lai minimiz&tu algoritmu laika sarezgitibu. Atminas

pieprasijums algoritmiem darba ietvaros netiek apskatits.

Katrai problémai ir noradita ta definicija, p&c tam ir aprakstiti klasiskie algoritmi

risinajumam. Beigas ir aprakstits, ka pielagot klasisko algoritmu kvantu uzlabojumam.



1. INSTRUMENTI

1.1. Parametrizeti algoritmi

Parametriz&ts algoritms — ir algoritms ar darba laiku f (k) - n¢, kur c ir konstante,
neatkariga no n un k. Svariga ipasiba tadiem algoritmiem ir, ka vinu laika sarezgitiba ir
polinomiali atkariga no n. Parametriz&tus algoritmus meklé tad, kad vispariga gadijuma

labakais zinamais atrisindgjums nav polinomiala laika.

1.2. Koka apstaigasanas kvantu algoritms

Raksta [2] tika atrasts kvantu algoritms, ar kura palidzibu ir iesp&jams uzlabot

mekléSanas koka apstaigasanas laiku, jeb paatrinat to. Kvantu algoritms var noteikt, vai
mekléSanas grafa eksisté true lapa izmantojot 0(\/7"1_11 log i) pieprasijumus melnas kastes
funkcijam, kur T; un n ir mekl&$anas koka izmérs un dzilums, bet 1 — € ir pareizas atbildes
varbiitiba. Talak darba logi dala nebiis noradita laika sarezgitiba, jo liclais O to paslépj ka

konstanti. Lai izmantot kvantu algoritmu, mums janodroSina, ka:

1) Ir pieejama sakne s meklésanas kokam 7.

2) Ir pieejama melnas kastes funkcija, kura, sanemot virsotni v, atgriez tas bérnu skaitu
d(v).

3) Ir pieejama melnas kastes funkcija, kura, sanemot virsotni v un i € [d(v)], atgriez
virsotnes v i-to bérnu.

4) Visas virsotnes koka atbilst dalg¢jam uzdevuma atrisinajumam.

5) Koka sakne atbilst tuk§am risinagjumam.

6) Virsotnes v, berni v, atbilst iespgjamam dal&ja risinajuma x paplasinajumiem y, kurus

mekl&Sanas algoritms var parbaudit, taja seciba, kura algoritms tas, parbaudis.
Turklat mums ir jadefing melnas kastes funkcija, kura katrai meklésanas koka virsotnei:

1) Atgriez true, ja virsotne ir mekl€Sanas koka lapa kura atbilst problémas veiksmigam
atrisinajumam.

2) Atgriez false, ja virstne ir mekléSanas koka lapa, kura neatbilst problémas
veiksmigam atrisinajumam.

3) Atgriez indeterminate citadi.



1.3. Kodolizacija

Kodolizacija (kernelization) — ir process, kurs orientéts uz sakotnéjas problémas
samazinasanu, izmantojot dazadas redukcijas uzdevuma datu kopai. Kodolizacijas laika
risinas problémas “vieglaka” dala, lai p&c tam reducét to uz sarezgitu problému — “kodolu”.
Gandriz visiem darba aprakstitam problémam meés gribam pasa sakuma, polinomiala laika
samazinat virsotnu un $kautnu skaitu grafam un tikai tad risinat problému ar eksponencialo

laiku, izmantojot risinajuma mekl&sanas koku.
1.4. Grovera mekléSana

[6] Ir dots masivs x4, X3, X3, ... X, € {0,1} un melna kaste, kura, pavaicajot indeksu i,
atgriez x; vertibu. Grovera mekl&$ana ir kvantu algoritms, kas atrod indeksu i, kuram x; = 1
vai pasaka, ka tads elements neeksisté. Funkcijas laika sarezgitiba ir O (v/n).

1.5. Amplitidas amplifikacija

[7] Pien@msim, ka mums ir varbutisks algoritms, kas atgriez 0, kad atbilde ir O un, ar

varbitibu p atgriez 1, kad atbilde ir 1. Var pieradit, ka, lai dabiitu pareizo atbildi, pietiek

atkartot algoritmu vidgji % reizes. Amplitadas amplifikacija parveido to par kvantu algoritmu,

kuram nepiecieSami tikai O (\/%) atkartojumi.



2. IEPRIEKSEJIE REZULTATI

Saja nodala aprakstitas bakalaura darba autora iepriek3gjie rezultati, kas iegiti kursa

darba ietvaros [5].
2.1. “Vertex cover” probléema

Mums dots grafs G ar n virsotném un m Skautném. Kopa S < V(G) tiek saukta par
“vertex cover”, ja katrai grafa G Skautnei vismaz viens galapunkts atrodas kopa S.
“K-vertex cover” probléma mums ir dots grafs G un vesels skaitlis k, un uzdevums ir noteikt,

vai eksisté “vertex cover” ar izméru ne lielaku par k.

Kursa darba aprakstiti tris klasiskie algoritmi [1], kuri risina $o problému laika
0(2% - k-n),0(1.6181% - k? + nv/m) un 0(1.4656" - k + ny/m). Visi algoritmi ir
parametriz&ti p&c k un izmanto risinajuma mekl€Sanas kokus. Ar punkta 1.2. noradito kvantu
algoritma palidzibu bija iegiiti kvantu algoritmi ar laika sarezgitibu O(ﬁk k3/% n),
0(1.272% k5/2 + nvm) un 0(1.211% k32 + n,/m). Pedgjo divu kvantu algoritmu laika

sarezgitiba ir labaka, neka atrakam pazistamam algoritmam ar laiku 0(1.2738% + kn)[3].

2.2. “Feedback vertex set” probléema

Neorientétam grafam G kopu X < V(G) sauksim par “feedback vertex set”, ja G — X ir
aciklisks grafs. “Feedback vertex set” uzdevums ir noteikt, vai grafam G eksisté “feedback
vertex set” ar izméru ne vairak par k. Kursa darba aprakstits klasiskais algoritms[1], kurs
risina o problému laika 0((3k)* - n°™) un izmanto meklésanas koku ar izméru 0 ((3k)¥).

Ar punkta 1.2. noradito kvantu algoritma palidzibu laika eksponentes dala tika samazinata

lidz 0((v3k)¥), un iegiits kvantu algoritms ar laika sarezgitibu O ((v3k)* n°® log i).



3. “CLOSEST STRING” PROBLEMA

3.1. Problémas apraksts

Mums ir dots alfabets X, k simbolu virknes x;, ..., x4, katra virkne ar garumu L un
pieder XL, ka ar1 vesels skaitlis d. Uzdevums ir noteikt, vai eksisté tada virkne y € X%, ka
dy(y,x;) < dvisiemi € {1, ..., k}. Seit dy (x,y) ir Heminga attalums starp virknem x un y,
jeb poziciju skaits, kur x atSkiras no y. Sauksim jebkuru tadu virkni y par centralo virkni.
Labakais pazistamais klasiskais algoritms[12] atrisina “closest string” laika
O(Lk + kd(|Z| — 1) - 23:259),

3.2. Kodolizacija

[1]JApzim&sim virknes x p-to simbolu ka x[p]. Lidz ar to x = x[1]x[2] ... x[L] virknei
ar garumu L. Virknes x un y atskiras p-ta pozicija, ja x[p] # y[p]. Mums ir dotas k virknes,
katra ar garumu L, 1idz ar to m&s varam domat par tiem ka par k X L simbolu matricu. Tas
nozime, ka j-ta kolonna sastav no simboliem x;[j], x2[], ..., xx[j]. Sauksim kolonnu par
sliktu, ja ta satur vismaz divus dazadus simbolus no alfabeta X, un sauksim kolonnu par labu
pretgja gadijuma. Acimredzams, ja j-ta kolonna ir laba, tad mums ir j-tais simbols atbildei un
yl7] = x1[7] = x2[j] = ... = x¢[j]. Lidz ar to mums ir pirmais kodolizacijas solis — nonémam

visas labas kolonnas. To ir iesp&jams izdarit laika O (kL).

Ja uzdevumam ir atrisinajums, tad atbilstosa k X L simbolu matrica saturés ne vairak
ka kd sliktas kolonnas [1: Lemma 3.13]. Otrais kodolizacijas solis — ja matrica sattr vairak

neka kd sliktas kolonnas, tad atrisinajuma nav.

3.3. Klasiskais algoritms

Eksiste klasiskais algoritms [1], kurs atrisina “Closest string” problému laika O (kL +
kd(d + 1)%) [1: Theorem 3.14.]. Pienémsim, ka centrala virkne y eksiste. Algoritma ideja ir
sakt ar vienu no k virknem, piem&ram ar x;, kura biis miisu “kandidatvirkne”. Apzimesim to
ar z. Kamér eksisté virkne x;, i € {1, ..., k}, kurai izpildas dy (x;, z) = d+1, vismaz vienai no
pozicijam p, kur z un x; atSkiras, bus y[p] = x;[p]. Tapéc més varam rekursivi parbaudit
jebkuras d + 1 iespgjas pietuvinat “kandidatvirkni” z virknei y. Tas ir, izvel&ties poziciju p,
kur virkne z atskiras no x; un pieskirt z[p]: = x;[p]. Ar katru soli m&s tuvojamies Vvirknei y,

un no sakuma z = x; Un dy(y, x;) < d, 1idz ar to mé&s dabiijam ierobezotu variantu skaitu.
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Klasiskam algoritmam ir sekojosi soli:

No sakuma m¢s pielietojam kodolizaciju. Ja uzdevums vel nav atrisinats, tad més

dabijam k virknes xy, x5, ..., X, , Katra ar garumu L < kd. Sis solis pieprasa laiku O (kL).

Uzkonstrugsim funkciju, kurai ka parametrus padodam “kandidatvirkni” z un veselo
skaitli I < d. Tas ir rekursiva funkcija, kura veidos atrisinajuma mekl&Sanas koku. Vispirms
funkcija parbauda, vai z jau ir centrala virkne laika O (k2d). Ja ir, tad funkcija atgrieZ pozitivu
rezultatu. Citadi, ja [ = 0, tad funkcija atgriez negativu rezultatu, jo $is rekursijas zars
neatroda centralo virkni y. Atlikusa gadijuma [ > 0 un eksisté x;, kuram dy(x;,z) = d + 1.
Kopa D sastav no jebkuram d + 1 pozicijam, kuras x; un z atSkiras. Tad funkcija rekursivi
sazarojas d + 1 gadijumos: katram p € D nodefingsim z, = z, izn&mot poziciju p, kur
Zy[p] = x;[p], un palaizam funkciju visiem parametriem (z,, | — 1). Ja kaut viens rekursijas
zars atgriez pozitivu rezultatu, tad ar1 pasa funkcija atgriez pozitivu rezultatu. Citadi, funkcija

atgriez negativu rezultatu.

Pasa sakuma palaizam algoritmu ar parametriem z = x; un [ = d. Rekursijas zari
veido mekl&sanas koku 7, ar maksimalo dzilumu d, ka arT katrai koka virsotnei ir ne vairak ka
d + 1 bérni. Lidz ar to, maksimalais mekl&$anas koka T izmérs T ir vienads ar (d + 1)¢.
Kop&ja algoritma laika sarezgitiba ir O (kL + k?d(d + 1)%). Avota [1: Theorem 3.14.] ir
noradits, ka $o algoritma laiku ir iespgjams optimizét Iidz O (kL + kd(d + 1)%), tomer tas

nav svarigi, jo mis interesg tikai eksponentes dala.

3.4. Kvantu uzlabojums

Pielagosim klasisko algoritmu punkta 1.2. aprakstitam Kvantu algoritmam. Kvantu
algoritms apstaigas tadu pasSu mekleSanas koku 7. Katra virsotne taja biis aprakstita ar
“kandidatvirkni” z un veselo skaitli . Mums ir funkcija F ((z, 1)), risinagjuma parbaudei, kura
strada lidzigi klasiskam algoritmam aprakstitai, jeb parbauda, vai z ir centrala virkne. Ja ir,
tad F((z, 1)) atgriez tuksu kopu, citadi atgriez kopu ar d + 1 jauniem “kandidatvirknem”,
katra atskiras no z tikai viena pozicija. Funkcijas laika sarezgitiba ir O (k?d). Sadu funkciju

mes varam izmantot gan koka apstaigaSanai, gan risindjuma parbaudei. Sanaca, ka:

e Sakne s kokam t ir paris (x4, d).
e Funkcija F((z,1) = v) ir melnas kastes funkcija un |F((z,1) = v)| ir koka virsotnes

bérnu skaits d (v).
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e Funkcija F((z,1) = v) ir melnas kastes funkcija, kura atgriez 0 vai d + 1 elementus,
lidz ar to, virsotnes v i-tais bérns ir ((F(v)[i], [ — 1) kur [i] apzim& i-to masiva

elementu.

Ka arT mums ir nepiecieSama melnas kastes funkcija P risinajuma parbaudei. Seit ar1

varam izmantot funkciju F. P sanemot virsotni ((z, ) = v) parbaudei palaiz F((z,1)):
1 Ja|F((z,1))| = 0unl > k, tad risinajums ir atrasts un P atgrieZ true.
2)Ja|F((z,))] = d +1unl = 0, tad $is zars nesatur risindjuma un P atgriez false.
3) Citadi P atgriez indeterminate.

No 3.3. dabiijam, ka koka T maksimalais izmérs T; = (d + 1)¢ un dzilums = d.

Apvienojot visu kopa, m&s varam izveidot kvantu uzlabojumu klasiskam algoritmam. Kopgja
laika sarezgitiba ir O (kL + k2d\/T;d) = O(kL + k*d3/%,/(d + 1)4). Mums sanaca
samazinat laika eksponentes dalu no 0((d + 1)%) Ilidz 0((vVd + 1)%).
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4. “CLUSTER VERTEX DELETION” PROBLEMA

4.1. Problémas apraksts

Mums dots neorientéts grafs G ar n virsotném un m skautné€m, ka ari pozitivs vesels
skaitlis k. Uzdevums ir noteikt, vai ir iesp&jams nodzest no grafa ne vairak ka k virsotnes, lai
atlikusas virsotnes veidotu klasteru, jeb atdalitu kliku kopu. Labakais pazistamais klasiskais

algoritms[8] atrisina “cluster vertex deletion” laika 0(1.9102%(n + m)).

4.2. Kodolizacija

No pasa sakuma visas virsotnes ar pakapem 0 jau veido 1-klikes, 11dz ar to varam
nonémt tas N0 G. To ir iesp&jams izdarit laika O(n). Ka arT mums vajag nonemt no grafa visas
2-klikes, jeb virsotnes ar pakapi 1, kuras ir savienotas viena ar otru. Lai to izdarit, varam iteret
caur visam virsotnem ar pakapi 1 un parbaudit, vai vieniga kaimina pakape ari ir 1. To arT ir

iesp&jams izdarit laika O(n).
4.3. Klasiskais algoritms

Miis interesé parametriz&ts algoritms, kura laika sarezgitiba ir polinomiali atkariga no
n un m. Lidz ar to, vairaki soli klasiskam algoritmam var biit neoptimizeti, kamér vini
neietekmé mekl&Sanas koka izméru. No sakuma, pielietosim kodolizaciju, lai nonémt visas 1-
klikes un 2-klikes. Ka uzzinat, vai virsotne piedér lielakai klikei? Virsotne v ar pakapi d(v) >
2 pieder klikei tad un tikai tad, ja visie ta kaimini ir pa pariem savienoti, un katram virsotnes
v kaiminam v, izpildas d(v) = d(v,). Vienai virsotnei vajag parbaudit ne vairak ka 0(n?)
kaiminu pariSus. Visam grafam nepiecieSams ne vairak ka n tadas parbaudes. Kopa sanaca
laiks 0(n®), jeb O (poly(n)). No ta seko vel viena svariga Tpasiba: katra grafa komponente
vai nu ir klike, vai taja var atrast virsotni, kurai ir 2 nesavienoti kaimini. Tadu virsotni ari

varam atrast ar naivu algoritmu laika 0 (n3).

Tagad més varam izveidot algoritmu, kur$ atrisina “Cluster vertex deletion” problému
laika 0 (3% - n®). No sakuma, pielietosim kodolizaciju, tad Uzkonstruésim funkciju, kurai ka
parametru padodam kopu S ar tam grafa G virsotném, kuras jau ir nonemtas. Funkcija katra
solt mekl€ grafa virsotni v,, kurai ir divi nesavienoti kaimini - virsotnes v, un v,, kuri
nepieder kopai S. Viena kliké nevar biit vienlaicigi virsotnes vy, v, un v,, vismaz vienu no

tam vajag nonemt no grafa.

1. Ja tada virsotnes eksisté un |S| < k, tad rekursivi palaizam funkciju vispirms ar

kopu S U v,, tad ar kopu S U v, p&c tam ar kopu S U v,. Ja kaut vienai no apaks funkcijam
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biis pozitivs rezultats, tad ari pasai funkcijai ir pozitivs rezultats, jeb §is rekursijas zars atrada

problémas risinajumu. Citadi rezultats ir negativs.
2. Ja tada virsotne eksisté un |S| = k, tad funkcijas rezultats ir negativs.

3. Ja grafa nav tadas virsotne, jeb katra virsotne piedér kaut kadai klikei, tad funkcija

atgriez pozitivu rezultatu ari tad, ja [idz §STm bija nonemtas mazak neka k virsotnes.

Palaizam to funkciju ar tukSo kopu, ja rezultats ir pozitivs, tad atrisinajums eksiste. Ja
rezultats ir negativs, tad atrisinajuma nav. Ja més gribam atrast pasas virsotnés, kuras vajag
nonemt, tad funkcijai, pozitiva rezultata gadijuma, ir jaatgriez ari saraksts ar nonemtajam
virsotném. Rekursijas zari veido mekléSanas koku 7, ar maksimalo dzilumu k. Maksimalais
koka 7 izmérs T ir vienads ar 3%, Katrai T virsotnei ir nepieciesams laiks 0(n?3), lai atrastu

virsotnes v,, v, un v, vai konstatet, ka tadas neeksisté. Kopgja algoritma laika sarezgitiba ir

O(n+ 3%-n3) =0@3%-n3 =0(f(k)-n°).
4.4. Kvantu uzlabojums

Pielagosim klasisko algoritmu kvantu algoritmam. Kvantu algoritms apstaigas tadu
paSu mekléSanas koku t. Katra virsotne taja biis aprakstita ar nodzestu virsotnu kopu S.
Mumes ir funkcija F (S) risinajuma parbaudei, kura strada lidzigi klasiskam algoritmam
aprakstitai, jeb atgriez trTs virsotnes vy, v), un v,, kur v, un v, ir nesavienoti virsotnes v,
kaimini, un nepieder kopai S, vai atgriez tukSu kopu, ja tadas neeksisté. Funkcijas laika
sarezgitiba ir 0(n®). Sadu funkciju més varam izmantot gan koka apstaigasanai, gan

risindjuma parbaudei. Sanaca, ka:

e Sakne s kokam T ir tuksa kopa, vai masivs {}.

e Funkcija F(S = v) ir melnas kastes funkcija un |F(S = v)] ir koka virsotnes bérnu
skaits d(v).

e Funkcija F(S = v) ir melnas kastes funkcija, kura atgriez 0 vai 3 elementus, 1idz ar to,

virsotnes S = v i-tais bérns ir v U F(S = v)[i], kur [i] apzim& i-to masiva elementu.

Ka arT mums ir nepiecieSama melnas kastes funkcija P risinajuma parbaudei. Seit ar1

varam izmantot funkciju F. P sanemot Vvirsotni (S = v) parbaudei palaiz F (S = v):
1)Ja|F(S =v)| = 0un|S| < k, tad risinajums ir atrasts un P atgriezZ true.
2)Ja|F(S = v)| = 3un|S| = k, tad §is zars nesatur risinajuma un P atgriez false.
3) Citadi P atgrieZ indeterminate.
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No 4.3. dabiijam, ka koka T maksimalais izmérs ir T; = 3* un dzilums = k.

Apvienojot visu kopa, mes varam izveidot kvantu uzlabojumu klasiskam algoritmam. Kopgja
sarezgitiba ir 0(y/Tyk n®) = 0(1.7321% vk n®). Mums sanaca samazinat laika eksponentes
dalu no 0(3%) Iidz 0(1.7321%).
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5. “CLUSTER EDITING” PROBLEMA

5.1. Problémas apraksts

Mums dots neorientéts grafs G ar n virsotném un m skautné€m, ka ari pozitivs vesels
skaitlis k. Uzdevums ir noteikt, vai ir iesp&jams sakorigét ne vairak ka k grafa Skautnes, lai
atlikusais grafs veidotu klasteru, jeb atdalitu kliku kopu. Seit katra koriggsana ir vai nu
pievienot grafam vienu Skautni, vai nodz€st vienu jau eksist&joso Skautni. Labakais

pazistamais klasiskais algoritms[9] atrisina “cluster editing” laika 0(1.62% + m + n)).

5.2. Kodolizacija

“Cluster editing” prolémai bis tada pasa kodolizacija ka “Cluster vertex deletion”
problémai. Pasa sakuma nonémsim no grafa G visas 1-klikes un 2-klikes laika O (n). Klikes
nonémsana no grafa neietekmés rezultatu. Actmredzams, ka mums nav jégas nonémt Skautnes
no jau izveidotas klikes. Ka ar1 nav jégas veidot jaunas Skautnes no citas grafa komponentes A

uz kliki K, jo ja A U K veidos kliki, tad arT pasa A jau veido kliki.
5.3. Klasiskais algoritms

Miis interesé parametriz&ts algoritms, kura laika sarezgitiba ir polinomiali atkariga no
n un m. Klasiskais algoritms bis lidzigs “Cluster vertex deletion” problémai aprakstitam. No
sakuma pielietosim kodolizaciju, tad uzkonstruésim funkciju, kurai ka parametru padodam
kopu S ar tam grafa G virsotnu pariem, starp kuriem jau bija Skautnes korigé$ana. Svarigi, ka
tadi parisi var atkartoties, jeb viena Skautne var biit nonemta kada laika p&c pievienoSanas, vai
otradi. Funkcija katra solt mekl€ ar kopu S korigéta grafa virsotni v,, kurai ir divi nesavienoti
kaimini - virsotnes v, un v,. Viena klik& nevar biit vienlaicigi virsotnes vy, v, un v,, lidz ar
to mums ir trTs opcijas: non@mt no grafa Skautni (v, v,,), nonémt no grafa Skautni (v, v,)

vai pievienot Skautni (v, v,).

1. Ja tada virsotnes eksisté un |S| < k, tad rekursivi palaizam funkciju vispirms ar
kopu S U (vy, vy), tad ar kopu S U (vy, v,), p&c tam ar kopu S U (v, v,). Ja kaut vienai no
apaks funkcijam bis pozitivs rezultats, tad ar1 pasai funkcijai ir pozitivs rezultats, jeb $is

rekursijas zars atrada problémas risinajumu. Citadi rezultats ir negativs.
2. Ja tada virsotne eksisté un |S| = k, tad funkcijas rezultats ir negativs.

3. Ja grafa nav tadas virsotne, jeb katra virsotne pieder kaut kadai klikei, tad funkcija

atgriez pozitivu rezultatu ari tad, ja [idz §STm bija nonemtas mazak neka k virsotn&s.
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Ir garant€ts, ka Sis algoritms neiecikl€sies, jo katra rekursijas soli, kopas S izmérs

palielinas par 1.

Palaizam to funkciju ar tukSo kopu, ja rezultats ir pozitivs, tad atrisinajums eksiste. Ja
rezultats ir negativs, tad atrisinajuma nav. Rekursijas zari veido meklésanas koku 7, ar
maksimalo dzilumu k. Maksimalais koka t izmérs T ir vienads ar 3%. Katrai 7 virsotnei ir
nepiecieSams laiks O (n?), lai atrastu virsotnes v,, v, un vy, vai konstatet, ka tadas neeksiste.

Kopgja algoritma laika sarezgitiba ir 0(n + 3%n3) = 0(3% - n3) = 0( f(k) - n°).
5.4. Kvantu uzlabojums

Pielagosim klasisko algoritmu kvantu algoritmam. Kvantu algoritms apstaigas tadu
pasu mekléSanas koku 7. Katra virsotne taja biis aprakstita ar kopu S kura sastav no tiem grafa
G virsotnu pariem, starp kuriem jau bija $kautnes korigésana. Mums ir funkcija F(S),
risindjuma parbaudei, kura strada lidzigi klasiskam algoritmam aprakstitai, jeb atgriez tris
virsotnu pariSus (vy, v,), (Vy, ;) un (v, v,), Kur v, un v, ir nesavienoti virsotnes v, kaimini,
ja tadas neeksisté. Funkcijas laika sarezgitiba ir O(n®). Sadu funkciju més varam izmantot

gan koka apstaigasanai, gan risinajuma parbaudei. Sanaca, ka:

e Sakne s kokam T ir tuksa kopa, vai masivs {}.

e Funkcija F(S = v) ir melnas kastes funkcija un |F(S = v)| ir koka virsotnes bérnu
skaits d (v).

e Funkcija F(S = v) ir melnas kastes funkcija, kura atgriez 0 vai 3 elementus, 1idz ar to,

virsotnes S = v i-tais beérns ir v U F(S = v)[i], kur [i] apzim& i-to masiva elementu.

Ka arT mums ir nepiecieSama melnas kastes funkcija P risinajuma parbaudei. Seit ar1

varam izmantot funkciju F. P sanemot virsotni (S = v) parbaudei palaiz F (S = v):
1) Ja|F(S =v)| = 0un|S| < k, tad risinajums ir atrasts un P atgrieZ true.
2)Ja|F(S =v)| = 3un|S| = k, tad §is zars nesatur risinagjuma un P atgriez false.
3) Citadi P atgrieZ indeterminate.

No 5.3. dabiijam, ka koka T maksimalais izmérs T; = 3* un dzilums = k. Apvienojot
visu kopa, m&s varam izveidot kvantu uzlabojumu klasiskam algoritmam. Kopgja sarezgitiba
ir O(W . n3) = 0(1.7321% Vk n®). Mums sanaca samazinat laika eksponentes dalu no
0(3%) lidz 0(1.7321%).
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6. “VERTEX COVER” PROBLEMA

6.1. Problemas apraksts

Mums dots grafs G ar n virsotnm un m skautném. Kopa § € V(G) tiek saukta par
“vertex cover”, ja katrai grafa G Skautnei vismaz viens galapunkts atrodas kopa S.
“K-vertex cover” probléma mums ir dots grafs G un vesels skaitlis k, un uzdevums ir noteikt,
vai eksiste “vertex cover” ar izméru, ne lielaku par k. Labakais pazistamais klasiskais

algoritms[3] atrisina “k-vertex cover” laika 0(1.2738% + kn).

6.2. Klasiskais algoritms ar meklesanas koka izméru 1.3803%.

Kursa darba [5: 3.4.] aprakstits algoritms[1], kur$ atrisina “k-vertex cover” problému
un izmanto mekl&$anas koku ar izméru 1.4656%. Sakuma notiek kodolizacijas process,
algoritms laika O (nv/m) atrod kodolu — grafu G ar ne vairak ka 2k virsotném [1: Theorem
2.21, Corollary 2.23.]. Rekursiva algoritma id&ja: katra soli atrodam grafa virsotni v, ar
vislielako pakapi, tad vai nu nonémam no grafa virsotni v,,, vai nonémam Visus virsotnes v,,
kaiminus N (v,,). Gadijuma, kad maksimala virsotnes pakape ir 1 vai 2, algoritms var
neturpinat zaros$anas procediiru, jo tadam grafam ir iesp&jams atrast “vertex cover” laika
0(k?). Citos gadijumos, pirma rekursijas zara skaitlis k samazinas par 1, bet otrd vismaz par
3. Tas nozime, ka mekléSanas koka zarosanas vektors ir (1, 3). P&c zaro$anas vektora varam
aprékinat maksimalo mekléSanas koka izméru. Vektoram (1, 3) atbilst mekleéSanas koka

izmaers 1.4656"% [1:3.2.].

Eksisté klasiskais algorims [10], kurs atrisina “k-vertex cover” problému grafam, ar
virsotnu pakapem < 3 laika 0(1.1616% - k9(), Izmantosim $o algoritmu rekursivai
procediirai, lai apstradat gadijumu, kad v, pakape ir vienada ar 3, jo tas ir atrak, neka turpinat
rekursiju ar zarosanas vektoru (1, 3). Tad rekursiju turpinam tikai tad, kad v,, pakape ir > 4,
lidz ar to, uzlabotai procediirai mekléSanas koka zaroSanas vektors bis (1, 4) un mekléSanas
koka 7 izmérs T; sliktaka gadijuma biis 0(1.3803%). Pats algorims strada laika
0(1.3803% - [0,

6.3. Kvantu uzlabojums

Varam modificét kvantu algoritmu, kur§ aprakstits kursa darba [5: 3.6.]:

e Funkcija F(S = v) ir melnas kastes funkcija. Ja |N(v,,,)| < 3, tad virsotnei v bé&rnu

nav. Bérnu nav ari tad, ja |S| > k. Citadi, virsotnei v ir 2 bérni.

P sanemot virsotni (S = v) parbaudei palaiz F(S = v):
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1)Ja|N(v,,)| = 0 un |S| < k, tad risinajums ir atrasts un P atgriez true.

2)Ja |N(vp,)| = 1 un|S| < k, tad parbaudam rezultatu polinomiala laika un

atgriezam true, ja atrisinajums eksisté un false pret€ja gadijuma.

3) Ja |N(vpy)| = 2 un |S| < k, tad parbaudam rezultatu laika 0(1.1616% - k°) un
atgriezam true, ja atrisinajums eksist€ un false pretgja gadijuma.

4)Ja [N(vp)| = 3 un |S| < k, tad parbaudam rezultatu polinomiala laika un
atgriezam true, ja atrisinajums eksist€ un false pret€ja gadijuma.

5)Ja |N(vp)| > 3 un |S| < k, tad atgrieczam indeterminate.

6) Citadi atgriezam false.

No 6.2. dabiijam, ka koka T maksimalais izmérs T; = 1.3803 un dzilums = k.

Apvienojot visu kopa, m&s varam izveidot kvantu uzlabojumu klasiskam algoritmam. Kopgja

sarezgitiba ir 0(/Tyk - kW + nvm) = 0(1.175% k°W + nym).
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7. “LONGEST PATH” PROBLEMA

7.1. Problémas apraksts

Mums dots grafs G ar n virsotnm un m Skautn€m, ka arT pozitivs vesels skaitlis k.
Uzdevums ir noteikt, vai grafa eksist€ celS no k virsotném. “Longest path” probléma ir NP-

sarezgita. Labakais pazistamais klasiskais algoritms[11] atrisina “Longest path” laika

0(2% - poly(n, k)).
7.2. Klasiskais algoritms

Klasiskais algoritms[1] izmantos krasu kodé$anu. Sakuma, nokrasosim katru grafa
virsotni ar kadu no k krasam. Krasu katrai virsotnei izvél€simies ar vienadu varbiitibu. Tagad,

meéginasim atrast grafa celu no k virsotniem, kuru krasas ir pari atskirigas.

[1: Lemma 5.4.] Piene€msim, ka U ir kopa ar izm&ru n, un X € U, ir apakSkopa ar izméru k.
Pienémsim, ka x: U — [k] ir kopas U elementu krasojums, kur katras virsotnes krasa ir
izv€leta nejausi. Tad varbiitiba, ka visi kopas X elementi ir nokrasoti ar parT atSkirigam

krasam ir vismaz e ¥,

[1: Lemma 5.5.] G ir orientéts vai neorientéts grafs un x: V(G) — [k] ir to virsotnu krasojums
ar k krasam. Eksisté deterministisks algoritms, kur$ parbauda laika 2*n°™ vai G satir celu

no k virsotniem, kuru krasas ir pari atskirigas.

Pienémsim, ka V;, ..., Vj ir tads grafa G virsotnu sadalijums, ka visas virsotnes no V; ir
nokrasotas ar i-to krasu. Klasiskais algoritms izmantos dinamisku programmeésanu: katrai
netuksai kopas {1, ..., k} apakskopai S un virsotnei u € U;ecg V;, més definésim biila vertibu
PATH (S, u), kura ir vienada ar true, ja grafa eksiste daudzkrasainais cel§ ar garumu |S|, kura
virsotnes ir nokrasotas ar visam krasam no S, un cela galapunkts ir virsotne u. Gadijuma, kad
|S| =1, PATH(S, ) ir vienads ar true katrai u € V(G) tad un tikai tad, ja S = {x(w)}.
Gadijuma, kad |S| > 1, izmantosim sekojoSu rekurenci:

V{PATH(S \ {x(wW)},v) : vu € E(G)}, ja x(u) €S

PATH(S,u) = { false , citadi

Citiem vardiem, ja grafa eksist€ cels, kur§ beidzas virsotn€ u un izmanto visas krasas
no S, tad grafa jabut art cels, kur$ beidzas ar vienu no virsotnes u kaiminiem v, un izmanto
visas krasas no S \ {x(u)}. Visas PATH vertibas var biit aprekinatas laika 2n°®), izmantojot
noradito rekurenci. Grafa eksisté krasains cel§ no k virsotném tad un tikai tad, ja

PATH ([k], v) ir vienads ar true kadai virsotnei v € V(G).
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Mes varam papildinat So algoritmu, lai vin$ saglabatu ne tikai cela galapunktu, bet ar1
sakuma punktu. PATH (S, b, u) ir vienads ar true, ja grafa eksist€ daudzkrasainais cel$ ar
garumu |S|, kura virsotnes ir nokrasotas ar visam krasam no S, cela sakuma punkts ir virsotne
b un cela galapunkts ir virsotne u. Gadijuma, kad |S| = 1, PATH(S, u, u) ir vienads ar true
katrai u € V(G) tad un tikai tad, ja S = {x(u)}. Gadijuma, kad |S| > 1, izmantosim sekojosu
rekurenci:

V{PATH(S \ {x(W)},b,v) : vu € E(G)}, ja x(u),x(b) €S

PATH(S,b,u) = { false , citadi

Analogiski sakotngjam algoritmam, visas PATH vertibas var biit aprékinatas laika 2¥n°®),
izmantojot noradito rekurenci. Grafa eksisté krasains cel§ no k virsotném tad un tikai tad, ja
PATH([k], b, v) ir vienads ar true kadiem virsotném b, v € V(G). Papildinatajam

algoritmam ir vel viena svariga Ipasiba:
PATH(S,b,u) = V{PATH(X,b,v) APATH(Y,v,u)},kurXUuY =SunXnY =x().

Izmantojot So 1pasibu, varam aprékinat PATH vertibas ne tikai pievienojot vienu krasu

apakskopai, bet arT apvienojot lielakas krasu apakSkopas.

Varbiitiba dabiit “labu” virsotnu krasojumu ir vismaz e ¥, lai atrisinat “Longest path”
problému ar konstantu varbiitibu, mums biis nepieciesami e algoritma atkartojumi. Kop&ja

klasiska algoritma laika sarezgitiba ir 0((2e)*n°®).

7.3. Kvantu uzlabojums

Dinamisku programmeésanu uz apakSkopam ir iesp&jams paatrinat, izmantojot kvantu
algoritmu, ko piedavaja [4]. Pamata ideja ir, ja m&s gribam atrast funkcijas vertibu kopai S,
mums ir nepiecieSams aprékinat un saglabat atmina funkcijas vertibu visam S apakskopam ar

% + 1, tad izmantot Grovera mekléSanu uz apakskopam. Pamatalgoritms ir aprakstits

pétijuma [4: 1.2.] un to izmanto, lai noteiktu, vai grafs satur Hamiltona ciklu. Més varam

izmeru

izmantot to “Longest path” problémai, jo mums vajag atrast celu caur visam krasu kopam
Vi, ..., Vi. Piezime: lai parveidot celu ar k krasam uz ciklu, m&s varam pievienot grafam vel
vienu virotni, kura ir savienota ar visam citam, un nokrasot to ar unikalu krasu. Vieniga
atSkiriba ir, ka “Longest path” problémai, kopu apvienosanas laika vajag parbaudit O (n)
sakuma virsotnes un O (n) gala virsotnes, lidz ar to laika sarezgitibai paradas papildus

0(n°M) sastavdala. Sis kvantu algoritms uzlabo klasiska algoritma laiku lidz
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0((1.755e)*n°M). Pielietojot amplitiitas amplifikaciju, dabiijam laiku
k
0((1.755Ve) n°W),
P&tijuma [4: Theorem 8] ir aprakstits optimiz&ts kvantu paatrinajums “Travelling
salesman” problémai. Lai to izmantot, no sakuma vajag aprékinat PATH vertibas visam kopas

S apakSkopam ar izméru ne lielaku par (1 — a)n/4, kur a = 0.055362. Tad izmantojot

petijuma noraditu algoritmu, “Longest path” probléma ir atrisinama laika
k . .
0((1.7274ve) n°®). Mums sanaca samazinat laika eksponentes dalu no 0((2e)*) lidz

0((1.7274v2)").
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REZULTATI UN SECINAJUMI

Bakalaura darba ietvaros autoram izd@vas iegiit sekojoSus rezultatus:

1) Tika iegtts kvantu algoritmu, kas atrisina “Closest string” problému laika

O(kL + k?d3/%,/(d + 1)9). Gadijuma, kad || — 1 > +/d + 1, kvantu algoritma laika
sarezgitiba ir labaka, neka atrakam pazistamam algoritmam ar laiku

O(Lk + kd(|2| — 1)¢ - 23-25))[12].

2) Tika iegiits kvantu algoritmu, kas atrisina “Cluster vertex deletion” problému laika

0(1.7321% vk n®). Kvantu algoritma laika sarezgitiba ir labaka, neka atrakam pazistamam
algoritmam ar laiku 0(1.9102%(n + m))[8].

3) Tika iegiits kvantu algoritmu, kas atrisina “Cluster editing” problému laika

0(1.7321% Vk n®). Kvantu algoritma laika sarezgitiba nav labaka, neka atrakam pazistamam

algoritmam ar laiku 0(1.62% + m + n))[9].

4) Tika iegiits abiijam kvantu algoritmu, kas atrisina “k-vertex cover” problemu laika

0(1.175% k%M + n/m). Kvantu algoritma laika sarezgitiba ir labaka, neka atrakam

pazistamam klasiskam algoritmam ar laiku 0(1.2738% + kn)[3] un atrakam pazistamam

kvantu algoritmam ar laiku 0(1.211% k>/2 + n,/m)[5].

5) Tika iegtts kvantu algoritmu, kas atrisina “Longest path” problému laika

k
0((1.72 74\/5) n°M). Kvantu algoritma laika sarezgitiba nav labaka, neka atrakam

pazistamam algoritmam ar laiku 0 (2% - poly(n, k))[11].

6) Dazi algoritmi [9], kurus potenciali ir iesp&jams kvantiski paatrinat, nav apskatiti bakalaura

darba ietvaros, tomer vini ir interesanti talakai izpetei.

Darba rezultati liecina, ka kvantu algoritmiem ir liels potencials arT citu, sarezgitaku

klasisku algoritmu uzlaboSanai.
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