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ANOTACIJA

Bakalaura darba tiek apskatiti p-adiski skaitli un to izmantoSana automatos par
parametriem, kas lauj veidot ultrametriskus automatus. Ultrametriski automati ir Iidzigi
varbutiskiem automatiem, tikai varbiitibu vieta tiek izmantotas amplitidas, kas ir p-adiski
skaitli. Darba tiek apskatitas ultrametrisku algoritmu izmantoSanas iesp&jas atpazistamo
valodu klases paplaSinasanai, nepiecieSsamo stavoklu skaita samazina$anai un sarezgitibas
samazinasanai. Tiek apskatiti ultrametriski algoritmi galigiem vienvirziena un divvirzienu
automatiem, automatiem ar magazinas atminu, automatiem ar vairakam galvinam un Tjiringa
masinam. Darba ir paradits, ka determin&tas Tjlringa masinas uzdevumus var reducét uz
ultrametriskiem galigiem automatiem, ka ari pieraditas vairakas teorémas par dazadiem
automatu tipiem.

Atslégvardi: p-adiski skaitli, valodas, ultrametriski automati, Tjlringa masinas,

sarezgitiba



ABSTRACT

The bachelor work explores p-adic numbers and their usage in automata as parameters.
The use of p-adic numbers allows to make ultrametric automata. Ultrametric automata is
similar to probabilistic automata, except that p-adic numbers — amplitudes are being used
instead of probabilities. The work explores the abilities of ultrametric algorithms in the
expansion of recognizable languages and reduction of the state count and complexity.
Ultrametric algorithms for one-way and two-way automata, pushdown automata, multi-head
automata and Turing machines are explored. The work shows that tasks for deterministic
Turing machine may be reduced to ultrametric finite automata. Several theorems about
various types of automata are proven.

Keywords: p-adic numbers, languages, ultrametric automata, Turing machines,

complexity
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APZIMEJUMU SARAKSTS

FANO plakne — otras pakapes projektiva plakne, kas sastav no 7 punktiem un 7
taisn@m un uz katras taisnes atrodas tieSi 3 punkti.

L, — valodas apzimgjums. n ir pozitivs vesels skaitlis.

p-adisks skaitlis — bezgaliga p-adisku ciparu virkne, kurai var sekot peldosais punkts,
péc kura ir galigs p-adisku ciparu skaits. p-adisks cipars ir naturals skaitlis robeZzas no 0 lidz
p — 1, kur p ir pirmskaitlis.

Skaitla p-norma — skaitla p-adiska absoliita vértiba, kas ir vienada ar 0, ja skaitlis ir O.

e o 1 . Lo -
Citadi skaitla a p-norma ir vienada TP kur ordy,a ir maksimala skaitla p pakape, ar kuru

dalas skaitlis a.
Ultrametrisks automats — automats, kam tiek izmantoti p-adiski skaitli ka amplittidas
parejam starp stavokliem.

O — teorémas pieradijuma beigas.



IEVADS

Realus skaitlus starp 0 un 1 izmanto notikumu nedeterminisma aprakstiSanai, un tas tiek
saukts par varbiitibu. Alternativa ir p-adisku skaitlu izmantoSana, Kuri jau plasi tiek izmantoti
varbitibas mérisanai kimija [1], fizika [2] un biologija [3].

Varbiitiski algoritmi un galigi automati plasi tiek pétiti, bet alternativu, p-adisku skaitlu
izmantoS$anu datorzinatné pagaidam tikai sak apskatit. RGsin$ Freivalds ir apskatijis p-adiskus
skaitlus ka amplitidas parejam starp stavokliem, ieglstot alternativu varbitiskajiem
automatiem un Tjuringa masinam [4]. Algoritmus, kuros tiek izmantoti p-adiski skaitli, sauc
par ultrametriskiem algoritmiem, attiecigi, automatus un Tjiringa masinas ar p-adiskiem
skaitliem sauc par ultrametriskiem automatiem un Tjuringa maSinam.

Bakalaura darba tiek pétiti ultrametriski algoritmi dazadiem automatu tipiem — galigiem
vienvirziena un divvirzienu automatiem, automatiem ar magazinas atminu, automatiem ar
vairakam galvinam un Tjlringa masinam. Darba mérkis ir izpétit ultrametrisku algoritmu
izmantoSanas iesp&jas dazadiem automatu tipiem un izpétit to izmantoSanas priekSrocibas,
salidzinot ar determin€tu un varbiitisku algoritmu analogiem. P&tjjumam tiek apskatitas
vairakas valodas, ka ar1 zinatniskajos rakstos aprakstitie agrak iegiitie rezultati.

Darbs satur piecas nodalas. Katra nodala satur savus bakalaura darba uzdevumus un to
risinasanu. Galvenais darba mérkis ir apskatit dazada tipa ultrametriskus automatus un izpétit
to iespgjas.

Darba pirmaja nodala tiek aprakstiti p-adiski skaitli, ka arT pamatoperacijas ar tiem un
to absoliitas vertibas rékinasana.

Otraja nodala tiek defingti ultrametriski galigi automati, kuri izmanto p-adiskus
parametrus. Definicija kliist par pamatu par€jo automatu tipu defin€Sanai.

TreSaja nodala tiek apskatiti ultrametriski galigi automati, un ieguvumi nepiecieSamo
stavoklu skaita samazinasana un atpazistamo valodu kopas paplaSinasana. Nodala notiek
salidzinasana starp ultrametriskiem, determinétiem un varbitiskiem galigiem automatiem.

Darba ceturtaja nodala tiek apskatiti citi ultrametrisku automatu tipi — automati ar
vairakam galvipam, divvirzienu galigi automati, automati ar magazinas atmingu. Notiek
salidzinasana gan starp dazadu tipu ultrametriskiem automatiem, gan starp konkréta tipa
ultrametrisku automatu un ta pasa tipa determinétu automatu. Ultrametriskiem divvirzienu
automatiem tiek ar apskatitas valodas, kas reprezenté galigas projektivas plaknes, sakot ar
FANO plakni.

Piektaja nodala tiek apskatitas Tjuringa masinas. Tiek salidzinatas ultrametrisku un

determinétu Tjuringa ma$inu rékinasanas sarezgitibas — laika, telpas un pagriezienu skaita
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sarezgitiba. P&tot dazadas valodas tiek paradits, ka var reducét determinétas Tjuringa masinas
uzdevumu uz ultrametrisku galigu automatu.

Darba gaita tiek izveidotas un apskatitas vairakas valodas, un pieraditas vairakas
teorémas par valodu atpaziSanas iespgjam un nepiecieSsamo stavoklu skaitu dazada tipa

ultrametriskiem galigiem automatiem.



1. P-ADISKI SKAITLI

1.1. Jédziens un matematiskas operacijas

Par p-adisku ciparu sauc naturalu skaitli robezas no 0 Iidz p — 1, kur p ir pirmskaitlis.
P&c definicijas p-adisks vesels skaitlis ir p-adisku ciparu virkne (a;); ey, Kur a; ir p-adisks

cipars. Parasti to var pierakstit ka decimalo skaitli ... a; ... a,a;a, [5].

Katru naturalu skaitli n var reprezentét ka a,_q ... a,a;ag, Kur n = Zf-‘;ol a;p’, un §im
naturalam skaitlim atbilst p-adisks vesels skaitlis (a;), kuram a; = 0 visiem i > k. Tatad,
katram naturalam skaitlim atbilst p-adisks vesels skaitlis ar bezgaligu nullu skaitu, un $ada p-
adiska vesela skaitla nenulles dala atbilst naturala skaitla pierakstam bazeé p. Piemé&ram,
naturdlam skaitlim 498 atbilst 7-adisks vesels skaitlis ...0...001311, jo 498 = 173 + 3 «
72 + 1% 71 + 1 % 79, Savukart, skaitlim nulle atbilst p-adisks vesels skaitlis, kuram visi cipari
ir nulles.

p-adiskiem skaitliem ir defin€ta saskaitiSanas operacija, kas ir [idziga naturalo skaitlu
saskaitiSanai bazé p. Pieméram, 5-adiskajiem skaitliem ...13241 un ...31123 summa tiek
rékinata sadi:

..13241

+...31123

44414

SaskaitiSanas operacija ir komutativa, asociativa un x + 0 = x viesiem p-adiskiem
veseliem skaitliem x. Ja divi p-adiski veseli skaitli x un y ir naturali skaitli, tad to summa ir
vienada ar to skaitlu summu naturalajos skaitlos [5]. Pieméram, 5+ 7 = 12, 3-adiskajos
skaitlos 5= ..0..012 un 7= ..0..021. ..0..012+ ..0..021 = ..0..110, kas
atbilst naturalam skaitlim 12.

AtpemSanas operacija ir lidziga saskaitiSanai, tikai japem veéra, ka p-adiska skait]a
pieraksts ir bezgaliga virkne. Piem&ram, 5-adiskajos skaitlos atpemot 1 no nulles, mes

iegsim 5-adisku skaitli -1.

_..00000
..00001
44444



Negativiem veseliem skaitliem p-adiskaja pieraksta atbilst p-adisku ciparu virknes, kam
kreisaja pus€ ir bezgaligs skaits ciparu p — 1. No p — 1 atskirigo ciparu skaits ir galigs [5].
Reizinasana p-adiskajiem skaitliem ir lidziga naturalo skaitlu reizinasanai, kas atbilst
skaitla atkartotai saskaitiSanai. p-adiska skaitla x reizinaSana ar naturalo skaitli n nozimé
saskaitit n reizes skaitli x [5]. Apskatisim 5-adisku skaitlu ...0...0213 un ...0...0423
reizinasanu ka pieméru:
..0213

..0423
..01144
.. 0431
..01412
..0202204

+

p-adisku skaitlu daliSana nenotiek Iidzigi veselo vai realo skaitlu daliSanai. Vieniga

dalisana, kura nevar tikt veikta p-adiskajos veselos skaitlos, ir daliSana ar p (ja skaitlis nedalas
ar p bez atlikuma). Pieméram, lai % butu vesels p-adisks skaitlis, vienadojumam p *x =1
jabiit atrisinajumam, bet reizinaSana ar p-adisku veselu skaitli p vienmér dod nulli pédgja
cipara.

Tomér daliSanas rezultatam p-adiskajos skaitlos Tpasiba ir Iidziga naturalajiem
skaitliem. Viena puse ir tads skaitlis a, kuru reizinot ar 2 tiek iegiits skaitlis 1. Tatad, ja p ir
nepara pirmskaitlis, tad p-adisks skaitlis % ir tads p-adisks vesels skaitlis, kuram visi cipari,
iznemot pédgjo, ir pz;l, un pedgjais cipars ir pzi [5]. Pieméram, 11-adisks skaitlis % ir
...55556:

..55556

t 55556

..00001

Lidzigi spriezot, 11-adiskajos veselos skaitlos ,,viena tresdala” ir ...(37)37374, ,,viena

ceturtdala” ir ...(28)28283, ,viena sestdala” ir ...(19)19192, ,viena devitdala” ir
...(498612)4986125. Savukart, skaitli %, % 11-adiskajos veselos skaitlos neeksiste.
Apskatitajos pieméros bija runa par p-adiskajiem veseliem skaitliem. Visparigi, p-
adiskiem skaitliem var biit peldosais punkts, aiz kura seko galigs p-adisku ciparu skaits, kas ir
atskirigi no nulles. Seit jau paradas iespéja veidot tadus skait]us, kas ir skaitla, kas nedalas ar
p, dalisanas ar p rezultats. Piem&ram, 5-adiskajos skaitlos % ir ...000,1, é ir ...000,001, 23—5 ir

...000,03.



Ar iracionaliem skaitliem ir vél sarezgitak. Ir iesp&ams uzrakstit naturala skaitla a
kvadratsakni p-adiskajos veselos skait]os, ja skaitlis a ir kvadratisks prezidijs péc modula p.
Tad iegiitajam skaitlim ir 1pasiba, kas ir lidziga dalskaitliem — p-adiska kvadratsakne,
reizinata pasa ar sevi, rezultatad dod naturalu skaitli, kas atrodas zem radikala. Piem&ram, V2
7-adiskajos skait]os ir ...6421216213, savukart, v2 5-adiskajos skait]os neeksisté, jo 2 nav
kvadratisks prezidijs péc modula 5 [6].

1.2. Metrikas

Par attalumu vai metriku netuksa kopa X sauc funkciju d no kopas X elementu pariem

uz nenegativiem realajiem skaitliem. Funkcijai d izpildas sekojosas Ipasibas:
1. d(x,y) = 0 tad un tikai tad, ja x = y;
2. d(x,y) =dy,x);
3. d(x,y) <d(x,z) +d(zy)visiemz € X [7].

Par metrisku telpu tiek saukta kopa X kopa ar metriku d. Viena un ta pati kopa X var
radit daudzas dazadas metriskas telpas (X, d). Par elementa normu vai absoltito vertibu tiek
saukts attalums no elementa lidz nullei d(x, 0), kur x € X. Elementa x normas apzim&jums ir
|[x]|, un elementa normai jaapmierina sekojosas Ipasibas:

1. ||x|| = 0 tad un tikai tad, ja x = 0;
2. lx = yll = llxll = [lyll;
3. llx+yll < llxl + llyll [7].

Ja tresa TpaSiba tiek aizvietota ar stipraku nevienadibu |[x + y|| < max({|x]|, ||ly]l), tad

norma tiek saukta par ultrametrisku.

Par nenulles vesela skaitla a p-adisko ordinalitati ord,a sauc augstako p pakapi, ar
kuru dalas skaitlis a. Racionala skaitla % ordinalitate ir ord,a — ord,b, bet veselo skaitlu

reizindjuma a * b ordinalitate ir ord,a + ord,b. Savukart, ord,a = oo tad un tikai tad, ja
a=0][7]
Par racionala skaitla a p-normu sauc skaitli

1
llall, prie® jax #0,
0,jax =0[7].



Ka pieméru varam apskatit skaitli " E; 3251 %73 %1173, Skaltla — p normas

dazadiem p bus sekojosas:
3087 1

665511, — 20
3087

1.
6655 Il 3 32 9
3087 1

6655 Il 5 5-1
3087

1
6655117 — 73 7 343’
3087

1
sessll,, = i = 1331

3087
Citiem pirmskaitliem p skaltla - P-norma bis vienada ar 1.
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2. GALIGI AUTOMATI

Par galigu determin&tu automatu sauc piecinieku (Q, 2, f, Q4, qo), Kur:
e ( — galiga stavoklu kopa;
o ) - galigs ieejas alfabets;
e f:Q x2X — (Q - parejas funkcija;
e (4 - akceptgjoso stavoklu kopa, kas ir stavoklu kopas Q apakSkopa;
e g, - sakuma stavoklis, kas ir kopas Q elements.

Automats sapem ieejas vardu, un péc katra nolasita simbola stavoklis tiek mainits
saskana ar parejas funkciju. Vards tiek akceptéts, ja p€c varda nolasiSanas automats nonak
kada no akceptgjosiem stavokliem.

Galigs varbutisks automats ir [idzigs galigam determin€tam automatam. Sakuma
stavokla vieta ir vektors, kura elementi nosaka varbiitibas stavokliem but par sakuma
stavokliem. Vektors ir stohastisks, tatad, katrs elements ir nenegativs reals skaitlis, un visu
elementu summa ir 1. Savukart, automata parejas funkcija kliist par stohastisko matricu kopu.
Stohastiskajai matricai katrs elements ir nenegativs reals skaitlis, un katras rindinas visu
elementu summa ir 1. Katram ieejas alfab&ta simbolam atbilst viena matrica |Q| X |Q|, kura
nosaka varbiitibas, nolasot attiecigo simbolu, nonakt no jebkura automata stavokla jebkura
stavokli. Varbitiskajam automatam paradas vél viens elements — slieksnis A, kas ir reals
skaitlis intervala no 0 Iidz 1. Péc katra sanemta ieejas varda simbola tiek aprekinatas
varbiitibas atrasties katra stavokli, un ja p€c visa varda nolasiSanas varbiitiba atrasties
akceptgjosa stavokli (ja tads ir viens) parsniedz slieksni A, tad ieejas vards tiek akceptéts. Ja
akceptgjosie stavokli ir vairaki, tad vards tiek akceptéts, ja Visu akcept&joso stavok]u
varbiitibu summa parsniedz slieksni A [4].

Varbiitibas aprékinaSanai var veikt matricu reizinaSanu. Ka pieméru apskatisim tris

stavoklu varbiitisku automatu, kuram akcept€josie stavokli ir otrais un treSais. leejas alfabéts
. . . (1 1

sastav no diviem simboliem —,,0” un ,,1”. Sakuma stavoklu vektors ir (E 2 0), kas nozimé,

e _ ST 1 . 1 .

ka automats sakuma atradisies pirmaja stavokli ar varbiitibu 7> otraja ar varbiitibu 2> un tresaja

0

ar varbiitibu 0. Parejas matrica ieejas simbolam ,,0” ir , un ieejas simbola ,,1”

WIR NP
Wl O
WIRNIPRO
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parejas matrica ir . Ja ieeja tika sanemts vards ,,10”, tad péc varda nolasiSanas

NI, O O
AR =W
BlIRPO Wl

varbitibas atrasties konkrétajos stavoklos biis sekojosas:

o 2 1\/1 0 O 1 0 O
3 3 1 1 1 1
11 = - 5 1\( = = 17 1 17
Gz oloro)fz )=z 2= 5 %)
11 1/\1 1 1 111
2 4 4/ \3 3 3 3 3 3
Tas nozime, ka automats atradisies kada no akceptgjoSiem stavokliem ar varbiitibu
1,17 _19 . _ : - e 19 - .
St 33 un tas nozimé, ka vards tiktu akceptéts ar varbiitibu v Pieméram, ja slieksnis A

. 1 .
butu vienads ar > tad vards tiktu akceptéets.

1969. gada Paavo Turakainen pieradija, ka ja varbiitiskajos automatos stohastisko
matricu un vektoru vieta izmantot matricas un vektorus ar jebkadiem realajiem skaitliem, un
nonemot no sliek$na ierobezojumu atrasties intervala starp 0 un 1, tad atpazistamo valodu
klase $adiem varbitiskajiem automatiem nemainisies. Sadiem automatiem pareju varbiitibas
klast par amplitadam [8].

Ultrametriski galigi automati ir lidzigi varbutiskiem galigiem automatiem, tikai
definicija paradas vél viens elements — pirmskaitlis p, un sakuma stavoklu un pareju varbiitibu
vieta ir p-adiski skaitli, kas tiek saukti par amplitidam. Varda akcept€Sanas nosacijuma
akcept€sanas slieksna A vieta ir divu realo skaitlu intervals [, f]. P&c ieejas varda nolasiSanas
katram stavoklim amplitida tiek aprékinata tapat, ka varbatiskiem automatiem, un tad
stavoklu amplitidas tiek parveidotas par p-normam. Ja akcept€josa stavokla (ja tads ir viens)
amplitiidas p-norma atrodas intervala [, ], tad ieejas vards tiek akceptéts. Ja akcept&josie
stavokli ir vairaki, tad vards tiek akceptéts, ja katra akcept&josa stavokla amplitidu p-normu

summa atrodas intervala [, §] [4].
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3. ULTRAMETRISKI GALIGI AUTOMATI

3.1. Atpazistamo valodu klases paplaSinasana

Risins Freivalds pieradija, ka eksisteé kontinuums valodu, ko atpazist galigs
ultrametrisks automats [4]. Patiesiba ultrametriski galigi automati paplasina atpazistamo
valodu klasi, pieméram, salidzinot ar galigiem determin€tiem automatiem. Ka pieméru
apskatisim valodu L, kuras vardi sastav no nullém un vieniniekiem, un nullu un vieninieku
skaits ir vienads.

Valoda L; nav regulara valoda, un to nevar atpazit ar galigu determinétu automatu.
Patiesiba, galigs varbiitisks vienvirziena automats ari nevar atpazit valodu L. AtpaziSanas
probléma rodas tapéc, ka ir nepieciesams skaitit nullu un vieninieku skaitu starpibu, un ta nav
ierobezota pec ieejas varda attieciga simbolu skaita nolasiSanas. Ultrametriskiem automatiem
var izmantot stavokla amplitidu ka skaititaju. Valodas L; atpaziSanai var uzkonstrut 3-

adisku automatu, kas ir paradits 3.1. attela.

J.:

3.1. attels. 3-adisks automats valodas L, atpaziSanai

Nodemonstrétaja ultrametriskaja automata un talakajos pieméros apzimé&umi bis
vienadi. leejas bultina ar skaitli norada stavokla sakuma amplitidu, un ja bultinas nav pie
attieciga stavokla, tad stavoklim sakuma amplitida ir vienada ar 0. Uz stavoklu pareju
bultinam noradits ieejas simbols un péc atdalitajsimbola ,,|” ir noradita amplitida.
Varbitiskiem automatiem apzim&umi bus l1dzigi (protams, amplitidu vieta bus varbitibas),
bet vizualajai atSkiribai par atdalitajsimbolu kalpos komats.

Uzkonstruétajam automatam ir viens stavoklis q;, kas ir akcept&joss stavoklis. Sakuma

stavokla q; amplitiida ir vienada ar 1. Kad tiek nolasita nulle, amplitida tiek reizinata ar 3.
_ o o\ . . 1 oy o - .

Kad automats sanem vieninieku, amplitiida tiek reizinata ar 3 Viegli var pamanit, ka ja

automats sanem n nulles, tad stavokla q; amplitida tiek pareizinata ar skaitli 3", savukart,

Lo _ oy L . -
sanemot m Vvieniniekus, stavokla amplitiida tiek pareizinata ar e P&c varda, kas sastav no n

13



_ o - _ . L 3"
nullém un m vieniniekiem, nolasiSanas, stavokla q; amplitiida biis vienada ar e Ja nullu un

vieninieku skaits sakrit, tatad, ja n = m, tad amplitada bus vienada ar 1. Ja n # m, tad
amplitiida biis vienada ar skaitla 3 pakapi, kas atskiras no 3°. Skaitla 1 p-norma ir vienada ar
I, un citam skaitla 3 pakapém p-norma bis vienada ar kadu citu skaitli. Uzstadot
akceptesanas intervalu vienadu ar [1,1], automats akceptes tos un tikai tos vardus, kas sastav
no nullém un vieniniekiem, un kam nullu un vieninieku skaits sakrit.

Konstrugjot ultrametrisku automatu, kas atpazist valodu Lq, skaitla 3 vieta vargja nemt

jebkuru pirmskaitli p. Tad stavokla amplitiida péc n nullu un m vieninieku sanemsanas biis
vienada ar ::_m’ un akcept€Sanas nosacijumi paliek tadi pasi, ka augstak apskatitaja piemera.

Tagad apskatisim sarezgitaku pieméru, kas noradis uz citam galigu ultrametrisku
automatu iesp&jam atpazistamo valodu klases paplasinasanai. Definésim valodu L, =
w2w™  kur w = {0,1}", un w™ ir tads pats vards w, tikai visi simboli ir otrada seciba. St
valoda arT nevar bt atpazita ar galigu determing€tu automatu.

Teoréma 1. Valoda L, var biit atpazita ar ultrametrisku galigu automatu.

Pieradijums. Uzkonstruésim 3-adisku galigu automatu, kas sastav no pieciem

"¢V garumi butu vienadi, un

stavokliem. Lai vards tiktu akceptets, ir nepiecieSams, lai w un w
lai simbolu seciba varda fragmenta péc simbola ,2” bitu otrada, salidzinot ar varda
fragmentu, kas ir pirms simbola ,,2”. M&s varam uzkonstruét 3-adisku automatu ar diviem
akceptgjoSiem stavokliem, un katrs no tiem bis atbildigs par vienu no Siem diviem
nosactjumiem. [zveidotais automats ir paradits 3.2. attela.

3-adisks automats, kas ir redzams 3.2. attéla, faktiski sastav no divam dalam. Apaksgja

dala (stavokli g4 un gs) parbauda, vai ieejas varda simbolu skaits pirms simbola ,,2” un péc

[wi

simbola ,,2” sakrit. Amplituda stavokli g5 péc varda nolasiSanas ir vienada ar Swrev)> Uun bis

vienada ar 1 tad un tikai tad, ja |[w| = |[w™"|.
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3.2. attéls. 3-adisks automats valodas L, atpaziSanai

Automata aug$gja dala parbauda, vai vieninieku pozicijas varda otraja dala sakrit ar
vieninieku pozicijam varda pirmaja dala apgrieztaja seciba. Apzimé&sim katru ieejas simbolu
ar a;, kur a; ir nulle vai vieninieks, un i ir sapemta simbola numurs p&c kartas. Pirms simbola
,2” sanemsanas amplitiida stavokli g5 biis vienada ar Y7~ a; * 3¢, kur n ir simbolu skaits
pirms simbola ,,2” sanemS$anas. Savukart, péc visu simbolu, kas ir pé&c simbola ,2”,
nolasiSanas, stavokla g3 amplitida tiks samazinata par ]’-"z_olaj * 3" ~1 Kkur j ir simbola
numurs p&c kartas péc simbola ,,2”, m ir simbolu skaits péc simbola ,,2”, n ir simbolu skaits
pirms simbola ,,2”. Gala rezultata stavokla gz amplitida péc varda nolasiSanas bils vienada ar
0 tad un tikai tad, ja vieninieku pozicijas varda dala, kas ir pirms simbola ,,2” sakrit ar
vieninieku pozicijam varda dala péc simbola ,,2”, bet otrada seciba.

Apskatisim ka pieméru vardu ,,01101210110”. Pirms simbola ,,2” sanems$anas stavokla
q; amplitida biis vienada ar 3!+ 32 + 3*. Talak, sapemot simbolu ,,2”, stavokla g,
amplitiida kl@ist vienada ar —3*, un, sanemot pirmo vieninieku p&c simbola ,,2”, stavokla g5
amplitiidai tiks pieskaitita stavokla q, amplitida, tatad, skaitlis —3% Lidzigi, sanemot
atlikusos varda simbolus, stavokla g; amplitiida tiks samazinata par 32 un par 3!, un gala
rezultata amplitiida biis vienada ar 0.

Uzkonstruétaja 3-adiskaja automata vards pieder valodai L, tad un tikai tad, ja stavokla

qz amplitiida ir vienada ar 0, un stavokla g5 amplitiida ir vienada ar 1. Tas nozimég, ka vards
15



tiek akceptets, ja akcept€joso stavoklu amplitiidu p-normu summa ir vienada ar 1 (stavokla g3
amplitidas p-norma ir vienada ar 0, un stavokla gs amplitiidas p-norma ir vienada ar 1).
Nederigo vardu gadijuma amplitiidu p-normu summa nevar sanakt vienada ar 1, jo:
¢ ja neizpildas nosacijums par vieninieku pozicijam, tad stavokla gz amplitidas
p-norma biis atSkiriga no 0, un biis vienada ar kadu skaitla 3 pakapi;
e ja neizpildas nosacijums par varda dalu garumu vienadibu, tad stavokla gs
amplitiidas p-norma biis vienada ar kadu skaitla 3 pakapi, bet nebiis vienada ar
1.
Ja neizpildas pirmais nosacijums, tad amplitidu p-normu summa bis vienada ar
3% + 1. Otra nosacijuma neizpildes gadijuma amplitidu p-normu summa biis vienada ar 3%,
kur k # 0. Abu nosacijumu neizpildes gadfjuma amplitidu p-normu summa sanak 3¢ + 3™,
kur m # 0. Visas apskatitajas situacijas sanak amplitidu p-normu summa, kas atSkiras no 1.
m
Apskatita valoda L, parada, ka ultrametriski galigi automati paplasina atpazistamo
valodu klasi ne tikai ar sp&ju skaitit simbolus, bet arT ar sp&ju fiksét un parbaudit interes€joso

simbolu pozicijas.

3.2. NepiecieSamo stavoklu skaita samazinasana

Salidzinot ar determin€tiem galigiem automatiem, varbiitiski galigi automati jau ir labs
solis uz priekSu nepiecieSamo stavoklu skaita samazinasanas zina. Ar ultrametrisku algoritmu
palidzibu var samazinat stavoklu skaitu vél stiprak.

Ka pirmo pieméru apskatisim viena burta alfab&ta valodu Ls, kura tiek definéta
sekojosi: Lz = {1"| n = 0(mod 105)}. Tatad valodai L3 pieder tie un tikai tie vardi, kas
sastav no vieniniekiem, un vieninieku skaits dalas ar 105. Determin€tam galigam automatam
ir nepiecieSami 105 stavokli, jo ir nepiecieSams skaitit vieniniekus péc modula 105.

Varbiitiskajam automatam So stavoklu skaitu var samazinat. M@&s varam atseviSki
apskatit vieninieku skaita dalamibu ar 3, 5 un 7 (jo 105 = 3 x5 x 7), un iegtt varbutisku

galigu automatu ar mazaku stavoklu skaitu. Varbutisks automats ar 16 stavokliem, kas

. _ . . . _ 3 . - 1=
noskaidro varda piederibu valodai L3 pareizi ar varbutibu o Ir paradits 3.3. attéla.
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3.3. attéls. varbiuitisks automats valodas L3 atpaziSanai

.. _ 1 C . _
Varbiitisks automats ar varbiitibu : parbauda, vai vieninieku skaits dalas ar 3, ar
1 D . _ e 1 .
varbiitibu c parbauda, vai vieninieku skaits dalas ar 5 un ar varbutibu s parbauda, vai
o . _ _ 2 e e _
vieninieku skaits dalas ar 7. Ar varbitibu - automats vienkarsi noraida ieejas vardu. Ja

. . _ _ 3 _ _ L _
vieninieku skaits dalas ar 105, tad ar varbutibu 5 automats nonaks viena no 3 dalamibu
parbaudosiem cikliem, un ieejas vardu akcept€s. Ja varda garums nedalas kaut ar vienu skaitla

: . _ : 1 _ e 1= 1= - =
105 pirmreizinataju, tad ar varbiitibu vismaz S automats nonaks tada dalamibu parbaudosa
. . Do . _ oy 2 . e ~ -

cikla, kurs vardu noraidis. Pieskaitot klat varbttibu S uzreiz noraidit vardu, sanak, ka automats

- o I 3
noraidis nepareizo vardu ar varbiitibu vismaz 5
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Ultrametriskajam galigajam automatam pietiek ar 2 stavokliem. 1837. gada Dirihle
pieradija, ka visiem savstarp&jiem pirmskaitliem a un b aritmétiska progresija a * n + b, kur
n ir vesels pozitivs skaitlis, satur bezgaligi daudz pirmskaitlu [9]. No ta seko, ka katram
naturalam skaitlim n eksisté tads pirmskaitlis p, ka n = 1(mod p). Skaitlim 105 tads p ir
vienads ar 211. Skaitla 211 primitiva sakne ir 2 [10], saskana ar Ferma mazo teorému [11],
2210 = 1(mod 211), tatad, 4'% = 1(mod 211).

Var secinat, ka 4" = 1(mod 211) visiem veseliem n tad un tikai tad, ja n dalas ar 105
bez atlikuma. Parveidosim valodu L3, lai péc vieninieku virknes sanems$anas mums bitu

beigu simbols - punkts. Izveidotais 211-adisks automats ir redzams 3.4. attéla.

3.4. attéls. 211-adisks automats valodas L3 atpaziSanai

Stavokla q; amplitida p&c modula 211 biis vienada ar 1 tad un tikai tad, ja pirms punkta
sanemsanas varda garums ir vienads ar n * 105, kur n ir nenegativs vesels skaitlis. P&c punkta
sanemsSanas stavokla q; amplitiida tiek samazinata par 1, un tad stavokla q; amplitiida dalas
ar 211. Lidz ar to akcept€josa stavokla gq; amplitiidas p-norma biis mazaka par 1 tad un tikai
tad, ja vards pieder valodai L3. Apskatitais piemérs parada, ka ultrametriskiem galigiem
automatiem ir vél lielaka priekSrociba stavoklu skaita samazinaSanas zina, salidzinot ar
varbiitiskiem galigiem automatiem.

Rusins Freivalds pieradija, ka visiem naturaliem n, kas var but gan pirmskaitli, gan
salikti skaitli, eksisté ultrametrisks automats ar diviem stavokliem, kas atpazist viena burta
alfabéta valodu, kura varda garums dalas ar n [4]. Tas dod jitamu stavokla skaita
samazinasanu, nemot véra to, ka stavoklu skaits nav atkarigs no n.

Tagad apskatisim citu pieméru. Definésim valodu, kas sastav no viena vieniga varda,
tatad, valoda L, = {1"|n = 2013}. Ta ka mums ir nepiecieS$ama ieejas varda simbolu
skaitiSana, determinétam automatam ir nepiecieSami vismaz 2013 stavokli (patiesiba, 2014, jo

jasaskaita 2014. simbols, lai noraiditu parak garus vardus).
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Darba autors ir uzkonstrugjis varbiitisku galigu automatu ar 29 stavokliem, kas atpazist

valodu L, ar varbutibu, kas nedaudz parsniedz % Lidzigi 3.3. att€la paraditajam varbiitiskajam

automatam, mums bis vairaki cikli, bet Soreiz ar nelielu papildinajumu.

3.5. attéls. varbutiska automata valodas L, atpaziSanai fragments

Lidzigi apskatitajam varbitiskajam automatam valodas L3 atpaziSanai, m&s veidosim

ciklus, kas parbauda dalamibu, bet Soreiz, lai ietaupitu stavoklus, varam parbaudit atlikumus

péc daliSanas ar pasiem mazakiem pirmskaitliem. Skaitlis 2013 ir vienads ar sekojoSiem

skaitliem p&c pirmskaitlu moduliem:

2013 = 1(mod 2);
2013 = 0(mod 3);
2013 = 3(mod 5);
2013 = 4(mod 7);
2013 = 0(mod 11).

Minétu pirmskaitlu modulu kombinacija nav sastopama naturaliem skaitliem, kas ir

mazaki par 2013, jo 2*3* 5% 7% 11 = 2310, un 2310 > 2013. Tatad veidosim piecus

ciklus — garuma 2, 3, 5, 7 un 11 stavokli. Tagad akcept&josie stavokli nebis cikla sakumos,

bet gan tajas pozicijas, kur ieejas varda garums ir vienads ar nepiecieSamo moduli p&c

attieciga pirmskaitla. Pieméram, 4. cikla, ar garumu 7, 5. stavoklis biis akceptgjoSs (jo pirmais

stavoklis atbilst nullei péc modula 7, otrais atbilst 1 péc modula 7 utt.). Tagad ir janodroSina

tas, ka ja ieejas varda garums parsniedz 2013, automats nonaks noraidosa stavokli ar

nepiecieSamo varbttibu. 3.5. attela ir paradits fragments ciklam, kas parbauda, vai 2013 =
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O(mod 3), un ar varbiitibu 1 — p2 péc katriem 3 nolasitajiem vieniniekiem automats aiziet
noraidosa cikla.
Katram no pirmajiem 5 cikliem ieejas varbutiba (ka tas biis automata sakumstavoklis) ir

1 e . . 4 e tm e i . e
5 un noraido$sam ciklam §1 varbitiba ir 5 Varbiitiba ieiet kada cikla, kur ir akceptgjoss

stavoklis, Ir 5 * % = %- Tagad ir jaatrod piecas varbitibas, kas nodrosinas savlaicigu izeju no
cikla uz noraidoSo stavokli. Lai tas ta butu, automatam jaatrodas kada no cikliem ar
akceptgjoso stavokli ar varbutibu, kas ir lielaka par %, ja tika nolasits vieninieku skaits, kas
neparsniedz 2013. Ja tika nolasits lielaks vieninieku skaits, tad varbiitibai atrasties kada no
cikliem ar akceptgjoso stavokli ir jablit mazakai par % %* X = %=> X = %, tatad, pirms
2013 vieninieku sanems$anas automatam japaliek cikla ar akcept€joso stavokli ar varbutibu,

.9 P . — .
kas parsniedz 75> un attiecigi, péc lielaka vieninieku skaita nolasiSanas automatam japaliek

cikla ar varbiitibu, kas ir mazaka par %.
Tagad skaitlus p1, p2, p3, p4 un p5, kas ir attiecigi varbitibas iziet no cikliem, kas

parbauda varda garumu péc modula 2, 3, 5, 7 un 11, ir iesp&jams aprékinat:

e 2x1006 < 2013 < 2%1007 => (p1)!%% > 9/10 > (p1)!0%7;

e 3x671 < 2013 < 3x672 => (p2)%t > 9/10 > (p2)%7?;

e 5x402 < 2013 < 5%403 => (p3)*? > 9/10 > (p3)*3;

o 7x287 < 2013 < 7%288 => (p4)?%7 > 9/10 > (p4)?88;

e 11%183 < 2013 < 11184 => (p5)!¥ > 9/10 > (p5)'®*.

Apzimésim ar € loti mazu pozitivu skaitli. Izveidotaja automata mums sanaks, ka vards
. _ - 1 (9 1 e e
12013 tiks akceptéts ar varbiitibu 5 * 5 (E + e) =5+ &, un, attiecigi, visi pargjie vardi tiks
i _ 1
noraiditi ar varbiitibu Ste

Ar sarezgitiem aprékiniem tika dabuts varbitisks automats ar 24+ 3+ 5+ 7+ 11 +
1 = 29 stavokliem, kas pazist valodu L,. Uzbiivét ultrametrisku automatu valodas L,
atpaziSanai ir daudz vieglak, pie tam automatam bis tikai viens stavoklis. Ka pieméru varam
izveidot 2-adisku automatu ar vienu stavokli qq, kurs ir akcept€joss. Automats ir redzams 3.6.

attela.
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3.6. attéls. 2-adisks automats valodas L, atpaziSanai

Stavokla g; amplitida péc varda nolasiSanas bus vienada ar 2", kur n ir sanemto
vieninieku skaits. |[22013 ], = 272013 tatad ieejas vards tiks akceptéts tad un tikai tad, ja
akcept&josa stavokla amplitiidas p-norma péc varda nolasiSanas biis vienada ar 272013
par&jos gadijumos vards tiks noraidits.

Teorema 2. Visiem pirmskaitliem p eksiste p-ultrametrisks automats ar vienu stavokli,
kas atpazist jebkuru viena burta alfabéta valodu, kas sastav no viena varda.

Pieradijums. Veidosim p-ultrametrisku galigu automatu ar vienu akcept&joso stavokli,
kura sakuma amplitiida ir vienada ar 1. Sanemot kart§jo ieejas varda simbolu, stavokla
amplitiida tiek pareizinata ar p. leejas vards tiek akceptéts tad un tikai tad, ja stavokla
amplitiidas p-norma bas vienada ar p~™, kur m ir valodas vieniga varda garums. O

Pieradito teorému var visparinat plasakai viena burta alfabé&ta kopai.

Teoréma 3. Visiem pirmskaitliem p eksisté p-ultrametrisks automdts ar vienu stavokli,
kas visiem naturalu skaitlu intervaliem [m,n], kur m < n, atpazist jebkuru viena burta
alfabéta valodu, kurai pieder visi vardi garuma, kas atrodas intervala [m,n].

Pieradijums. Automats tiks buvets Iidzigi iepriek$&as teorémas pieradijumam,
atSkirsies varda akcept€Sanas nosacijums. Apzim&sim valodai piederoSu vardu garumu
intervalu ar [m,n], kur m < n. leejas vards tiek akceptéts tad un tikai tad, ja stavokla
amplitidas p-norma atradisies intervala [p™",p~™], kur [m,n] ir valodas vardu garumu
intervals. O

Agrak tika apskatits piemers, kas uzskatami parada stavoklu skaita atSkiribu starp
determingtiem un ultrametriskiem automatiem. Apskatitai valodai ir nodefinéts m elementu
kortezs w = {0,1, ..., k — 1} (katrs korteza elements ir vesels skaitlis starp 0 un k — 1). Ir
nodefinétas divas darbibas ar kortezu w:

o f.(wy,wy,..,w,) = Wy, Wi, Wy, ...,W,,_1), tatad, darbiba, kuras rezultata
katrs elements parbidas vienu vietu pa labi;
o (W, Wy, ...,wp) = (Wy + 1(mod k), w,, ...,wy,). Sis darbibas rezultata
korteza pirmajam elementam tiek pieskaitits 1 péc modula k.
Tika definéta valoda Ly ,,, = {x € {a, b}" | £, (0™) = 0™}, kur m ir korteza w elementu

skaits, k ir parametrs, kas nosaka korteza elementa maksimalo vértibu k — 1. Valodai pieder
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tie un tikai tie vardi x, kas sastdv no simboliem a un b ar sekojoSu ipasSibu: ja sakotn&am
kortezam, kas sastav no m nullém, veikt darbibas f, un f;, tada pasa seciba, kada atrodas
ieejas varda simboli a un b, p&c darbibu veiksanas tiks iegiits kortezs, kas sastav no m nullém
[12].

Tika pieradits, ka determinétam galigam automatam valodas Ly, atpaziSanai ir
nepiecieSami k™ stavokli, savukart, visiem pirmskaitliem p eksisté p-ultrametrisks galigs
automats ar k * m stavokliem, kas atpazist valodu Ly ,,,. V&l vairak, ja p ir pirmskaitlis, kas ir
lielaks par m, ir iesp&ams izveidot p-ultrametrisku galigu automatu ar m + 1 stavokli, kas
atpazis valodu L, [12]. Tas parada, ka salidzinot ar determintu galigu automatu,
ultrametriskam galigam automatam ir iesp&jams samazinat stavoklu skaitu no eksponenciala
uz linearu.

Apskatisim vl vienu iespgju stavoklu skaita samazinaSanai valodas Ly ,, atpaziSanai.

Teoréma 4. Visiem pirmskait{iem p visiem veseliem pozitiviem skaitliem k, jam < p,
ir iespéjams izveidot p-ultrametrisku galigu automatu ar m + 1 stavokli, kas atpazis valodu
ka,m

Pieradijums. 3.7. att€la ir paradits iesp&jamais p-ultrametrisks galigs automats ar
m + 1 stavokli. Automatam ir m akcept€josi stavokli, un katrs no tiem reprezent€ vienu no m
korteZa elementiem un sak darbu ar amplitidu p*. Kad tiek nolasits simbols a, akcept&josiem
stavokliem mainas amplitida — visiem veseliem 2 <i < m stavokla g; amplitida klast
vienada ar stavokla g;_; amplitiidu, bet stavokla g; amplituda klast vienada ar stavokla q,,

amplitudu. Citiem vardiem akcept&josiem stavokliem amplitidas parbidas vienu vietu pa labi.

all

G185 2

p* P~ p~

3.7. attéls. p-ultrametrisks automats valodas Lk atpaziSanai

Kad tiek nolasits simbols b, stavokla g; amplitiidai tiek pieskaitits 1. Tas reprezenté 1

pieskaitiSanu korteZa pirmajam elementam. Ja visiem akcept€joSiem stavokliem péc varda
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nolasiSanas amplitidas dalas ar p*, tad vards pieder valodai Lk s jo tas nozimé, ka visi
korteZa elementi ir vienadi ar 0 péc modula p¥. Tatad, katra akcept&josa stavokla amplitidas

e . . 1 _ e o e e
p-normai jabiit vienadai ar vai mazakai par oF Ja kada akceptgjosa stavokla amplitiidai $1s

Sada gadfjuma visu

nosacijums neizpildas, tad ta p-norma biis vienada ar vai lielaka par ——.
P

akcept€joso stavoklu amplitidu p-normu summa bis lielaka par pk;_l, jo pargjiem
akcept€josiem stavokliem amplitiidu p-normas vienmer ir lielakas par 0 (jo amplitiida ir
vienada ar pozitivu veselu skaitli). Lidz ar to ieejas vards tiek akceptéts tad un tikai tad, ja
akceptgjoso stavoklu amplitiidu p-normu summa ir mazaka par vai vienada ar ;n—k. i

Nodala apskatitie pieméri parada, ka ultrametriskiem galigiem automatiem ir liels

potencials nepiecieSamo stavok]u skaita samazinasanai.
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4. DAZADU TIPU ULTRAMETRISKI AUTOMATI

Ieprieks@ja nodala tika apskatiti vienvirziena ultrametriski galigi automati. Saja nodala

tiks apskatitas ultrametrisko algoritmu iesp€jas citiem automatu tipiem.

4.1. Vienvirziena galigi automati ar vairakam galvinam

Galigi automati ar vairakam galvinam ir Iidzigi galigiem automatiem ar vienu galvinu.
Atskirsies parejas funkcija, ta biis sekojoda forma: S x (4 U {F,4)* - § x {—1,0,1}*, kur k
ir galvinu skaits, S ir stavoklu kopa, A ir icejas alfabéts, + ir varda sakuma markieris, - ir
varda beigu markieris. {—1,0,1}* nozimg, ka katra no k galvinam var:

e parvietoties par vienu ieejas varda simbolu pa kreisi, ja ir -1;
e palikt uz vietas, ja ir O;
e parvietoties par vienu ieejas varda simbolu pa labi, ja ir 1.

Ja galvina atrodas uz varda sakuma markiera, tad ta nevar parvietoties pa kreisi,
attiecigi, galvina nevar parvietoties pa labi, ja ta atrodas uz varda beigu markiera [13].

Apskatisim valodu Ls, kas sastav no visiem tiem un tikai tiem vardiem w, kur w =
{0,1}*, w=w"", w ir nepara garuma un vardam pa vidu ir vieninieks. Valodas Ls
atpaziSanai ar vienvirziena ultrametrisku galigu automatu ar vienu galvinu paradas griitibas ar
varda vidus noteikSanu. Ja automatam ir divas galvipas, tad varda vidus noteikSana nesastada
nekadas problémas.

Teoréma 5. Eksisté ultrametrisks vienvirziena galigs automats ar divam galvinam, kas
atpazist valodu Ls.

Pieradijums. Izveidosim 2-adisku galigu automatu ar divam galvinam. Saksim ar to, ka
apskatisim katras galvinas uzvedibu atseviski. Parvietosim pirmo galvinu Iidz varda beigam,

parbaudot, vai vards ir palindroms. 4.1. attéla ir paraditi stavokli, kas realiz€ So parbaudi.
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4.1. antels. valodas Lg atpazisto$a 2-adiska automata fragments

Automata pirma galvina parbauda, vai w = w"®?, tatad, vai ieejas vards ir palindroms.
Apzimgjot katru ieejas simbolu ar a;, kur a; ir nulle vai vieninieks, un i ir sapemta simbola
numurs péc kartas, pirms varda beigu pazimes sanemsanas (varda beigu markieris) amplituda
stavoklT g, bis vienada ar Y7 a; = 2!, kur n ir varda garums. Savukart, pirms varda beigu
pazimes sanemsanas amplitiida stavokli g, biis vienada ar — ?:_01 a; * 2"771, Pec varda
beigu pazimes sanemsanas stavokla g, amplitiida tiek pieskaitita stavokla g, amplitiidai, un ta
bis vienada ar 0 tad un tikai tad, ja ieejas vards bija palindroms, un tad amplitiidas p-norma
bis vienada ar 0. Ja vards nebiis palindroms, tad stavokla q, amplitiidas p-norma biis mazaka
par 1, bet lielaka par 0, jo saskaitamajos, kas veidos stavokla g, amplitiidu, noteikti biis kada
pozitiva divnieka pakape.

Ar otras galvinas palidzibu més noskaidrosim varda vidu, ka ari, ar abu galvinu
mijiedarbibas palidzibu sp€sim noskaidrot, vai vards ir nepara garuma. Sakuma abas galvinas
nolasa pirmo simbolu. Tad pirma galvina nolasa divus ieejas varda simbolus, un péc tam otra
galvina nolasa vienu simbolu un ta lidz varda beigam. Ja péc tam, kad otra galvina nolasija
vienu simbolu, pirma galvina sastop varda beigas, tad vards ir nepara garuma, un otra galvina
atrodas varda vidu. Bet ja pec tam, kad otra galvina nolasija vienu simbolu, pirma galviga
nolasa vienu simbolu un sastop varda beigas, tas nozimes, ka vards ir para garuma, un vards
tiks noraidits.

Kad ir nolasits nepara garuma ieejas vards, un otra galvina veiksmigi atrodas varda

vidi, tad, nolasot ieejas simbolu, akceptéjosam stavoklim g, kuram sakuma amplitiida ir O,

Do o\ . T o I e
tiek pieskaitita 0, ja nolasttais simbols ir vieninieks, un tiek pieskaitita > Ja nolasitais simbols
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: 1 I L .
ir nulle. ”E” = 2, un abu akcept&joso stavoklu p-normu summa biis vienada ar 0 tad un tikai
p

tad, ja vards pieder valodai Ls. O

Ir pieradits, ka determin€tiem un nedetermin€tiem vienvirziena galigiem automatiem
valodu klase, ko atpazist automats ar k + 1 galvinu ir plasaka par valodu klasi, ko atpazist
automats ar k galvinam, visiem naturaliem k > 1 [13]. Tas tika pieradits ar valodas L,
palidzibu, kura tiek definéta visiem veseliem pozitiviem skaitliem b sekojosa veida: L, =
fwy *wy x oxwyy |(w; € {0,1})A(w; = wypy1—;) visiem 1 < i < 2b}. Tas bija pieradits
ar teorémas palidzibu, kura pasaka, ka determin€ts un nedeterminéts vienvirziena galigs
automits ar k galvinam atpazist valodu L, tad un tikai tad, ja b < CZ [14].

Teoréma 6. Visiem veseliem k > 1, visiem pirmskaitliem p eksisté valodas, kuras nevar
atpazit ar galigu determinétu vai nedeterminétu vienvirziena automdtu ar k galvinam, bet var
atpazit ar p-ultrametrisku galigu vienvirziena automdtu ar vienu galvipu.

Pieradijums. Izveidosim galigu 2-adisku automatu, kas atpazist valodu L,. Katram
1 < i < b izveidosim stavoklu kopu, kas parbauda attieciga varda fragmentu para vienadibu,

tatad, vai w; = wyp ;. Automata fragments vienam tadam parim ir paradits 4.2. attela.

1

+
.11 |1 *|1 11 *1
1=> pLLN Q
;11

4.2. antels. valodu L;, atpazisto$a 2-adiska automata fragments

Attela apak$ja rinda notiek attieciga varda fragmentu para parbaude uz garumu

vienadibu. Sakotn&ja amplitiida ir 1. Kad automats tiek pie attieciga w; fragmenta nolasiSanas,
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katrs fragmenta simbols pareizina amplitiidu ar 2. Tad automats dodas pa stavoklu virkni
talak, Iidz attieciga fragmenta w,; 1 _; sastapSanai, kuru lasot, katrs simbols dala amplitidu ar
2. Amplitida biis vienada ar 1 tad un tikai tad, ja fragmentu garumi bija vienadi. Tad, nolasot
vardu Iidz beigdm, amplitiidai tiek pieskaitits -1, lai akcept&josa stavokla amplitiida bitu
vienada ar 0, ja nosacijums izpildas.

Augsgjas divas stavoklu rindas nodrosina attieciga fragmentu para w; un wyp,q_;
parbaudi uz vieninieku poziciju sakritibu. Pirmaja rinda automats staiga pa stavokliem Iidz
fragmenta w; sastapSanai. Tad nakamaja stavokli tiek saskaititi vieninieki un to pozicijas, un
amplitida péc fragmenta nolasidanas kliist vienada ar Y'j a; * 2!, kur n ir fragmenta
garums, un a; ir vienads ar 1, ja i-tais simbols bija vieninieks, citadi a; ir vienads ar 0. P&c
fragmenta nolasiSanas summa tiek saglabata akceptgjosa stavokli. Otra stavoklu rinda lidzigi
nodro$ina fragmenta wy,,q_; atraSanu, un tad no akceptgjosa stavokla Iidzigd veida tiek
atnemta summa ?:_01 a; * 2. Gala rezultata akcept&josa stavokla amplitiida biis vienada ar 0
tad un tikai tad, ja abos fragmentos vieninieku pozicijas bija vienadas.

P&c varda nolasiSanas, ja abi nosacijumi izpildas, tatad, ja varda fragmenti w; un
Wyp4+1—; 1r vienadi, tad abos akcept€joSos stavoklos amplitiidas biis vienadas ar 0, tatad,
akceptgjoso stavoklu amplitidu p-normu summa biis vienada ar 0 tad un tikai tad, ja w; =
Wyp41—;- Citadi akcept€joso stavoklu amplitidu p-normu summa biis vienada ar kadu
pozitivu skaitli.

Katram fragmentu parim w; un wy,,;_; tiks veiktas tadas paSas parbaudes uz
vienadibu, tikai stavoklu kopas atSkirsies stavoklu skaits, kas nodroSina interesgjoso
fragmentu atraSanu. Lidziga veida akcept&joso stavoklu amplitidu p-normu summa bis
vienada ar 0 tad un tikai tad, ja interes€joSie varda fragmenti ir vienadi, citadi amplitidu p-
normu summa biis vienada ar kadu pozitivu skaitli. Saskaitot visu tadu stavoklu kopu
akceptejoSo stavok]u amplitidu p-normas més ieglsim O tad un tikai tad, ja vards pieder
valodai L,. Sada veida varam uzkonstrugt 2-adisku automatu valodas L, atpaziSanai katram
pozitivam skaitlim b, bet, panemot skaitli b par lielu, respektivi, b > C,f, determinétam vai
nedetermin€tam automatam ar k galvinam nebis iespg&jas atpazit valodu L.

Lai teoréma biitu speka visiem pirmskaitliem p, konstrugjot p-ulrametrisku automatu
tajas vietas, kur notika reizinasana un daliSana ar 2, var€ja nemt pirmskaitli p skait]a 2 vieta.
Tatad, teoréma ir pieradita visiem pirmskaitliem p. o

Patiesiba, valodu kopu, ko var atpazit ar p-ultrametrisku galigu vienvirziena automatu
ar vienu galvinu, bet nevar ar determin€tu vai nedeterminétu galigu vienvirziena automatu ar

patvaligu galvinu skaitu, var viegli paplaSinat. Defingjot valodas, var par pamatu panemt
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valodu L, bet tagad katru fragmentu w; veidos nevis divu burtu alfabéts {0,1}, bet n burtu
alfabéts. Situacija bus lidziga valodai L, bet tagad p-ultrametriskajam automatam vajadzes
palielinat stavok]u skaitu, tatad, veicot parbaudi uz simbolu poziciju sakritibu fragmentu
paros, parbaudit n — 1 ieejas alfab&ta burtus viena burta vieta (apskatitaja pieméra tas bija

vieninieks).

4.2. Ultrametriski divvirzienu galigi automati

Divvirzienu ultrametriski galigi automati, atSkiriba no vienvirziena automatiem, var
staigat pa ieejas vardu abos virzienos, kas dod iesp&ju gan lasit vardu vairakas reizes, gan lasit
vardu arT no labas puses uz kreiso. Pirms varda sakuma uz ieejas varda lentes ir varda sakuma
markieris F, un péc varda beigam ir varda beigu markieris 4. Divvirzienu galigi automati ir
l1dzigi Tjuringa masinam ar vienu lentu, uz kuras ir ieejas vards, un uz kuras nedrikst rakstit,
tatad, Tjuringa masina, kura var tikai lasit [15].

Iesp€ja lasit ieejas vardu abos virzienos atvieglo domasanu algoritma veidoSana un
algoritma uztveri. Piem&ram, lai noskaidrotu, vai vards ir palindroms, mums nebis
nepiecieSamibas vienlaikus skaitit simbolu pozicijas un apgrieztas simbolu pozicijas. M&s
varésim vienkar$i salidzinat varda simbolu pozicijas sakritibu, lasot vardu viena un otra
virziena.

Teorema 7. Eksiste valoda, kuras atpazisanai ar divvirzienu ultrametrisku galigu
automdtu ir nepiecieSams mazaks stavoklu skaits, neka vienvirziena ultrametriskajam
galigajam automatam, ja abiem automatiem ir izmantoti vienadi valodas atpazisanas kriteriji.

Pieradijums. Apskatisim valodu L¢, kura izskatas sekojosi: Lg = {0"20"20"2 ...20"},
kur segmentu 0" skaits ir vienads ar n. Valodas Lg atpazisanai izveidosim divvirzienu

ultrametrisku galigu automatu. Izveidotais 2-adisks automats ir paradits 4.3. attela.
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4.3. attels. 2-adisks divvirzienu automats valodas L atpaziSanai

Akceptgjoss stavoklis gg ir atbildigs par pirma nullu masiva 0" garuma un nullu masivu
skaita vienadibas parbaudi. Kad tiek ielasita nulle, stavokla q¢ amplitiidai tiek pieskaitita
stavokla q; amplituda, tatad, ja pirmaja nullu masiva bija n nulles, stavokla q¢ amplitida klis
vienada ar n. Ja pirmaja nu]lu masiva bija n nulles, tad vardam jasatur n — 1 divnieks, tapéc
péc pirma divnieka nolasiSanas no stavokla g, amplitidas tiek atnemts vieninieks. Tatad,
stavokla g4 amplituda klust vienada ar n — 1. Lasot vardu no kreisas puses uz labo, nolasot
katru divnieku, no stavokla g amplitiidas tiek atnemts vieninieks (jo pieskaita stavokla gs
amplitiidu). Kad vards ir pilnigi nolasits no kreisas puses uz labo, stavokla gg amplitida bus
vienada ar 0 tad un tikai tad, ja pirma nullu masiva garums ir vienads ar nullu masivu skaitu.

Stavokla g3 uzdevums ir nodroSinat masivu garumu vienadibas parbaudi. Kad ir nolasits
pirmais nullu masivs, stavokla q; amplitida klast vienada ar 2™, kur n — nolasito nullu skaits.
Parejot pie nakama nullu masiva, stavokla q, amplitida klast vienada ar stavokla qq
amplitiidu, bet stavokla q; amplitiida kltst vienada ar 1. Nolasot nakamo nullu masivu
(apztm&sim ta garumu ar m), stavokla g; amplitida klust vienada ar 2™ un stavokla g,
amplitida kliist vienada ar 2"™™. Tad stavokla g, amplitida tiek pieskaitita stavokla g;
amplitidai. Aprakstita skaitiSana tiek veikta katru divu blakus esoSo nu]lu masivu garumu
vienadibas parbaudei (respektivi, parbauda 1. un 2. nullu masiva garumu vienadibu, 2. un 3.,
..., (n—1). un n. masiva garumu vienadibu). Ja visi nullu masivi bija vienada garuma, tad
stavokla g3 amplitiidai kopa tiek pieskaitits skaitlis n — 1 p&c varda nolasiSanas no kreisas
puses uz labo.

Kad vards ir nolasits Iidz galam no kreisas puses uz labo, automats veic atkartotu nullu
masivu garumu parbaudi, Soreiz lasot vardu no labas puses uz kreiso. Tada pasa veida tiek
saltdzinati n. un (n — 1). masiva garumi, (n — 1). un (n — 2)., ..., 2. un 1. masiva garumi.

Lidz ar to katru divu blakus esoSo nullu masivu garumi tiek salidzinati divas reizes.
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Apzimésim blakus eso$o nullu masivu garumu starpibu ar d. P&c varda nolasiSanas abos
virzienos, konkréta nu]lu masiva para salidzinasana pieskaitija stavokla q; amplitiidai 2¢ un
27%. Ja abi masivi bija vienada garuma, d = 0 un 2% + 27¢ = 1 + 1 = 2. Citadi, ja masivu
garumi atSkiras 2¢ +27¢ > 2, jo § nevienadiba ir speka visiem veseliem d # 0 (viegli
parbaudit, jo ja d = 1 vai d = —1, summa klist vienada ar 2%, un ja |d| > 1, tad viens no
saskaitamiem ir lielaks par 2, un abi saskaitamie ir pozitivi skaitli). No ta izriet secinajums, ka
ja nu]lu masivu skaits ir vienads ar n, tad péc varda nolasiSanas abos virzienos stavokla q;
amplitiidai tiks pieskaitits skaitlis 2 * (n — 1) tad un tikai tad, ja visu nullu masivu garumi ir
vienadi.

Lasot vardu no kreisas puses uz labo, paral€li no stavokla g3 amplitiidas tiek atnemts 2
nolasot katru divnieku. Gala rezultata, ja nullu masivu skaits ir vienads ar n, tatad, tiek
nolasits n — 1 divnieks, tad no stavokla q; amplitiidas tiek atpemts skaitlis 2 * (n — 1). Un
11dz ar to, kad ir pabeigta ieejas varda nolasiSana otro reizi (no labas puses uz kreiso), stavoklu
q3 un q¢ amplitiidas biis vienadas ar 0 tad un tikai tad, ja ieejas vards pieder valodai Lg. leejas
vards tiek akceptets, ja akcept€joso stavoklu amplitidu p-normu summa ir vienada ar 0.

Gala rezultata tika iegiits divvirzienu 2-adisks galigs automats ar 7 stavokliem. Ir
iesp&jams So pasSu algoritmu realizét vienvirziena 2-adiskajam galigajam automatam, lasot
vardu paraléli rékinot blakus esoSo nullu masivu garumu starpibu, pieskaitot amplitidai g3
gan 2%, gan 27¢. legiitais vienvirziena 2-adisks galigs automats ar 9 stavokliem ir paradits
4.4. attela. Patiesiba, 4.4. att€la paraditaja automata stavokla g, vieta var€ja novilkt papildus
bultinas no stavokla g, uz stavokliem g3 un gg, Samazinot stavoklu skaitu 1idz 8 (automats ar

9 stavokliem ir vieglak lasams un uztverams).

4.4. attels. 2-adisks vienvirziena automats valodas Lg atpaziSanai
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Apskatitie ultrametriski automati valodas Lg atpaziSanai parada, ka divvirzienu
ultrametriskajam galigajam automatam var biit nepiecieSsams mazaks stavoklu skaits,
salidzinot ar vienvirziena analogu. O

Izveidosim un apskatisim valodu, kas balstas uz galigdm projektivam plakném. Galiga
projektiva plakne ir galiga punktu kopa un taiSnu kopa, ar sekojo$am ipasibam [16]:

e katras divas taisnes krustojas tiesi viena vieniga punkta;
e katri divi punkti pieder tieSi vienai taisnei;
e cksist€ Cetri punkti, no kuriem nekadi tris neatrodas uz vienas taisnes.

m-tas pakapes projektiva plakne sastav no m? + m + 1 punkta, m? + m + 1 taisnes, un
uz katras taisnes atrodas tiesi m + 1 punkts. FANO plakne ir 2. pakapes projektiva plakne un
sastav no 7 punktiem un 7 taisném. Ka izskatas FANO plakne var redzet 4.5. attéla. Rinka

Itnija reprezent€ taisni. Var redzet, ka katra no 7 taisném satur tiesi 3 punktus.

4.5. artels. FANO plakne

Pienemsim, ka katra no 7 FANO plaknes virsotném ir ierakstits pozitivs vesels skaitlis.
Uzdevums ir noskaidrot, vai eksisté tada taisne, uz kuras atrodas virsotnes, kuras ir ierakstiti
vienadi skait]i. Definésim valodu L, sekojos$a veida: L, = {1™12"23"34™4 556677 |(n; >
Ovisiem1 <i<7)A((ng =ny =ny)v(ng = n3 =ng)v(ng =ny =ng)ving = ng =
ny)v(ns = ng = ny)v(ng = n; = ny)v(ny; =ny =nz))}, kur katram veselam 1<i<7
varda fragments i™i reprezent€ skaitli, kas ir ierakstits i. virsotn€. Virsotnu numeracija Sakrit
ar 4.5. attela paradito.

Teoréma 8. Eksisté ultrametrisks divvirzienu galigs automats, kas atpazist valodu L.

Pieradijums. Lai atpazitu valodu L,, pirmkart, ir japarliecinas, ka divnieki iet tiesi aiz

vieniniekiem, trijnieki aiz divniekiem, ..., septitnieki aiz seSiniekiem. Otrkart, japarbauda, vai
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eksiste tadi tris simboli, kuri reprezent€ vienu taisni, un kuru skaits sakrit. Izveidosim 5-
adisku galigu automatu valodas L, paziSanai. Automats ir redzams 4.6. attela.

Apaksgja stavoklu rinda nodroSina parbaudi uz simbolu secibu (ka varda simboli
atrodas nedilstosa seciba, un katrs simbols paradas vismaz vienu reizi). Sakuma amplitiida ir
vienada ar 1. Kad vards tiek lasits pirmo reizi, staigajot pa stavokliem automats parbauda, vai
nosacijums izpildas. Ja kaut kur paradas neparedzets simbols, amplitiida tiek pareizinata ar 2.
Kad tiek nolasita varda beigu pazime, no akcept€josa stavokla amplitiidas tiek atpemts 1. Ja
nosacijums izpildas, akcept€josa stavokla amplitiida biis vienada ar 0, tatad, arT amplitudas p-
norma biis vienada ar 0. Citadi akcept€josa stavokla amplitiida biis vienada ar kadu citu skaitli

(2™ — 1, Kur n ir pozitivs vesels skaitlis), un p-norma bis lielaka par 0.
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4.6. attéls. 5-adisks divvirzienu automats valodas L, atpaziSanai

Attela augseja dala atrodas stavokli, kas parbauda, vai eksisté taisne, kuras visas tris
virsotn€s ir ierakstiti vienadi skaitli. AprakstiSanai nosauksim att€la augse€jas dalas stavoklus,
kas atrodas augsa, par pirmas rindipas stavokliem, un atlikuso stavoklu rindinu par otras
rindinas stavokliem. Abas stavoklu rindinas sak darbu ar amplitidu 1. Sakuma tiek parbaudita
pirma taisne, tatad, vai n; = n, = n4. P&c varda nolasiSanas otras rindinas stavokla amplittida

klaist vienada ar 2172 x 3"17"4_ S amplitiida ir vienada ar 1 tad un tikai tad, ja n; = ny, =
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ny. Kad tiek nolasita varda beigu pazime, no otraja rindina iegttas amplitidas tiek atpemta
pirmas rindinas amplitida. Apzim&sim rezultata iegiito amplitidu ar x. Ja n; = n, = ny, tad
x = 0, citadi x bas vienads ar kadu citu skaitli.

Talak automata galvipa tiek parvietota varda sakuma, un pirmas un otras rindinas
amplitidas k]ast vienadas ar x. Tagad tiek parbaudita otra taisne, tatad, vai n, = n; = ns.
Lidzigi pirmas taisnes parbaudei, péc varda nolasiSanas otras rindinas stavokla amplitiida biis
vienada ar x x 2"27"3 x 3"27"5 Kad tiek nolasita varda beigu pazime, no otraja rindipa
iegttas amplitidas tick atnemta pirmas rindinas amplitida — skaitlis x. Ja n, = n; = ns, tad
2M27M3 % 3"27"5 = 1, un rezultata ieghta amplitida klast vienada ar x — x = 0. Ja apskatot
pirmo taisni tika secinats, ka ny = n, = ny, tad x = 0 un gala rezultata amplitida kltst
vienada ar 0.

Automats talak parbauda katru no 7 taisném p&c kartas, un ja kada parbaudé tika
secinats, ka taisnei pieder tris punkti, kuros ierakstiti vienadi skaitli, tad rezultatu amplituda
talakajas parbaudés biis vienmér vienada ar 0. P&c septitas taisnes parbaudes automats ar
rezultata amplitidu nonak akceptgjosa stavokli. Akceptjosa stavokla amplitida bus vienada
ar 0 tad un tikai tad, ja eksisté tada taisne, kurai pieder tris punkti, kuros ierakstiti vienadi
skaitli. Citadi amplitida biis vienada ar kadu citu skaitli.

Ja abi apskatitie nosacijumi izpildas, tad abu akcept&joSo stavoklu amplitiidas bis
vienadas ar 0, un akcept&joso stavoklu amplitidu p-normu summa bis vienada ar 0. Ja kaut
viens no nosacijumiem neizpildisies, kada akcept&josa stavokla amplitidas p-norma bis
lielaka par 0, tatad, arT p-normu summa bis lielaka par 0. legiitais automats 7 reizes nolasis
ieejas vardu (6 reizes atgriezisies ieejas varda sakuma), un akceptes ieejas vardu tad un tikai
tad, ja akcept€joso stavoklu amplitiidu p-normu summa biis vienada ar 0. O

Teorémas pieradijuma ieglitajam 5-adiskajam automatam ir tris stavokli katras taisnes
parbaudei, pa vienam stavoklim katram ieejas burtam, lai parbauditu to secibu, un divi
stavokli, lai veiksmigi pabeigtu ieejas burtu secibas parbaudi. Kopa sanak 7 *3 +7 x 1 +
2 = 30 stavokli.

Izveidosim visparigaku valodu galigajam projektivajam plakném. Valoda Lj tiek
definéta k? + k + 1 burta alfabétam un reprezenté k-tas pakapes projektivo plakni, un tiek
defingta lidzigi valodai L, — katra no k% + k + 1 punkta ir ierakstits pozitivs vesels skaitlis,
uz katras taisnes atrodas tiesi k + 1 punkts, un vards pieder valodai tad un tikai tad, ja kada no
k? + k + 1 taisnes satur k + 1 punktu, kuros ir ierakstiti vienadi skaitli.

Teoréma 9. Visiem veseliem k > 2 eksiste ultrametrisks divvirzienu galigs automats,

kas atpazist valodu L.
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Pieradijums. Var izveidot divvirzienu ultrametrisku galigu automatu, kas bus lidzigs 8.
teorémas pieradijuma izveidotajam, tikai Soreiz tiks parbaudita k? + k + 1 taisne, un katras
taisnes parbaudei divu pirmskaitlu vieta tiks izmantoti k pirmskaitli. Otras rindinas stavoklos
péc katras taisnes parbaudes tiks iegitas amplitidas x * 2"m17'm2 x 3Mm1Tmy x|«
r'miT M mes kur roir k-tais pirmskaitlis, m; ir virsotnes numurs visiem veseliem 1 <i < k +
1, n,,, ir i-taja virsotn€ ierakstitais skaitlis, x ir iepriek3¢jas taisnes parbaudes rezultats.

Simbolu secibas parbaudei, 11dzigi 8. teorémas pieradijuma aprakstitajam automatam,
tiks izmantoti k? + k + 1 + 2 stavokli, savukart, taiSnu parbaudei tiks izmatoti 3 * (k% + k +
1) stavokli. Kopa sanaks 4 * (k? + k + 1) + 2 stavokli, 2 no kuriem ir akcept&josi. Automats
nolasis ieejas vardu no kreisas puses uz labo k% + k + 1 reizi (tatad, atgriezisies no labas
puses kreisaja k? + k reizes), un akceptés ieejas vardu tad un tikai tad, ja akceptgjoso
stavoklu amplitidu p-normu summa biis vienada ar 0. O

Viegli parbaudit, ka valodas L, atpaziSanai izveidotajam automatam parametri sakrit ar
9. teoréma pieraditajam visparigam gadijumam. FANO plakne ir otras pakapes projektiva
plakne, tatad, k = 2. 4x (k? +k+1)+2=4* (22 +2+ 1) + 2 = 30 stavokli, un vards
tiek apstaigats no kreisas puses uz labo k? + k + 1 = 22 + 2 + 1 = 7 reizes.

Tagad izveidosim valodu L7, kas noskaidro, vai FANO plakne satur tadu taisni, uz
kuras atrodas tris virsotnes, katra no kuram ir ierakstiti dazadi skaitli. Valoda ir Iidziga
valodai L,, tikai taisném tiek apskatita cita Tpasiba. Definésim valodu L; sekojosa veida:
L7 = {1™12"23M34M4 556677 |(n; > 0 visiem 1 < i <7)a((ng £y Ang F#ny ANy #
ny)v(ny # n3 An, # ns Ang # ns)v(ng # Ny ANz # ng ANy # ng)v(ng # ns Any #

Ny Ang # ny)V(ns # Ng ANg # Ny ANg # Ny )Vv(Ng # Ny ANg # Ny ANy # Ny)v(ng #
ny ANy #n3 Ang # ng))}, kur katram veselam 1 <i < 7 varda fragments i"i reprezentg
skaitli, kas ir ierakstits i. virsotne.

Teoréma 10. Visiem pirmskaitliem p eksisté p-ultrametrisks divvirzienu galigs
automdts, kas atpazist valodu L.

Pieradijums. Lidzigi valodas L, atpaziSanai, mums japarliecinas, ka ieejas varda cipari
atrodas nedilstosa seciba, un japarbauda katra taisne uz mis interes€joso Ipasibu. Izveidota p-
adiska divvirzienu automata fragments ir paradits 4.7. attéla.

Attela apaksa atrodas stavoklu kopa, ar kuras palidzibu notiek parbaude uz to, vai ieejas
varda cipari atrodas nedilstosa seciba. Ja nosacijums izpildas, tad automats nonak lidz
akceptejoSam stavoklim ar amplitidu 1. Citadi, ja tiek pamanits kads cipars neparedzetaja

vieta, amplitiida tiek reizinata ar 0, un ar amplitiidu 0 automats nonak akcept&josa stavokli.

34



Att€la augseja dala paraditie stavokli nodroSina pirmas taisnes parbaudi uz mis
interesgjoso Tpasibu. Automats strada lidzigi valodu L, atpazistofam automatam. Soreiz
automats apstaiga vardu tris reizes, un katra apstaigasanas reiz€ salidzina divu taisnes virsotnu
skaitlus. Sakuma tiek salidzinati skaitli n; un n,. Ja tie ir vienadi, tad automats talak staigas
pa stavokliem ar amplitidu 0. Citadi turpinas darbu ar citu amplitidu. Ja kaut viena no
nevienadibam nq # ny, ny # nyg vai n, # ny nav spéka, tad automats nonaks akceptjosa
stavokli ar amplitiidu 0, citadi akcept€josa stavokla amplitiida bus vienada ar kadu citu, no
nulles atskirigu skaitli.

Aprakstita parbaude tiek veikta paraleli un atseviski katrai no 7 taisném. Ja meklgjama
taisne nav atrasta, tad visos taisnes parbaudosSos akceptEjosos stavoklos amplitiidas biis

vienadas ar 0. Citadi bus kads akcept&joss stavoklis, ar amplitiidu, kas atskiras no 0.

= i
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4.7. attels. valodas L atpazistoSa p-adiska divvirzienu automata fragments

Saskaitot taisnes parbaudoso akceptgjoso stavoklu amplitidu p-normas tiks iegtta 0, ja
nosacijums neizpildas (tatad, ja nav taisnes, kuras virsotnés ir ierakstiti tris dazadi skaitli).
Citadi p-normu summa bis lielaka par 0. Ja varda cipari bija nedilstosa seciba, tad So
nosacijumu parbaudosa akcept€josa stavokla amplitiidas p-norma biis vienada ar 1, citadi ta
biis vienada ar 0. Lidz ar to automats akceptes ieejas vardu tad un tikai tad, ja visu
akcept€joso stavoklu amplitidu p-normu summa bis lielaka par 1. Ja automata konstruéSanai

izvélas patvaligu pirmskaitli p, automata darbiba un akcept€Sanas nosacijumi nemainisies. O

35



Lidzigi valodai L,, valodu L7 var visparinat uz k-tas pakapes projektivam plakném
visiem veseliem k > 2. Valodas atpaziSanai var paplaSinat 4.7. attéla paradito automatu,

palielinot stavoklu skaitu, bet nemainot akceptéSanas nosacijumus.

4.3. Ultrametriski magazinas automati

Magazinas atminas izmantoSana lauj atvieglot automata konstru€Sanu un samazinat
nepiecieSamo stavoklu skaitu. Magazinas atmina strada péc principa, ka pédgjais ieliktais
simbols tiek iznemts pirmais. Ir iesp€ja ietekméet automata talako ricibu, atkariba no ta, kurs
simbols tika izpemts no magazinas. Determin€to galigo automatu gadijuma magazinas
automati paplasina atpazistamo valodu kopu no regularam lidz bezkonteksta valodam [17].

Apskatisim divvirzienu ultrametriska magazinas automata pieméru, kas uzskatami
demonstré magazinas atminas izmantoSanas priekSrocibas automata konstru&Sanai.
Apskatisim valodu, kura tiek definéta n burtu alfab&tam, un kuras vardi ir palindromi un
varda garumi ir vismaz 2013. Valodu Lg varam definét n burtu alfabétam sekojosi: Lg =
{wlw =w"Alw| = 2013}.

Teorema 11. Valodu Lg ir iespéjams atpazit ar divvirzienu ultrametrisku magazinas
automatu ar diviem stavokliem.

Pieradijums. Valodas Lg atpaziSanai, pirmkart, ir nepiecieSams parbaudit varda garuma
atbilstibu. To ir viegli izdarit ar viena akcept€josa stavokla palidzibu. Otrkart, japarliecinas,
ka lasot vardu no kreisas puses uz labo, un no labas uz kreiso vards sakrit. Tas ir viegli
sasniedzams ar varda lasiSanu abos virzienos un magazinas atminas izmantoSanu. Izveidota

automata stavokli ir paraditi 4.8. attela.

41
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4.8. attéls. p-adisks automats valodas Lg atpaziSanai

Kad automats sak lasit ieejas vardu no kreisas puses uz labo, magazina péc kartas tiek
ievietots katrs sanemtais ieejas varda simbols. Taja pasa laika stavokla g; amplitida tiek
pareizinata ar p, lai biitu iesp§ams parliecinaties varda garuma atbilstiba. Kad vards ir

nolasits, automats pariet stavokli g,, kura amplitida kliist vienada ar lidz$ingjo stavokla q;
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amplitidu. Tad vards tiek lasits no labas puses uz kreiso, un ieejas varda burti secigi tiek
salidzinati ar magazina ievietotajiem. Ja vardu nolasot visi magazinas atmina bijusie simboli
sakrita ar nolasitajiem, tad vards ir palindroms. Citadi vards tiek noraidits. Ja vards ir
palindroms, tad atliek parbaudit, vai stavokla g, amplitiidas p-norma ir vienada ar vai mazaka
par 272013

Apskatitaja pieméra automatam ir divi stavokli, un automata konstru€Sana nesastadija
griitibas. Bez magazinas atminas izmantoSanas naktos katram no n iesp&jamiem ieejas
alfab&ta simboliem veikt parbaudi uz simbolu poziciju atbilstibu, lasot vardu abos virzienos.

Valodas, kuras nepieder bezkonteksta valodu klasei nevar atpazit ar determinétu vai
nedeterminétu vienvirziena magazinas automatu. Apskatisim vienu tadu valodu. Valoda Lg
tiek definéta sekojosi: Ly = {0"10™10"}. Ly nav bezkonteksta valoda.

Teorema 12. Visiem pirmskaitliem p eksisté vienvirziena p-ultrametrisks magazinas
automats kas atpazist valodu Lg.

Pieradijums. Sakuma izveidosim 2-adisku magazinas automatu valodas Lqg atpaziSanai.

4.9. attela ir paraditi 2-adiska automata stavokli valodas Lg atpazisanai.

ral
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4.9. attéls. 2-adiska automata stavokli valodas Lg atpaziSanai

Attela paraditie tris stavokli nodroSina pirma un tresa nullu fragmentu garumu
salidzinasanu. Stavokla g3 amplitida péc varda nolasiSanas bils vienada ar 1 tad un tikai tad,
ja pirmaja fragmenta ir tik pat daudz nullu, cik treSaja fragmenta. DaliSanas un reizinasanas ar
2 vieta var dalit un reizinat ar p, dabtjot p-adisku automatu, un algoritma bitiba nemainisies.
Lai salidzinatu pirma un otra nullu fragmentu garumus, m&s varam izmantot magazinas
atminu. Kad automats atrodas stavoklt g, tatad, nolasa pirmo nullu fragmentu, magazina tiek
ievietota katra nolasita nulle. Kad automats nonak stavokli g, nolasot katru nulli no otra nullu
fragmenta, no magazinas tiek iznemta viena nulle. Ja nulles beidzas atrak par otro fragmentu,
tad automats noraida vardu (un tas nozimé, ka otrais nullu fragments ir 1saks par pirmo).
Citadi automats mierigi nolasa otro nullu fragmentu Iidz galam un pariet stavokli g3. P&c visa
varda nolasiSanas ieejas vards tiek akceptets tad un tikai tad, ja stavokla gz amplitidas p-

norma ir vienada ar 1, un ja magazinas atmina ir tukSa. Ja magazina paliek kaut viena nulle,
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tas nozimes, ka otrais nullu fragments bija garaks par pirmo nullu fragmentu, un vards tiek
noraidits. O

Teoréma 13. Valodu Lg var atpazit ar galigu vienvirziena ultrametrisku automatu bez
magazinas atminas.

Pieradijums. Uzkonstru€sim galigu vienvirziena ultrametrisku automatu bez magazinas
atminas, ar nedaudz lielaku stavoklu skaitu. Viens no iesp&jamiem automatiem ir paradits

4.10. attela.

ral =

4.10. attéls. 2-adisks galigs automats valodas Lg atpaziSanai

Attelotais 2-adisks automats dara to pasu, ko magazinas automats, tikai $im automatam
ir 5 stavokli 3 stavoklu vieta. leejas vards tiek akceptéts tad un tikai tad, ja akcept&joSo
stavoklu g3 un g5 amplitiidu p-normu summa biis vienada ar 2. O

Teoréma 14. Eksisté tadas valodas, ko nevar atpazit vienvirziena galigs determinéts vai
nedeterminéts magazinas automats, bet var atpazit galigs vienvirziena ultrametrisks automats
bez magazinas atminas.

Pieradijums. Valoda Lg nav bezkonteksta valoda, un to nevar atpazit ar determinétu vai
nedeterminétu vienvirziena magazinas automatu. Savukart, no 13. teorémas seko, ka valodu
Lg var atpazit galigs vienvirziena ultrametrisks automats bez magazinas atminas. O

Valoda Lg paradija, ka ultrametriskiem magazinas automatiem ir plasakas iesp&jas par
determinétiem un nedetermin€tiem magazinas automatiem valodu atpaziSanas zipa. Pie tam
eksiste tadas valodas, ko nevar atpazit ar determin€tiem un nedetermin€tiem magazinas

automatiem, bet var atpazit ar galigu ultrametrisku automatu.

38



5. TTORINGA MASINAS

Tjuringa masinas ir lidzigas divvirzienu galigiem automatiem, tikai Soreiz darba lente,
uz kuras atrodas ieejas vards, ir neierobezota abos virzienos, un Tjiiringa masina var uz darba
lentes art rakstit. Nodala tiks apskatitas Tjtringa masinas gan ar vienu darba lentu, uz kuras ir
ieejas vards, gan ar divam lent€m, kur pirma ir ar ieejas vardu, un uz kuras drikst tikai lasit,
un otra lente sakuma ir tukSa un uz tas drikst arT rakstit.

Nodala tiks apskatitas determinétas Tjuringa masinas un iesp&jas, ko piedava

ultrametriski algoritmi laika, telpas un pagriezienu skaita sarezgitibas samazinasanai.

5.1. Laika sarezgitiba

Laika sarezgitiba tiek rékinata veicamo solu skaita. TreSaja nodala tika apskatita valoda
L, = w2w™ . Ir pieradits, ka determinétai Tjliringa masinai ir nepiecieSami vismaz const *
n? soli (kur n ir ieejas varda garums), lai atpazitu valodu L, [18].

Ceturtaja nodala tika apskatita valoda Lg = {0"20"20"2 ... 20" }. Determingtai Tjuringa
masinai ir nepiecie$ami const * n * v/n soli.

Teoréma 15. Valodas L, un Lg ir iespéjams atpazit ar ultrametrisku Tjiuringa masinu
linedaraja laika.

Pieradijums. TreSaja nodala izveidotais ultrametrisks galigs automats parada, ka ar
ultrametrisku Tjliringa masinu ir iesp&jams atpazit valodu L, linearaja laika, tatad, const * n
solos.

Ceturtaja nodala izveidotais divvirzienu 2-adisks galigs automats apstaiga ieejas vardu
divas reizes. Tas parada, ka ar ultrametrisku Tjlringa maSinu valodu L¢ ir iesp&jams atpazit

linearaja laika. o

5.2. Telpas sarezgitiba

Tagad tiks apskatitas Tjuringa maSinas ar divam lentém. Telpas sarezgitiba ir otras
lentes (darba lentes) izmantoto $tnu skaits. Tre$aja nodala tika apskatita valoda L, kuras
vardi sastav no nullém un vieniniekiem, un nullu un vieninieku skaits sakrit. Ir
nepiecieSamiba skaitit nullu un vieninieku skaita starpibu, un vards tiek akceptéts tad un tikai
tad, ja starpiba ir vienada ar nulli. Sliktakaja gadijjuma atmina bus jaatceras starpiba, kas ir

vienada ar const * n, kur n ir ieejas varda garums. So skaitli ir iespgjams saglabat uz darba
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lentes, pierakstot to ka binaro skaitli, Iidz ar to telpas sarezgitiba sanak vienada ar const *
logn. lzveidotais 3-adisks galigs automats ar vienu stavokli treSaja nodala parada, ka
ultrametriskai Tjuringa mas$inai pietiks ar konstantu telpas sarezgitibu.

Apskatisim sarezgitaku pieméru. Soreiz ieejas varda darba lente biis taisnstiira forma,
tatad, divdimensiju lente. 5.1. att€la kreisaja puse ir paradita ieejas darba lente. Ir zinamas, ka
lente ir taisnstiira forma. Nodefingsim valodu L, kurai pieder tie un tikai tie vardi taisnstiira
lentes forma, kuriem visiem naturaliem n > 1, ja lente horizontali satur n $iinas, tad vertikali
satur n §iinas.

Determingta Tjuringa masina var atpazit valodu L,, patér&jot const x logn Siinas uz
darba lentes, Iidzigi valodas L; atpaziSanai veicot skaitiSanu, un tad salidzinot Siinu skaitu
horizontalaja un vertikalaja virziena. Determiné&tai Tjliringa masinai ar konstantu Stinu skaita

izmantoSanu nepietiktu, jo javeic skaitiSana.

=

5.1. attéls. valodas Lq¢ vards taisnstiira lentes forma

Teoréema 16. Valodu Ly, var atpazit ar ultrametrisku Tjiringa masinu ar konstantu
telpas sarezgitibu.

Pieradijums. Izveidosim 4-virziena galigu ultrametrisku automatu valodas Lqg
atpazisanai. 5.1. attéla labaja pusé ir nokrasots kvadrats izméros n X n, kas kopuma dod n?

Stnas. Ja ieejas lentei izpildas ipasiba, lai vards piederétu valodai Lqq, tad $adu kvadratu ir

.. n3 . e e . - o . - .
tiesi 7/, n = n?. Atliek salidzinat $tinu skaitu viena kvadrata n X n un $adu kvadratu skaitu.

Izveidojot ultrametrisku galigu automatu ar vienu akcept&joso stavokli, ar sakuma amplitidu
1, més varam salidzinat mus interes€josus divus lielumus. Sakuma automata galvina staiga pa
diagonali no kreisa augsgja stiira, ejot pa vienai $iinai pa labi un uz leju. Kad galvina satiek

labo sienu, tatad, nevar vairs iet pa labi, galvina atrodas 5.1. attela labaja pus€ redzamaja
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nokrasotaja kvadrata, apaksgja labaja stiri. Tad galvina pa vienai Siinai staiga pa kreisi lidz
sienai, tad vienu $tinu uz augsu, tad pa vienai $iinai pa labi, tad p&c sienas satikSanas atkal
vienu $iinu uz augSu un ta talak, kamer nesatiks augs€jo sienu. Pa celam, apstaigajot katru
Stnu, akceptjosa stavokla amplituda tiek pareizinata ar p.

Talak, lidzigi kvadrata n X n apaksgjas malas atrasanai, galvina atkal ies pa diagonali,
kamér nesatiks labo sienu. Kad tas notiek, akcept&josa stavokla amplitiida tiek pareizinata ar
p~!. Tad automats staiga pa diagonali pa kreisi un uz leju, satiekot sienu atkal pareizina
akcept&josa stavokla amplitiidu ar p~! un ta apstaiga un saskaita diagonales, kamér nesastaps
apaksgjo sienu. Ja galvina $aja bridi neatrodas stiir1, tad pa vertikali Stinu skaits nedalas ar n
un vards tiek noraidits, jo nepieder valodai L. Citadi vards tiek akceptets tad un tikai tad, ja
akceptgjosa stavokla amplitidas p-norma biis vienada ar 1, jo amplitidai jasanak vienadai ar
1.

Izveidotais 4-virziena galigs ultrametrisks automats parada, ka var izveidot

ultrametrisku Tjlringa masinu valodas L1, atpaziSanai ar konstantu telpas sarezgitibu. O

5.3. Pagriezienu skaita sarezgitiba

Pagriezienu skaita sarezgitiba nozimé nepiecieSsamo Tjlringa masinas galvinas
pagriezienu skaitu valodas atpaziSanai. Ta ir atbilde uz jautajumu ,,Cik reizes ir nepiecieSams
mainit galvas parvietosanas virzienu?”. Tagad tiks apskatitas Tjlringa masinas ar vienu darba
lentu, uz kuras atrodas ieejas vards, un uz kuras var gan lasit, gan rakstit.

Ultrametriskas Tjliringa masinas var atpazit valodas ar mazaku pagriezienu skaita
sarezgitibu, salidzinot ar determinétam Tjlringa masinam. Valoda Q < {0,1,2,3}" ir definéta
sekojosi: Q@ = {x3y [x € {0,1,2}*'ny € {0,1,2}"A |x|o = |ylo A x|y = [yl1 A [x]2 = |yl23},
kur |x|, ir simbolu a skaits varda x. Tika pieradits, ka ieejas vardam garuma n determingtai
Tjliringa masinai ir nepiecieSami const * logn pagriezieni, savukart, ultrametriskai Tjiiringa
masinai pietiek ar vienu pagriezienu [19].

Apskatisim citu valodu. Valoda T tiek definéta sekojosa veida: T = {x6y6|x €
{0,1,2,3,4,5}" ay € {0,1,2,3,4,5}" A projo; (x) = projo1 (¥) A projzz(x) =
proja3(y) A PTojas(x) = projus(¥)}, Kur proj; (x) ir vards, kas tiek iegiits izsvitrojot no
varda x visus simbolus, kas nav i vai j. Ir pieradits, ka valodas T atpazi$anai, vardam garuma
n determinétai Tjlringa masinai ir nepiecieSami const * n pagriezieni [20].

Teoréma 17. Visiem pirmskaitliem p eksisté p-ultrametriska Tjiringa masina, kas
atpazist valodu T ar konstantu pagriezienu skaitu.
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Pieradijums. lzveidosim 2-adisku galigu automatu, kas atpazist valodu T. Katru
parbaudi, vai projoi(x) = projo1(y), Proj(x) =proj;z(y) un vai projs(x) =
projus(y) var veikt atseviSki. Automata fragments, kas parbauda, vai projy;(x) =

projoq(y), ir paradits 5.2. attela.

60 6|0

5.2. attéls. 2-adiska automata fragments, kas parbauda, vai projgy,(x) = projo1(y)

5.2. att€la paraditaja fragmenta augsgjie 4 stavokli nodrosina parbaudi, vai ieejas varda
x dala ir tik pat daudz nullu un vieninieku (kopa), cik ieejas varda y dala. Pirms pédeja
simbola (otrais seSinieks) nolasiSanas akcept&josa stavokla amplitiida bis vienada ar 1 tad un
tikai tad, ja abas varda dalas nullu un vieninieku skaitu summas sakrit. Tad, nolasot otro
seSinieku, no akceptgjosa stavokla tiek atnemts 1. Tatad, akcept&josa stavokla amplitida un
amplitiidas p-norma biis vienadas ar 0, ja izpildas apskatama 1pasiba.

Attela otraja 4 stavoklu rindina notiek parbaude uz vieninieku poziciju sakritibu abas
ieejas varda dalas peéc simbolu 2, 3, 4, 5 izsvitroSanas. Lidzigi ceturtaja nodala izveidotajam
automatam valodas L, paziSanai, pirms pirma seSinieka sanemsSanas, akcept&josa stavokla
amplitida bis vienada ar Y7 a; * 2, kur n ir nolasita fragmenta garums, un a; ir vienads ar
1, ja i-tais simbols bija vieninieks, citadi a; ir vienads ar 0. Tad, péc pirma seSinicka
nolasiSanas, lasot ieejas varda dalu y, no akceptgjosa stavokla amplitiidas lidziga veida tiek
atnemtas attiecigas divnieku pakapes, kas nodroSina to, ka pirms otra seSinieka nolasiSanas
akceptgjosa stavokla amplitiida bis vienada ar 0 tad un tikai tad, ja vieninieku pozicijas sakrit

abas ieejas varda dalas péc simbolu 2, 3, 4, 5 izsvitroSanas.
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Ja abi aprakstiti nosacijumi izpildas, tad projy;(x) = projo1(¥), un abiem
akcept€josiem stavokliem amplitidas biis vienadas ar 0. Lidziga veida var izveidot stavoklus,
ar kuru palidzibu tiks parbaudits, vai proj,3(x) = proj,3(y) un vai projss(x) = projus(y).
Vards tiks akceptéts tad un tikai tad, ja visu akcept€joSo stavoklu amplitidu p-normu summa
biis vienada ar 0.

Izveidotaja automata reizinasanu un daliSanu ar 2 var viegli aizvietot ar reizinasanu un
dali$anu ar pirmskaitli p, dabtjot p-adisku automatu un nemainot algoritma darbibas butibu.
legiitais p-adisks automats dod iesp&ju izveidot ultrametrisku Tjiringa masSinu ar konstantu

galvinas pagriezienu skaitu valodas T atpaziSanai. O
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SECINAJUMI

Darba tika apskatiti dazadu tipu ultrametriski automati — galigi ultrametriski automati,
ultrametriski automati ar vairakam galvinpam, divvirzienu ultrametrski automati un
ultrametriski magazinas automati. Tika arT apskatitas ultrametriskas Tjiiringa masinas.

Darba gaita tika apskatitas un izveidotas vairakas valodas, ar kuru palidzibu tika izpéetiti
dazadu tipu ultrametriski automati un pieraditas vairakas teorémas.

Tika apskatiti p-adiski skaitli un izveidoti vairaki pieméri.

Tika salidzinati ultrametriski galigi automati ar determin&tiem un varbitiskiem galigiem
automatiem. Ir secinats, ka ultrametriski galigi automati paplasina atpazistamo valodu klasi,
ka arT dod jutamu stavoklu skaita samazinasanu. Dazi uzdevumi ir risinami ar ultrametrisku
galigu automatu ar vienu stavokli.

Tika konstatets, ka eksiste tadas valodas, kuras nevar atpazit ar determin&tu vienvirziena
galigu automatu ar patvaligu galvinu skaitu, bet var atpazit ar ultrametrisku vienvirziena
galigu automatu ar vienu galvinu. Savukart, ultrametriskam galigam automatam ar divam
galvinam ir plasakas iesp&jas, salidzinot ar ultrametrisku galigu automatu ar vienu galvinu.

Salidzinot ar vienvirziena automatiem, ultrametriski divvirzienu galigi automati paradija
iespgju samazinat nepiecieSamo stavoklu skaitu, ka arT valodu atpaziSanas iespg&ju
paplasinasanu.

Apskatot magazinas automatus tika secinats, ka eksisté tadas valodas, ko var atpazit ar
ultrametrisku galigu automatu bez magazinas atminas, bet nevar atpazit ar determinétu vai
nedetermin€tu magazinas automatu. Magazinas atminas izmantoSana ultrametriskiem
automatiem deva iespgjas samazinat nepiecieSamo stavoklu skaitu, ka arl vienkarSoja
algoritmu veidoSanu valodu atpaziSanai.

Ultrametriskas Tjiiringa masinas paradija labus rezultatus laika, telpas un pagriezienu
skaita sarezgitibas samazinaSanas zina. Tika konstatéts, ka vairakus determinétas Tjuringa
masinas uzdevumus ir iespgjams reducét uz ultrametriskiem galigiem automatiem.

Darba gaita tika pieraditas vairakas teorémas. Darba autors uzskata, ka darba uzdevumi
ir izpilditi un izvirzitie mérki ir sasniegti. Ultrametriskiem algoritmiem ir plaSas iespgjas

turpmakiem pétijumiem, un bakalaura darbs varétu kliit tiem par sakumu.
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