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После того как кружевные пространства были введены 
в 1961 г . Дж.Сидером [ 1 ] , этот класс , естественно обобща­
ющий метрические пространства, был исследован ыкоь.ми а в ­
торами ( см. напр. [ 2 ] , [ 3 ] , [ 4 ] ) . Б данной работа мы рас ­
сматриваем топологические группы, пространство которых яв­
ляется кружевным (^удеи называть их кружевными топологи­
ческими группами) . Приводятся примеры неметризуомых кру­
жевных групп, рассматриваются критерии метризуемости кру­
жевных топологических групп (следствие 1, теорена 2 ) , а 
также некоторые другие их свойства. 

Напомним основные понятия я факты ( см. 1 2 ] , [ 5 ] ) . 
-пространство X называется кружевным, если каждому 

открытому в X множеству ^1 можно поставить в соответствие 
такую счетную систему открытых множеств 1 21п

 : п е 1М} | то 
\1 I2Хп •' п е И } =21, [ ^ ^ - = 5 1 для всех п е 1Н , причем так, что е с ­
ли 2 1 е V , то 21 п сУ п для всех п е1М . Пространство, обла ­
дающее б ' -дискретной сетью, • называется б -пространством. 
Заметим, что кружевные пространства являются наследствен­
но паракоипактными б -пространствами. Вся остальная т е р ­
минология соответствует монографиям [ б ] , [ 7 ] , [ 1 4 ] . 

Приведем прежде всего примеры неметризуекых кружев­
ных топологических групп. Из работы 1!Л..й>аева [ 8 ] легко 
следует , что свободная топологическая группа в смысле Мар­
кова метрического компакта является кружевной н неметриэу-
емой (это отмечено также в [ 9 ] ) . Другим примером немвтрк-
вуемых кружевных топологических гр\.пп является прямое про­
изведение метрических групп, наделенное ящичной топологи­
ей Г10 ] . Под прямым произведением групп {С^ 1 & е А ] мы 
понимаем множество всех точек декартового произведе­
ния П [ БА : А е А] I У которых ишь № конечном мно-
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жестве индексов. 

Хорошо известно, что в топологических группах мет­
ризуемость эквивалентна первой аксиоме счотности (теорема 
Маркова-Какутаки [ ? ) ) . Близость к.леса крупозных тополо­
гических групп к метриауемым ; появляется, в частности, в 
том, '-то и зо многих других случаях нру •«генные группы м « т -

приведем здесь некоторые метризационные ткорош для 
круяезкых топологических г. /пп. 

Т-зорена 1. Топологическая группа, являющаяся пара-
соиплтныы б -пространством со свойством Бэра, метризуема. 

Доказательство. По теореиз З.К.ван Дауека [ 1 2 ] па-
раконпа: ттюе б -пространство 9 со свойством Бэра содер­
жат всюду плотное метризуемое подпространство У . Нетруд­
но заметить, что ТОЧКИ множества /̂ являются точками счет ­
ного характера в пространстве Б , т . е . Х ( у , ь ) - | \ для вся­
кого У . Таким образом, в группе 6 имеется точка счет ­
ного характера, а следовательно, по теореме Маркова-Какута-
ни эта группа метризуема. 

Следствие 1. Кружевная топологическая группа со свой­
ством Бэра метризуема. 

Преяде чем формуль-ровать следующую метризационную 
теор*»*т, напойяим одно понят** . 

С:!редс:.енпг: . 1 . [ 4 ] Кружевом в смысле Хита в простран­
ство К с ТОКоВОРИей Т назовем функцию ^ : 94 * X — » Т » 
удевлетворккидю условиям: ( 1 ) х с а ( п , 0 два всех х е X и пе№ ' 
н {;•) д ля о.:»оого 8&минутого э X множества М я не л е г а ­
ций в М точка р существует номер го такой, что 

Хит .показал.! 4 3 , что пространство является кружев-
ч тогда К только тогда , когда в нем существует кружево в 

;п*.:.'све Хатг.. 
Каномпкм,.что метрика в группе 6 называется 

яявоикяариангной, если 0 ( 4 . ^ ) = , о ( а - х , а у ) для любых а д , ^ 6 . 
естественны!- обобщением этого понятия являетоя 

Определение' 2 . Кружево в смысле Хита в кружевной 
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топологической группе Б с единицей е называется левсин-
варианткым, если а(п,х.) = х-оО^е) для всех пеЩ и л . с & . 

Хорошо известно, что каждая иетризуемая группа о б ­
ладает левоинварианткоЯ метрикой. Следующая теорема описы­
вает кругевкые топологические группы, обладающие левоин-
вариактным кружевом. 

Теоре?,;а 2 . Топологическая группа, обладающая Л О Е О -

инвариантккм кружевом, кетризуема. 
Доказательство. Пусть ц(пд) - лезоинвариантное кру­

жево в группе В . Нетрудно заметить, что без ограничения 
общности можно предполагать, что п'(п,е) - симметрические 
множества и (.оДгн'^е))" с О г̂.,?) для всех п е 1М . Тогда ( с м . , 
напр., [ 7 , стр . 95] ^ по системе [§ (п,е)-пеI* ! ] можно постро­
ить непрерывную лезоиннаркантную метрику бСх.у) такую, что 
С}(п,х) содержится в [ Б: Ь ' Л у ) 6 Я4* } , и если ^ Ф 2 ̂ п ' х ) » 
то б(х,|-})> Я" л для всех ^е 'З и всех л е N . 

Пока-,::и, что 1|(п.е): п е Н ] явллется счетной базой 
в единице группы С . Пусть "V - произвольная открытая 
окрестность единицы. Тогда множество М = Б \ \ Г замкнуто и 
не содержит единицу е . В силу определения кружеза суще­
ствует такой номер п , что Е^^ЗСпД- * е М316 . Посколь­
ку е < ^ § ( п д ) , то расстояние б(е,-ф * ДДя всех а е М . Поэто­
му шар б се^ б 2, ( п М > ] лежит в Т = Х ^ М . Тогда инеем 
а(п.ь^е) с Я у е б .• б ( е з с , ) 6 2."' 4* 1 ' 3 У. 

Таким образом, [ ц ( п , е ) •- пё1М] - база окрестностей 
в единице е , поэтому по теореме Маркова-Канутани группа 

Б метризуеыа. Заодно мы доказали, что метрика б (*>ц) по ­
рождает исходную топологию в группе Е . 

Замечание. В доказательстве теор. Б 2 ын фактически 
пользовались лишь тем, что а (п ,х ) - левоинвариантное псев-
докруаево. Напомним, что функция д : 1Ы * X — » Т называется 
псевдскружевом в пространстве X с топологией Т , если 
лсеС)(п )л.) для всех п € 1М и для любсию замкнутого множества 

М и точки р , не лежащей в М , существует номер т та ­
кой, что р ^ 1Лд(т,1) леМ] ( см . [ 1 3 ] ) . Пространство, в кото ­
ром существует псевдокружево, называется псевдокруяевным. 
Таким образом,мы фактически доказали, что если в топологи-
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ческой группе существует левоинвариантное псендокружево, 
то эта группа метризуема. 

Классы кружевных топологических пространств и л о ­
кально кружевных топологических пространств не совпадают: 
пространство Т ( с Д ) всех счетных ординалов, наделенное п о ­
рядковой топологией,является простейпш • примером некружев­
ного локально кружевного топологического пространства. Од­
нако, как мы покажем ниже, классы кружевных топологических 
групп и локально кружевных топологических групп совпадают. 

Теорема 3 . Локально паракоыпактная топологическая 
группа является паракомпактной. 

Доказательство. Рассмотрим счетную систему 1г1„ : пеОД 
открытых окрестностей единицы группы, замыкания которых 
паракойпактны. Без ограничения общности можно предполагать, 
что эти окрестности симметричны и ^ „ . ^ ЭД-п для всех пе!К . 
Тогда [ 7 , с . 85 ] по системе [. : п е Ц в группе В можно 
построить такую девоинвариантцую псевдометрику 6(1,^ ) , что 
шары&€ 6 •- бС,(,е)<:21"пЗсг^1п для всех п<&1№ и топология, порож­
денная псевдометрикой б (х,ц^ , слабее исходной групповой 
топологии. Пусть Л( -- [х^Б: б(1,е) < ^} . Замыкание множества 
V в исходном пространстве группы С .паравомпактко. Се­

мейство [ д -У ; хеВЗ является открытым покрытием псевдомет­
рического пространства ( 6 , б ( х , ^ ) . В это покрытие мож­
но вписать открытое локально конечное покрытие & =1\1^-^к\ , 
нескольку псевдо:.;етрическое пространство является параком-
пактным, хотя и на обязано быть Т, [ б ] . Так как топология, 
пороздекпая псевдометрикой б ( х , ^ ) , слабее исходной груп­
повой топологии на множестве 6 , т о семейство 5 будет 
такай открытым локально конечным покрытием исходной топо ­
логической группы ^ . Поэтому локально конечным покрытием 
будет 2 семейство & • [ [ У А 3 &

 : - А с А У [14 , с . 2 9 3 ] . Посколь­
ку семейство & вписано в семейство [ х - Л г : л . е Б } , то мно­
жества паракомчактны для каждого «*,« А . Таким обра­
зом, семейство & является локально конечным покрытием то ­
пологической группы Ь паракокаактными множествами. Для за­
вершения доказательства остается заметить, что если с у ­
ществует локально конечное покрытие регулярного пространст-
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ва паракомпактшми подаространот шми, то вто пространство 
само паракомоактао [14, с . 300]. 

Пространство называется локально кружевным, если 
каждая его точка обладает кружевной окрестностью Ш . Си-
дер [ 1 ] показал, что локально кружевное паракомпактное про­
странство является кружевным. Поэтому имеем 

Следствие 2 . Локально кружевная топологическая груп­
па является кружевной. 

Пусть Н и Б - топологические группы. Отображение 
I : И —* 6 называется I -изоморфизмом, если оно непрерыв­
но и является алгебраическим изоморфизмом [15 ] . В.Г.Пестов 
[16] доказал, что декартово произведение о ящичной тополо­

гией несчетного чиола групп 61(&,1К) обратимых веществен­
ных матриц второго порядка не I -изоморфно никакой нетрн-
ауемой группе. Тем самым был построен пример топологической 
группы счетного псевдохарактера, не I -изоморфной никакой 
метризуемой труппе. Мы докажем, что если прямое произведение 
метрсзуемых групп, набитое с ящичпй топологией, является 
кружевным, то оно являющееся кружевной топологической груп­
пой, I -изоморфно метризуемой группе. Однако нам не извес­
тен ответ на 

Вопрос 1. Каждая ли кружевная топологическая группа 
I -изоморфно отображается на матрнзуеную грушу ? 

Напомним, что топологическая группа 6 называется 
<\ -уравновешенной, если для каждой окрестности 11 едини­

цы Б существует такое счетное семейство } окрестностей е • 
что для любого элемента ^ е Б существует окрестность 
такая, "что § • V • д 

Теорема 4. Пусть группа 6 = П -&еМ является пря-
мым произведением топологических групп I Ей,: & е А ] , наде­
ленным ящичной топологией, и каждая группа Ь0-уравнове­
шена. Тогда группа 6 также является ^„-Уравновешенной. 

Доказательство. Очевидно, что достаточно проверить 
условие |% -уравновешенности лишь для базовых окрестностей 
единицы е , т . е . окрестностей вида 21 - П121$, "• е М П П , 
где сЦ - окрестность единицы группы Б*, для каждого л. е 1\ . 
Построим для ?.1 требуемое семейстпо | . Поскольку все груп-
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гш &<. И., -уравновешены, то для каждого "У-а, существует счет ­
ное семейство ^ « IЛГ^ '• п е "I] окрестностей единицы группы 

(з̂  такое, что для каждого элемента € (^существует номер 
"«'•$$ такой, что с ^ - ^ - с ^ • Без ограничения общ­

ности можно предполагать, что Л/̂ **4" " ^ П < = : \ * Д Л Я всех п е М 
и А . Пусть Л г

п= [Л ' А
П М (1 Б • Покажем, что семейст­

во I X : п е [М} удовлетворяет условию (\,-уравноз9аеннос-
ти для окрестности с1 . Действительно, пусть э л е м е н т у 
г(о^,:^А)таков, что лишь координаты о 4 1 , . . . , ^ п отличны от 
единиц соответствующих групп. Для каждого I , 1 ^ 1 ^ п , суще­
ствует номер пи такой, что • ЛГА." • д ч -с - Положим 
т= т а х [ Щ ^ 1 ^ 1 ь п ] . Тогда для каждого ; е Л имеет место 
включение 0̂  • Л г ^ - с ^ и , а следовательно, и • о" с и . 
Теореми доказана. 

Поскольку [ 1 5 ] топологическая группа (^-уравнове­
шена и имеет счетный псевдохарактер тогда и только тогда, 
когда ее топология является верхней гранью некоторого с е ­
мейства метриг емых групповых топологий, то имеет место 

Следствие 3 . Пусть группа 8 является прямым проиэ-. 
ведением Н„-уравновешенных групп счетного нсевдохарактера, 
наделенным яа"*чной топологией. Тогда топология группы 6 
является верхней гранью некоторого семейстза метризуемых 
групповых топологий. 

Следствие 4 . Прямо о произведение метризуемых г р у ш , 
наделенное яцичкзй топологией, I -изоморфно отображаемся 
на метризуецую группу. 

Отметим в заключении., что нам ке известен ответ на 
Вопрос 2 . Можно ли каждое кружевное пространство 

макнуто вложить в кружевную топологическую группу ? 
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Топологические пространства и их -отображения. Рига, 1983. 

УДК 513.6Е1 

ОБ ОТКОГ.: СПОСОБ! П!ЗР'-1Н0ИЭДР0ВКй ПРОСТРАНСТВ-

М.Л.Гольдмад 
ЛГУ км. П.Стучки 

Пусть С X, Я-II) _ нормированное простран­

ство и ^ - векторное пот.п рос транс тво пространства X' • 
Закатим на X полунорму р • , полагая ОД)<чп§-1№*<^|<}в^ 
(х «~ , X ) .Полученное полунормированное пространство 
(X, р ) обозначим через К , а пространство ( X, ЗИ) б у ­
дем в дальнейшем обозначать просто через X . Пусть 
Т - оператор втожопия X з X : Т х » X 1 & <8 X) • Так 

как р ( х ) 4 ВхЦ V-X « X , то оператор Т ограничен. 
Нао будут интересовать условия, необхозикке или 500тпточ­
ные тля тог , чтобы оператор Т был вполне ограниченным, 
т . е . чтоб » образ Т СЕ) любого, ограниченного шюяеетва 
Е е X был вполне ограничен в X . С целью подучить та ­
кие уоловиг' введем в рассмотрение множества 

где € - произвольное число промежутка ] 0 ,41 ,Б(^»6««|И)-
открыты'З шар проотрвдетва Х- с центром у и радиусом 

Г>!ЩИ . а 0 - кулевой элемент пространства X . 
Установим некоторые неравенства между р(&) и 8*1 , 

пеязшшме с введенная множествами У« 
•Нежа. Пусть Х - элемент пространства . Т о г д « : 

а ) -спи х & % то 5НД) > - ^ Х и * ; 

б ) если . Ч в \ , то р?л) < : 

с) если р и } ^ й > 0 , то л 4 ^ ь при .1 • ут/цД • 

Догшзртяльих'зо. а ) Из условия Я , ^ . с л е д у е т , что 

их-цз 5. с ?.«й -у-и & ^ - а .так как |<|В>а!1- С&-<})1> 8 * Я -
_ ?,х-у8 . го п х~% 1!> еС?>: ' »-2Х-ув) ' Г ^ < е V • Отмене по­

лучаем, что к У- че ^ , . с - П&З V <е V *> С Л ' М О В а -

ТЯЛЬЯО. 0('1\ > .„1 у — й7и 
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в ) В сяду условия х ^ У ь существует т*ко8 э л е ­
мент У , что ях-у! < г.яу« , а так как Ш * ^ " ^ 1 * ^ 8 " 
- Ц - ц 1 • то Ш > И"ОНуЧ , откуд° е л д / е т н--равенство 
Сл^Я< тттг^^ ' Сопоставляя зго с нерпвеяейюм 
1И-а Я < е |у« . получаем: « х - < » * « . Эти,»: до ­
казано, что роо < ^ ь а 

с ) Тяк как рСх-К НХ8 , то из уйЮЕИЯ рО^><Г>0 
следует , что |х|><Г>0 . Поэтому 0 < " Э ^ Й * I * ^ • т . е . 

О < € < I . Из рчирястра € « ^ й д получаем: ч ^ - 1 Д , 
Отсюда вытекает, что х ^ ^ с , ибо в противном случае 
мы имели би, согласно пункту в ) настоя."з:'- яеммы, что 
р (к ) -< «Г ( в противоречие с условием р(х} > <Г ) . 

С помощью это'': лемми установи:.: одно необходимое и 
одно достаточное у с лог я е полно?! ограниченности оператора 
вложения• Т . 

Теорька. I . Для полно'- ограниченное та оператора 
вложения Т необходимо, чтобы при любом е « 30,11 век­
торные пространства, расположенные в множестве 
( X \ ^ ) II { в } , бнла вса конечномерны.".!-:, а чтобы при 

кладок п*-иксироьа».ном I е 30,11 среди р^змер-юсте-/ этих 
пространств существовала наибольшая. 

Доказзтельство. Предположим, что оператор Т 
вполне ограничен и что , вопреки утверядеяюв теоремы,пр;: 
некотором ^ ,€30 ,11 в множестве С X 1€3 с о дер-. 
1 а т с л векторные пространства сколь угодно большой конеч­
но:'! размерности (следовательно, и любой конечно"; размер­
ности ) . Лусть Ь А , и*.,- . . - векторные пространства, 
содержащиеся в ( Х ч М ( . Ш б } , прячем (Шт5чЦ » К ( к » ^ . . . ) . 
Возьмем в каждом Ь.. б?зис я.)*' Л » так, чтобы зн.-

ПОЛНЯЛЯСЬ УСЛОВИЯ^ 8Хч I " к- • V ' И ИХ;. - « . : % -

при 1*^^» Кж * (это возможно в силу ледаш Рисе а о 
почти перпендикуляре [ I , с . 1 2 9 ] ) . Тогда, согласно пункту 
а ) доказанной Выше леммы, рех^ - х ; ) > у-

у, Ку № ; к Д ' г « ) . Лусть Ё > - ( . А е Х ' й э Ц ^ О . Так 
как олэсатор Т вполне -ограничен, то множество Т ' ч Ь ) 
вполне ограничено з X - Пусть Д ц . . • , х * • - <) - с еть 
в Т ( & ) , ;5 . Возьмем К > п : тогда айв-
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дутся такие числа 1,1 и т , где 1.1 • 1,*, п т - 1 , п , 
что р ( *х - А * , ) ^ сГ л р(х.: - А г О ^ с ? - Отсюда почучаем: 

т . е . , рСл^ - )•<• \ • Э г о противоречат ранее_по-
лученпн?.: н?р'дв»нствам: ' р С х ^ - х ] " 0 ) » ^ * а 5 Ч * 4 , к ' 1 С " | & " 1 
Теорема доказана. 

Т е о г ^ а 2 . Для полно!'; ограниченности оператора 
вложения Т достаточно, чтобы пря любом бе 30,4С мно­
жество М с • { ЬП(Х\^)]и { .9} , где &»иеХ\и^.И<^, бы­
ло рполяе ограничено в X . 

Доказательстао. Считая, что все множества М$ 
вполне.ограничены, допустим, вопреки утверждению теоремы, 
что оператор Т но вполне- ограничен. Тогда множество 
Т(Е>] не будет вполне ограниченным в X • Это значит, 
что чля некоторого с!с > 0 в Т Ч В ) найдется множество 

п » Ц^.-.З , такое, что рСа^хЗ 'в (.«• 1,1.-) и 
р Ц . - * р ^ сСв Счд'*, 1.-} Щ) • Согласно пункту с ) лемкь, 
Х ь < 4 ^ , г 1 Ц > « ( н . 1 , ^ г ) . Так как и 'н »< Ь 
то ^>-дг-у1- (п.кЛ,...) . Полагая « . • ' 
записать: « „ > € » и ^ в <= 1п» 1,1,.-) . Ясно, что 

А п ^ У* в С ц бо х „ <ф- ^ г «^ . следовательно. х„ е 
(п».1,1,...). Последнее, однако, противоречит полно'! ограни­
ченное и: в X множества М е с ( ввиду неравенств И-ь-*рЪё» 
при 1/^ а 1,̂  } . Этим теорема доказана. 

Изложений способ перенормировки пространств мож­
но обобчут- о летающим образом. Выберем в X векторные 
пространства . . . } Ъ М в определим на ,Х т полу­
норм р:, . полагая р^и)" 1*х-уб1че ^ 3 , I « V м . функнчя 
р « %. р;, представляет собой полунорму па X , а в слу­
чае, ' " 'копа .Л У;. * СОЗ , г д е ' 'У; - замыкание а X 
игострчпотна , р являетея'нормой. Обозначим через 

X пространство ( л , р ) а через - Т - оператор вложе­
ния X " Х ; Т х = х X ) . Лоно, чт- оператор Т огра­
ничил: р (Л) 4. т Щ ^ х е X . Для решения вопроса о его поп»*" 
огрляячбйноотй следует рассмотреть операторы впоженил 

Т{ '• X * * * X; * гд-- Х\, - С Х , р с \ I • 1,т . Если все 
опррзторч Т; , в т л п е ограничен», т.- паотне огпя.чичен и 
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оператор Т 
Эта схема построения оператора Т открывает не­

которую возможность получать теоремы вложения, игртощие, 
как известно ( с м . , например, [ 2 ] ) , большую роль в иссле ­
довании краевых задач иатеглатичзской «Тазики. 
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ОБ УСЛОВИЯХ К0ШЧН01ЕРН0СТИ ПРОСТРАНСТВА НУЛЬ-ЭЛЕМЕНТОВ 
ЛИШЙНОГО ОПЕРАТОРА В ОТДЕЛИМЫХ ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

Н.А.Дергунова 
РПИ 

Пусть $ ( 2 ) - совокупность БОвВОЗИОЖШХ линейных 
операторов, действующих в отделимой локально выпуклом про­
странстве X . ^ ( А ) - область определения, АСА")- область 
значений, N (А} - ядро, ЭД(А) * V ИСА") - множество 

нульелементов оператора А е А С Х ) . 
Теорема 1. Для то го , чтобы пространство Щ А } было 

конечномерным необходимо и достаточно, чтобы оператор А 
был представим з виде А = В + С , где В, С е , 
М(В>) = [ в ] ( С - вполне непрерывный оператор и ВС " С . . 

Доказательстве. Необходимость доказывается так же, 
как в теореме 1 из [ 3 ] , если установлено существование н е ­
прерывного линейного оператора проектирования Р простран­
ства X на (А") . Как известно, топологически сопряженное 
пространство X к лоиальн выпуклому топологическому про­
странствуй рааделяет точки в Ж . А втогс достаточно для 
построения непрерывного явнейного "оператора проектирования, 
поскольку с1ил Л ' А " ) ^ М 4 < 

Доо^очиоотзь . Ц/егь Л - В * С , г д е В,С - операторы, 
ух.бзя&творяк-^зо услоиыйи т е а р а ш . В силу еущаствовйпня О П Р -
ратор» В"4 я усгоэдш ВС * С » шъЫ Ь ' 4 С ' С . Рассыот-

••»< оператор Т » - В " * Л » - 1 - С > йэ прадяохайая 2 в [ 1 , г л . 
I сладу «я- ( т . н . Т - а , I л *\ * > - ! ) , чуо оператор Т имеет 

.1?чкна педхеа р . П скольку сператорч А, В, С удовлетворя-
:.т у с л о в и е предяоженияУ из ! 2 ] , то У 1 Д - Т ) - Ж А ) . А т . к . 
Я ( -Т ) • У1 (Т ) , то Ш Т ) = Ш А ) . дакее , линейный операторТ 

•«епрвркпен, перестановочен с I и по предложению 1 не [ 1 , 
гл. УШ 1 А т N ( " ! " )< -о , а так как бйл N ( Т р ) ^роитМ(Т) и 
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Поступила 13 сентября 1931 г. 

Т имеет конечный подъем, то сит !Л!ЛТ)< °° . Следователь­
но, адт Л. (А1 < - ° . 

Теорема 2 . Если пространство нульэлементов ЯСА) 
оператора А е конечномерно, то К —инвариаитное 
замкнутое дополнение к УКА) существует тогда и только тог­
да, когда оператор А представим в виде А = В *-С , где 
В , С € ^ ( Х ) , В - обратимый, С - ограниченный конечномер­
ный оператор, ВС = С и СВ & С . 

/'оказательство необходимости аналогично доказатель­
ству необходимости теоремы 2 в [3]. 

Достаточность. В разложении оператора А оператор С 
- локально-алгебраический (это следует из его конечномер­
ности) , В - обратимый. Эти и остальные условия теоремы 
обеспечивают существование А -инвариантного алгебраического 
дополнения к Л(А") (см. теорему в [ 2 ] ) . По следствию 1 аз 
предложения 2,в [ 1 , гл. УШ 1 X есть топологическая сумма 
подпространств ПС Г ) и Ж С Л ( Ш Т ^ Д & ( Т П ) ) , где 
Т = - В л - - I * С ; таким образом, по следствию из пред- * 
ложения 1 в [ 1 , гл. УШ] получаем, что Ш л Т ) - замкнутое 
Т-инвариантное дополнение к Ш Т ) . Далее, любое Т - и н ­

вариантное дополнение вХ к Г Ц Т ) является А-инвариантным 
(см. доказательство теоремы 3 в [ 2 ] ) . Таким образом, из 
замкнутости Ш л Т ) , его А-инвариантности и того , что РКА)-
- №С~П » следует существование.замкнутого А,-инвариантного 
дополнения в X к (А ) . 
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р а з р е з : :ость ЗАДАЧИ" коши для ПОЧТИ ЛИНЕЙНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНШ с я г а ю щ о н м ы ш и И АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ НЕЛИЙаШСОТЯМИ 

Е.С.Козьмина 
РКИйГА им. Ленинскою комсомола 

В последние годы большое, внимание- уделяется изучению диф-
ференциальньас уравнении с неограаячегмымя операторными коэффи­
циентами з абстрактных пространствах. Для таких уравнении с т а ­
вится задала Коши и исследуются условия , при которых существуют 
локальные и глобальные решения. В данной работе методом теории 
полугрупп для линейных: дафТсрездиальгнис уравнений в банаховых 
пространствах совместно с методом'априорных оценок исследуется 
разрешимость задачи Коши для диТхреренциального уравнения гипер­
болического типа с операторной нелинейностью. По.тученные абст ­
рактные теореш примену оя к уравнениям с фушщиональпыми ы 
алгебраическими эелинепностямл. 

I . Почта линейное уравнение гиперболического типа 
е он-.; -яторной нелинейностью 

Ъ гильбертовом пространстве И со скалярным произведением 
С - . . ) , поро2иап-.щзл норму л . II , рассмотрим линейны::, оператор А 
с плотной в к областью определения л)С/»} . 
Услог-пе I . Оператор А является неограниченным Самосопряжённым 
опе -тором в И и обладает ограниченным обратным оператором Л , 

он! злённым на всём пространстве И . 
Для каждого целого положительного р множество л/1/1 1 мог-

по • езратить в гильбертово пространство Ир , ~зодя скалярное 
" ; • • *зеденлс (и,Р)р*(АРи>А * 0 , которому отвечает норма 1и8р=ВАри1-

Пусть « = иЦ) - абстрактная ^ п е ц и я , определённая на отрез ­
ке вещественной осп, со значениями в Н . Рассмотрим 
задачу Кошк \ 
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в г в и о т Ё 

где Сл , С2 - монотонно возрастающие всюду конечные функции. 
Для оператора сформулируем 

Условие I I I . Оператор Рг : <2)(Аа)—'Я имеет производную 
Фреше Ъи(Р^и.)-Н2~-№ , которая удовлетворяет неравенству 

и условию Липшица в каждом шаре пространства 4̂ •" 

№ ^ * ) - а д ; Р * Ы 6 с А » ? ^ 1 
причём функции с^ и ^ являются монотонно возрастающими всюду 
конечными функциями. 

Так как пространство ^ плотно вложено в , то произ­
водная Фреше Ъи(Р2и,} :п3 — Я в силу условия I I I может быть 
единственным образом продолжена до линейного ограниченного опе­
ратора, определённого на Н± • , без узедзгчеккя^ нормы. Следова­
тельно , для расширения оператора Ъл(?^и)-Я» — Я на прост­
ранство Я/ , которое будем обозначать также 1^(^и):Ил—Я, 
имеют ?^есто неравенства из условия I I I для любого игеН; . 

Теорема I . Пусть опеоатогы А , , Рг удовлетворяют 
условиям I - I I I . Ьуоп. Щ и /*&%Щ)№ЩЮ, 
где С1(0,Т;Ч) - пространство всех & раз непрерывно ДнНЬе-
ренцируемых функций со значениями в Я . Тогда задача Коют 
СГ.1) на некотором промежутке Г/},Т^ ] • е [ Ц Т ] имеет един­
ственное решение и- и,Ц)б 0(0,^;И2)Н СГЮ,ТА;Н). 

Доказательство. Из самосонряжёшюсти оператора А следует 
что С А является производящим оператором сильно непрерывкой 
группы унитарных операторов ИЦ) , -со < Ь 4. + м [ 2 ] . Обозначим 

Оператора Р± и Р2 , действующие в .// , нелинейны; функ­
ция {'-[0,Т] — - Я задала. Относительно оператора Рл будем 
предполагать выполненным 
Условие I I . Оператор Р[:Я)(Ай)~~<^)(А) удовлетворяет таким 
ограничениям: для любых и, , V- е Н2 С ^@§|ь~~ 
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и отметим некоторые свойства операторов 

\ВШШ ; ддя любого »еШ*) ^Ш=_2#)А<г, 

^ СН-5) « г = - ^ 0(1-5) V = - &(*-$) А V ;кроне т о г о , 3(0) = 0 , 
С(0)=1 » г д е ~ тождественный оператор в Я . Задача Коши 

для линейного неоднородного уравнения 

аи+Аеи=$, и/^щ, щ\ио*и^ (1 .2) 

с оператором А > удовлетворяющим условиям теоремы, имеет 
единственное решение И=<1(-Ь) е С(0, Т;Нг)О С^Т;Я) при любых 
а,.еФ(А3) , ЩбШ) , если реС(0,ТМиС1[03Т}Ю . [2] 

Решение задаётся формулой 

«<(+) - СШщ + 5ША " Ч + А ~1$Ыз. (1.3) 
Введём оператор Ь - 6&/<&*+А3 с ^(Ц^{(ие,Щ,и)- Ф)щ 

и'(0)*ц, и-и{1)еС(0,Т;Нл)ПСЩТ}Н)} . Область значении # # 

этого оператора содержится в С(0,Т;Н) , причём 

С,(0,Т,Н1) У СЧОДЮ <=Я(1а) ' и оператор 

порождает решение-задачи Коши ( 1 , 2 ) . Выражение (1.3) принимает 
такой вид-, , Если д№)*%и&)+%и№) + Ш , то за ­
дача Коши (1,1) может быть заменена эквивалентным ей уравнением 

и{*}=Ьн[%и#}+1%-«№+№)1 в пространстве С(0,Т-Яа) • 
Перепишем это уравнение в виде 

Ш=6и(Г), &<с(*/вк~'[%иМ+]%и(*)+/Ю]. 0 . 4 ) 
Е с л « е С(%Т}1Ь)0СЩЪНЛ) . то из условия I I следует , что 

Р{ € С(0,Т;Н{) ^ и и з условия I I I - с л е д у е т , что Ар2илЬ)Ш^ 
*?^%и)ит*СШ#) ' т , е ' С%ЪН) . Поэтому 

Покажем, что уравнение ( 1 .4 ) разрешимо с помощью принципа 
олатых отображений, Функцию С(0,Т;Н1)0С1(0^;Ю представим 
а виде суммы / = Д , где & бС(0,Т-М . &€С*(0,Т;Ю . 
Пусть р ( I ) + ^ ^ , ^ ^ я ^ ^ # ; . при этом ^'(1) = 
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в 
удовлетворяет ограничениям: для любых Ц. ,1?$(Р?) и любых Ш'.^еЭДл) 

11-1Ы,иг)114:С1{Ш1*Йиг11), 

Замечание I I . В случае, когда К э О , принцип сжатых отобра­
жений применялся к уравнению (1 .4) в пространстве С (О, Т; Яг) в 
работе 

Замечание I I I . Предположим, что [^=0 , а оператор^ за -

. Используя интегрирование 
по частям и представление д23)=р[0) + /р3'($)с1з , преобразуем 
выражение 0 

1зн-5)А1^ (з) ̂ = №-з)1 А }, &ф=А'% ш-С№ ~), т-

-{С(4-з)А%Ъ)&=[1-СШ%(0)+{Н^ 
Учитывая это равество, подставляем ^ - ^ - « ^ в ( 1 . 3 ) ; получаем 

+ Г / - ^ Л ^ ^ ^ ^ ^ ^ / ^ - ^ ^ Л ^ г ^ ^ ^ ? ^ ^ ^ ^ . ( 1 ' 5 ) 

Дифференцирование равенства (1.3) с д - ^ ^ даёт 

+ 5№'1[Яг ^ -з)А'Чда. (Р3и)и,'(з) *Д(зйЖ. 
В пространстве С (О, Т; Яй } О С 1(0,7; Я/} рассмотрим множество 

+1и,''{)!!<ъЙ0} , л с - некоторая положительная постоянная. Обозначая 
№.)-тахГС{(Яс),С2(%гЮД Шо)А$оЯс)1 и учитывая ( 1 . 5 ) , 
( 1 . 6 ) , получаем, что приТ&З'ак^ +ЙЩг!$1/01*%(сЮ+4 "-Т=Т, , 
где 3ЪСС'(Я0)(Яо-г!)+г*ак Ц{.(Щ•</)] = # , оператор 
(г отобважает множество 1'\0 т в себя и на этом множестве я в -

ляется сжатием с константой с^^ I . Теорема доказана. 
Замечание I . Доказательство теоремы I полностью сохраняет­

ся,, если вместо уравнения (1 .1 ) рассматривать уравнение 

ии+Аги =Я(и,щ) +Я3и+/ 
предположении, что нелинейный оператор Р1 :Ф(А'')1<^){А)—$и4] 
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висит также от иг , т . е . рассмотрим уравнение 

ии + Аги = Р2(и,щ) +у. 

Условие I I I заменяется таким условием: нелинейный оператор 

Рг-Я)(Аг)*$)(А)-~Н имеет производные Фреше ЪиРа(а,иг), 

Т)игР'г(и,ш);142
хИ1 — Я • которые удовлетворяют неравенствам 

» В Д « Л М Д # & ^ Для любых &иг). 
(Аг>6{)*Н2

хН, и условию Липшица в каждом шаре пространства/^"^ : 

-9-1гг1'м-Щ(1(ггй{+11^1) • Разрешимость такого уравнения может быть 
получена для функции }е ЩЪИ^УОНО.ЪН) , если к оператору 
&а(У= ы11Рг1иУич)+/1 применить принцип сжатых отображений в 
пространстве С(0,Т-}И2) ПСг(0,Т;Я) . От теоремы 5 [ 4 ] этот с л у ­
чай отличается тем, что функция у? может принадлежать простран -
ству 0(0,7}Н{) . Свойства нелинейного оператора в упомянутой т е ­
ореме определяются включением С1(0,Т;Я)<=.Я)(1>,Н). 

Теорема 2 . Пусть выполнены условия теоремы I , и на всём к о ­

нечном промежутке 10,71 для решения задачи Коши (1.1) имеет место 

априорная оценка 

(ШЩ *С = шик (1 .7) 

Тогда задача Коши (1.1) имеет глобальное решение и(4)еС(0,Т$а№ 
О СЛЮ,Т;Я) , причём единственное. 

Доказательство. Исходя из априорной оценки СЕ.7) , в дока­
зательстве теоремы I будем считать, что К0-=-5(С+Щи<,!*1/еШ)+ 
+ 1 . Тогда какая, бы точка интервала [0,77 ни была бы выбрана 
б качестве начальной, решение задачи Коши всякий раз существует 
на одном и том же интервале [0,Т^ . Ввиду конечности интерва-
лоп Г0,7)] ,["0,7] и единственности решения на общей части интерва­
ле я существования решения, локальное решение задачи Коши (1 .1 ) 
США быть продолжено на весь интервал Ю,Т1 за конечное число 

тогов единственным образом. Теорема доказана. 

Пусть для целого 

ивеф(АП, /еСМЩЖЧО.ЪПр.Л. А . е ) 
Предположим, что для операторов Р1 и выполнены более силь ­

ные 
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Условие ГУ. Нелинейный оператор удовле-
творяет следующим ограничениям: для любых и , тте $(АР*') 

1Р,иИр^С,(Шрн), 

1Р<и-Р,*1р4 С,(Мрн+ Шрн)!и-Нрн . ^ 
Условие У. Нелинейный оператор р& • Я)(АГ"<) — х % 4 ) имеет 

производную Фреше Т)и,(Р9и),-НрН_~'Яр.1 , которая удовлетворяет 

неравенству 1ди.(Рг и.)и/1р.^Сь {М^Мр для любых и, ,игеЯР*1 
и условию Липшица в каждом шаре пространства Ири : 

ИЪи(Рл [?^)Ы?Ч * ^ (1ч1^ШрН)Ы-У1рн Шр ЦилигбЦри. 

Теорема 3. Пусть операторы А ,Р1 ,Р% удовлетворяют у с ло ­
виям I , ГУ, У, и выполнено ( 1 . 8 ) . Тогда задача Коши С1.1) на не­
котором промежутке [0,Тр] « [0,Т1 имеет единственное решение 
фе О(0,Тр;-Ирн) Л Сг(0,Тр,Нм). 

Доказательство этой теоремы повторяет доказательство теоре­
мы I с той лишь разницей, что принцип сжатых отображений приме­
няется к уравнению (1.4) в пространстве С(0,Т;Ир^)ПС1(0,Т;Яр}. 

Аналогично теореме 2 может быть доказана такая 
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3, и для решения 

задачи Коши (1.1) имеет место априорная оценка (,и№рн + 
+1и'Ш1р) ^аопьЬ . Тогда локальное решение, полученное по тео ­
реме 3, может быть продолжено на весь промежуток [0,Т] с сохра -
нением гладкости. 

2 . Почти линейное уравнение гиперболического типа 
с пгункциональной нелинейностью. 

Пусть 0 - линейный оператор с плотной в И областью опре­
деления Я){0.) , подчинённый оператору _Д , т . е . ШиЫсВАиЦ 
для любого и&[А) . с=сопз1 . Предположим, что оператор Р{ 

имеет специальный вид: ̂ и=-<р(и) А и , где с/) - определённый 
на Жй) функционал; Р^вО . Тогда задача Коши (1.1) записы­
вается так; 

иИ+Аги+?(и)Аа=/, < 0 = ^ , 

К задаче Коши (2 .1 ) применим результаты предыдущего параграфа. 
Для этого потребуем, чтобы ср удовлетворял ограничениям 

ЩШиН^.Ли!) риеШ), (2.2) 
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Отсвда следует, что 

3 силу результатов п. I для задачи Коши (2.1) имеет место 
Теорема 5. Пусть оператор Л удовлетворяет условию I ; л и ­

не' : оператор 0. с плотной в Н областью определения 
г[0,1:, ;гэн оператору Л ; определённый наЯ)(0) функционал <Р у д о -
IV- . оряет условиям ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) ; на решении задачи Коши (2.1) 
ямсе! место априорная опенка тс&^1йи.9 &с*сопН ( к начальные 
данные удовлетворяют условию ( 1 . 8 ) , где р - некоторое фиксиро-

нпюе натуральное число. Тогда задача Коши (2.1) имеет единст -
венное решение: иШ € С(0,Т;Ирн) П Сг(0,Т;Им). 

Пример 1 ° . Пусть А - неограниченный самосопряжённый по -

/щщ-4М3 (1виМС»/)Юи-12г/ Ци,и-б Ш), (2.3) 

где М{ ,1% - монотонно возрастающие всюду конечные функции. 
Легко проверить, что так определённый оператор Р} удовлетво­
ряет условию ТУ при каждом р = I , 2 , . . . . 

Отметим, что требование подчинённости оператора 0. опера­
тору А ' не ограничивает общности. Действительно, если предполо­
жить, что функционал определён яа.'Ю/'^) , где оператор #/ 
подчинён оператору АЗ и удовлетворяет условиям 

I & №1 й (Ю{ иг!!), /# (иг)-<Ц («)ЫН2 (§йл иг1Щ И)Ю{ иг-0^1 

для любых IV,% , то замена. и= А'- № позволяет перейти 

от задачи Коши и/и +АгиГ-нр1{иг)Аиг=&} иг^-щ,, Щ1^=иГ,, 
к задаче Коши (2.1) с Ч>(и,) = <%(А'*-и) ,и0 = А^{4Гв , АА''1^ , 
/Н) = А^'1{±а) , причём функционал Ц> определён яа^)(й) , где 
й=(^Л'~- ' 3 , и удовлетворяет условиям ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) . 

Предположим, что на решешш *и.-и.(4) задачи Коши (2.1) 
Уечтз №^11 - бопз{ . Тогда для начальных данных и0бЯ)(Ар**') , 
•и1€^)(Ар) , 1?[0,Т-,Р.Р) при некотором фиксированном натураль­
ном р можно получить априорную оценку г№ь(Ви^11р+1и11р,1)*,сопз{ 
следующим образом. Применим к обеим частям" уравнения (2.1) опе -
ратор А Р и результат скалярно умножим на Ари± . После прео­
бразований получим ^ (1щ $р +1иЧр+<)= - Щи) ЛЯе (АрНи, А\)+ 
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ложнтельно определенный оператор в И ; 0 - линейный опера-
г о р , коммутирующий с оператором Л ' ^ на Д 9)(А4) и подчинённый 
оператору А • Рассмотри:.: задачу Коши (^.1) с функционалом 
Ц>(и)= а,(ИОиИ3) , где функция а(3} при 5*0 непрерывно 
дифференцируема и ограничена снизу некоторой постоянной (не 
обязательно положительной): 

Очевидно, что Шш-фу)^? ™ах- (Ши.1+Зйи-Я) Кйи-йгв 

к ^(и'1--^^а гЗа^]1 мы любых и, ,РеЮ(12) , т . е . выполнены 

условия (2.2) , (2.3) . ^ 

Так кале замыкание множества 0%)(н') в нооме с Л„ пои любом 
Г?О дает пространство пг , то учитывая перестановочность 
операторов А и 0 на ПЯ)(А4) , подчинённость опеоатора 0- опе-
ратору Д и замкнутость оператора .4 , устанавливаем, что А 
и (3 коммутируют на гпь<л . Из этого факта следует перестано­
вочность операторов А'!2 и 0. на АО . 

Применим к уравнению 

« я +А3и+а(Юийг) А и и ! ^ и 0 > а±\^0=и1, (2 .5 ) 
оператор (2Л * , результат скалярно умножим на &и± и, используя 

указанную выше перестановочность операторов и оценку (2.4) , 

преобразуем к такому виду: 

Отсюда следует априорная оценка ( ' ' ^ "ЦИ'+?&А'и/")<еспз* и , 
значит, ^*{А~''*!*яг }? :.СА'' !и!*ссм* . Таким образом, для зада­
чи Коши (2.5) справедлива теорема 5, которая устанавливает с у ­
ществование сильного решения задачи Коши (2.5) в предположении 
конечной гладкости начальных данных, т . е . здесь 9ъ1 может 
быть любым конечным числом, в то время как в работах [ 5 , б ] 
требуется выполнение условий (1.8) при всех р - I , 2 , . . . одно­
временно. Кроме то го , в [ 5 , б] к оператору А предъявляется 
дополнительное требование: дискретность спектра. 

Пример 2 ° . Пусть оператор А и функция сЦз) такие же, как 
в примере 1 ° ; 6 - линейный оператор, подчинённый оператору А 
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<; константой С . Рассмотрим уравнение 

Из примера 1° следует,что оператор г7"=-#/Й4 <*!?)Аи. удовле­
творяет условию I I . Полагая Р2 = -Ь , замечаем, что йвнгЦ&СйА&И* 
^с/Л^/"^4 Для любого Рб9)(А3) , и производная Фреше Ъи(Р^и)= 
= -$••///—// не зависит от и . Условия теоремы I выполнены, 
следовательно, существует локальное решение задачи Коши для рас­
сматриваемого уравнения. Скалярно умножая это уравнение на Щ 
а используя подчинённость оператора Е) операторуА получаем 

неравенство ^1*Ч&*И$+/ 
аз которого вытекает априорная оценка <3 С А Т ( Г * 
Шиах (йи^ / ^ / й ^ ^ тса&1 Если оператор В коилуткрует с операто­
ром А на.9)(Аг) , то применяя к и с х о д н о ^ уравнению оператор А 
и скалярно умножая результат на Ац^ , после преобразований по ­
лучаем Ж (Щ*г+Ш1) +(тах а{&*С '+Ле/?А 

Отсюда следует априорная оценка м«лг №4#*+/иС).^срляг, 

достаточная для получения глобального решения по теореме 3. 

3 . Почти линейное гнперооллчесаое уравнение 
с 1?ункщ10"аяьной и алгебраической нелянейкоетимд 

Пусть ^ - ограниченная область с траншей * в -термом 
евклидовом пространстве 5 * точек *»Га&«!ги.*̂ **) - В качестве И 
бужей рассматривать пространство всех вещественных квад-
раткчдо сумшпуешх по области & ^ункпда. Задаида оператор 

Оператор А является аеогренячентги оамосопряжешеш поло;штель-
ао '-жрядаленнак оператором а ; при э т о » ЯКА}^НЯ(Я) , 

•: .ф^Й) - д ^ т р а в о т а о , Соболева цорндка5*3 ( с м . , например, [з ] ) . 
„ • т : ь в * 5 ^ * $ ^ с^Г&^Я^ЗЭ}» & - скалярные множители. Оператор 

Р чодчшёп оператору А • так как йв&#*кВЗШцщфасбеки !^* 
« г. 7 А ( с / для ( си . [3,1» с » 2 2 9 ) . Рассмотрим' уравнение 

+ А г к *&(9А*У*)Аи* & # 6 « г } % / ; с ? ? ( - ^ „ ^ ( з . I) 

(!роверяи условие I I I для оператора Гги = (<*+&и)^ . Будем 
предполагать, что п<6 . В этом случае пространство « ч ' 2 ] в л о ­
жено в пространство С($2) всех непрерывных на зашкалив области 
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О. функций, следовательно, для и€004. )<^И^(0) элемент Вш 

где цгеЯХА)еНг(&) . С^еопзй- . Поэтому ди(%и)*-&(оСтВи.)<3-'е> • 

Липшицевость производной Фреше вытекает из следующего нера­
венства: для любых и , о-е9)(Аг), игбЗ)(А) ^ 
1Ш +Ви)®~1-(* +Вгг)^''-]Ьш1 == !&-/1(Ы ̂ .с/Зик/жс/Вг/) ~2тси. /&и -

Из теоремы I следует существование локального решения задачи 
Коши для уравнения (З.Г) с операторами А и В указанного 
вида. В частности, при п- I уравнение (3.1) служит математи­
ческой моделью для описания нелинейных колебаний пластины в 
сверхзвуковом поток- газа в случае цил1щдрического изгиба. 

Автор благодарит Лаптева Г .И. за обсуждение полученных 
результатов и полезные советы. 
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УДК 513.88 

ОБ СЦЕШСЕ НОРМ ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ СЕКВШДОАЛЬНО 
КОМПАКТНОЙ АГШРОКШ1АЦШ 

В.И.Лабеев 
ЛГУ им. П.Стучки 

• 

В работах [ 1-4] доказаны теоремы об устойчивости 
индекса, свойств иэоморфпоети, спектральных свойств линей­
ных непрерывных и линейных замкнутых операторов при с.к.а. 
(см. ниже, опр. 1 ) . Однако эти теоремы устанавливали лишь 
сам факт устойчивости, но не позволяли конструктивно у с т а ­
новить номер аппроксимируещего оператора, начиная с кото ­
рого выполнялись условия теорем 

В настоящей работе эти теоремы будут доказаны новым 
методом с использованием схемы доказательства классических 
результатов о возмущении линейных операторов операторами, 
малыми по норме. 

Напомним некоторые определения. 
Определение 1. Пусть X и У - банаховы пространства 

над полем скаляров К ( т К 3 = 0 • Последовательность линейных 
непрерывных операторов Д п -. X О ' секвенциально-компактно 
аппроксимирует ( с . к . а . ) линейный непрерывный оператор 
А: Х - * У , если 

1 } * * - еХ А1» 
_ 2 ) . для любой ограниченной последоьателыюсти векто­

ров Оч4) с X последовательность в е к т о р о в А о т н о с и ­
те :ьно компактна в пространстве^/ . 

В этой ситуации будем просто писать, что А п
г х а - > К . 

В дальнейшей существенно используется следующая 

Лемма 1. (см. [ 2 ] ) . Пусть Л'„ е 1_(Х,>0, еЪ„еЩ?0 
и А „ - Е ^ 0 , Ь„ ^ - к ^ 0 . Тогда Едт-16,,» А к? 0̂ . 

В частности, если Й = X , В * ° А * , то ^ 1|Л;\\--0 
Следующая теорема даёт одно иэ необходимых и доста­

точных условий с .к .а . 
Теорема 1. 'Пусть /̂ - банахово пространство. 
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Ап 6 1Л X Л ) я для любого вектора х е. X А.Д ^ 0 Тогда 
С о!«-»(А1 - А , ^ 0 , 3 кеН- А* 1 - 0 У 

Докавательетво. Неооходянооть следует на того, что 
с .к .а . является обобщением сходимости по норне линейных 
операторов и из аддитивности с.к.а. 

Достаточность. Не трудно уотановить, что * 0 . 

От сада следует, что А„ - А.,, • ь-'" а > 0 . Аналогично -
А* - А* 0 , поэтому А^ - А„ 0 • Продолжая до­

казательство, по аналогии получим А „ - А „ 0 . Тогда « з 
равенства ^Ьп } АД Й - 0 следует нужное: А п 0 • 

Данная теорема даёт один не критериев для проверни 
о.к.а. 

Теорема 2. Пусть X* V , А * ^ ^ О . Тогда существует 
такое чиоло п, е N , что для всех п>п„ А „ • I ^ I „ „ (Ц) -

Докаватедьство. В силу леммы 1 ^ 1 А*Ц »0 . Поэтому 
сущеотвует такое число л а б М , что для всех о » п п йА^1<\.. 
Донажем теперь, что I * А „ € 1 З Д ( п ( ,Х,^) . Действительно, опе­
раторный ряд А„ сходится, а его сумма является 

оператором, обратным к А,л I . 
Используя идею доказательства теоремы 2 и схемы до­

казательства соответствующих теорем в случае возмущений 
операторами, малыми по норме, можно конструктивно доказать 
следующие теоремы. 

Теорема 3. Пусть А„ К = 1 8 0 Г О ^ Л ) , Тогда сущес­
твует такое число п. ̂  И , что для всех п » п 0 , 
А „ € 1 « о т С Х , ^ , 4 М < * . 1 А ; 1 И С . с о п А Д - ч

1 $ ^ к 4 . 
В етой ситуации п, нужно выбрать такт., чтобы для 

всех п>п<, И Л , - К ^ И А 4 » " * . 
Теорема 4. Пусть А„ А и А - относительно от­

крытый инъеитивный оператор. Тогда существуют тание числа 
п. € N и а >0 , что при всех п » п 0 А п - относительно 

открытый ииьеитивный оператор и для всех х.еХ ЧК„аЦ> а1х\ . 
Теорема 5. Пусть К„ с ' " ' а " N , К - относительно от ­

крытый оператор и а ! т А"ЧО^<-* • » . Тогда для всех достаточно 
больших ПЙ . N А * - относительно открытый оператор и 
а л т А и 1«1 ^ сит А 1.0} . Знак равенства выполняется в том 
и только а том случае, когде существует такая последователь-
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ноеть подпространств ( й ^ с с X , ч?о X = й „ © А л [ 0 ^ а 

для некоторого чиола а е К и для всех л & ^ п 11 АпхЦ>.а14. 

Теорема б. Пусть А>, ^ , \ -ф-оператор. 
Тогда для всех достаточно больших гуе^ К п также является 
§5 --оператором; гш^ К»,* гщ^А, <ЦК П ^<ЦА и 1ПЦ.А П = Ш<1& . 

Используя классический, переход от линейных замкну­
тых к линейным непрерывным операторам посредством нормы 
Секкефальзи-Надя, можно докавать теоремы, аналогичные те­
оремам 4-6, в той ситуации, когда X является подпростран­
ством банахова пространства Н , а А п , N - линейные замк­
нутые операторы. 

Предыдущие теоремы позволяют рассмотреть по класси­
ческой схеме вопроси устойчивости свойств спектра линей­
ных непрерывных операторов при с . к . а . и получить результа­
ты из 1з]. 

Большой интерес представляет исследование свойств 
спектра пучка операторов А п - л В п . 

Определение 2. Число л называется регулярным чис-
дом оператора А относительно оператора В если А -7у.р>€: 

е 1 м т ( Х Л ) • Множество всех регулярных чисел называется 
резольвентным множеством пучка операторов А -'А-В и обоз ­
начается через Г1ез(А,Ь) . множество ЯеаС^В") является от ­
крытым (в предположении, что А и В - непрерывные операторы) 
» оператор-функция А является аналитической фунн-

;чей относительно л на >ле$(А,&), Множество, дополнительное 
: СА,В^ в поле К»называется опектром пучка А и 
1б08ЯВчаетоя через $\Д,Ь) . Спектр является замкнутым, не 
.'йеаательво конпантинн (даже для непрерывных операторов) 
1Й10ЖШ&ВШС. 

Отметим справедливость следующей теоремы, доказа­
тельство которой аналогично доказательству соответствующих 
теорем из [ Я ] . 

Теорема 7. Пусть л п —*" " , & . Тогда для 
любого компактного множества Г с Р.е5(.^,К) найдётся такой 
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в) если 0.1т ЧХ < + ° ° , то существует такое число 
п0 е М , что для всех П>п 0 сЦл1(1„Х<»--' , следовательно, 
пересечение 5(А„,ЕОсЬ-6С||*-'х<1*&3 содержит лишь конечное 
число точек, каждая ие которых является собственным числом 
конечной корневой краткости; раствор между под­
пространствами 0.Х и 1}Д в смысле Т.Като стремится к нулю 
при п - » 

г) если сит 0.Х * I то существует такое число г\.е. Н , 

что для всех п > п 0 в круге [ л е С||х-л„\.- ^ ̂  содержится един­
ственное собственное число л „ пучка Аь - 7 1 Рч, единичной 

номер По <= Н , что для всех п » п 0 Р ^ Я е д С ^ Д ^ . Если 
X = V а А„ о А-- К • А п , В = В ° В „ , то расстояние 

между спектрами пучков и Кп-71&„ 
в смысле Хаусдорфа стремится к нулю при п —» •« . 

Дальше, пусть %„ / 0 - изолированное собственное 
число пучка А -7сВ . Тогда существует такое число 5 >0 
что 5 =1л е С \ -^о\= <П с Р,е=,и,?>) и можно рассмотреть 
следующие проекторы, аналогичные проектору Рисса: 

В силу теоремы 7 для всех достаточно больших пеН 
5 <= КезСЛп.РО и поэтому корректно определение проекторов 

При указанных выше предположениях справедлива теоре 
ма; 

Теорема 8 . Т. Т , Й, ±+±-г 0. ,Р„ ̂ ^ * Р . 
Используя метод исследования спектра с помощью про­

екторов Рисса, можно доказать следующее предположение: 
Теорема 9 . Пусть Л„ А ,. Ь п

 с * а > В , А 0 - изо­
лированное собственное число пучка операторов ?\ -"хВ , от­
личное от нуля. Тогда: 

а) для всех достаточно больших >пе^ пересечение 
множества 5(Л„,В П

> ) с кругом 1 "ле.^^л-х 0 \ < 5 } - не пусто; 
существует такая последовательность чисел х п е ^ Л А п , В п ) » 
Ч Т О Л„ ' Ьп» Т1П . П -1 -о 
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кратности н ^ Л П - ' Л - О . 

Ч-» «о 

Таким образом,теорема 9 позволяет установить свааь 
между спектрами пучков операторов л - ж « йо-
поиьзуя теорему 3 ив [ 4 ] можно показать, что в случае, ког­
да Л 0 является изолированным, отличным от нуля, собствен­
ным .числом пучка операторов А - а в конечной корневой 
кратности рС'О , то для всех достаточно больших п раз ­
мерность линейной оболочки, натянутой на корневые подпро­
странства, соответствующие всем собственным числам пучка-
\„ "*-Вц, лежащим в достаточно малой окрестности числа 7^ , 

совпадает с р ( т О- Здесь под корневым подпространство» чис­
ла я , понимаем линейную оболочку, натянутую на собствен­
ные векторы и на векторы, присоединённые к собственным 
векторам. 

Норма возмущения и быстрота сходимости собственных 
чисел в данной ситуации зависит от операторов А и В , но 
выражение быстроты сходимости черев "Л. и ЙЦ-ъВУН, х е 5 
затруднено. 
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УДК 513.83 

О НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЙ . 

АППРОКСИМАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ОТОЕРАШШЙ И ИХ СОПРЯ­
ЖЕННЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

З.С. Левченков 
ЛГУ им. П.Стучяи 

Понятие секвенциально компактной аппроксимации л и ­
нейных непрерывных отображений в банаховых пространствах 
ввёл и исследовал Г.М.Вайникко [ 1 ] . 3 §1 настоящей работы 
исследуются необходимые и достаточные условия секзенциально 
компактной аппроксимации в связи с одной из проблемно-
ставленной Г.М.Вайникко 12, стр . 3 4 ] . В §2 получены резуль ­
т а т , касающиеся устойчивости индекса фредгольмовых отобра­
жений при секвенциально.компактной аппроксимациг сопря­
жённого отображения. Эти результаты дополняют результаты 
работ [ 3 - 8 ] . 

§ 1 . В дальнейшем изложении используются следующие 
обозначения '^ - множество всех натуральных чисел; ХД 2 — 
нормированная векторные пространства над полем К действи­
тельных или комплексных чисел. 1_С(Х,У}5 1СССХЛ ) и 
1_ССрС X э ^ ) - соответственно - пространство всех линейных 
непрерывных, линейных компактных и линейных ксечномерных 
отображений X в У ; 6^ = * * * X ] Ш ц * 11 . Для 
кроме нормы^1*5ИР1^еу|^^ рассматривается полунорма Р Ф = 
- ш ^ - Ш Х Х ^ ^ т . е . расстояние от^- до множества ЬСССХ,̂ ) п , 
и полунорма « х ^ В ^ , где норма множества - это иножеет-
~во норм его элементов, а * - мера некомпактности Хауедор-
ф а . о з н а ч а е т , что последовательность 
компактно аппроксимирует ^ ЬССХ.У) (определение см. [ 5 ] , . 
или с . 26 наст. с б . ) . 

Л е м ш _ Ь Если $,,с}„€1_С(ХЛ), Ь П «=1СС(.Х,У) , 
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Утверждение вытекает-ие следующих неравенств: 
<&ЦЛ= ̂  ььу Я,($»> ^ Ь п У - ^ С ^ > \\с„Ц. 

Теорема 1. Пусть X , У - полные пространства, при­
чём У - пространство с базисом Шаудера, ^ „ е Щ Х , ^ ) . 
Для того , чтобы 8иввЯ^Тп)'°^» необходим^ и достаточно сущес­
твование таких последовательностей отображений о„б \_1ЧХ,̂0 и 

2 . Иш »ачи=о. 
Доказательство. По определению р ( ^ ) для каждого пе№ 

существует такое Ь„<= 1X14 Х,^) , что 

Положим Р п ~ ^ п - ^ . Необходимость вытекает из неравенств 
[ 9 ] : 

где Ь ^ . ^ ^ ЛАИВ и 1ц - проектор, проектирующий^ на ли­
нейную замкнутую оболочку множества [ е ^ 1 ? п \ параллельно 
линейной оболочке множества . 

Достаточность следует ив леммы 1. 
| Замечание. Йе доказательства вытекает, что если в 
'формулировке теоремы 1 заменить <\ полунормой р , то в силу 
| р(|„) > < ^ [ 9 ] результат справедлив без условий полноты 
пространств и существования базиса Шаудера в У . 

Теорема 2. Пусть У - предгильбертово пространство 
и для каждого п е <= 1_С(Х,10 . Тогда утверждение теоре­
мы 1 верно для 

Доказательство. Необходимость. В случае конечномер­
ного пространства X =0 и ^„ е |_СШ,,Ч) .. Тогда 
9 п ' 0 и Ь и ' ^ п для каждого п е М . Рассмотрим бесконеч­

номерное пространство X . Так как 

то для каждого пе 1М существует конечное подмножество К , , ^ , 
удовлетворяющее условию 

Построим линейную оболочку К к о н е ч н о г о множества К„. в 
пространстве V , Так как сит А ( К , ? 1 < , то по теореме 
6 .3 .1 из [10] для каждого пеЭД существуют непрерывные 
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ортогональные проекторы и„ е и ^ е Ц " ^ , ^ ) , удов­
летворяющие условиям: 

О . А ( Ю , 0»1(КП)\ 1и,,к1. 
Тогда для каждого п<&1У справедливы соотношения: 

= ̂  °& -- Сч«*«•,> - ч„ л- %• §п = д п + Ь„, 
9п = й, в$п, к=ия"^„, Ь „ е Щ Х , Д ^ е ' Л Х . К ) . 
Так как Ьп X = К о = щ,^л Х)^и^-3л\0 , то й и л п Д ^ ^ й ! 4 ) ^ -
и, следовательно, п „ е 1-СГ 0 (Х ,У ) . 

Если (х„) п е к„ . - последовательность векторов из шара 
, то для каждого п е й 

где К п и ^ ( х ^ € В у • Тогда из 

= ^ Ц ^ М И** < (ч . ^ > ^ 1 1 «1й„1Х. ; ) 1^ 

и условия ^ ^ о , Ц«\= О ' следует, что Д т ^ ^ Х п Ц ' О , т . е . 
п^Д»"В" ' " = 0 • Действительно, если бы !1д„|| -/-^9 при'»-»-», 
то существовали бы последовательность векторов ( х п ^ к.е'й из 
шара и положительное число &„>0 такие, что для каждого 

Переходя к пределу при к-^+ ~° , получаем, противоречие. 
Достаточность следует из леммы 1. 
Теорема 3. Пусть X , У - полные пространства, при­

чём ^ - пространство с базисом Шаудера. Для того, чтобы 
,уп

 с л , а - > О «ШСХ,4/)) необходимо и достаточно существование 
последовательностей отображений е ЩХ,Ч) и п „ 6 Ш 1 Х Д ) * 
удовлетворяющих условиям: 

1. $ п в ^ * Ь ч 1йвМ + 1 ; 

2 . К т ^ п в - О ; 

Доказательство. Необходимость. Если ^ с-кч-, ОеЩХД), 
то- в силу следствия 1 из 17] „^3^ *Р * Тогда по теоре­
ме 1 существуют последовательности отображений О^ЩХ,^) 

и Н.еШХ^О такие, ч т о ^ » ^ <• К и ^ ^ ^ 1 ' 0 .Так 
кяк п„ 4,- <Ь (п е *0 , ̂  и * - о«ШХ Л) • '$пЗ о, >,« ; О . т 0 
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Достаточность. Если ^ « *Ь П С п е № ) , 8ип 1оЛ%-0 
и Ь п 0 е 1С С* , , ) ., - т о ^ 0 е 1ССХ,^ . ° 

Теорема 4. Пусть N - предгильбертово простран­
ство и ^ ,е1ДХ,^ ) (пе1УГ) . Тогда утверждение теоремы 3 
верно для Ь^е !_ССо(Х,>П . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3, 
в котором надо использовать теорему 2 вместо теоремы 1. 

Замечание. Очевидно, теоремы 3 ,4 можно перефразиро­

вать для случая, когда ^ с , * , а ~ : > е 1ДХ,^ ) . 

§2. Пусть X - пространство, топологически сопряжён­
ное с пространством X , ИхЛ^ - норма линейного непрерыв-
но го функционала х ' еХ и <х,х'> - значение функционала х'е-X 
на элементе х е X . Если е ьССХ,^) , то сопряжённое о т о ­
бражение § - У — * X определено равенством <^х,ф> г<х,ь'у> , 
верным для каждого =с е X и каждого у ^ V , причём 

е 1_С(ЛГ, X') . Пусть далее а'ипп X - алгебраическая раз ­
мерность векторного пространствах , кег^ = 1 х е X |$х =0^} -
ядро отображения ^ : X ' — » ^ , соиер ^ = » /^Х - коядро о т о ­
бражения ^ , 1т«1^о1т\№^-аыт1а)кер^ - индекс отображения ^ , 
при условии, что по крайней мере одно из чисел в правей 
части конечно. 

Теорема 5 . Цусть ^П€1_С1ХЛА ( п & М ) . 
Если ^ 1 ^ п - -у \\ ̂  0 , то & ^ € 1_С О Т , X ' ) . 

Доказательство. В.силу известной теоремы [ 1 1 , с . 2031 
^ - $ = 3 ! и, следовательно, Д п ^ ^ - Т 'И = О . 

Тогда в силу теоремы 9 из [ 5 ] , ^ ^* § ' е ЬСС^', X 1"). 
Следующий пример показывает, что обратное-утвержде­

ние не имеет место, более т о г о , последовательность отобра­
жений может даже не сходиться поточечно к 0 , хотя их сопря­
жённые отображения с . к . а . отображение 0 ! 

Пример 1. Пус-ь Х = ^ " Ц , - гильбертово пространство по­
следовательностей чисел из К . Для каждого п&М. и любого 
к = (рг1Х)ин

€^2, определим вектор ^„х = ( р 1 4 х^ е п , где 
Так как операции проектирования р?ц и умножения вектора на 
скаляр линейны в непрерывны, то для каждогоп&М 5 ч * Щ ! . т ц ) | 
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Если 1*Ц, , то 1 ^ * 1 Н ^ М * К [ Л , 1 1 ^ ( ' 4 й ч ! 1 г ^ , а зна­
чит, последовательность отображений (-О^цет не сходится по­
точечно к нулевому отображению и тем более не аппроксими­
рует секвенциально компактно нулевое отображение. Покажем, 
что •с'*'а-' 0 еИХЕл,,^. Действительно, для любого линейного 
непрерывного функционала ^ \ " ^ 2 . , и Д Л я к а З Д ° Г 0 

И ^ |Ч определим отображение Формулой о^цЦрЧ^') е 1 . 
Так как скалярное произведение (о , п &|ч' } = Р'Ч.'ЬрМ = » 
то ^ - сопряжённое к отображению 0^ . Далее из доказатель­
ства теоремы 10 из [ 5 ] следует, что ^ е"* л->о'е иКЕ^,!.,). 

Приведём ещё пример, показывающий, что условие т е ­
оремы 5 нельзя ослабить, заменив сходимость последователь­
ности отображений по норме поточечной сходимостью. 

Пример 2 . Пусть X = ^ • ^ . Определим для каждогопеЭД 
и любого х е ^ вектор ь у К , > ( р ^ Х ^ Ч ' Тогда §1, -̂'̂ пЦ')̂  , 
т . к . Сйг,ъ|^ = р й ь х | « й ^ . Очевидно, для каждого 
к е ^ &т!+<>вд„аб й=0 , однако §'ч 0 не имеет м^сто [ 5 , 
теор . 1 1 ] . 

Непосредственно из результатов [ 5 ] вытекает 
Теорема б. Пусть X или V - конечномерное простран­

ство, #гм$' €1.С(Х,^) (псЭД) и последовательность сопряжённых 
отображений С$-!Л„€в поточечно сходится к отображению 

§ ? * Ш Э Д . Тогда ^ * н и . |Ч1С«;?0' 
. Ниже устанавливается некоторые свойства секвенциаль­

но компактной аппроксимации сопряжённого отображения.-
Лемма 2 . Пусть последовательность отображений 

9п <=!-[) (Х,У) удовлетворяет следующему условию: для любой 
ограниченной последовательности ( у ^ П б # ив пространства '̂ 
последовательность ограничена в пространстве X , 
Тогда Существуют натуральное число п0еШ и положительное чис­
ло с^О такие, что для всех п>п 0 пдп11а 6^ « "КС 

Доказательство. В силу теоремы 3 из [ 1 2 ] существуют 
такие п„ е М и с>0 , что для всех натуральных п»п„ Ко^и.С • 
В силу теоремы 1 иэ [ 1 1 , гл. III, §23] для всехп>пс и ^ Ы ч ^ . -

Лемма доказана. • , 
Теорема 7. Пусть ^ е Щ Х . У ) (п€ Е о л и ^ ^ ^ ^ - е 

е- 1 С ( ^ ' ) Х ' ) » 7 0 существуют й„«а/V и С70 такие, что для всех 
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п>п. 1^1-1^1 < С . 

Доказательство. В оилу определения секвенциально 
компактной аппроксимации для любой ограниченной последо­
вательности ( 1 р п е ^ ив У посиедовательностьС^у'в-^С),,,;^ 
относительно компактна и, следовательно, ограничена в 
В силу леммы 2 |^п-^1«»Со для в с е х п > п „ при некотором 
С о>0 . Отсюда следует, что 11̂ 11= Цп||•1(Ь,-$У*1*»$.гЯ* 

Теорема 8. Пусть с к л - > § е К Ч Х , ^ ) , тогда сущес­
твуют числа п. и о О такие, что для в с е л п > а , И П̂Ц«*.С 

Доказательство. В силу теоремы 3 из Г12] существуют 
такие ч и с л а п „ е М + и с>0 , что для всех п > п 0 Ц^„4<йС 
В силу теоремы 1 из [ 6 , г л . Ш, §23 ] для всех пе1У, п>По 

Лемма 3 . Пусть ^ ^ е Ь С С Х , ^ ) ( п е М ) . Если последо­
вательность сопряжённых отображений ( $ Х е * поточечно с хо ­
дится к отображению § е [.ССа'» X' ) и последовательностьсс^ , , 
из X сходится к я е Х , то последовательность ( ^ п з^ п &» и а V 
олабо сходится к ^ а е ^ . 

I VI* 
Докавательотво. Для каждого з рассмотрим соотно­

шение 

г 1 < х ч - » 5 ^ ^ > | + | < * ^ ^ ' - т у > 1 « 

Так как X' , V - банаховы пространства и последовательность 
отображений поточечно сходится к отображению 
$.'е1_С0^Х') , то по теореме Банаха-Штейнгауза 1^11 « С 

Теооеаа 9. Куоть е Ц Х Х , ^ (пеМУ. Если 
и п 1^1»«>-**у - 0 , то последовательность 

из ^ сходится слабо к $ » € ^ . 
Доказательство. Так как *!, ц- > 1С ( . ^Д ' ) , то по­

следовательность отображений ( ^ „ ) й € а поточечно сходится к 
отображению и применима теорема 3 . 

Теорема 10. Пусть |_ССХ,У) , Ь „ *1 .ВДй. ( п е М ) 
Если \§Г!г,«5к) удовлетворяет первому, а ( ' г ^ „ < я - второму у с ­
ловию секвенциально компактной- аппроксимации нулевого о т о -
бражеявя -Г см. о , 26 в е с т . о б Х то !1тЙК» , 9чЧ ' 1 ь т*^°О'0. 



- 37 -

Доказательство. Так как пространства X , ^ , & ба­
наховы, то применимо следствие 2 леммы 2 из [ 7 ] и, следо­
вательно, ^".„ИЭ'п ° Ь'ьИ = 0 . Н о так как И Ьп о Н ( п п о о^'й = 

При X = ̂  = й к Ь„ получаем 

Следствие 1. Пусть д„ «= !_С ( X , X) (п е М) } причём 
^ с ^ " о 'еисх 1 , Л . Тогда ^ ^ - ^ Ч ^ - 0 . 

Теорема 11. Пусть X , У - полные пространства и 
^ : О с X 1 — » ! У - фредгольмово отображение, т . е . линейное 

замкнутое отображение с плотным множеством определения О , 
замкнутой областью значений и конечномерными ядром и к о ­
ядром . Еслир,„ « Щ Х . Ж п е И ) , причём ^ ^ ^ О е Ь С С ^ Д ' ) , 
то существует такое п 0 ^М , что для всех п > п 0 и 

1* * Э'1 ~ ^?е^г031Ьтш отображения, причём бхт кег^+.а^-
> сат гака» ($-'+ д!Л ^ АЬп сода ̂  = сЦт да §, сшп сокег (§• * о^У 
= ахткег(5-' + ) 4 с Ш г , К Ё Г = сПл1 сокету-, 

Доказательство. По теореме 5.13 из [ 1 3 , гл. ЦТ 
§ - фредгольмово отображение. Тогда I б , теор. 3 ] существу­

ет такое ПО е-М , что для всех п>г\, о ! - фредгольмо­
во отображение, причём с ^ к Ы ^ о ^ а х т к е ^ , ййпсокер'^+ср* 
«авпахер^, ( Л ^ ^ У и к Ц ' . По теореме.5.13 из [ 1 3 ] для всех, 
натуральных чисел п > п 0 ^ + 9п. - фредгольмово отображение, 
причём сШп кер(5+9„) * ̂  н ж е г ^*-8^1 ^ со^ерС^^^^ке^ , йкЦ$^пу 
«-"ииЦ^'+о^ и 1лб. 5 ' * Теорема доказана. 4 

Замечание 1. Теорема 11 остается справедливой, если 
условие^ ^=&* о'еИЧ^Х') заменить условием§„ ^^*0еШХ,У) . 

Замечание 2. В [ 14] устанавливается связь между ин­
дексом и алгебраический индексом . Если выполнены 
условия теоремы 11, то 1йп кег>^-«Лтк»^ , оип сотег ̂  = 

Замечание 3. ЕСли X , У - полные пространства и 
5. <= 1С.(Х,У) - фредгольмово отображениег а последовательность 

^'•ХбМ удовлетворяет второму..условию секвенциально ..ком-
пактной аппроксимации нулевого отображения, (см. 26 с тр . наст, сб 
^^ожнд~докавать, что для всех достаточно больших п е N 
^'ЕЬ и^*д* Фредгольмоны отображения и ( п с и ^ ^ у - с Ш ^ ' - с р -
—1псЦ.'«(лб.^ [ 7 , теор . 1 ] . 
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Замечание 4. В силу замечания 2 к теореме 1 из [ 7 ] 
условие д „ — ^ й ' е и Н з ' , X') в теореме 11 нельзя заменить 
совокупностью двух условий: 1) ит (.ор) = 0 и 2) пото­
чечной с х о д и м о с т ь ю Ю „ е Й 4 к нулевому отображению 0 ^ 
е '|_Ш' ,Х ) 

. Теорема 12. Пусть X , У - полные пространства и 
X *—* 3 - изоморфизм, Если §п^1С (Х^ , причём 

^ 0 ' е 1С (^', X') , то существует такое п в ё N , что для 
всех п > По .$-+у п

:Х>—»^ - гомоморфизма с.'„: ^ *—> X' - изо­
морфизмы, причём 4 3^ — ^ * Ц Т ' € Щ Х \ . т ) . 

Доказательство следует .из теоремы 5 .13 - [13 , г л . 1У] 
и теоремы 16 из [ 1 2 ] . 

3 заключении автор выражает искреннюю благодарность 
И.З.Керклпныцу еа внимание к настоящей работе и ценные за ­
мечания. 
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УДК 517.941 

ПРИЛОЖЕНИЕ СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
К ПРИВЛИШНОМУ РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ПРО-

Понятие секвенциально компактной аппроксимации ли - " 
нейных непрерывных отображений в банаховых пространствах 
ьвёл и исследовал Г.М.Вайникко (ом. [ 1 ] , [ 2 ] ) . В данной 
работе рассматривается одно из приложений секвенциально 
компактной аппроксимации для приближённого решения линей­
ных уравнений в произведении конечного числа банаховых про­
странств, которые изучались в работе [ 3 ] . 

Всюду в дальнейшем изложении X, ^еи,й,...,р|1 обозна­
чают банаховы пространства над одним и тем же полем !К 
действительных или комплексных чисел с нормамл И * . , 1*%, 

1 1 , л , , . . > т } соответственно. 

Пусть Х=.^Х. , У * П ^—декартовы произведения простри! 

X. , ..,<ч]5' и пространств ^ , ^«=11,2,... 5т} с нормами 

« • ^ - ( ^ Ц / ^ . Й ' Ь ^С^^^ , где р > 1 . Простран­
ства (х", ц.в^) « (1, Н ц ) также банаховы. Если ^:Х>—»У 
линейное отображение пространства X в пространство V ( с о ­
кращённо: 1_СХ,^) ) , то ему можно сопоставить матрицу 

ИЗВЕДЕНИИ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 

В.С.Левченков 
ЛГУ им, П.Стучки 

где отображения ^.. к€ КХК,Х,Х1,*;€ [4,2.,...,т1) определены следу­

ющими равенствами ; 

причём : Л ^ I—» ^ (1е 11,^,...,ж}) _ канонические проекции, 

ц.ц- : Х^ '—* П Х- (ке11Л..,т^- канонические инъекции [4 , 

гл. 1, § 2 . 5 ] . ' " 1 
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Равенство 

где, аь - неизвестный вектор и я пространства. X , а у - из ­
вестный вектор из пространства V,эквивалентно системе ра-
венст в 

^ « 1 + 5 * ч * 1 + . . . * ^ « п * » » ^ , и ! , . . . ^ , (X ) 
где Х * € X* к . 1 , . . . , т , ^ & , ас - (х, , х ^ Х : . . . 

Теорема 1. С Т е 1 1 Ч Х , э ) ) Щ Х „ Д . ) , ^ХС.рЛ). 
Доказательство. Необходимость. Так как ̂  •^ •^ «ац , 

и ^ 1 С ( Х к , Х ) , а , * Ш Ш и ^ 1 С ( Х Д ) , то ^ е Щ х , X ) 

Достаточность. Так как 

где р к : П X. '— ? Х к 11Д,.. . .т1; - канонические проекции, 

*1 : ^ Н - * . П ^ : (^ЛЦ, . . . , " ! } ) - канонические инъекции и 

е Ш С ^ , ^ ) , е 1 С ( Х , Л ^ , то $ е 1,С IX .V) . 

Замечание. 3 работе [ 31 имеются результаты о с язи . 
индекса к других характеристик для отображений $ и $ и 

Аналогично для каждого натурального числа п можно 

рассмотреть линейное уравнение 

^ Х ° = у п , " ( 2 ) 
где Х П - неизвестный вектор из X , у" - известный вектор 

из V , отображениям ^° е Щ Х Д ) ' соответствуют матрицы 

*м - Т г т 1 , П ё ^ , 

С ь &»>.-•• 
и ё И;СХк>^0 (1,к,е.11,х,...^««К. При этом (2 ) можно пере­

писать Е виде системы п 

где < е Х<, ̂ е У ^ ( ц * е. 11,2, ...;т}) и х * - ( х? , х* . . . . . О , 

4 - (41 -У». > ••• » 4т ) 
Теорема 2 . ( Г ^ т е 1 С ( Х , ^ ) ^ 

^ ^ Е * * 1 С 1 Х ^ 1 ц к е Ц , г 5 . , . , т 1 ) . 

Доказательство. Необходимость и достаточность вытека­

ют иэ следующего равенства 

(1) 
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справедливого для любого* еХ и из соотношений ыежду нор­
нами пространств Х 0 Х X . 

Следующая теорема следует из результатов работ 12] 
и [ 5 ] . 

Теорема 3. Пусть {-е И С Х , ^ и 111X^0 , причём 
- биекция. Если ^ ^ 1 С ( Х , 1 ) ипЬп_1^--и,1* - 0 , то: 

1) система линейных уравнений (Г.) имеет единствен­
ное решение X е X ; 

2) существует такое натуральное число п0 е N , что" 
для всех п>п 0 система линейных уравнений ( 2 1 ) имеет един­
ственное решение жче X ; 

3)пЬгп >«*п-х«я-0-, 

где сА и С^- некоторые не зависящие от п положительные по­
стоянные. 

Доказательство. В силу теоремы 26 из работы [5 ]с у ­
ществует такое натуральное число п.е N , что для всех нату­
ральных чисел п> «\ , - биекции. Далее, так как 
$.П^Ь5* IX (X , V) и ^ - биекция, то последователь­
ность отображений (^п),,е* регулярно сходится к отображению 
§ (см. определение 2 из главы 1, § 2.2 работы [ 2 ] ) . Тогда 

применима теорема 1 из главы I I , § 3.1 работы [ 2 ] . 
Пример. Пусть Х ! - Х 4 = . . . - Х , - ^ - ^ " ••••^•^М)- про­

странство вещественных непрерывных функций^определённых на 
компактном множестве М с р 1

 г где г е Щ , с обычной нормой. 
Определим отображение ^ : Х^—* X следующим равенством ; 

где 1 Х - тождественное отображение пространствах и г р Х ^ Х 
- отображение с ма ярицей 

/ 8 и 917,- &1*Л 

&-,».••• Ч-»,/ > 

где 9,-л : ССМ)•—> ССМ) 11,2.,.,.,тУ) - интегральные опе­
раторы с непрерывными ядрами З ^ е С С И < М) , определён­
ные для каждой функции б е С (И) равенствами 

Гул м 'х 
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[ , 1 6 1.1,2,,...,т1} • Для каждого натурального числа п ё ^ 
отображение а" с матрицей 

определим сходящимися квадратурными формулами 

с узлами е И и коэффициентами е К , причём для 

каждой функции г е С(М) 21?„; 2(/>„Л —•»( при п - ^ ~= . 

Тогда в силу теоремы 8.1 из работы [1 ] 

о1к 9 " е ( С(МУ С(МУ) и, следовательно, по 
теореме 2 

Определим ^ п = 1 х + дп . Тогда также 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 

( ^ ^ О ^ и ^ ^ . ^ И Л - ( 1 " ) 
в предположении, что для любого ( ^ ' Ч * ' ••• ' 'А '" ) е - система 
интегральных уравнений ( I й ) имеет единственное решение 

, хх,..., х . т ) е X . Далее для каждого пеМ рассмотрим 
систему линейных уравнений 

я" + |$ р Йс̂ С •> V =4 < ^ - % , I е 11,1,.- -, т ! . ( 2 " ) 

Пусть чЬл^,™ах 1 & ( ± ) - А ^ - » 0 ,1с [1,2, , . . . , т1 . Тогда в силу 
теоремы 3 система линейных уравнений ( 2 " ) для всех достаточ­
но больших п е М имеет единственное решение (х" , !^, . . . 5 зс̂ )<=Х , 
причём для каждого ь - 1 , н , Т , Ьт Т А Х |х".а)- х-и)|-»п 

В заключение автор выражает искреннюю благодарность 
И.В.Карклиньщу за внимание к настоящей работе и ценные за ­
мечания. 
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УДК 513.33 

УСТОЙЧИВОСТЬ НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВ ЛЛНЕГ.К0Г0 ОПЕРАТОРА 
В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А.Я.лиъчак 
РВЗКАУ им. Я.Аляскиоа 

В стс1..-. :х [?] - /Т0^ изучалась устойчивость свойств 
/шейного замкнутого оператора в банаховом пространстве, 
вязанных с его ркссовскик ядром. Некоторые результаты из 
.87 были распространены Мартенсом / 6 ] на случай отдели-
цх локально выпуклых пространств. Цель:-: настоящей работы 
вляется перенесение некоторых результатов статьи / 77 на 
лучай отделимых топологических векторных пространств и 
татей [э] - [ 10] - на случай /^-пространств и про-
транств Фреше, а также сокращение числа условий теоремы 3 
татьи [о] . 

§ 1 . Ограниченные и банахозы ограниченные операторы 

Пусть У и У - топологические векторные пространства 
>ад полем 1Й, (или С ) . Напомним ряд определений. 

1. Говорят, что линейный оператор К , действующий 
з X в ^ , ограничен, если он переводит некоторую окрест­

и т ь нуля V из X в ограниченное множество. -
2 . Пусть X - отделимое пространство; Е - ограничек-

-юе выпуклое уравновешенное мкокестзо в X • Обозначим че­
рез Х Е ' линейную оболочку Е в X , наделённую нормой 

цхце = 1^^р>0 IЖ^.рЕ} . Множество Е называется банахо­
вым щаром [ч] , если пространство Х г полное. 

3 . Пусть У - отделимое пространство. Линейный опера­
тор К , действующий из X в V , называется банаховым 
ограниченным [6] , если он перевогчт некоторую окрест­
ность нуля V из X з банахов шар. 

Заметим, что при определении понятия банахового шара 
^ [4] пространство X предполагается локально выпуклым. 
Легко видеть, что теоремы I из [ 5] и 3 из [б] .исполь-



- т 
эунщие е т « «а^«деление, остается верными, если а их услови­
ях не предполагать локальной выпуклости пространств. 

Обозначим через множество всех линейных опера­
торов, отображающих X в V и ограниченных на некоторой 
фиксированной окрестности куля V . Согласно Ц З ] зададим 
на $ ( У , У ) топлогию векторного пространства. За базисные 
окрестности нуля б 5 ( У . У) принимаются множества вида 
V/* { К | К(У)^и] , где Ы пробегает совокупность ок­
рестностей нуля з У . для случая У а Х простраиство5(^У) 
будем обозначать 

Пусть У - отделимое пространство. Через 5Й(У, У) 
обозначим подмножество в 5 ( У , У ) операторов, отображающих 
окрестность V б банахов шар. Известно [ ч ] , чте линейный 
непрерывный образ бенаховогс шара и алгебраическая сумма 
двух банаховых шаров снова есть банахов шар. Следовательно, 
5 8 0 ^ ) - векторное пространство. 

Пуоть А - линейный оператор, действующий из X в У 
Обозначим через $ А {У ,Л) и 5& А (у ,У) подпространства в5 (УЛ) 
и в $ В ( Х , У ) , соответственно. всех перестановочных с А 
операторов. В случае, когда V -X , вместе У) , 
5д(У,У) и 58 А ГУ^У) будем использовать обозначения 5 , 
5 д ( У ) и $ВАСУ) • На всех этих подпространствах мы будем 

рассматривать топологию, индуцированную из 5 (\ ' ,У ) 
Рассмотрим 1*(Х,У) - пространство всех линейных непре­

рывных отображений X в У . Очевидно, что $Ё>(У,У) с-
$ Г 7 У) ^ • Если X и У - нормированные простран­

ства, V - ограниченная окрестность нуля, го , как легко ви­
деть. $ ( У , з ) • ^ о л и П Р И З Т 0 М ^ - банахово про­
странство, то 5а гу , ^ ) - 5 Г У , ^ =1гх,у) . 

Всюду в дальнейшем под обозначениями 2 ) (Д ) и (Л(А) будем 
понимать, соответственно, область определения и область 
•значений оператора А , действующего из X в У . Через 
/±су^(Х,У) будем обозначать множество всех изоморфизмов 

X на 5 в классе топологических векторных пространств. В 
случае, когда Х~У , вместо 14ОУП(Х,У) будем использовать 
обознпчение Ясъ (К) . 
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Пусть X - нормированное пространство; К - линейный 
непрерывный оператор, действующий в X , причём \\\(\\с± . 
Для *е.%)(К) имеем Дх+Кхй > Нхц - й/Сх// > (±- IIКп)ИХII , т . е . 
IIX114 (А-ЧКйУ1 ИХ *-/Сх'// • Отсюда вытекает, что Г + К е 
с (ГЯ(К)>'&С1+К) ( I - тождественный оператор) . В 

следующей теореме отот известный факт обобщается на слу­
чай отделимого топологического векторного пространства. 

Теорема I . Пусть X - отделимое топологическое вектор­
ное пространство; X) - некоторое подпространство в X . За­
фиксируем какую-либо окрестность нуля V з 25 . Тог-а най­
дётся окрестность куля У/<-5 (У ,Х ) такая, что для каждого 
К<=У имеет место 1 + КеП*у»(Ъ, Л (1+К'У) 

Доказательство. Существует окрестность нуля и з X 
такая, что У~ И - / ) Со - Возьмём уравновеиеннке окрестности 
нуля и и в X , удовлетворяющие условию Ы + И<: И'<=: Ы'' , 
и обозначим { 5^У,У ) |К( У ) ^ ^ ^ 5 . Покажем, что 
для дэбого оператора К « V/ выполняется утверждекиз теоре­
мы. Пусть . Введём следующие обозначения: О.^ИОЪ , 
' Ъ ' М х е М ^ х е ' З З , ^ = .Е^Е^ЕГЪ . Ясно, что 

Докажем сначала, что оператор Г+Я' взаимно однозначен. 
Предположим, что существует элемент Хе^) , , такой, 
что ( I -1-К)х =6 . Можно считать, что э и Ь ^ . Так как К х - - х е 
с ^ ) , то X б ' V . Обозначим Ь-1$х1&^€} ( д ля определён­
ности считаем, что X - комплексное пространство). 

Допустим, что существует такой элемент ^е/^П'У ,что 
^ Е . Поскольку %е<]Г , то Ку€.Е . Из уравновешенности 

множества Е вытекает, что -Кч^Е . Но ^ Е , следоза-
тельно, З^-^ и л и Ь*~^0* Имеем у = 5 Х для некоторо­
го числа 5 « (Г , . Тогда 5 ( х + К х ) ^ У , откуда 
Х+Кх&В , что противоречит предположению (1+К)х-& • 

Докажем следующее вспомогательное утверждение: 
- К ( ^ / ) ч Т ) с 4 ч Г . Возьмём ^е.1*(\ОГ. Имеем -Кд=^У . 

Так как К С ^ ^ д ^ * ,и ^ 4 - уравновешенное множество, то 
- К ч < = ^ . Таким о б р а з о м , - К ч е ^ ^ Л ч Г .Поскольку 
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= ^и^ОЛг
 щ Отсюда следует, что ~ ^ ^ & ^ ^ г 

допустим теперь, чтоЛ-ЯчГсЕ ' и {'5//' 5*еТГЗ='г.<<» 1 

Так как *е4Г , то , Возьмём ^ = Й=х. • Очевидно, что 
^ е ^ / ] 1 Г , но у4^47~ . Согласно доказанному вше 
е ^ 1 Г . ; следовательно, У € т^'ТГ , что противоречит 

выбору У . 
Предположим, наконец, что Ь(\^Г^Е и Ь'511&Х€ТГЗ = 

= О О . Таге как К ^ 5 П Г , Х ) , то множество Е , а вместе с 
тем и ^^1^"-ограничены. В силу отделимости пространствах 
существует уравновешенная окрестность нуля 40" в X такая, 
что *$ЩЕ . Покажем, что !~(\г\Г<к-ЬгиГ , каким бы мы ни взя­
ли Е&М . Действительно, пусть 1/}/1Гс-н'охг д л я некоторо­
го Ее'-Ц . Возьмём такое число , что \$>\ >1~Ы у. 5Х^4Г . 
Имеем бхс-^/ЦГ или г ^ Ч ^ , Н о > П С в ы б о р у 1 < Г , 
у^/КГ" . де3 полученного противоречия вытекает, что ^. Л1Г<^ 
< ^ ' и г , каково бы ни было . А это , в своя очередь, 

прот:;зоречит ограниченности множества 1~(\'7Е . Таким образом, 
взаимная однозначность оператора 1+К доказана. 

Поскольку оператор 1+К непрерывен, то нам осталось 
показать непрерывность оператора (д5+К)~ . Пусть ^ ) ^ в д -
сходящаяся к нулю направленность из (к(1+К). Существует на­
правленность (Х^), <=^) такая, что У-^+Кх^-^ ,^&А . По­
кажем, что , тогда теорема будет доказана. 'Лмеем 

с Ы 3 7 / Г е • т - е ' Х * Г К ^ _ З З Г ^ - допустим, что Уя~^~е . 
тогда К ^ Ц С - . Следовательно, существует поднаправлен-
ность ( ^ ^ д 4 Й такая, что все элементы КХ/„ , на­
ходятся вне некоторой окрестности нуля ^ в . X . Обозначим 
С'К(и'{\Я)) • ^ силу ограниченности Е найдётся число Е>о 

члкое, что е'^-ЬПЯ* . Обозначим 2^ = - ^ Х ^ , ^ « е . Поскольку 
Хъ^Е'НГ , то У?р4 Е' для всехуЗйй . Отсюда 1^4 и' , 
уЗбв . Последнее означает, что $ 5 2^ еи'}= 5^ < 4; . 

Множество ^ поглощающее, поэтому для каждого уЗ^в сущест­
вует число ^ 9 * ° такое, что ^ г ^ « и ' ; следовательно, 5 в > о , 
•Зб. й . Обозначим ^з = ^-^з^4 . {?>е& . Легко видеть, что 

2 А * и \ | и ' , / з е в . Так как ** + КХ4^Х°. т0 

к:-^ ' > а т о г д а и ^а+*г5* ' Из 10Г0' 
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что 5р<1 для всех уЗев , следует, что +Кг~ 
Найдётся индекс уЗсв такой, что для всех / 3 * ^ ' , у в « 8 вы­
полняется 2гД-*-К>'е^й . Тогда для всех Аъл'.леЗ . нне~ 

Но, по построению, ~г^еи'\±и'для каждого./Зе# . Таким обра­
зом, допустив, что направленность(ХчХс̂ л не сходится к нулю 
мы пришли к противоречию. Теорема доказана. 

Призедём доказательства нескольких вспомогательных 
утверждений. 

Лемма I . Пусть X - отдел! юе топологическое вектор, эе 
пространство; Е - банахов шар в X . Если подпространст­
во 2 замкнуто в X , то множество Е=(Г(\Ъ также я е л я в т с я 

банаховым шаром в X . 
Доказательство. Очевидно, что множество Е ограничено, 

выпукло и уравновешено. Докажем, что Х г « - полное простран­
ство. Из равенства //х^^лх^.вытекает, что топология, инду­
цированная на Х^' нормой Н'ЧЕ , совпадает с топологией про­
странства Х с / . Поэтому достаточно показать, ч-о простран­
ство Х^' замкнуто в Х с . Пусть ( х " н ) п е # г - Х /̂ и Х н - ^ ^ х в Х^ . 
В силу непрерывности вложения ^- 'Х^-—-X [4] 1.мсем *„-^_-Х 
в X . Так как 2 замкнуто в X , и С Х п ) п е . ^ « = "2 , то х е И , 
и, следовательно, Х * : 2 Л Х ^ = Х^/ . Лемма доказана. 

Демма 2. Пусть 1- , Х , У , М - топологические вектор­
ные пространства; У - отделимое пространство; К - банахов 
ограниченный оператор, отображающий X в У ; А 1

: У _ " " № , 
А д — " X - линейные непрерывные отображения, причём 
-3 ( А , ) = ^ , ЗМО^ЪС^) и Я>(А±) замкнуто в У . П р и этих 

условиях А1К и КАХ будут банаховыми ограниченными опера­
торами. 

Доказательство. Существует окрестность нуля Ы в X 
такая, что К(Ш<=Е , где Е - банахов шор в У . Согласно 
лемме I множество Е'=ЕЛТ>(А{) является банаховым шаром 
в У . Поскольку оператор А± линеен и непрерывен, то мно­
жество Г^А , (.е')- банахов лар в М . Имеем А±К(Ч) с 
« = А 1 & 7 Г # ( Ю ) « = А 4 и - / Ш А « ) ) ~^ ; следовательно, А , К 
банахов ограниченным оператор. Так как Ау - линейное непре 



ршвное отображение, то множество 1Г= Ад 6 0 есть окрестность 
нуля в I* . Имеем КА^^^Е , т . е . КАЛ также является 
банахова; ограниченным оператором. 

Всюду в дальнейшем будем считать V некоторой фиксиро­
ванной окрестностью нуля в пространстве X . 

Лемма 3. Пусть А А и А2 - линейные непреры^-ые операто­
ры, действующие в отделимом топологическом векторном про­
странстве X ; >&, - подпространство в X . Тогда найдётся 
окрестность нуля М/^ВСЧ) такая, что как только оператор В 
удовлетворяет условиям 8С\*/ и 6Со^) с^оА^.) , для операто­
ров С|_-=?"М±Й1 С ~1+&АЛ зшолняются включения С1 е 
ей^ыС21С1С.Я)±У) • С^й-Ап* (ЯХА^^С&дСА^У) . Если про­
странства Ч ) 4 Я ^ и Я ^ ) замкнуты, то найдётся окрест­
ность нуля такая, что для каждого 6^\/' . удовле-
тзоряздего условия;-.: в 6 Э А ) е а М х ) , АХ8СЗ)Л)<=7>4 , БА^бОЙ"?*))* 
<^С$(Д,) , имеет место С^Ё-яппСд^ и С д ^ Г ^ С Я ) ^ ) ) . . 

Доказательство. Обозначим \^=УЛХ> 4 . По теореме I 
найдётся такая окрестность нуля и в X , что для каждого 
К* бчт^Х ) такого, что К(У^)<=-Ц , имеет место 
с 1го>п ^(1-1-К)(Яд) . Множество Н^А^ (И ) есть окрест­
ность куля в ^ ( . А ; ) . Пусть и - окрестность куля в X . Та­
кая, что иПъМ^и,. . Возьмём V/* { в « & 1 У ) / 6 ( У > 
Легко видеть, что для каждого оператора в е XV , удовлетво-
рявдего условию 6\51)±) ^^ ( "А^) , выполняется включение 
А*КУ()<=И , и, следовательно, 1+А^8-А^>, Г - О ^ С С ^ » . 
Таким же образом доказывается, что Ск*-Но*\<&'А,), С 4 (2>(А Д*Л). 
Второе утверждение леммы, можно доказать аналогично, исполь­
зуя лемм/ 2 I: теорему I из [ 5 ] . 

Лемма 4,. Пусть X и V - топологические 'векторьле иро-
стракства; А - лвнеЯннп оператор, отоОраааздий X на У . 
Если существует оперьтор А-У —- X , непрерывный в точке 0 У , 
такой, что А А = ^ и А ( б у ) ' О , то оператор А открыт. 

Доказательство. Предположим, что А не является откры­
тым оператором. Так ка : А - линейное отображение, то суще­
ствует окрестность пуля У' из X такал, что множество А(^) 
не содержит ни одной окрестности нуля из У . Следователь-



ао , найдётся направленность О^^а .сходящаяся к нулю Е V 
такая, что ни один элемент & не содержится в А (М) . Так 
как оператор Л непрерывен в точке и м ( в у ) • 3^ , го 
*Р~^'$ь~рёЖ&* '

 НайДётся
 индекс з'-е-8 такой, что для всех 

уЗ>уз' имеет место Жр^Ы . Тогда ^ " А Л ^ ^ А х ^ е 
* А(Ы) , как только /3>уз'. Но это противоречит выбору на­
правленности (%^)реа • Лемма доказана. 

§2 . Устойчивость свойств линейного оператор-, связан­
ных с е го риссовским г*'ром, в отделимых топодогп • 
ческях векторных пространствах 

Пусть X - топологическое векторное пространство; 
А - линейный оператор, Действующий в X . Обозначим, как 

обычно, {*С2>(А) | Ах = в 1 _ множество нулей и 1П1(Л)-

— /] - риссовское ядро оператора А . Булем предпо­
лагать , что пространство Я Г А ) замкнуто, ^А)^Ш(А) и су ­
ществует линейный непрерывный оператор А , э-'сбрчяающяй 
ШМ в Э Д ) . такой, что А Д - / я м ) • 

Лемш 5 . При сделанных в ш е предполокениях оператор А 
является относительно открытым, а пространство 1Т1(А) 
замкнуто. 

Доказательство. ~Аз леммы 4 вытекает относительная от­
крытость оператора А , Тогда, согласно следствию из теор:; 
мы 3 в [II] , пространство ОТС^А) замкнуто. • 

Замечание. Из лемми 5 следует, что в условиях теоре ­
мы 3 из Гб] можно не предполагать замкнутости простран­
ства ^Т1(А) , а при доказательстве утверждений (5) и (б) 
этой же теоремы можно не требовать, чтобы отображение А 
было относительно открытый* 

По теореме I из [12] А ( 2 > Ш Й 7 М А ) ) = !Ж(А) , Иа 
т о г о , что Ы^У<=Ч$МА) > вытекает, что А''(/Ш(А))^П(А), 
следовательно, Л ( / № ( А ) ) ^ ( А ) • Легко показать, что для 
каждого линейного оператора В '.перестановочного с А ,ьи 
полкяются включения &ША))<^'Щг &(ША))^Ш(А) . 

Пусть теперь X - отделимое пространство. Так КЙК 
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для всех В^ЗВ^ГУ) выполняется включение 
то , согласно лемме 3, для всех в из не ­
которой окрестности нуля У/-̂  2в А ГУ) . Обозначим Т(&) -
= ((1+Аё>)\1^К(А)^ и всюду в дальнейшем будем считать, что 
оператор В содержится в "достаточно малой" окрестности ну­
ля \ ^ с 5 6 А ( У ) * ( гаи 5 А (У)) . 

Лемма 6. Выполняется включение /Ж(А)<^1П(А*-8>) . 
Доказательство. Поскольку Т(&) ^Г^^-АВТСв) , то 

рассундая по индукции, можно показать, что Т(.&)(^(Лп)(\ш(А))^ 
<^'&(Ап)1]/Н1(А) для любого м^А/ . Возьмём некоторое *п&Ы , 
и пусть ч г Ш М ) . Как отмечалось выше, А (/7К.(А))<^ 
<=3 )ГА) 1]чК(А) , следовательно, существует элемент 
Х.&ЪСАЖ'ЖСА) такой, что У = А*х . Обозначим 2 - Т ( 6 ) х е 
^ ^ { Д 1 4 ; . Тогда ^А^л = А Л С1 ЛвГг-(А+в)"г с ОоМ+бЛ . 
8 силу произвольности выбора УП имеем ^ & ( б 4 + 8 ) т ) = 
= /ЗИб'/1+б) , откуда и вытекает утверждение леммы. 

Очевидно, что = У М ) Ф 3 ? Г $ , ) . Обозначим через ^ 
линейный оператор проектирования пространства X па А/(А) , 
порождённый разложением X = А / Г А ) © ^ , С Д ) Ч ^ Е - И Я 

Теорема 2 . Пусть А - линейный оператор, действующий в 
отделимом топологическом векторном пространстве X ; про­
странство (А) замкнуто; Ы(к) <^/КПСА) ; существует линей­
ный непрерывный оператор А ; & С А ) ЯГА) такой, что 

А А = / Кл\ ) • Тогда найдётся окрестность нуля V Е 5 8 А Г У ) та­
кая, что для каждого Б Е ^ выполняются следующие утверждения: 

(1) Т С В ) * 1 ^ Г л / Г А ) , А / Г А - Б ) ) ; 
(2) Ы(А.+&)^1Я1(А+в) ; 
(3) существует линейный оператор проектирована" 

пространства X на такой, ч-̂ о Шг-Р^) = ЛГГ-/^ + е) . 

Если оператор РА непрерывен, то и непрерывен. 

(4) 1 . 8 ^ Ь ^ Г . Ш , " 1 М ^ ) ) ; 
(5) пространство ЗКА-ьВ) замкнуто; 

^ (6) существует линейный непрерывный оператор 
А+5:Я(А*в) "—Ъ(А\ такой, что (А+&)К?Ь в 1 Я м + в > ; 

(?) оператор Л+8 относительно открыт; 
(8) пространство 'ЭЗ&А+в) замкнуто. 
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Доказательство. (I) Пусть х е Л М ) . Имеем Ах = 
= А(1+Д*8)Т(в)Х = б4+в)7Тб)х . Но Ах = 0 „ следовательно, 
Т ( В Ь *Л^4+& ) . Таким о б р е з о м , Т ( Ъ ) ( Ш ) ) ^ Щ + в ) • П У С Т Ь 

теперь чеН(А+&) . Поскольку 8ч = - А ^ & ( А ) .то иеФСг+йв). 
Идеем -(А+в)]-© , т.е .а+ЯвК/М+вЛ <=/1/М) . 

Но лемме 3 оператор 1+ являете^ изоморфизмом. Тогда 

Ы<А+8)*а+Ы1(Ш)) • Н о ^ + ^ " / л « д ) * Т ^ / У Л , ; с л е ­
довательно, М(А+Ь) ^Т(&)(Л/(А)) , что вместе с полученным 
ранее включением даёт ТСЬХЫСА)) • Утверждение ( I ) 
вытекает из то го , что Т(.&)*&4ы(/Н1(А)). 

(2) Имеем Ы(А+&) ~Т(&)(^1А)) <=Т(8)(1П(А))~/?П(А) . 
гласно лемме 6 /Ш.(А)^/ШСАгв>) , откуда следует включение 

(3) Пусть х ь Ш ) . Так как Ж # 0 « = Л / ^ ) , то Р л Т ( й ) х -
= ^ х - Р ^ 6 Т ( 6 ) х = Р А х = Х . ; следовательно, ^ Щ Ш ) ^ 1 Ы ( ^ 
Используя это равенство и утверждение ( I ) , мокно показать, 
что оператор РА+В-Т№)*А является проектором пространствах 
па М(А+8) . Разенство 31(1-РА) = & ( Г - / ^ в ) равносильно совпа­
дению N(9^с МСР/^д) . Последнее же вытекает йо того , что 
Р Д + 8 = Т ( 8 ) Р Д и оператор Т(Е>) обратим на N(6) . 

(4) Имеем ША+&)^*ШШ)) = (А+ЬША+й)*Щ)(*ШЪ* 
= (А+Ь) (МРЛ)ПЪ(А)) - (А+В)(А(&(А))) =(ЫА)(Я(А)) • П о 

лемме 3 им^-йт* (<Ш),Ш+&)).. 

(5) Очевидно; следует г з ( 4 ) . 

(6) Положим А-Н} - (ИЬ+Щмр )Пю(А)}* ' И з ^ с л е д у _ 

ет , что оператор АА+8 отображает ЗШ-»8) па $.#0 . Заме-
'•лм, что #Лх = х для всех хе.А/(РА) О Ъ(А) . Тогда #+йл)ЛХ+Ъ = 
= ( Л + 6 ) А + е = ^ л ^ + в ) > с л е Д о в а , 1 ' е л ь н о , оператор АА+В являет­
ся обратным к . Так как - изоморфизм, то опер» 
тор непрерывен. Тогда оператор ААА+й также нопрерв-
взн. Но АА/ив*А*-в , откуда и вытекает нагае утверждения. 

Утверждения (7 ) и (б ) следуют из (6] и леммы 5. 
Теорема доказава; 
Замсчанле. 'Аз теорем*-' 2 вытекает справедливость утвер-

адений (3 ) - (6 ) теоремы 3 из [ б ] . Таки'- образом, для 
выполнения этих утверждений не обязательно т р е б о в а т ь , ч ю б ы 
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существовал линейный непрерывный оператор проектирования 
пространства X на 711А) . Достаточно, чтобы 31(А) было 
замкнуто. Заметим, что теорему 3 из Гб] также можно фор­
мулировать в терминах топологии пространства 5 8 Л ( У ) 

Используя следствие 3 из Г5] , можно показать, что 
утверждения теоремы 2 настоящей работы и теорь.лы 3 из [6] 
будут верны для ограниченных возмущающих операторов 
( 8 * 5 А С У ) ) в отделимом локально выпуклом локально пол ­
ном [ 4 , о - 284] пространстве. 

§3 . Устойчивость свойств линейного замкнутого опера­
тора, связанных с е го рисоовским ядром, в 
Г -пространствах и в пространствах Фреве 

В этом параграфе мы будем использовать следующие обо ­
значения: Т1(А1 =ТГл/ГАи) - множество нуль-элементов линей­
ного оператора а " \ А/'(А)'Ш)^АГ(А)ПЖ(А) , т'М) -

= « М ) « ПСА) п ы ш , л(А) ^ с1ь,№). Ш) • « и м'т 
$*(А) и §(А) - множества линейных непрерывных операторов 

проектирования пространства X на N(А) а на 'Л(А) соответ­
ственно. 

Лемма 7. Пусть X и У - Г -пространства; А - линей 
ныв замкнутый оператор, действующий ит X в У . Тогда для 
относительной открытости оператора А необходимо я доста­
точно, чтобы пространство 31(А) было замкнутым. 

Доказательство. Достаточность условия вытекает из тео­
ремы 6 ,4 .4 . в [I] . Доказательство обратного утверждения 
можно провести без использования полноты пространства по 
схеме доказательства" теоремы П . 2 . 1 чз [3] . 

Теорема 3 . Пусть А - линейный замкнутый оператор,дей­
ствующий в Р -пространстве (пространстве Фреше) X , с 
замкнутей областью эн&чеши 34(А) ; У(А)™0 ; существует 
оператор Р^-1ЧА) . Тогда найдётся окрестность нуля 
\К/<=5ВД(У) ($>А(Ч)) такая, что для каждого 8«\</ вы­
полняются утверждения теоремы 2. 

Доказательство. Так как множество А/(РЛ)П7)(А) замкнуто 
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в Ж А) . то сужение А< ̂ / / м у л - х х А ) я в л я е т о я замкнутым 
оператором. Из леммы 7 вытекает, что А^ - относительно от­
крытое отображение; следовательно, АХА^* - линейный непре­
рывный оператор. Доказательство утверждений ( I ) - (8 ) про­
водится по схеме доказательства теоремы 2. 

Далее мы будем рассматривать случай, когда Й ( А ) * в в . 
Пусть X - пространство Фреше; А - линейный замкнутый 

оператор с замкнутой областью значений Л{А) , действукций 

в X ; Т(А)*0 . №)<-~ • 
Лемма 8 . Существует оператор РК* такой, что 

Ж Ш = Ш П таш » МРО А Т.(А). 

Доказательство, Пусть РСТ(А\ и А ^ С Р ) » №(Р)& 
&А/(Р)/ГШСЛ) - некоторое дополнительное пространство.Обо­
значим Х 4 = Ш МП. (А)ЕГ/(Р)П Ш(А), 1*1^ Ш'(А) &ЩР)) ПШСА) . 
Легко убедиться в том, что 1*101) ~ХЛ^'Ж± Я из конечности 
У(А) следует конечномерность пространства . Так как 
Х х представлено в виде суммы двух подпространств, замк­

нутых, соответственно в М(А) и */(Р) , то Х^ ьимкнуто в 
М(А) © Ы(Р) , т . е . в X . Так как Ш)<~* . то подпро­

странство Х А ФА / М ) также замкнуто. Пусть * т ~ базис 
в . По теореме 3.5 из [2] найдутся функционалы 
^х» ••>^т и з X* , биортогональные к х * , . . . , х т и обращающие­
ся в нуль на X, * А/ (А) . Определим оператор РА по формуле 
РЬ*= Р(Х-Д~ +.60X; ) . Легко показать, что Р^'Р(К) , при­
чём ЫСР) (\НП.1А)&Ф1Л=Н(РЬ)[\/Ш.(А) , откуда следует, что 
"ператор Рд удовлетворяет утверждению леммы. 

С помощью оператора РЛ ; построенного в лемме 8, опре­
делим оператор А так же, как в доказательстве теоремы 3. 
Можно показать, что выполняется включение 
Тогда из непрерывности Д следует, что для достаточно ма­
лых в ^из$д(У)имеем Х+Х&С-Ъ*** (1Я1(А)) . Легко видеть также, 
что 1+АЛАВ « к<^1 (Т1(А)) С оператор ПЛ был определён в [9] ) , 
Обозначим Т(В) = (ГЫВ))<7П;Л)У1

 и. Ж В) = « Мл лВ) I )"* . 
Заметим, что для доказательства того, что Т + Д п дВ« 
* 1^шу, (ТКА)) ,не используется лемма 8, и, следовательно, 
можно не требовать локальной выпуклости пространства X , 
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но операторы В тогда берутся из 
Теорема 4 . Пусть А - линейный замкнутый оператор, 

действующий в Г -пространстве (пространстве Фреше) X , с 
замкнутой областью значений ~ЖА) .Если Й/А) и Т(А)*0 , 
то найдётся окрестность нуля \Х/<=5ВДСУ) ( 5 Л 0 Л ) такая, 
что для каждого Ве\^ выполняются следующие утверждения: 

(2) ША) * \ 
(3) 1 1 ( А ^ ) с а д ; 
(4 ) 'Й.А+Лдв)*: ; 

(5) А * 1С '(А +5) 4 *Ц'ЙВ '» «I . 

(6 ) Ш + в ^ Ш ) • 
Если X - пространство Фреше, то для достаточно малых 
Ве 5 Д ( У ) имеет месте 

(7) №+Ъ\1№1Ь ' Я-(~г(Ы1„тп<тш,> ; 

(б ) пространство замкнуто; 
( ? ) ^ ( А - ^ б ) * 0 , причём для каждого Р^.^(^) существу-

ет Ъ^еЖА+В) такой, что Л/СРД) <= Л / ( Р Л + ! 3 ) . 
Доказательство. Возьмём Р й

е 1 Р (А ) и определим операторе 

по формуле Я я ( А /дкв . ) лЗ {А ) ) ~ * • п Р а ч ё м в ( 7 ) ~ ^ опера­
тор Гд выбирается так, чтобы он удовлетворял утверждению 
леммы 8 . Тогда утверждения ( I ) и ( ? ) доказываптся так же, 
как ( ± ) б теореме 2 , а утверждение ( 2 ) - т а к же, как лемма 6. 
Доказательство остальных утверждений исполъ^ ет схем^ дока­
зательств результатов статей [ 9 ] и [ 1 0 ] , 

Всюду а дальнейшем, говоря об операторе А • , мы будем 
предполагать, что он. определяется так же, как в доказатель­
стве теоремы 4 . 

Теорема 5. Если X - пространство Фреше, и выполняются 
предположения теоремы 3, то для доста; очно-, малых В из 5 СУ) 
справедливо равенство 71(А) - 'Ш(А+В) . 

Доказательство. Включение / Жл«-в ) с ПСА) следует иэ 
теоремы 4. Покажем,что выполняется обратное включение. Вве­
дём обозначения: т " ^ ^ + л е ) | ^ п № ) к Т°= (тЦя)*Т . * = °Л - - - • 
Пусть ХеЛ/ (л ) . Непосредственно проверяется, что (А+ВУ"Г°х» 6 
и ( А + В ) Т ^ х = ВТ^х , откуда следует, что 
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ТкХе 'ЯСА+В ) , <"<>,±,.:. .Так как "ПС1+^ВЫ , то опера­

тор Т - 1 является квазиобратннм к . Н о Т -1 = - Т А В 

Тогда по лемме I из [ 1 3 ] оператор тДв непрерывно зави­

сит от %В в пространстве 5 (VП'Ш (А ) ) . Обозначим; \ = 

УЛ 'ТП.М) • Из доказательства леммы 3 видно, что опера­

тор непрерывно зависит от В е 2 ( У ) . Следовательно, 

найдётся окрестность нуля \>/<=5дП0 такая, что для каждого 

в^№'. оператор ТД8 удовлетворяет условию 

Поскольку тДв - ограниченный оператор,то (т&2>Тх О 

для любого лс'М.Ш . Тогда для Хе.л/М имеем | ? т / х -

= Т. (тЫ*!-* = X (т&в)*а - т * в ) х « х - С т ^ б Г х Л . Так как 

т/х е Л М - н У , к-».*,--- , то х с Я М + б . ) . Этим мы показали, 

что Ш/0*= ТКАН) . Далее рассуждаем по индукции. Допустим 

что ^{А")<=Ша~Тв) для некоторого ц с ^ , и докажем включе­

ние Ш**')с11(А+В) .Сначала покажем, что К(Н(АУ)^П(А+&) . 
Пусть %*Н(А*) . Обозначим т'-СтА&тА , . Легко ви­

деть , что (А+0***ф* &КХСМ(а*) <=• ФЛА+&) . и что А \ -

= 2 т / х ; следовательно, Д а ^ ' Ж / и в } . Возьмём У€МА" 4). 
Имеем ^»А*Ау+х' , где У* - некоторый элемент из ЩА) .Так 

к а к т о А А ^ ^ Н А - И З ) , откуда вытекает, что 

^ ^ . Таким образом, Ш^^ЖА+В) . т . е . 

7Ш1<=#7Л+е ) . Теорема доказана. 

Теорема 6. Если X ~ пространство Фреете, з выполняются 

условия теоремы 4, то найдётся окрестность нуля ^ < = 5 Л ( У ) 

такая, что для всех В < У , удовлетворяющих условию 

В(/Й(А)') •с'Л(А) ; имеет место равенство ЩЩ = тШ+в) , 
Доказательство. Согласно утверждению (3 ) теоремы 4 до­

статочно показать включение Ж А ) с 'ЯМ-' в ) . Так так 8(7^^/1)) = 
с Ж А ) , то оператор А*& определён на ^с'А) , причём 

Ш(%(А)}^ 71(А) . Вследствие пепрерьшности I и в выпол­

няете ! А&(П(Д))<-7Ш) . Тогда для малых В из 5 Л ( У ) , 

удовлетворящих условию теоремы, имеем ТжШ*1^щ^ ) ~ е 

* 1игъ ( . Рассуждая далое.так же, как в теореме 5, по ­

казываем, что //(А)<=• 11'М%}. Докажем теперь щыяачвнив 

докажем, что А-цсТНА*^ 
влечет эа собой х « ША'Щ. Пусть А х « б . Тогда 
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хбМЛ)^ 7МА+&) . Далее рассылаем по ин.цукции. Предполч-
жим, что выполняется следующее свойство: из того , что 
А^сА/((Лг&)м) (*е.$и[оЬ), следует , что 1 Ш + ё ) Возьмём 
Ах^АШ+вУ""*} и обозначим 2 = СА+Б)я . Имеем Аг»А(Л+В)х =_ 
«(А+8)Ах € А/ССА+в)") , Отсюда, по предположению, г * . 
Иа утверждений (8 ) и ( 9 ) теорема 4^вытекает существование 
линейного непрерывного оператора А+в такого, что 
( 4 + 8 ) ^ = 1 ^ ^ ) • Можно записать х - А+Вг-'-х' , где х ^ Ч + в ) , 
Поскольку 33*1 ™ + в ) И Л ^ в ) ) с -КМ+в) , - о . 
Итак, мы показали, что &ШП'П(А+в)^Л(ЫА)пША+&)) 
откуда следует включение А*СЯСД)ПП(А+в» <=• ^ШАЩ . Так 
как ТЦА+бУ^ФМ) , то Л * Т ' Е М » » ) * ОьД+Й Л 4 Г̂ ЛЗ . 

Отсюда легко, получить, что ' 7 Щ + 6 К Ш А ) ^ 1г(Атй)П$.1А) , То­
гда *Л ( 4 О Д +в )& '№А ) ) «= ' Э Ш + б ) ^ . Покажем, 
наконец, что 71 (А) *= . Уяе имеем А / К Л ) « • 

Предположим, что А/ГД4} <= т Щ + й ) для некоторого и*N .Возь­
мём * с аМА***) Я запишем х « А А х + х ' , где ж'^-МШ * Так как 
АксМО/ЮМА) <= 'КМ+й) л , то , согласно доказанному 
выше, ДАх € ЩД+В) ; и, следовательно, х е Т К А + В ) . Таким об 
разом, Шк")< 7Ш+В.> для всех и «А/ , т . е . 7 Ш ) ^ 'ЗШ-Н5) . 
Теорема доказана. 

Теорема 7. Пусть А - линейный замкнутый оператор, 
действуиций в Г -пространстве К , с замкнутой областью 
значений 31(А). Если существует оператор РА<е. ф(А) , т о для 
достаточно малых 6 ^ 5 Л Г У ) сужение Я/ является изо-
морфизмом, и, следовательно, о<{А+А) ^ о1(/11 

Доказательство. Возьмём х с Л Т А + в, . Представим э л е ­
мент X в виде х = л А х + ж ' , ж'с.М(А). Ц&к как (А-» в) * » * , то 
А,ч--=-6* и А Л х - - - А 8 * , Отскща х*Лл- * * ' , т . е . 
х ' = ( Г + А в ) X . Применяя оператор РА , получим 9А% •* 
* 'дЛВх-«--.РАУ'«х''»(г+Дв)у , и утверждение теоремы вытека­
ет из леммы 3, 

Замечание. В теоремах 2 и 3 доказывается, что рост-
равства НСА) и N($•>•(!>) изоморфны. Можно оокяьять, что в 
предположениях теоремы 6 имеет место включение \*%Р* 
<}\«у; (ЩА+В) а/Ш) . Следовательно, л чтчх случячх РНЧОЛ 
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аяется равенство с1(А+&) = л.(А) , причём размерность прост­
ранств донимается как в алгебраическом, так и в топологи­
ческом смысле. 

Автор выражает благодарность доценту М.А.Голъдшну 
за руководство работой. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1983. 

УДК 517.98 

КОЛЫБЕЛЬНАЯ ДЛЯ МАЛЕНЬКОГО ТИГРЕНКА О НЕПОДВИШНЫХ 
ТОЧКАХ 

А.Х. Лиепиньш 
ЛГУ им. П.Стучки 

"У Томаса Трейси был тигр. На самом деле это была 
черная пантера, но его не имеет никакого значения, потому 
что думал он о ней как о тигре". [ 1 , с. 125.] 

О выпуклом слабо компактном подмножестве простран­
ства Банаха в поисках неподвижных точек отображений ц е л е ­
сообразно думать как о субсимметризуемом топологическом 
пространстве о некоторым оператором вамыкания [2, 3 ] . 

В предлагаемой работе изучается в етом плане сущест­
вование неподвижных точек у отображений, удовлетворяющих 
условиям, б о л е слабым, чем условие Р.Каннака 14.3. 

1. Введем основные обозначения и определения. 

Пусть X - непустое множество. Черве РХ обовначим 
множество всех подмножеотв множества X . 

Определение 1. [ 5 , с .5б ] . Отображение 5 :РХ—*РХ 
называется оператором вамыкания на X . если для любых 

А,В€РХ, выполнено: 
1)- Ас:е>-*>3(АЧс$(е^ 

3 )$^Ш-5(> ' . , . 
Определение 2. [ 5 , .0.59]. Опера: )р замыкания 3 наХ 

называется алгебраиче зим, если-для любого А ерХ и хе $(А) 
существует такое коночное множёотво ?<=-к , что1б$СО« ; 

Пусть 3 - оператор вамыкания на Х-
Пазовом множоство А е Р Х - 8 -вамкнутым, если А.-5СА1, . 
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Отметим, что множество 5(РХ)всех ^-замкнутых подмножеств 
множествах инвариантно относительно пересечений, т . е . , 
пересечение любой системы 3-замкнутых множеств 5 -зам­
кнуто . 

Обратно: если множество 81 С РХ инвариантно относи­
тельно пересечений (в частности, ~ X ^ 61 ) , то ото­
бражение 3"; РХ —* РХ, определяемое для любого А е РХ , ра­
венством: 

- оператор замыкания на X , причем 3(РХ)=Ы . В этой ситуа­
ции условимся говорить, что оператор 3 порождается мно­
жеством 61 . 

Например, для любого отображения &-:Х—>Х множества 
1А^ Р Х и С А )^А} 

порождает оператор замыкания, про который скажем, что он 
порождается отображением <̂  . 

Если $4 и ^ - операторы замыкания на X , то опера­
тор замыкания, порождаемый множеством 

обозначим через м$15 ь у . 

Назовем множество Не РХ -2>-компактным, если для 
любого множества 61с5СРХ), для которого 

п и п н | А е в и = ф , 
существует такое конечное множество 5с (Н, , что 

( Н А и Н ^ А ^ Ь ^ -

Рассмотрим отображения-Ь: Х*Х—• & + ( К ^ - множество 
всех вещественных ''сотрин.ательных чисел) и ^ ;Х—* X . 

Пусть «,сХ , г <= & + ( & + - множе -"во ьсех веществен­
ных положительных чисел) и А е РХ , А ̂  (/> . 

Положим: 

сдшп А := &ир 14(^,014,* <= А ] ; 

. $ ° ( * у = * и + $ т 1 ( * ь - $ ц п Ц 
для любого п€ 2 ( 2 - множество всех целых неотрицательных 
чисел); „ , + 
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Определение 3 . [ б , с . 7 0 1 . Отображение!.:Х*Х - * В\+ 

называется симыетрикой на X , если для любых выпол­
нено: 

2 И и , ^ = % 4 

Назовем топологическое пространство - субсиыметрк 
ауемнм, если на нем существует непрерывная симметрина, с л е ­
довательно, оно уплотняется на некоторое симметриауемое 
топологическое пространство Г б , с . 7 0 ] . 

2. Теорема 1,- Пусть X - непустое множество, ^ -сим­
метрина' на X и • • X • X . 

Пусть 3 - некоторый оператор замыкания на X , -
оператор замыкания, порождаемый отображением § , 
"о-—- 'ифЦИ^А а Н*-РХ - непустое множество, 8 -ком-
пактное. 

Предположим, что выполнены следуюцие условия: 

2 ) С ^ с Х ) . а'(ВЦПН ^ ф ; 

Тогда ^ имеет единственную неподвижную точку в II . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 
г в [ 2 ] . 

Пусть непустое А«=РХ . 3 -замкнуто, -ч.е А . Имеем: 
ЭиЩс А - с силу 5' -замкнутости А . Тогда М И ^ ф 
вследствие условия 2. В силу 1фоизвольности выбора миожест-
на ^ последнее справедливо для любого непустого -3 - з а м ­
кнутого подмножества множества X . 

Пользуясь ^-компактностью множества VI , построим 
по лемме Цпрнч - минниайвное непустое 3 -замкнутое множест­
во М . Имеем: М ПН ф (/,. : • 

Пусть а е-М О И - Предположим, ч т о а ^ С а . ) . Тогда с о ­
гласно условию 4 имэем: 
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ибо $'(е(фм-
в силу минимальности М . 

Пусть . Рассмотрим множество 

Оно непусто, ибо х е А 1 . Вследствие условия 1 оно 3 - замк­
нуто. 

.Пусть 1^еА<.. Пользуясь условием 3, заключаем, что 
Н ^ О - ь 1 • Следовательно §(ч)*;/4. 3 силу произвольности 

имеем: Тем самым: А^ - 3 -замкнуто. Сле ­
довательно, А4 -М , ибо № - минимально. Таки:.. образом . г 

МсВЦс^г) и а д е Л г , , где 

3 силу произвольностих&М тогда: ^СНКА*.. Следо-
вательно, «ЗСЛ̂ )̂  А̂ , и А;, о-замкнуто, ибо оно - 3 -замкнуто 
вследствие условия 1. 

Пользуясь минимальностью множества И , заключаем, 
что Аг_=М . Одновременно: 

блин А,. ̂  г < йхотпМ, 
Таким образом . а = $Са), а е Ц . 

Единственность неподвижной точки получаем из у с л о ­

вия 3. 

Теорема 1 обобщает теорему -с из [ 2] и тем самым 
- теорему 1 из [ 4 ] . 

Теорема .2. Пусть X - непустое множество, 1 - симмет-

рика на X И<$'-Х—• X' • • . " 
Пусть 5 - некоторый оператор замыкания на X , 5^ -

оператор з-^мыкания, порождаемый отображением ^ , 
^ : = I 3 , ЗА ^ И И 6РА- - непустое $' - -омпаятное уноявство. 

Предположим, что выполнена следущие условия: 

р О М Ш г в •• ви,г) ь $ ( • 

з) С Ь ^ е х ^ ^ М ^ 
< ( й о т З'СбОо). 

Тогда ^ имеет неподвяжнуп т е п у • И , 
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Доказательство. Следуя доказательству теоремы 1, 

построим минимальное непустое 3-замкнутое множество М , 

для которого: МПН 4 Ф • 

Пусть а е М ПН • Предположим, ч т о а т у Г а ) . Согласно 

условию 4: 

Пусть х е М . 
Рассмотрим множество 

Оно непусто, ибо х е А± . Вследствие условия 1 оно 3 - замк­

нуто . 
Польэуяаь условием 3, заключаем, что $ и ^ с \ - Даль­

нейшее Доказательство существования неподвижной точки у 
отображения ^ дословно повторяет доказательство теоремы ] . 

3. Срюрмулируем и докажем основной результат несто­
ящей работы. 

Теорема 3. Пусть X - субсимметривуемое топологичес­
кое пространство, 1 - непрерывная симыетрика н а Х , и отобра­
жение X » X - непрерывно. 

Пусть 5 - некоторый алгебраичеокий оператор замыка­
ния на X , 3̂  - оператор топологического замыкания на X , 

8(, - оператор замыкания, поровдаемый отображением ^ , 

| ИеРХ непустое 3'-компактное множество. 
Предположим, что выполнены следующие условия: 
Г) огх*\)т .̂(к^ ви̂ ё х̂>, 

4) Ст^еХ)1'1-1.еЗО,1Г): 

5) ( г о Х>: * ^ = 4 } и е $ ' ( 6 ( % 

Тогда ^ имеет единственную неподвижную точку в Н , 
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Доказательство. Построим, как и при доказательстве 
теорем 1 I 2, минимальное непустое 3 -замкнутое множество 
М , для кс-орого : К ^ Н . 

Пусть а е ("\ р, \| . Предположим, что а. + $(а ) . Согласно 
условию 5,существует такое 3(.вЫ) } что 

ибо з силу минимальности М . 
Рассмотрим множества 

Они непусты, и б о а 4 е А . 
Пусть хбА*. . Оператор замыкания 5 на X по условию 

алгебраичен. Поэтому существует такое конечное множество 
Р с ^ А ) , что « 8СН . Полагая 

имеем: Р = В(5(<.%с̂ ) . Следовательно, 5Ш С ВЦМ.С^ з силу у с л о ­
вия 1. Тем самым: х е сЛ , т . е . , К* ,$У$Ксу . Таким 
образом, 

ВДВ 
при некотором ц е А . Пользуясь условием 4, имеем: 

<: ^ и , $ с ф а - 4 ) ь ц , ^ 
при некотором 4€] .0,Ц . Следовательно, 

т . е . , л е А . 6 силу произвольности ХбА 4 йИе*' г: . 
Пусть А г • » ^СА 4 \ 
Инеем: А ь - 5 Ь С А 0 С • ^° А 5 -8а икнут о ( т . е . , 

замкнуто как подмножество топологического пространства X ) 
вследствие непрерывности о т о б р а ж е н и я и сишетрики V, . 
Поетому: ^ А 4 ) ' А . Следовательно, А-̂ с А . 

Множество. А^ 3-замкнуто велел твив условия 2. Кро­
ме того К А О Ч ^ м к з д с м с . ^ ц ^ и . 

с ^ ц и ^ ^ С А ^ А . , . 
Таким образом уоно 8 ' -замкнуто. 

Пользуясь минимальностью ...нпжеотна Н , у.чкле л е н , 
что А г - М . Одноврек нно: 

З и р И и . ^ Щ Л б А ь ! * ! - : СИР (.К<,Л(.<^уеМ^. 
Таким обрааом,а^ (а ) , а е Н . 



- 67 -

Единственность неподвижной точки следует из условия 

4* . . 

Следствие [ 4 , 2, с . И З ] . Пусть X - непустое выпуклое 
слабо компактное подмножество пространства Банаха .и не­
прерывное отображение ^ ; X * X при любом ч.,̂  ьХ удовлетво­
ряет неравенству: 

(условие Р.Канкана) . 
Предположим, что для лгабого выпуклого замкнутого 

множества , содержащего более одного элемента и ин­
вариантного относительно^ , существует такое К , что 

Тогда & имеет едиибтвенную неподвижную точку и X . 

Доказательство. Применяется теорема й, полагая, что 
9 - оператор выпуклой оболочки и Н*Х . 

4. В заключение уточним в докажем результат , 
сформулированный в [з] и обобщающий известные теоремы из 

[ 7 ] а существовании неподвижных точек у нерастягивакцих 
отображений в слабо компактных выпуклых подмножествах ба­
наховых пространств. 

Тоодема |и4. Пусть X - топологическое пространство, 
?1чх)- система всех окрестностей точки л е X , I - оимметри-

ка ни X и - непрерывное отображение пространства 
в себя. . 

Пусть 5и, - некоторый алгебраический оператор е&ш-
канил па X , 3».- оператор топологического еамикания.ма X , 
^ -- оператор намштнич, порождаемый отображением ^ , 

Н € РХ , И { ф ( - $ -компактное множество. 
Пусть выполнены следующие'уОЯОВИЯ1 

г) (V Л еРХ) > 5Ц1 Ш - 5к<ЗДК^ 

3) & В ( * Ш р * : 
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4) XV 

6) ^ б ^ & € Ш а * Е а д ^ в д м ^ № ^ ^ < А ^ ^ 

Тогда ^ имеет неподвижную то^гсу ь Н . 
Доказательство . Пусть А е 81гХ) » А +- ф , Тогда 

МпС«>) с А в силу 5' - замкнутости А для любого х б- А . По 
предположению, А . Вследствие условия 9 ММ ^ ф . Мно­
жество Н по условию 5 - к о м п а к т н о . Следовательно, оно 3 -
компактно. Пользуясь этим,построим по немые Цорна мини­
мальное непустое 8 - замкнутое множество И . При этом 

МП Н Ф ф . Пусть а е МОИ . Докажем, ч т о а = $-(а) Допустим 
противное. Б силу условия 5 существует такоеа 0б$',^Г1'|) ( 

что Ц1*.р1Ш*,^\'а^ П 1 *п!|п€ 2 * 1 = : ' } . ^ ^ о л 5,'ШюУ 

Яыеем Л ^ ф , ибо П+еА^, Тем самим З^А^ + ф . Ввиду условия 
I и алгебраичности оператора 8 а , множество А4 ? , а - з а м в н у *о . 
Поэтому 5̂ 1 АО $ -замкнуто Р силу условия 2 . Пусть 

П IВ( ^ ' (а ) , г ) ПМ| и г п \ П Р И некотором ? \ Р «илу 
условия 4 . 

€ П 1 В I о ) , г ) ПМ1 .л^п^Л. 
Тем самым показано, что $-<А1с А) . Следовательно, Й̂ СЛ̂  Х'-РЧМ-
к н у т о . Заключаем, ото З̂ САЛ М г> силу минимальности М , 
Пусть и Ь^-Р., 3 силу условия 6 существует такое 
И е У М , яте 1 Н з д ^ О Д & < & для любого'^6 и, и з е Х . 

Имеем И н А . ^ - ф . Пусть ^ е Ц П А* . Существует т ч к о е и» е 2? 
что ^ п I & Ц т (а^г) п И\ И >, п 0 \ Следовательно, 
8(1 ^ ( п ^ г п ^ У к ВЦлУ . Заклкюаем, что §11 ^ " ( ь й ^ м ^ М ) ^ 
д : В и , 1 + г.) , В силу "произвольности ' Ч П О Р В 

Таким о б р а з о м , 

причем последнее множество непусто в си.чу 3 -коV !гагтноетк 
множества Н ( Пусть 

Тогда а еВ(-<д} и, сл ' -доиательно, В»в (1 { ( У > , О ] * е -
в силу про из по ль пост и выборах е М . По поотроотгм Ие-М . 
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Поступила 10 си 'тч^н 1/Ц г. 

Таким образом , . * « ( ГЦ ви.й) * С И У) ПН = • и 

А^+О . Установим, что С̂АО с г̂, - Допустим существование 
такого Аг, , что §00^ А г, . Тогда-существует такое И , 
что ^4 Ь ( § ^ , 0 • Тем самым, & ь

: = ВС $<л) , \) Ш -
собственное подмножество множества М . Это невозможно. 
Действительно, Аъ \•• ф , ибо (ЗДс^- Кроме того , Л3 3 ' -
замкнуто. Следовательно, Л^*п , ибоМ минимально. За­
ключаем, что $(А* )с А?, . Тогда А ь 3-замкнуто. Из минималь­
ности 11 следует, что п ^ Н . Одновременно: сЦат \ ^ %< 
< сЬ.".т М . Заключаем, что о. = $(а) , причем а е Н . 

" Проснувшись, тигренок грустно сказал, что во сне 
все так подвижно, неуловимо, даже золи.сон симметричен со 
сладким теыно-рнжеватым оттенком. И потом добавил, что во 
сне он на какой-то миг, кажется, был черной пантерой. * 

•т 
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УДК 513.83 

ОБ УЗКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

В.И.Малыхян 
московский институт управления 

им. С.Орджоникидзе 

Понятие уекого пространства введено А.й.Ваколерон С11. 
Пряввдем необходнмкэ саределения. Все простракства 

в дальнейшем предполагаются 7̂  и не имеющими изолирован­
ных точек. Черев N обовкачаето.ч множество натуральных чи­
сел . 

Пусть (Х/С) - топологвческое простраистйо; последо-
вателность { Р л : 1г«в N1 вамкнутых /в ./ нигде не плот­
ных /н.и.п./' подмножеств ия X каеываетоя доыивмрущей. 
последовательностью, если $ плотно в X и если «в 
того, что э.и.и.п. и Р п П * ф для всякого п*зМ, 
вытекла что I) Р п я . ь . п . И X . 

Пространстве, в котором есть доминирующая носяедо-
«цельность, называется увким. 

При исследс-пакии понятий доминирующей ичследоьатеяь-
кости и узкого пространства получены иетр1вн«льные реяуяь-
таты, придаишиа интерес втям исследованиям.* 

1. А,Б.Колдунов постройа бикомпакт с условней Суа-
ЯМВЯ, ЯИЯвОДЧвСЯ уЯКИЫ НрОСТ [41 чет вой. 

2. А.И.Вевслер доказал, используя дополнительное 
«•еоретино-миюжествонпое предположение, что пространство 

I) - нножеотво псех равномерных ультрафильтров на дно-
к'р̂ -тпом множестве N1 мощности с -олодогчеЯ подпро­
странства ив М| - уяков, 

Основные реаультаты данной пвметки таковы: 
1. Псиное в смыояо Бара проетрыюгво со счетноп 

5? -базой ие является уечим. 
'I. Проиаяедектш пространств, каждая счетная гран» 

которого есть йодное в смысле Бери пространство оо очатпо! 
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-базой, не является узким 
3. Никакое метрическое пространство не является 

узким. 
4 . С С ИЗ существует счетное регулярное узкое про ­

странство. 
Осталось неясным, монет ли существовать узкий о а -

иарабельннй бикомпакт. 
Доказательства объявленных результатов. 
I . Пусть X - полное в смысле Бара пространство 

со счетной 1 -базой и 1 Г П
 : п - произвольное счетное 

оеме.^тво з . н . н . п . подмножеств. Г.'к как. X полно в емнеле 
Бэра, то X \ У Гп плотно э X , а так как в X есть с ч е т ­
ная ^ - б а з а , то в Х ч О Г Г 1 есть счетное плотное поп-
множество 1.x,,' М ] , прячем сресда этих точек а м и з о ­
лированных, так как кх нет и во всем пространстве. Тогда 

С*Д з . Н . н л и , Г пиГ^-- ф а ^ Г и плотно в X а, 
следовательно, I Р п

 ; " «= N ) - яе доминирующая последователь­
ность. В силу 1>рои»вольное-гм семейства I р п : п е отсюда 
вытекает, что в X нет доминирующей последовательности, тем 
сам^а, X - не узкое пространство. 

2.",(1усть Х= Ш Х ^ А е М а каждая счетная грань етого 
произведения е^ть полное в оШСЛй Бэра пространство со сче-• 

ной У -базой, Ясно, что X удовлетворяет условию Суепика. 
Цуотъ I Г,, : п е-;П) - произвольное счетное семейство з . к , 
Й, п. подмножеств А ; тогда для каацого г. е К пай дето я 
очекюе п о д м н о ж е с т в о д „ йз /\ , гцкое,что $ц$*%ь '^цпГп 

и - К, - п.и,к. подмножество а ГЦ Х 4 > ^ *$ , а 
5 ф „ н.мит, в X . Пусть А ц "^Кп , ) м г в д Ш « Н , < 

Гяоймотрим теперь ^ М И Х ^ с Ц . 9*р счетная 
Грань произведения X . следовательно, У - полное в с мне л е 

Бари пространство оо очатзой §' -базой. Пусть ^„ =1 (,й)\,А 
цлк всякого гуе N , г до - проеигирлшяиэ г-э ка 4 « . 
Тоща [ /̂(., .1.-;. Щ - счетное двиеййтш у . : : . а , п . подмно-
яеотв в .V . '^Уи'яяою про/и»душем/ докпянЪ'ОЛАОтау ( с и , н у Г ) , 
в ''ОТЬ счетнер, п, .^т(!0'- в V ппцанои'Ю пкр { у.,-. т Л 1 ; , 
Положим Г.', • I ц,,1 , го г до. (,', з .к .н.п, а X и [ „ О V', " ф 
м л всякого н е Н . но I) Г г | плотно г- X . Следовательно, 
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{ Рп : п е И ) не доминирующая последовательность. В силу 
произвольности выбора семейства 1?^ • п ̂  отсюда вы­
текает, что в X нет доминирующей последовательности, тем 
самым, Х - н е узкое пространство. 

3. Докажем сначала, что не является узким полное 
метрическое пространство ( Х , ^ • г Д е °> - метрика на X . 
Пусть 1 Г п - «1 <= N1 - произвольное счетное семейство 
з . н . к . п . подмножеств из X , тогда в X \ У ? п сущест­
вует подмножество У , плотное в X . Так как ^ - метри­
ческое пространство (с 6 -дискретной б а з о й ) , то в V 
есть для к а к о г о п € N подмножество ^ п такое, что 
9(у',^ а ) > для любых уД ^ ' в ^ п и I) плотно в V 

и, стало быть, в X . Но легко видеть, что каждое У „ з . я . 
Н . К . и У(, п Р п * ф . 

Пусть теперь X - произвольное метрическое про­
странство, 2 [ Г п : п е М } - некоторое счетное семейство 
з . н . н . п . его подмножеств. Пусть X - метрическое пополне­
ние X и Рп « Г. гг Л ~ ц-гя каждого п е N - Ясно, что каждое 

Р̂ , ЗдЯ.н.п. з X . Согласно Црецниущчму рассуждению, в 
X \ О Р п найдутся множества "̂ г>. ( см. ах свойства чуть вы­

ше) . Теперь нетрудно найти в X такие з . п . н . п . ( подмно­
жества И п , что - и г ? , , ] ; 2 п П Г п = ф оля каж­
дого п е N , Но тогда [ I) 2 П 1 * э тем самим, Ц 1п 

плотно в X , и, тем Солее, в X . Заключаем, что 
I)-,.,' ч^-Мз-.че доминирующая последовательность. В силу 
произвольности её выбора, отсюда вытекает, что в X кет 
доминирующей последовательности, т . е . , пространство X 
не является узким. 

4. При построении счетного регулярного уэкиго 
пространства самую важную роль яграет следующая 

Лемка. Пусть ( Х Д ) - счетное регулярпое орострпп-
ство со счетно/, базой (и без изолированных точек) , и 
Ч 1 ^ ••• - V"- возрастающая последовательность З.Н.Н.Й, 
по/множеств,, таких,чту Кп&. 1 А „ , ^ 4 для каждого 

N и А * У А п плотно в ( X , " ) • Пусть также ! б п П^-Н] 

- последовательность з . и . н . п . подмножеств И Ь п М „ - ф 
длл всякого п « М -
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Тогда на X существует регулярная со счетной ба­
зой топология $с , мажорирующая 1 , которая не имеет 
изолированных точек и такая, что каждое Л п з . н . Н о П . в 
( Х . ^ ) , А п*2 1Ап.1чАЛу,, А плотно в ( Х , $ 0 , причем: 

1) либо некоторое &п имеет непустую внутренность 

* САД, 
2 ) либо Х ч 2 > ( 6> = ^ ^ > п ) есть плотное откры­

тое подмножество в 1 Х , $ н • 
Доказательство леммы. Для всякого п е М положим 

Ап > АП\Ь, и пусть А'• и А'п • Если А' плотно в ОС , 
то , учитывая, что каждое А п я . я .п . в , легко пред­
ставить X \ & в виде объединения 0 так, что если 
каждое К?,, объявить открыто-замкнутым подмяожеотвом я , тем 
оамым, усилить топологию ? до ^ , то топология *1 и мно­
жества Ап будут удовлетворять условиям леммы: в то же вре ­
мя В> станет н.н.п. в ( Х , ^ . Зто и зоть случай 2 ) , 

. Предположим, однако, что найдетоя непуотоз откры­
тое подмножество V аз ( Х , * 0 , такое что 
для всякого п е И , тогда для всякого 
п > 2 , Д . . . .Обозначим через Р п множество А п Г\\] я через 
Ц п мнокеотво & п - 0 ^ Для всякого п<з№ , Яоно, что V с 

топологией подпространства & вместо ( Х , ^ , множестве 
Р п вместо А п и множества 0 . п вместо В, , удовлотворяэт у с л о ­

виям леммы. Кроме того , Р п ^ 0 . ^ У I) 3 . ^ для всякого 
П » М ы намерены сейчас усилить топология (Г так, 
чтобы некоторое О. г <отало бы иметь непустую внутреннее гс.. 
Талям образом, здеоь будет осуществлен случай I ) . 

Вообще говоря, некоторые множества Р« могут быть 
пусты. Перенумеруем непустые множества Р п в соответствия 
о и х прежней нумерацией, так яго номер 2 получит первое 
яепуотое множество из семейства { Р л '. п а , амевнее, 
скажем, номер * 1 . Теперь *.Рп^% ч№у Я-Ч.г-••• в . т . д . . 
Обозначим также через I , ылояеетво . ^ ^ , 1 ^ 0 ^ , Г 4 к . . т . д . • 
Множества М п > п * 2 . , * , . . . удовлетворяют 
следующим условиям: 

1) И^е М 5 6 . . . ; 

2 ) П ч * С М ^ М , , ) ^ Д Л Я В С Я К О Г О Й -
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3) V плотно в 

4 ) М ч " 1 - п - 0 для всякого п.й.Ъ,.-- ] 
5 ) Мп е Ц I ] . . . I) 1_ ч Ч .для всякого п « 5 . . 3 . . . ; 
6 ) каждое Мп< п - ! > , . . . и каждое 1 к , К г Ц г , . . . 

8 . я . а .п . в С^/,<?>) . , , 

пусть • Мохсич.-иио для п.ь^..А-м*ДИЛ 
Так как Ух!.̂  есть окрестность для »Ма , то 
М ^ К М ^ Н ^ П ^ М О З и л я М ^ Ц И ^ У М ^ . т . е . М ^ г А ^ г у , 
при этом й 1 к . в частности, конечно, М ъ ^ф . 

Предположим, уже доказано, что М),еПЧ'.ыЛМгЛ для 
каждого п-51,Ь,... ., к-1 . Докажем, что и М'к . [ И к % ч ^ 
Лоно, что М N(1^11... О Ц О есть окрестнооть ;у1я М1с>Л\-̂ 1\̂ ...̂ ^̂ .,<.̂ )-
. ^ и • « так как М К « 1 М М ^ , тоМ^Цг^МкУТОДЖк^й, 
т . е . М к 5 1 И ^ а » , | - , ^ 1 - ^ ( И ^ а , 0 1 - ^ ; тем самым,М;*ПСЛ1, 
при этом с 1^ , так же как я М', <, Ц . Так как, 
М к / >̂ , то, в частности, и М к ч ^ ф . ( 

Пусть М̂ И̂к , ясно, что Н с Ц и М - плотное 
в себе подмножество, в котором каждое М п н . а .п . . . Разделим 
К на счетное бесконечное число дизъюнктных подмножеств 
К т таких, что если каждое К ™ , т С Ы объявить откры-

го-замкяутим подмножеством во всем множестве X и , тем 
оамым, усилить топологию ^ до ^ , то топология р и 
ыпожеотва А п будут удовлетворять условиям леммы; в то же 
время Ц будет иметь непустую внутренность относительно 
этой новой топологии у , Но I 1 есть сумма конечного чис­
ла з . и . н . п , подмножеств Ъг, , следовательно, "акое-то из 
гшх будет иметь непустую внутренность в топологии ^ • 
Это и ооть олучай I ) . 

Собственно построение примера. 
Пусть ' Х , 1 ; - какое-нибудь счетное регулярное 

пространство со счетной бвзой (без изолированных точек) 
а А 4 С А*е ... - возрастающая ооояедонатвлыюоть з . н . н . п . 
подмножеств. таках,что кпя Г. А,,,^.Л„1 для каждого п « VI и 

^ Аг» плотно в (X , с) , Так как С Н предполагается, яа-
нумз.руем счетными ординалами все счегпые бесконечные по­
следовательности, состоящие из подмножеств )( I $ в -
• 8 , где каждое 5ц, счетно, и если В „ * 5 ^ , то X . 
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Теперь будем усиливать топологию на X - постро­

им возрастающее, семейство регулярных со счетной базой 
(без изолированных точек) топологий на X _ : 

Построеяяе таких топологий происходит с учетом следующих 
утверждений: 

Утверждение I . Пусть 1* $ир и топологии 

Т^ возрастают. Если А - з . н . н . п . в каждой топологии *ць , 
то оно з .н .н .п . . и в 1 . 

Утверждение 2 . Б условиях утверждения I , если С 
плотно в каждой топологии "и^ , то оно плотно и в *ь . 

Утверждение 3. Пусть = 5ир1 ,1А,:^.<и)1\ТОПОЛОГИИ 
возрастают и все они заданы на одном и том же счетном 
множестве. Если Д - счетное семейство э . н . н . п . подмно­
жеств в ~Ь , то найдется такой ординал А (Д" ) , что & - счет­
ное-семейство з . н . н . п . подмножеств в . ^ ( д ^ . 

Доказательства этих утверждений нетрудны я опуска­
ются. 

Итак, на предельном ординале А, полагаем 
' Ч * 8 и г > ^ ^ ь : При этом. С о » г . Переход же от 4 к 
происходит так: 

Обозначим через 5^ подмножество 5> , в которое 
войдут те элементы $ , которые удовлетворяют услови ­
ям леммы, где 

вмеото . взято 

вместо последовательности 1 Ь п ' ^ е ^ ' ) в з я ­
та последовательность $ е $ . такая.что 0 «а не н . н . п , в 

ВнОерем из э лемента наименьшим номером, 
оОозаачям его через 6 , Применим лемму к (Х ,*^ вместо 

( Х Д ' ) я 2 вместо 1 Б г , : п е М } , получим топологию , 
при а "ом переходе "уничтожится" & (теперь Ь ив гвошает 
I А л ' П « N I бить доминирующей послечовятельностью). 

По окончании описанного тралсцйнятнсто процесса 
по воем счетным ординалам обозначим через "Э гомологию 
вир [1^: ^ « ссЭ^ . Несложно убедиться, что в пространстве 

( X , Ь ) последовательность I Аг, : п € N3 - доминирующая, 
тем самым, ( Х , ? 0 - счетное регулярно-? узкое пространство. 
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Замечание. Примерно так же можно построить счет­
ное регулярное узкое пространство и в предположении джшь 
аксиом» Картава. 
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УДК 513.83 

О ПСВДОХАРЛКТЕРЕ ПОДГРУПП БИКОМПАКТНЫХ ГРУПП 
Я.Э.Медаиков 

Удмуртский ГУ им. 50-летия СССР 

Нас будет интересовать связь между характером 
•Х.СКЯ-'и > мощностью 1М1-6> и паевдохарактером'ч/(М)-.7щод-
группы М бикомпактной группы. Как обычно, А > "Хс , б » я 0 , 

Ясно, что 7\.«г6 , л , 1 < г, . (*) 
Кроме того , имеет место следующее неравенство: 

Теорема I , Пусть' М - подгруппа бикомпактной 

группы б , прячем 1М1» б , а псевдохарактер ^СМ^л» Тогда 

б * А А -
Доказательство, Бикомпактная группа 3 допускает 

достаточную систему линейных представлений Г 2 , г л . 5 3 
( т . е . для всякого элемента д т е группы 6 существует т а ­
кое конечномерное линейное представление Т группы 6 , 
что Т$ + Е ) . 

Отсюда очевидно следует , что группа 6 ? я с л едо ­
вательно, её подгруппа М , вкладывавтоя в произведение 
П С^. , где 6^ - компактные группы матриц. 

Так Ш с Т К К ^ Х , то найдется такое ЕЬсА , что 
д С 1 ( е ^ПМ - 1 е } (яцеоь Е : П 9. — ~ П Б Л - е о -

тестаенная проекция, а е я - единичные элемента групп 
И я соответственно) . Это екачат, что ^ 

^к!м 1 М — м о н о м о р ф и з м . Отсюда|М14 1 П 6 ^ 4 ^ . т . к . 
К у - С , а 1Б1-А . * е Ь 

Пусть <у : X—*щ - отображение пространства. X 
в двоеточие «к а г , Положим % = Е ожоадгошш 

# с точкой ЦОД: х . « X ) • Любое ооывйотво о т о б р а н и й X 
в 3 отохдеотвлаетоя г ем самым о аодмпожесг'аом !$Р -

Семейство непрерывных отображений М » [ ^ ; X—»ШЗ 
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называется рас членящим, воли для любого замкнутого в X 
множества Р и любой точки Р найдется такое ^ е М , 
ч т о ^ ( ф 1 и ^ ( Р ) - 0 ( т . е . семейство М ] обра­
зует базу из ст^рыто-замкнутых множеств). Так как из лю­
бой базы можно выбрать базу мощное ти, равной весу \л/Х 
пространства X [ I . г л . 1 , § 2 ] , то справедливо 

Утверждение. Если Х = 0 , то существует рас­
членяющее семейство мощности, равной V/X . 

Теорема 2. Если М - расчленяющая подгруппа 

группы ^""''отображений хаусдорфова пространствах в ^ , 

1. М плотно в §1 ' и, следовательно, % С М ] - 1 * 1 . 
2. Псевдохарактер^ ( И ) равен плотности ^>СХ)про-

с транс тва X . . 
Доказательство. I . Нужно доказать, что для любых 

конечных непересеказдихся множеств Г0 » г ^ Х существует 
такое <^еМ , что и ^ ( { ч ) - 1 . Для любого х е ^ 
найдем такое & е Н , что $*и] -- I и ^ ^ С Р ^ М н * 0 , Поло­
жи:/, теперь ^ =

м ^ у ^ * . • 2 . 1^(М) ^ ^ С Х ^ , т . к . непрерыв-
пая Функция определяется своими значениями на плотном мно­
жестве. Ц| 

Пусть ^ . ^ ^ ^ А ^ . открыты в $ и 
I Е ( Х ) . Очевидно, найдутся такие В<, , Ё ^ с Х , что 
А Ц А э Ш Ь ( В < , ) . < , 3 < ? $ и ^ о ^ М А ! - П у с т ь / . - Б , , Р 1 »В 1 

и Р . О ? ! (такая точка найдется, т . к . Й ^ В ^ X ) . 
Возьмем такое д е М , что дСР» 1/^-0 , « I . 

Тогда ( 4 + § ) е . П I I , П М , но <$••» аф А . С здоватольно, 
•тСМ) > Б С Х ) * 6 А 

Теорема 3. .Для любых кардиналов Ъ. , б , *1 , 
угговлетворяграх неравенствам ( * ) и ( * * ) , наймется такая 
плотная в ^ подгруппа М , что 1М!- С и 1| ' (М}-л . 

Докадата льотво. Рассмотрим^шояротяое простран­
ство ~Пд_ мощноетв А и плотное в 51 подмножество У мощ­
ное ти *й я плотности !л 6" (такое множество оущоотвует, 
неокольцу Ы$Р\'1П&1*Ъ ш 

Пусть Х « Т Х * V , Тогдп. |х>л-1г<т; И ^ / Х « л 6 , б . 

Кроме того , существует ао меньше 2 Л > б' .чеарершшых отобря 
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жеаяй пространства X в 9 . Поэтому в X найдется рас­
членяющее семейство мощности б . Пусть И - подгруппа 

3 1 ш , порожденная этим семейотвом. 
Имеем 1 Н 1 - 6 . ^ С М ) . 8 ( Х ) - л $(Л/)*Л(т.к. 



Топологические пространства и лх отображения. Рига. 1983. 

УДК 513.83 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ КЛАССАМИ ПОЧТИ МЕТРИЗУЕМЫХ, 
ПРОЕКТИВНО МЕТРИЗУЕМЫХ И Н 0 -ПРЕХСТАШЖ ТОПОЛОГИЧЕС­

КИХ ГРУПП 

В.Г.Пестов 
МГУ им. М.В.Ломоносова 

1. Мы рассматриваем только отделимые топологи­
ческие группы. Пусть Б - топологическая группа, Говор­
ят, что 0 почти метризуема [ 1 2 ] , если в Б лежит би­
компакт, обладающий счетной Фундаментальной системой 
окрестностей в С . Группа 6 проективко метризуема [ 1 4 ] , 
если в любой окрестности единицы ь Б лежит такой биком­
пактный нормальный делитель N , что топологическая Фак­
тор-группа С / N метризуема. Наконец, топологическая 
группа Б Т -преде тавима [ 2 ] , если Б погружается как 
топологическая подгруппа в прямое произведение некоторого 
семейства групп, имеющих псевдохарактер ^ Т . 

Очевидно', что любая проективяо метризуемая груп­
па почти метризуема. Ниже мы строим пример, показывающий, 
что обратное неверно (вопрос о существовании такого при-
кира бил поставлен А.В.Архангельским в обзоре [ 3 ] ) - Да­
л е е , оказывается, что почти «етразусмая группа проекткв-
но метризуема если л только если она М0 - представит : 
это позволяет построить пример топологического простран­
ства, являвшегося свободной оуммой семейства бикомпактов, 
свободная топологическая группа которого но } ! о -предста­
вшее, что отрицательно отвечает на вопрос 2 из обзора 
А.В.Архангельского [ 3 ] . 

2. Всюду в работе под свободной топологической 
группой Р 0 0 пространства X понимаем с р о с ш у ю топо-
логичсскую группу в смнсле А. А. Марко "-п Г10] , [ I I | ; 
впрочем, все результаты справедливы, •ллй под Г СО аока­
пать свободную группу в смысл'' М.И.Гр«ёва [51 , 161 . 
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Через { - т в (Х ,е ) мы обозначаем топологическую груп­
пу о о ,оледующими свойствами: 

1) группа 9 (Х,е) алгебраически порождается мно­
жеством X ; 

2) любое непрерывное отображение $; Х - * 0 про­
странства X в произвольную вполне ограниченную топологи­
ческую группу 6 » переводящее фиксированный элемент е 
пространства X в единицу группы Б , продолжается до не­
прерывного гомоморфизма § ^ Р т й С Х 3 е ) —* С . 

М.И.Праев показал [ 6 ] , что для любого вполне ре­
гулярного X и 2 е X группа Р т й (Х,&) существует, един­
ственна, алгебраически свободна над X4* 1еЗ ; 6 является 
единицей группы Р-гзСХ.е),. При этом группа Р т й ( Х , 0 впол­
не ограничена к не зависит, от выбора е е X с точностью 
до топологического автоморфизма; в силу последнего, мы 
будем обозначать далее эту группу просто через ? т в ( Х ) , 
имея з виду, что единица е группы Р ^ ( Х ) есть фиксиро­
ванный элемент X . ' . • 

3. Пусть X - вполне регулярное'пространство, 
е е X , причем: а) Ч|Че,Х) > Но ; б) для любых й .Ь&Х^к ] 

существует гомеоморфизм Ь.-. X —^ X , для которого Ь(сО = Ь 
и Ь ( 8 ) = 0. . Примером такого X может служить одноточеч­
ная бикомпактифакадья Александрова «5. Г несчетного дис­
кретного пространства Г , где е -> точка нароста-

Демма I , цу~ть Н - подмножество Р Т & С Х ) , инва­
риантное относительно всех Т О П О Л О Г И Ч Е С К И Х автоморфизмов 
группы Р^ЧХ) в таксе, что X V Н Т Ф А С е И . Тогда 
НА К - ГЕ] . 

Докг.'а-гельо г -зо. Заметим прежде всего, что любой 
гомеоморфизм Ч' X г для которого НСе^'е ', про­
должается до •^-•-^•мчаокого автоморфизма^ группы 
Д(ИХсхвителы»й, ?Щ определению группы Е... СХ} а Ь- , а 

о-
.. 'бношгчаоиР -^••э^.-жслтая до вепрерцвиых гомоморфизмов п 
* У} грумь ; Г Т Е ( Xх в & ; нетрудно убедиться, что 

Ь - ( л ) " .. ирзцаололси-, что О , « (Х^1вЗ")ПИ { пусть 
Ь .г Х Ч Н . Тогда, ао вышеуказанному, для некоторого топо­

логического автоморфизма Ь группы Р (Х - ) 1л(й)^Ь . О»-
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овца, Ь - Ъ С с О * Н - противоречие. Итак, 

Н И Х • Ю • 
Обозначим через 6 пополнение топологической груп­

пы Е^СХ") [ 6 ] , { 1 3 ] . В силу вполне ограниченности 
группы Р Т Ь ( Х ) группа 6 бикомпактна С 6 ] . 

Пусть Н обозначает расширение группы Ь посред­
ством группы всех топологических автоморфизмов группы 6 
[ 8 ] . Инымя словами, Б является подгруппой группы И ; 

для любого топологического автоморфизма ^ группы В 
существует Ь ^ е Н такси, что при всех § е В 

- д • Ь / 1 = ( о,") ; группа Н алгебраически порожда­
ется В и множеством элементов вида , где ^ - топо­
логический автоморфизм 6 . Топологизируем Н , полагая 
базисными открытыми окрестностями единицы в И всевозмож­
ные открытые окрестности е в Б . Покажем, что И о так 
определенной топологией - топологическая группа. Если 
обозначить базу В ( и , следовательно, Н ) в единице ч е ­
рез (& , то для любого V е й> \1*1€ 6 и существует \ Л е < & , 
для которого с V ; Л 0> * Ш . Пусть V е (& и д е И • 
Если д е б , то д V 5"1 е (Ь • Б с л и 8 ^ 6 1 то Е| раокла-
дываетоя в конечное произведение элементов из & и э л е ­
ментов вида Ц в степени ± 1 ; поэтому достаточно пока­
зать , что для любого элемента вида Ц ^ - Ь ^ е й> . 
Но это сразу следует из то го , что Ц - У - Ь " ^ - ^ ( М ) . а 
^ есть топологический автоморфизм группы 6 , откуда 
^ ( У ) - открытая окреотнооть 8 в В . 

Очевидно, 6 - открытая бикомпакт! л подгруппа 
группы И, и поэтому группа VI почтя метризуема (болез т о ­
г о , группа И Х ) ' " бикомпактна [ I ] , т . е . , ао простран­
ства является свободной суммой бикомпактов). 

Покажем, накопан., что группа V! не аровктавно 
нетрй т ема , для чего цредиолоааш обратное, Пусть 

V = 6 ч [ а ] , г д а Х « Х * Ы , X с Р т в IX 4) <= 6 е Н . 
В салу проективной метризуемости Н , для некоторого Ой-
•омяавтного'дормальаого делателя N груша И N «- V а 
% ( И /Ыч) = И0 ; поэтому N имеет тип в Н , а 

К « М П V" ( X I амезт теп б« в '•' (X) , Покажем, 
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что N инвариантно относительно всех топологических ав­
томорфизмов группы Г Т Ь ( Х ^ . Если ^ - такой автомор­
физм, то он продолжается до топологического автоморфизма 

^ группы б 1б1 , так как 6 - пополнение Р т в О 0 ; 
имеем: >̂(Ю . ^ Ы ) . Ь,Н' К,1 = Ц аР т ь (Х ) ) Й -

где мы воспользовались нормальностью подгруппы N в Н . 
Так как ж б X \ и' , то, согласно лаше I , 

Ы'ЛХ • I » откуда 1е1 имеет тип ^ в X , т . е . . 
т]> Се,Х)= Ко » 4 1 0 противоречит выбору X а в . 

4. Теорема I . Почтя метрйзуемая топологическая 
группа Б проектявно метрязуема тогда и только тогда,вола 
она ^ - представима. 

Доказательство. Любая проектявно метряауамдй 
группа очевидным образом вкладывается в произведение 
семейства метризуемых групп [ 1 4 ] и тем более К0 -прэдота-
вима. Пусть теперь 6 - почтя метрйзуемая <̂ 0 -прадо«азд-
мая группа; т . е . , 6 <= П. -- П [ &А . ^ е А} , где 
при А . Пусть V - открытая окрестность единицы в 
6 ; мы покажем, что в В есть бикомпактный нормальаий 

делитель N , для которого N с V я % (& / М «г>0 . Пуст». 
В - бикомпакт, е е В ^ й « % С В , = !% ..Тогда 

В » О I % • п « , где все V,, открыты в & , р, & , 

Положим V » \ ' 0 • и для всех п е N « и ЮЗ фякаяруем стан­
дартную открытую окрестное-гь здяницы. а Е1 зада Ц , . П и* 
з в ипп 6 <= у„ , обозначим о,,. и € а ; и* 4 б ^ ^ М 
3 » Щ 8 п : п е М ] ; очевидно, Г51 С 1 о а • Пуо?ь 

4 , - канонический гомоморфизм аз II на П 1 ^ : ^ 2 5^ . 
Очевидно, й 5 непрерывен,:-! поэтому млоайош» I ,* ( У ) яв-
ляетоя замкнутым иормальяим делителем в П типа 0$ » при 
этом N - ( С Се) А С есть замкнутый нормальный делитель 

в ь *нпа „ и при всех пе М Н с \|п , Отойда. N « 6 
известно, что ада замкнутого подмяожес ,'ва М бикомпакта В 
всегда % ( И , Ь ) » т|> %Ъ) . Итак, % С Ы 5 Ъ V V , . Но • 
% (в, 5 ) - к„ ; поэтому :ии,&)-й, 112] и к с е / ^ - Й , -
так как N - бикомпактен [12 ] , 

Итак, В - проектавне метрязуема. 
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Теорзма 2. Есла овобоцяая топологическая группа 

Г ( В ) пространства группы Ь Ь 0 -представнма, ло и груп­
па 8 Я, -предет&вима. 

Докаэатальсгво, Для любой топологической группы 
И через Н обозначим топологическую группу, алгебрая-

чесии изоморфную Н , базу топологии которой составляют 
воевозкэжные множества, вмещие в Н тип Заметим, 
что естественный гомоморфизм % ' Р(ь) "~^*" непрерывен 
(действительно, прообразы 6^ - множеств в 6 есть -
множества в Р (.С) К Далее, так как топология свободной 
группы Р(Х)есть сильнейшая из топологий, продолжающих 
даднуя да X и согласованных со структурой группы Р (Х ) 
[ 5 ] , [ б ] , то топология группы входит в топологию 

группы Р (Б* ) ) в силу того, что 6* есть, очевидно, под­
пространства Г ( 6 ^ * ) , Так как для любой топологической 
1'рутшы Н гомоморфизм % •• Г(Н)-*-Ц всегда открыт [ I I , то 
и гомоморфизм ^* также открыт. 

4 Пусть V - окрестность единицы в групсш 6 ; 
Ф (V) - открытая окрестность единицы 8 Р и , в силу 

Н 0 -предотавимооти Г (С) , существует нормальный делитель 
N группа ГСБ) такой, что N эсгь 6^ - мвожеатво в Г Щ 

и поэтому открыто в рСбГ . Далее, ^ ) открыто в 6* . 
есть нормальный делатель в 0* я е ^ М с V . 

Пусть т - такое семейство окрестностей единицы 
группы В , что 1̂ 1 4 Н 0 и для каждого Ч « ^ иуществу-
ют: I ) такое 17 « ^ , что О с М ; 2) таков З ^ с | , что 
6 с П $ ^ с М у . с и где М у - некоторый нормальный 
делитель группы В (следовательно, и С ) , причем М ц 

открыт в 6 , Положим М - н | . Так как М> Г И Н и :1 }е ^ 
то М - нормальный делитель груапн 6* (с б ) ; а так 
как И - П^П 5гГ

 : У • Г} ш то из первого уоловпя легко сле­
дует,-что Ц| (б/И) • <\ . Теперь стентар'гпым образом тю-
иязиваетоя Н0 -представимость группы Б (ом. \ц\ , оока-
яательотво импликации (( I ) в предложения [ ) . 

Теоремы I и 2 показывают, что авозодизя теологи­
ческая группа Г(|н р -бпкомп меткого пространства постро­
енной вами а н. 3 группы !1 не К„ -прочстяюша; э м лвлп-



- 85 -

ется ответом на вопрос 2 п. 4 из [ 3 ] , 
5. Так как Н еоть свободная сумма бикомпактных 

пространств, то Р (Н ) является свободным произведением с е ­
мейства свободных топологических групп бикомпактов [ 1 б 1 . 

Учитывая известные результаты о свободных группах 
бикомпактных пространств [ 4 ] , [ ? ] / получаем : 

Следствие I . Следующие овойства топологических 
групп не сохраняются операцией свободного произведения: 

И,, - ограниченность [3 ] , [ 7 1 , <\> - уравновешенность 
[ 3 ] (в другой терминология - наличие квазиинвариантного 

базиса - [ 9 , 7 ] ) , М0 -представимость. 

Автор глубоко признателен А.В.Архангельскому за 
ценные обсуждения и постановку задач. 
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Топодогачесвие пространства я их отображения. | Рига. 1983, 

УДК 518.83 

ПРОСТРАНСТВА ОЧАН0ВСКОГ0 ТИПА И К-ПРОСТРАНСТВА 

В.В.Попов 
Волгоградский ГНИ 

В работе исследованы условия- при которых пространст­
во замкнутых подмножеств топологического пространства в 

,5Ь) «топологни является к -промраистзом. 
Для топологического пространства X через ФСх) б е х Х 

обозначаются соответственно множество всех н мнохэотва всех 
аа*гацутш: подмножеств (в »ом числе пустое) пространства X . 

Оггредедение 3 , Пуоть X - топологическое простонет -
Е О , ^ ,5Ъ^ 1 ? (Х) ; (.^ , ' й ) -топологией на пространства е х Х 
(жди топологией очаповского типа [ 4 ] ) называется топология 
е првдбааой [ [ А . ' д Г Д ^ . В с - й ] , где и , В М С О е в х Х : Ы ^ Х Э Д 

Череа ( р ) обозначаем точку пространства еэсХ , с о ­
ответствующую замкнутому множеству Р пространства X , П 
дальнейшем считаем, что семейства $ и 5Ь инвариантны обно­
вите лько конечных объединений: в атом случае указанное вы­
ше семейство является базой ) -топологии. Черев Сй1Х) 
и С,(X) обозначаются соответственно множество всех конечный 
и множество всех Замкнутых подмножеств пространства X ; 

(С; , Р : ) -топологией называется ,Ъ)-топология на простран­
н о е е к Х , где сах) ; Й^е(Ш- (в [ б ] ( с с , с р - т о н о и с -
г ми опрвдвлвнн для 1Дй 7 ) , Пространство X предполагаем р е ­
гулярным, хотя в большинстве результатов е го требование по­
жег быть вначательно ослаблено. 

Необходимые опредойяння майю найти и [ %\, Г 7 1 . На-
поыявм, что топологическое пространств назшшотсн у -про » 
ОТранотвом, если «помести) в йен вамкн> го 'тогда к только 
тогдч , когда аересече .не его с лйбыу бикомпактов еашшугс. 
Ряд нвебходр' !х ъ дап'.пейшем сведений о К-'пространствах 
содержится п обширной работе [ 1 ] . 

Приведем некоторые результаты об (,') , |Ь)-топояоп*ях[г:|: 

(Р1) Пространство о х X хаусдорфою в ( ? У , г й ) - т о -
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пологий тогда и только тогда, когда пополнение семейств 
$ и 'Й> семейством с,ЛХ) не изменяет (§• , Л ) - типологии . 

Ограничиваясь рассмотрением хауодорфовых тополо­
гия на пространстве е х Х , считаем з дальнейшем, что все г ­
да выполнено С 0 00с$П$Ъ • • 1 

(Р2) Если У - замкнутое подмножество топологического про­
странства X , ^ ; Л < - ' г Я х ) и ^ Н ^ : ^ ] , % 0 4 В М : о е Й , то отобра­
жение 3: О к,^ —>6Л Х , определенное формулой /ДУ и ) ; являгтся 
гомеоморфизма пространства"- 1 ^ з ( $ „ , ' ' & ( , ; - Т О П О Л О Г И И на замк-
кутое подмножество пространства ехХ с ) -топологии. 
(РЗ) Соответствие, ставящее замкнутому подмножеству дан­
ного топологического пространства X его характеристичес­
кую функцию, порождает гомеоыорфное вложение пространства 

э х Х , наделенное в (С„,С 0)-топологией з канторов дискон­
тинуум веса ~ -- IX! . 

Лемма 1. Пусть У - топологическое пространство 
И - его дискретное (в себе ) подмножество мощности ,4. , 
т\5Ьс;г(Х) , Пусть С = [ с ] \ 2 , ц выполнены условия: 

1. Существует семейство Ь мощности (не более 
чем) счетных подмножеств множества 3 такое , что для вся­
кого элемента В<?'.& , дизъюнктного с С , существует э л е ­
мент Т е 8 г для которого 1П В с - Т . 

2. Для всякого счетного подмножества / 0 ° 2 сущест­
вует элемент , для которого 2 : 0 <̂  А ^ [ 20\ -

Тогда езсХ не является К -пространством в , ' ' & ) -
топологии. 

Доказательство. Перенумеруем множество К и семейст­
во В : г , 8--1Т, « - ^<и\5 - Для ординала 

положим г у ( С и Д х ^ у ^ ^ ' ь Я ) ^ . , тогда - ааминутоо 
подмножество пространства ехХ . Положим 1 • ^ - « З ^ •• 

Покажем, ч т о С & Ы / г 1 . Ясно, ч т о С е ^ Л - Пусть 
и.'[^,Бл- произвольная (базисная) окрестность Т С Ч & Е (0 ) 

в пространстве е хХ . Тогда Б Я С * $ я о ^ Й , поэтому 
существует орлииал \<О. такой, ^то ВГ1? ^ Т л - . Из (.С^сУ. 
йслучаем А с О 1

} откуда А - ; яромо т о г о , Р ^ Ъ й ^ с > \ Т ' - ф , 
вс&тому СГу.)е й Й $ . Итак, (с) . Следовательно, & - но 
замкнутое в пространстве ехХ множество. 



Пусть ^ с с ^ и у упорядочено по типу а>0 . Положат 
З^'КЩ^еЗ] и покажем, что Я не тлеет в пространстве гхХ 
предельной точки. Пусть, напротив, ( Р ) - такая точка. 
Положим г?--У ; , тогда \^|^ Н0 , поэтому существует 
ординал у>< со ̂  такой, что для множества 2 ' 5 . ^ , 5 
верно 2 " П 2 ; ф , Предположим, что у ^ , - ^ Р . для некоторо­
го ординала . Положим § = [ ф , Ц й , тогда 'и - окрест­
ность точки ( Р ) в пространстве о хХ .Ери атом кз ( . {^К^ , 

* € 3 следует » ч т 0 с Учетом 2. П2-=$ дает . Так 
как 3 упорядочено по типу б0 о , получаем 1 $ и <Ч1 < Н0 , что 
противоречит предельности точки ( Р ) . Противоречие показы­
вает, что множество -±'0 =1х, Л

 ;оч 31 легат в Р . Пусть А. - т а ­
кой элемент не $ , для которого 2 0 « = К <= Г. 2„3 . Тогда :\ - Р , 
оовтоцу 1 5 = 1 А ,Ь ] „ окрестность точки ( Р ) в пространстве ^хХ. 
Прв. этом из $ <е 3 и С ф * ^ следует А с с > ( откуда |> зчрЗ , 
что противоречит соотношению | 3 . Итак, не имеет пре­
дельной точки в пространстве ехХ . 

Допустим, что В с е жХ - бикомпакт и !В (Ш>Но- Тог ­
да во множестве ордккалоз I ^ С Р ^ ^ В ) можно выбрать под­
множество 5 | упорядоченное по типу сОо . Положим 
& * и (Ру-̂  : 3**= 33 , тогда, являясь подмножеством бикомпак­

те В , иножоство $ обязано иметь предельную .точку, что. 
однако противоречит ранее доказанному- Противоречие пока­
зывает, что пересечение множества $ с любым бикомпактом 
конечно, в следовательно,аамк.-ут-о. Итак, & - не замкнутое, 
но И1 - замкнутое многйство в е,хХ , поэтом)' 6;зе..л - Шб 

А -пространство 1б1. 
^рэдекенкеСемейство подмножеств топологичес­

кого прострачетва X шврывает счетиые множества, если для 
веяного счетного А с К существует элемент А «г.й- такой, что 

Теоодма 1. Пусть X - топологическое пространство, 
Щ - ого дискретное в себе подпространство мощности 8 1 , 

.{V, & с: Щ (X) ц выполнен, условия: 
о) семейптво накрывает счетные множества; 
б) для проиявольного элемента В'-=$), дизъюнктного с СНЗХЗ , 
множество Г-М"?. счетно. Тогда ехХ не является К-простран-
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отвом в (§• • Й)-топологии. 

Доказательство, Леренуиеруем множество 2 ординала­
ми: 2-12^. : . ПОЛОЖИМ ( Ы Т ^ : 4.<<Д4} , ГДв \ 4?^ ^<*0 . 
Очевидно для семейств В , ^* и выполнены условия ЛОМУЫ 
1, которая утверждает, что ежХ ке является К -пространст­
вом. Теорема доказана. 

Условие б) теоремы 1 выполнено, если всякий еяемент 
В ^ Й наследственно удовлетворяет условию Суслина (то есть 

не содержит несчетных дискретных в себе подпространств). Ив 
теоремы 1 получаем 

Следствие 1. Пусть X - топологическое пространство, 
|КЙ<;фОф| ̂  накрывает счетные множества и всякий элемент 

наследственно удовлетворяет условию Суслина. Тогда 
если ехХ - к-пространство в , % ) - т о п о л о г и и , то X на­
следственно удовлетворяет условию Суслина. 

Семейство в следствии 1 может состоять ив следу­
ющих подпространств: а ) конечных; б) счетных; в) компактных; 
г ) наследственно сепарабельных. 

Есла в чбозначениях теоремы 1 множество Н замкнуто 
в пространстве X , то условие б ) втой теоремы наполнено, 
если всякий элемент В е не содержит несчетных вамкнутых 
дискретных подпространств. Отсюда получаем такое, например, 
следствие: 

Следствие 2 . Пусть е х Х - к.-проотраист -о в (А , ' Л ) -
топологии, семейство накрывает счетные множеств;!, и вся­
кий элемент ^ « ' ^ счетно компактен или финально компактен. 
Тогда всякое несчетное подмножество X имеет предельную 
г очку в 'пространстве Л . 

Сведет сна й, Чусть ехХ - к-пространство в (.^ , с Й ) )-го 
пояогви, причем X дискретное проотрг.; гпчь Тогда или с е -
меаство .]*• кв №крывает очетыне множества, или сеыейстчо 5> 
оодвржиу несчетно» и н о и е ^ т о . 

Отметай, что ограничения на « яиейсюа §• я ^ в тоо-
рейв 1 оущвстяеннн; 

^ркмер 1̂  Пусгч, X " ироивиольноо топологическое про-
СТрАНОУво, оймойетао^ оосгоит № х>оък впмкнугнх, а V, - и » 
всех отярмгыя нодм»»1мм»я пространства X . То она Г Г, X П*1(И1 
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для произвольной точки <р )е е х Х . Следовательно, е х Х -
дискретное пространство в ( , З Ь ) - т о п о л о г и и . Очевидно, оно 
является и К -пространством. 

Пример 2 [ 6 ] . Пусть пространство а х Х наделено 
( С 0 , С„ ) -топологией. Тогда: а ) если X дискретно, то е х \ 
гомеоморфно канторову дисконтинууму Ф веса "с = 1X1 • о') если 

X - одноточечная компактификация (финальная компактифл-
кация) дискретного пространства;,то е х Х гомеоморфно прямой 
топологической сумме и & -произведения ( 51 -произведе­
ния) дискретных двоеточий' в числе 'с- ; в) если X счетно, 
то е х X -ыетризуемое сепарабельное пространство. Приведен­
ные пространства являются нетривиальными примерами к -про ­
странств очановского типа. 

. Лемма 2 . Пусть X - дискретное пространство мощности 
И! » #= С 0 (Х ) > семейство !& СУКХ) накрывает счетные мно­

жества в X . Тогда е х Х не является к-пространством в 
( ^ , & ) - т о п о л о г и и . 

Доказательство. Представим X в виде Х = 1ДХ^ : 
где попарно дизъюнктны и имеют мощность каждое. Пе­
ренумеруем счетными ординалами множество : ^ « { .А^-^ . } . 
Положим &=ЦРД-А^<:0|), где Р^: и Х_$, . Пусть 21=1 А,<^1- произ­
вольная базисная окрестность точки (X ) в пространстве ехХ . 
Тогда существует ординал у^хс^ , для которого /\ = А̂ Ъ ; оче ­
видно, (Р}ь) <̂  21:Р&. Отсюда (X) ^ [ & ] . Так как(Х)>|:& , полу­
чаем, что множество А не замкнуто в пространстве е х Х , 
Пусть :"} - -Д - произвольное счетное подмножество» Допустим, 
что множество )\." 5 - с И имеет в пространстве езсХ н е ­
которую предельную точку ( Р ) . Если при всяком &.<--3 сущест­
вует точка-с,/; !л.\Р » т о » положив Ь = 1хл.- .$.̂ '$1 , получим окреот 
ность ^•-Р/ ),Ь] точки (Р ) в е х Х , отделяиаую точку ( р ) от 
множества 2 , что г ютиворечит предельности точки ( р ) . Про­
тиворечие показывает, что ^ Р при некотором сединале , 
откуда 1Р1 > Ь 4 . Яа определения множества с л е з е т , что 
•Р^РЙ ' ' Аля любых различных ординалов с Ц ^ О , п/.этому 
найдется точка р * Р\ I) {.Р̂ П Р$,! .Ь< Р ; * , ^ ] . Положим ^ Е к ^ ] , ' т о г ­
да 1и - окрестность точки ( Р ) в ихХ . Допустим, что 
а Л и у ) ^ 1 у , т о г м р - ^ к ре , откуда* р е Р ^ Р ^ , что 
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впечет . Итак, состоит не более чем из одной 
точки, а это противоречит предельности точки ( Р ) . 

Показано, что всякое счетное подмножество в А дис­
кретно, поэтому пересечение множества л с произвольным 
бикомпактом !Ь-с ё х X конечно, а следовательно, замкнуто. 
Таким образом, л - к.-замкнутое, но не замкну . с е множест-
во в пространстве о х Х , поэтому ех.Х - не л -пространст­
во [ 1 ] . 

Теорема 2 . Пусть э х Х - к. -пространство в , & ) -
топологии, г д е ^ = С<ЛХ) , а 'Й надрывает счетные М Н Э Г Е С Т Е А . 
Тогда всякое несчетное подмножество У ̂ - Х\ имеет в X пре­
дельную точку. Если, в частности, X паракоыпакт, то X -
финально компактное пространство. 

Теорема 3. Пусть в топологическом пространстве X 
существует бесконечное дискретное семейство, состоящее из 
недискретных замкнутых подмножеств пространства -\ , 

' - ^ ( Х ) , семейство состоит из замкнутых множестз и 
содержит замыкание произвольного счзтного дискретного мно­
жества о' X . Тогда е л Х не является к -пространством в 
(^ , 5 ) ) -топологии. 

Доказательство. В обозначения?: леммы 1 работы [ 5 ] 
подмножество $ пространства 12 ^ X язл; :отся к-замкнутым, 
но не замкнутым в е X X (сх-'ма доказательства сохраняется) . 
Далее нукно повторить рассуждения, проведенные при доказа­
тельстве теоремы 1 указанной выше работы. 

Следствие 4. Если при ограничениях!» семейство 5Ь , 
указанных а теореме 3, пространство о х Х является *ч-про­
странством, а X - плотный в себе паракомпакт, то X - би­
компакт. 

Лемма 8. Пусть X - топологическое пространство, 
^ . Л с \\Х), ^ - Х и 11 - натуральное число. Положим '^-иО-1Ч-ЧЛ, 

ДШ^Ш^ . п } 1:6 пи)--[«,П:|Г!-п1."Тогда 
множества щ „ ^ иУО замкнуты э пространства с х \ с 
С,7 , Л ) ) -топодогией, а ^ . , Ц ) дискретно з себе . 

Доказательство. Пусть (Р )€ е х У м Ц г т т д з существует 
точка р = Р\о', к з отом случае окрестность Ир! 1 отдел. .*» 
точку ( р ) от множества & € . Пусть теперь Ф ' ) - р г.УлI тогда 
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найдется точка у е У \ Р , и в этом случае окрестность [ ф, 
отделяет точку ( Р ) от & г . Если же ехХ\5 Г , \ Х ) , то най­
дется подмножество §<=р , состоящее из п Л элемента, а 
тогда окрестность 15, Ф1 отделяет точку ( Р ) от мноаества 
( ? п чХ) . Для произвольной точки ( Р ) е &,Л.Х) положим гЛ.= 1Ь,ф] , 
тогда 11 - окрестность точки ( Р ) , пересекающая множество 
^г/Х) только по одной точке ( Р ) . Лемма доказана. Отметим, 

что при доказательстве использована хаусдорфовость простран­
ства е х Х ( см . ( Р 1 ) ) . 

Широко известна 

Лемма 4. Если /? - топологическое пространство с 
единственной предельной точкой и 7. - к -пространство, то 

Н - пространство Фреше-Урысона. 
Лемма 5. Пусть X - топологическое пространство, 

| , Й с [р ( ч Х) ) МсХ,ас1^ЛМ и для всякого элемента В е ^ э из 
о 4 в следует М\В^ф . Тогда,если подпространство с^СХ) 

пространства о х Х в , Й ) -топологии является К -про­
странством, то существует счетное подмножество М ^ М такое, 
что из и В следует !М 0 0В|- -^ о . 

Доказательство. Положим ^ К Р ^ М-! , где Р-с*[-х,аЗ . 
Пусть ! . Ы И } ,ВЗ - произвольная базисная окрестность точки 0<>1) 
в пространстве е х Х . Тогда а^В<- 'й , поэтому с л е с т в у е т 
точка х*Н\Р>. Ясно, что (Р^с'21 . Игах, 1 \ан « 1*1. При этом, 
очевидно ,11иУ) 4 & 

Положим ' Д . " К Р ) « Ч ^ : й с ^ , тогда 3\. замкнуто по лем­
ме 3 и, как легко видеть, содержит Ю^К*& , Из замкнутости 
7А. и ус .^вия леммы получаем, что '51 - к -пространство. 

Пусть ( Р ) - произвольная предельная точка в 3\. . По лемма 
3 (Р^ф^(Х ) , откуда |Р| 1 . Иэ определения 51 следует с е Р , 
Итак, Р- Ю-} , поэтому - пространство с единственной 
продельной течкой. По лемме 4 & - пространство Фреше-Уры-
оона. Так как (иг»4? С&З ( существует сходящаяся к точке ( 1 А 1 , ) 

последовательное?!. & и
с & . Положим М„ Ч х л ! - ^ с §,0\ . Проверим, 

что - цскомоо мнсжестзо. Ясно, что Но счетно. Е с л и - Ь ^ ^ 
и с ^ Й> , то [1'-1̂ ,В-1 - окрестность точки ('(.а]) в е х Х . по­
стом}' мчожеотро ^<л1Ы,о1 конечно. Осталось заметит*», что из 

М„ПВ следует(Г^ А|„\1.1а1й]. Лемма доказана. 
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В случав, когда Х ч ^ е § ) для произвольной окрест-
иоотн I I точки а , М 0 является сходящейся к точке а. по­
следовательностью. С учетом соотношения ФХ.Х) ^ полу­
чаем: 

Теорема 4 . Пусть е х Х - к-пространство в (.х ,%>)-
топологии, прэтем й=С а СХ) . Тогда X - простран, гзо Фреше-
Урысона. 

Лемма 6 . Пусть X - нормальное пространство, ( Г ) -
точка пространства е х Х , рассматриваемого в ССу,С^.) —то­
пологии. Тогда эквивалентны следующие условия: а ) теснота 
пространства е х Х в точке ( Г ) счетка; б ) множество Г име­
ет счетную базу л окрестностей в пространстве X ; в ) з 
точке ( Р ) пространства е .х X выполнена 1-ая аксиома счет -
ности Ограничимся схемой доказательства. Достаточно прове­
рить, что ив а ) следует б ) , а из б ) следует в ) . Пусть вы­
полнено а ) . Полежим '2: 5ЦР)<= ехХ :Рс'иАР]. Из нормальности 
X следуетСг)й . Пользуясь свойством а ) , фиксируем счет­

ное 5» , для которого (Г) •= 1^„1. Тогда ГиЛ.Р: (Р)*= &0'.\ -
счетная саза окрестностей множества Р в X . Пусть теперь 
выполнено б ) . Пологим 11»[[г,X^РТРР-^л!, тогда К - счет­
ная бава окрестностей точки (Р ) з пространстве ехХ . 

Лемма 7. Пространство е х X имеет Б точке ( Р ) псеь -
дохарактор * л . , где л - не :соторнИ КР едина л , в (.4 , 9 а ) - т о ­
пологии тогда и только тогда, когда найдутся подсемейства 
# | с # и о> мощности «Л . каждое такие, что 

Докааатвжьетвй сщ$у.$% неяоередотпанно из определении 
{ (!' , Й ) -топологии. 

Учитывая, чг*0 а совершенно норчадьиом проотраиотве 
ля бое открыто у иного от во крацетаьиис а веди ОчВДЯвЯ «умам 
8В1Н(ЙУТ10С, г ТйЖЙй ШфШЯН 

Ш-^'-?^."" ,5.. Прсс^р&^е'гцц ехХ а С$ . 1Ь)-тедрадим1 
'! :-.~г счетшВ провдо^рик'гер, оо,':;; вполне но хотя Са одно 
ив влвдуодяк свойств* с) X . * совершенно норщеыюс про* 
втранство иС.С^с^гП'Й : б) X - совершение нормально и 
насяедатвзнао еогай&бмдьно, С^Х4)^ Й ; в) X счетно-

Лемма 2слк К -фостранетао 2 имеет счетный 
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псевдохарантер, то теонота ^ счетна. 
Доказательство втой широко известной леммы основано на том, 
что всякий бикомпакт в 2 удовлетворяет 1-ой аксиоме с у е т ­
ности. 

Из лемм б , 8 и следствия 5 получаем: 
Теорема 5 . Пусть X - совершенно нормальное пространен 

тво и пространство ежX наделено (С 4 .С^)-топологией. Тогда 
эквивалентны следующие условия: а) е х Х - к . -пространство; 
б) е х Х - пространство с 1-ой аксиомой счетности; в) вся ­
кое замкнутое множество в X имеет счетную базу окрестнос­
тей. 

Отметим, что теорема 5 переносится на большие карди­
налы (и - с некоторыми изменениями - на очановские тополо­
гии, отличные от ( С 4 , С\)-топологии). 

Следствие б . Пусть X - совершенно нормальный пара-
компакт и е ж Х - к -пространство в (С 4 , (\)-топологии. Тог ­
да X - пространство с 1-ой аксиомой счетности и X - б и ­
компакт. 

Отмстим, что требование $е (\(Х) существенно: 
Пример 3. Пусть X - коыпактификация точкой а. дис ­

кретного пространства несчетной мощности и пространство 
е х Х наделено ( Р 0 , С ь ) - топологией . Тогда е~Х - , где 

2 , - [ ( г ) : Р 3 ^ ! гомеоморфно пространству® с , аД=КП?±й } - дис ­
кретное пространство (см. ( ? о ) ) . 

Лемма 9 . Пусть ехХ - к 4 -пространство з ( $ ^ ^ - т о ­
пологии, причем элементы семейства $ замкнуты в X ; пусть 

~ наименьшее семейство подакозгастЕ пространства X. , с о ­
держащее $> ц инвариантное относительно счетных объедине­
ний. Тогда если а X плотно некоторое множество 3 •« й , то 

. • , • 
Дока вате льет но. Пусть §:*Шу,11\ЦЗ , где З г, шляются; 

влемв1.гамн множоет. . $ , Положим &>1((\У М^И . тогда пгм:;а~ 
вольная бязнсиля окрестность СА/$] течеи (X ) ..-одзокат а л з -
монт (А ) семейства » , поэтому -{X Та:: как 2 х Х -
Кд -пространство, найдется бкковпакт В с ехХ , дня которого 
(Х'}«5 где 1 1 * 6 П & . Для пронаводьнсго н * А » полотая 

Т" 4 У I 3^: I б г,|, тогда г так как семейство §• январкант-
но относительно конечных объединений; от о еда следует, чъо 
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11 ; [ Т , ф] -окрестность точки (X ) • Так как IX) , най­
дется точка ( ) ^ 21П # 4 ; так как ( Ц У - 2 1 , выгюлннно следу­
ющее свойство: ( а ) $ 1 с [ п при всех I * п . 

Положим $.'ЦиУ. п * « " * 1 • Являясь подмножеством би­
компакта В , множество ЗР обязано иметь некоторую предель­
ную точку ( р ) . Допустим, что при негготорм * существует 
точка т.еЗ;.\Р ; тогда 1 -Чф , Щ 1 - окрестность точки ( Р } , 
причем из ( 1 , , ) ^ \1П31 следует I </- 1 , п , откуда ш I , так 
как в противном случае из ( а ) получаем х 8 . . Итак, 

, а это противоречит предельности точки ( Р ) . 
Из сказанного вытекает 8 Р . Так как 'РРРР а 5 плотно в 

X , имеем Р - Х . Положим С» ОИ-п'-»"^, тогда С с ^- . До­
пустим, что найдется точка хеР\С , тогда окрестность 
и.х.),ф\ отделяет точку ( Р ) от "А. , что противоречит пре­
дельности точки ( Р ) . Таким образом, должно выполняться 
Х - Р = [ ! , отсюда Х ^ ; ' } . Лемма доказана. 

Отметим, что требование замкнутости элементов с е ­
мейства в лемме 9 не является серьезным ограничением, 
так как в м е с т о , ы о з н о ввести семейство ^ - 1 1 - А р А с Л ] ( с о ­
хранив при этом (.(V /лЬ)-топологию на пространстве ехХ [б '| . 

Переходя в лемме 9 к замкнутим подпространствам 
(см. ( Р 2 ) ) , получаем следуюцее утверждение: 

Теорема 5 . Пусть е к X является ^-пространством 
в (•>> , ' Л ) - т ополо гии , \ - некоторый класс топологических 
пространств, наследственный по замкнутым подмножествам м 
инвариантный относительно счетных объединений, допусти* , 
что вамыкание произвольного элемента к ̂  ^ при лдлеамт с 
Тогда для всякого подмножества .-' X , такого ( Ч ;то 'А ^ , 
выполняется [ 2 ] ^ . 

В качестве мовдо выбрать любой из следующих клас­
сов топологических пространств: а ) класс счетных пространств; 
б) 'клас..; пространств, представямих в виде счетной суммы 
компактов; в) 6~-компкктных; г ) ['ннально компактных; д ) « о 
счетным псеьдд характером; в) 1-й категория в X ; « ) с о ­
вершенно нормальных (без нормальности). Приходим, к ра.у 
следствий, из которых приведём одно: 

Следствие 7. Если е х Х я в л я е т е л, -нространсгпом 



- 97 -

в ) -топологии,и замыкание любого элемента Л е у 
счетно, то всякое сепарабельное подпространство в X счет ­
но . 

Учитывая пример 2, получаем: 
Следствие 8 . Если X - сепарабельное пространство, 

т о эквивалентны следующие условия: а ) е х Х является *1 -
пространством в (С с ,Со ) - топологии ; б) X счетно; в ) е х X _ 
метризуемое пространство со счетной базой в ( С „ , С 0 ) - т о п о л о ­
гии . 

Отметим, что требование сепарабельности в следствии 
8 существенно: 

Пример 3 . Пространство X метризуеыо, несепарабаль-
но, е х Х - к 4 -пространство в ( С 0 , С 0 ) - т о п о л о г и и . Пусть 

X - метризуеыый ёж с несчетным числом иголок из последо­
вательностей, а - единственная неизолированная точка в X . 
Полоним ?л= 1[{)-жгг] и ^ 1 ( 0 о-й. Тогда ех X » У*Е^ и ^ г о -
меоморфнс канторову дисконтинууму веса ?-1х ! , а & - б -
произведению X? экземпляров натурального ряда. Так как 

/Г4 - бикоьалакт, а 7Х~ пространство Фреше-Урысона, по ­
лучаем, что ехХ - к 4 -пространство. 

Различные следствия можно получить из следующего 
примера: 

Пример 4. Пусть X - дискретное несчетное пространс­
т в о , семейство состоит из конечных, а 5Ь - из всех под­
множеств пространства X . Тогда Ц , '<Ь)-топология на про­
странстве е х Х совпадает с топологией Виеторис?, [ 8 1 , 1 ? ] , 
1 9 ] и из | 5 ] следует, что е х Х не является к - п р о с т р а н ­
ством. 

Автор выражает искреннюю признательность профессо­
ру А.В.Архаигельскому и я .ф . -м .к , Кайубе Р .П. за ценные 
обсуядлния. 
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Топологические простратегьа и их отображения. Рига, 1983. 

УДК 513.83. 

К ТЕОРЕМЕ ЧЕШЭНА О ДОПОЛНЕНИИ 

И.С.Рубанов 

МГПИ ни. В. И.Ленина 

Введение. Теоремой о дополнении мы нааыва ш следу­
ющий результат Т.А..Чепивна [1] « 

Теорема 1. Если шейпы компактных 2 -множеств X и ^ 
гильбертова куба Ц. равны, то дополнения 0. ЧХ и ц_\^ этих 
множеств гомеоморфны. 

Наша заметка посвящена доказательству этого замеча­
тельного (ранта, которое элементарно в том смысле, что, в 
отличие от авторского, почти не опирается на теорию (Х-мно* 
гообравий. Оно основано на характеризации шейпов компакте», 
данной в [ 2 ] . Чепчэн доказал и обратную теорему, но так 
коротко и просто, что передокааывать ее нет смысла. 

Обозначения. Далее вевде I есть отревок [0^ 1 ] , ; } 

интервал ( 0 ; 1 ) , К - некоторое натуральное число. Гильбертси 
куб 0,. есть произведение счетного числа отрезков 1 „ = 1 ; ле­
жащее в нем произведение всех интервалов З п

 = ,о кавынаетск 
его исевдоинутренностыо и обозначается 8 . Знаком 3 ш обо­
значаем гомеоморфность топологических пространств, знаком^ 
- гомотопность их непрерывных отображений. 

1. Постановка задачи. Компакт Х--0. таыьаетоя й -мно 
жествои а , « е ли лпбое открытое покрытие Ц куба IX обла­
дает таким непрерывным отобрншнием Я. * Ч ^-Х', что 
в е ш а я точга х, ^ Ц. покрыта имеете со своим образом од­

ним и тем рлэмянтои «я 0 . Хотя псепдовиутрешюСтЬ § 
куба 0. и не к о » г « т т н п , отт удовлетворяет услони© «й ОПре-
Д̂ ЛвНИН -МЙОЛ^ТРа'. Г)ТПбрЛИОШ1« (-.ДЙСЬ РОГ-1ГЛД чожао 

принять проектирование к у ш и ич подход! г ,̂"̂  воНечномарную 
грань. Поэтому справвддява 

Лемма 1. Рспикй компакт X с 5 ч Ь ' р ь ^ -мнокество я 
01 -
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Нам понадобится зщ§ такая» аранадлехащая, как и само поня­
тна ^ «ш 'ОЕвзтва, Р.Д.Андароояу 1.8], 

Л е и м а ^ Любой гомеоморфизм X — в а Ш Е Щ П Щ ъ -
множеств з !Д. лрсдогоавфоя до гомвоморфнвиа И:Ц.~ ^0.. 

По медуз» л е ш 1 • 2 теорема I равноскль!^ такой 

Теорема ?,. Если шейпк ( «зграауешос) компактов X к ^ 
равчы, найдутся такие яомпая*ы X' = X | | ? а , л е ­
жащие в 3 . что й%Х ЙЛ'З . 

Зт=о утвархдэнке ш и будзм доказывать. 

2 , Доказательство т е о р з ш 2 . Пусть X 1* У ** гшшактн 
одного кеЯши Тогда, как вытекает ке [ 2 , следствие 1 ] , етк 
компакта гекеэиерфкв предала» X а ^ таких направленных 
по из^тезстзу всех натуральных чкевя топологических обрат­
ных спектров Х_ " 1Х П , 1 з * I Х г , , о,п^} соответо?вея­
но., что асе Х„ с^гь компактный полиэдры « , кроме т о г о , 

прЕ: всех п » п рп, =: о п . ( 1 ) 

Предал обратного спектра X. « к гюкнваен здесь в самом уэком 
смысле, кал подароиранство проиазедвння П Х(> , состоя ­
щее не эсех тахкх последовал ал ьноот ей ( а с л ^ Х л > п-1,2... .4, 
что Хр. - рЦ, ( » „ " ) при аеех п >х\ . 

Цудвы, ка умаляя общности, считать, что каждый на 
полкадроа Хг, кусочвд-яннэйно влохои и некоторый яонечнонер-
кий н^б К" 1 ' * Х 1 1 1" , яркцоа цолмаом лежит а его анутре-шае-
м " Огоздэствям произведение всех кубоа К'"1 о гильбер­
товым кубой'О. , Тогда пределы X ч У спектров Л а 1 бу ­
дут тресте о яронаведением всех полиэдров Х„ д;жать в ясзв-
довщгтравшети 5 его г о гнльбертого куба. Пака цель • пока­
зать , что ЛчХ з Ц..у*| . Чтобы упростить обозначения, 
ив в дальнейшее будем сгоадеотвяять X' с X к Н К , 

.Идея цос-пааяпк го^еь-дар^иома ^ \ Х 7-* 0 ^ 
Навагам ясследсватоЕькость ^ э . . . г э У ^ г э . . . аа«к!гуткх 
окрестностей компакта ^ в гильбертовом кубе 0. фундамен­
тальной системой вложенных окрестностей (коротко - ФСВО) 
©того компакта, если пересечение всех \м'п равно Й . 

Допустим, мы построили такие ФСВО И.1„( и : V,,! к о * -
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пактов X я У соответственно и такую последовательность 

1 Фп1 гомеоморфизмов куба 01 на себя, что при всехпвыполне-

ны оледуяцие два условия: 

* » . « ^ п ( 2 ) 

^ « | а ^ = ^ и ^ . . _ ( з ) 
Условие (3) позволяет формулами ^ )|о. ч <^г 1

 = ^ " п | а ^ п » 

п * ! , ^ , . . . корректно задать отображение пространст­

ва СЙ.^'И,,') = й^К в куб Д, . Поскольку все икс жест -

ва й̂У.,, открыты в Ос , а отображения непрерывны и 

инъективнн, отображение^ 1> также непрерывно и инъектизно. 

Кроме то го , поскольку 1 ? ( Д \ Х ) - ^(^ИпЬЧ^^рЛ^с!,)1 

определено непрерывное и 'биективное ограничение отобрал:эния 

§> до отображения 2р : СЬ>Х — * 0 . ^ . Наконец, в силу 

биективности гомеоморфизмов $? п ,условия ( 2 ) и (3 ) равносиль­

ны соответственно условиям 

&; 1и/ пкгх„ (2а ) 

•"ем сашм отображение & : * 0-чХ г обратное к & , 

также непрерывно, ибо аналогично отображению ф ь«ожет быть 

вадано формулами Ф | а ^ а 1й\Ч, Р 1 - " ^ , - - • 

Итак, & - гомеоморфизму для доказательства тесремн 
2 нзм достаточно построить ФСВО а 1\'л1 и последова­
тельность гомеоморфизмов , удовлетворявшее условиям 
( 2 ) и ( 3 ) . 

Основная конструкция. Пои псех п положим !г\ п=И К » 

О--' К т и зададим отображения р „ , о . ч : Хп —> К 

соответственно форыулаки р п ф "1{СФЭ а ̂ Л Й 4^ ( Й , 
где к е Кп р гп*1 4... >.П | . Обра он р.,00 Я ^ П ( Х ^ обозначим 
соответственно черое Х и в ^ . , 

б ожество Х п ксжно описать как совокупность всех 
таких последовательностей 1 I х^ , . . . , Х „ ] € !<„ , где 

•х,« X , , . . . , х „ а Х п , что « р " ( * т ) при всех 1й з * т * й , 
Отсюда 
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Аналогично 

Х * ^ ^ * ' ^ . . . з ^ ^ й п = > . . . ( 5 у ) 

С помощьв условий (5х ) - (бу) нетрудно по индукции 
построить при каждом Ь такие замкнуты© окрестности 21п ном-
пакта Х„ и V,, компакта У„ в куба Кц , что последователь»-
нести Ш „ * О-пЗ и * 0 . Л буду? ФСВО в гильбертовом 
куба Р для компактов X и X соответственно. Наш бли'яай-
яая цель - построить при каждом п -такие гомзэморрязыы Кп 

и Ч п куба К п на себя, чтобы была выполнена ел едущие, тра 
условия: 

Н„° Рп-Я/г, , (8) 
гомеоморфизм Ь п + ; тождественен вне множества1 

Для втого нам понадобится такая , , 
Лемма 3. Пусть 2 и й - коиаактн, К» I к К= V -

конечномерные кубы. Е<= 5 с К , X' с - К а отображения 
'• Е —* й гомотопна. Тогда для воякой окрестности 

компакта К в иубн К найдется такой гомеоморфней Ь куба 
К * К на себя, тождеса'Е-зпшй зне множества V) 4 К , что 

Ы р ( . с \ х } ^ Ц (хХ.х) при всех «с $ 
Построение гомеоморривмо» п., и Н п ин пропадем по а.ч-

дугднн. Правда всего, можно положить Ь4 * » ш.^ , До­
пустим далее, что искомые гомоморфизмы уже построены при 
ДДНКТЧ г; . Тогда Н*(Х*.)~- Н., ( р п ( Х , Л ) г Чп $ У =̂ 'п » 
откуда 

множество Н ь (и й ) * ' )Ук ] есть вам кнута я "| 
окрестность компакта У« в кубе Кп ^ • 

Поскольку ввиду ( 1 ) р^* с* о^ 1 - , из (10) н леммы 3 
ьктекает существование такого гомеоморфизма Ь: К п < ( 0 • 

н поскольку мы отождествляем компакт X с прздэяом спектра р 
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= К*уи * К п + 4 г тождественного вне множества (ЧЛКЖ)* К ( п + ° •'. что при всех х е Х п м . 
п (о,,, ( р-Г/1 (эсЛ.̂  = (9п С 9 п А « .Подожни IV*- Ь 

и определим гомеоморфизм Н й + 1 : К „ ч — * К,+1 формулой ( 7 ) . 

Поскольку р̂ 4= р",° рп
л
Н
 и ̂ '̂ '"•Яёп̂  П Р Й 1 И " 

тураяьннх т , а р" = срп = 1сЦ , для всех х е. 

имеем 1иСр^^- И„и (рпСрТ(«)̂ = Ь̂ (НЛр,(р̂ Вх̂ и)= 
»Ь.,нЦч( р Г = ^ (Р,пЧэ&х)- Япн$ , 
откуда И„ > 4

 3 Р ч Н > а / Л ц . Это завершает индуицне, 

Завершение доказательства теоремы 2 . Положим при 

всех п 

*И • (к А И Л * Х - Й*.* А̂П §>;1 С\ГЙ* И И2) 

к покажем, что определенные таким сбраеом последователь­

ности компактов 121*Л и 1\/гЗ С У - Ь соответствиями дла 

компактов X к '̂ , а последовательность гомеоморфизмов 

I Рп5 удовлетворяет условиям ( 2 ) х ( 3 ) , 

Начнем с » Спразедлиэссть для нее услеаия ( 2 ) 

непосредственно вытекает из (12) и ( 1 3 ) , . а чтобы проварить 

( 3 ) , достаточно раматвть, что ара всех п Зрчп= 
- ' Л н 1 * и 1 й п > 1 > < & , и отображение К п м . * и!(х,,+1 согласно ( 9 ) 

то^аестаетю <:не множества (У̂ П НцСТ-О}* 1\'!УЧ'> 0 . т 1 * ^ * 

Перейдем к последоватэльноотям Ш.гЗ и I • Ванду 

(10 ) все мкохества Уг, суть замкнутые окрестности * & 

призм ^ , а тем 1 самым, ив-га ( 6 у ) , к гф'квкгд У. 

Поскольку при всех и 1С ЦЛ* У-и , (м,\ ч ч̂)« 
= И„ 1!!ц)*чл»Хв,сй« Н " гомеоморфизм, мвоиеотзо а ш * 

ду (5х ) ядл.четия теы самым замкнутой окрестностью компакта 
X . Осталось доказать. что ара всех В 21.й, , =- &п и . 

чщ\ ^ \;
п , Сначала докажем второе Ц К Л Ф Ч Ё Н И О . Панду 

( 12 ) для втого достаточно докввать, что § > т 4 - Ш * » 1 * П-г.м)^ 

с 1У , «бе Уом <(1„н с V»! * &п ВС пестра-
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•нню, Но.вто вытекает « в включения &п«1 <= У - П * и , п 

а равенства З^щС21„ * 0 . ^ = 5^гЛ2Ц* СО , которое у в 
свою очередь,следует из ( 3 ) , (12) и биектнвности гомеомор­
физмов Рг, и §> п > 1 . Теперь, чтобы доказать включение 
* Ц т 1

с 21п , достаточно заметить, что И п н * З Р п и С О с §Р̂ЧлУ 
, ^ ; Ч У П ) - 21 п . Здесь равенство ср ' ^ ^ . ^ ; Ч \ ' „ } 

вытекает из ( З а ) . 
Доказательство леммы 3 . Будем обозначать отрезок, 

соединящнй в кубе К точки х н у через 1 х , у 1 . Вначале 
докажем лемму в случае, когда отображения р и а/ VI - б л и з ­
ки, т . е . для каждой точки х е К отрезок [рСх),^' ) ] целиком 
содержится в У . Пользуясь теоремой Титце, продолжим о т о ­
бражения ? и соответственно до отображений р' и из 

К' Р К • Найдется такая компактная окрестность \\!' компак­
та & в кубе К' , что сужения на нее отображений р' и <̂  
все еще V,/ -близки. Положим Т-- 1> С1 р 'СзО^СхУ^хе VI ' } . 

Куб К= 1 п естественно вложен в пространство 1ЯП . 
Уетризуем последнее метрикой о Ц х ^ . , 1^ ) ) - Х - У ь ! , 
и пусть 6 « о ( Т , К п > > V I ) . Легко видеть, что 6 > 0 . Натруд-
но показать далее , что существует непрерывно зависящее от 
параметров'а,Ь е ^ семейство гомеоморфизмов I Од 
пространства К а на себя , удовлетворяющее таким условиям: 

при всех й < & К п Сй.а- 1х1ли , ( 14 ) 

при всех а, Ье1к ь а л Ь 1 о ] » Ь н Бо,ь ( ф ' 3 1 , 
если 9 ( х Д а , Ь 1 ) > 6 1 Л Ь ) 

Возьмем теперь функцию Урысона 6 • К —» I , ревную 0 на 2' 
и 1 вив V и положим при всех х е ^ 1 1 и ц е К' Н С * , ^ ; 
- ^ , , г ^ З Д . . г д е И С ч > » ^ - р ' ( ч ) * и - е ^ У а Ч ^ . " 
Этта ш , как легко вядеть, задаем гомеоморфизм V! произве­
дения Й." *К ' на себя, тождественный вна ^ * V/ , Поскольку 

с V/)* К' К < К ! , определено ограничение гомеомор-
фи^иь И до гомеоморфизма Ь.- К " К' — - К * К' , тождествен­
ного вне множества VI • К' . П о построение при яоэх и « %' 

так чта гомеоморфизм Ь - искомый. 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть Г-- Й » ! —* 2 -
гомотопия, равная р на 8 ' * 1.0] н ц, на Ё*Ц] . .Поскольку 
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Поступила 15 августа 1981 г . 

с; - ксып&м, кайдетзя тако« натуральное к , что нрк ясех 
^ € & ! а * с 10,1- 4|«.] отрезок Ш и Д ? Ц Д * ^ 1 

целиком лежит в Ц , По доказанному отсгэда акедует, что 
найдутся такие гомвоморфяаш ПЩ К* »> * м К ' . т - 1 , , . . , л ; ^ 
товдветвиюшё вне аноиаства ^ * К' э что при аеех щ и ц,е^ Ь<ч ^С^М.^МК».^)»^. Гоибсыорфкен 

н К О > Ц - искомая. 
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ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ТЕОРИИ ПЭЛИ-ВИНЕРА 
ДЛЯ КЕТАБЕЛЕВЫХ ГРУПП ЛИ 

Л.А.Севастьянов 
Университет дружбы народов им. П.Лумумбы 

Пусть Б - односвязная метабелевая группа Ли, 84,-её 
алгебра Ли, - линейное пространство, сопряженное к 6^ , 

- комплекси{икация ЗУ,* . В е^* существует [ 1 1 , 141 непус­
тое открытое в топологии Зарисского инвариантное относитель­
но копрлсоединенного действия группы 6 подмножество "V и ли­
нейное подмногообразие 0. , что все С _ орбиты, лежащие Б V , 
пересекаются с С1 ровно в одной точке. Ве^ существует такой базисе Д̂ -'О, что функции е̂-.е,, обращаются в нуль наЦ., 
а е 4 е с - являются координатами на 0. . 

3 существует скалярное произведение, относительно 
которого базис^ , . . . , ^ ортонорыирован. П у с т ь л е о ^ - произволь­
ный функционал ,С(л)- стационарная подгруппа точки "Л , 3 под-
пространствеу^УЬбСх) с индуцированной евклидовой структурой 
существует такоП ортонормировании» 0азиие^,..,^(тмпС*Ушп6(г)) , 
что векторы е х ' б , , . . . , ^ * Е 1 образует базио подпространств*Ж» 
'Г.бй,,в$1еьч/т0 . В подпространстве ^Ь>) , ортогональном кв^Ск) , су ­
ществует ертонормированный базис , коэкспононии-
альный к подалгебре вчЛ"^ [ 9 ] . Отображение 

где ехрОЬР^") , являете - гладким диМеоморфнзион много-
обрарчй [ 9 ] . ' 

Обозначим через Г. • I евклидову норму на ^ и дуаль­
ную норму нав-Д' , построим на 8 функцию у^: 

«• - $Е-т1*п-т)—' ул(о) * 1^\Т*; 7̂ ;т; 
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Пусть 1 - Й , , . в ВГ\ н Ш * - " ^ ^ , 
где ИХ *̂ - норма оператора АЛаТЧ**) в ад . Для любого 
И Я определим на РС меру й.^ЛСс).е' :."'Л | СИ4...Лх„.т и гиль­
бертово пространство »ЬН К1"*, А у ^ , снабженное гильбер­
товой нормой 1-**,л ! 1Д ' 

Проективный предел семейства гильбертовых пространств 
, т . е . линейное пространство СП М 4 1 7 и , онабженное 

системой согласованных норм , является полным счетно-
гильбертовым пространством [ 2 ] . Пространство М х , сопря­
женное к И А , являетоя индуктивным пределом пространств 

Н«л * т . к . н ; д • Н.^ [ 2 ] . ; 
Одномерное представление X подгруппы оСх) • 

%Л(ОМ*р11<Д,1пе>}, 9,&БИ), 
индуцирует в Н Л представление е Ол) группы б : 

где з Ж ) . . . 9 ^ а , , т ) а ' ^ ^ ^ . , . д * т < и * г Л 
Предложение 1. Представление е (х ) непрерывно при 

любом Л« еч,* . 
Доказательство. Действительно, 

. 2 [ ( и С 3)>3-фи1.-ь1.... х ^ ^ п и 
Поэтому^верны оценки: 

и представление е С\) непрерывно в Н г а силу неравенства; 
ИЕСЛ,О,)1Н».\ ^ ^ ( § , 4 , 4 ) ^ 1 

где г (з^^гах1/"(^1-И чпри б>-ЬЙТ'л1§Ч(Ф 
И1 къ»4*1 {Л,%йщ/Ц^^Ш%У1 при а < - 9 4 3 в - л 8 ^ . 
3 силу (2) любой оператор 8(г,д) продолжатся до ли­

нейного непрерывного оператора в"-'т.,ф в Н'̂  , тал как Н Л 

плотно в И'̂  1 2 ] . 
Следствие 1, Представление КО) группы 9 п Н х не­

прерывно при произвольном я « ц\ , 
Пусть 8 (л ,р - оператор в , сонрияешг •! 1>(ъ$) о т -
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носительно билинейной канонической формы <•,•) ча Н х - Н*., 
тогда е (А , ^ ' =5С ; \ ) д " 1 ) и, т . к . Н л инвариантно относитель­

но е(д,о,)' , е О ^ о ^ - е С * . , ^ . 
Представление е (х ) порождает 1 4 } в пространстве 

Гординга представление ёСл) универсальной обертывающей 

алгебры 21^с^ алгебры Ли 6^ . , 
Замечание 1. Канонические координаты 1-го и 2-го 

рода на 8 связаны полиномиальными соотношениями, поэтому 
н л

м . Н г П С ~ ( ( Г т ) . 

Непрерывный линейный функционал Г на И х записывает­

ся в виде [ 2 , о ] : н к 

где каждый ?к € Н 4 х при некотором Ь <г Р . 3 силу заыача-

н;щ 1 его монно записать в виде ,, 

где каждый &\ € И'̂  л при некотором т е Я и и к е Ш . ^ . 
Пусть с1?. - структурна константы алгебры Ли с 

базисом 1^. .../ЕП 3 и " М * / : ЕЬ ( СГ:̂А• 
Лем:.:а 1. Для произвольного элемента 

& & справедлива оценки: 

Док_а^з^е^ьство 1 Разломим векторы е1^ по бэвису : 

где И^е (Хп-щ, ̂0 . Рассмотрю! 8Лгт1шл* (ь ^ * 

»-»р)^^Ил&(0.... ^ . „ ( а Д . хогда из ^юрмуль Кемлбелла-

Хаусдорфа следует соотношение^ к | 

;ч а Н 1ч ;,1 *М ,...4 и ^ ы г 1 3 ( а 

В силу линей ной,независимости векторов Ь ; гюлуччни: 

и , а*,. | С сц М- М> С К
п 

о р т о г с ш а л ы ю с т и ыатриць П;^ с п е д у я т : 
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• 2 1 ч ; а . . 

Воспользовавшись неравенством Коши-Цу.няковокого, 

получаем оценку: 

для любых х,^б ед . 
Из соотношений ( 5 ) и ( 6 ) следует неравенство: 

I I I * - IААо^С«И и 1 о х 1 х ^ К I* 2.МИПА 
из которого получается оценка (4а) леммы. Иэ неравенства 
Коши-Цуняковского, оценки (6 ) и ортогональности матрицы 

получаем: 

Отсюда, с учетом равенства ( 5 ) , следует оценка: 

из которой вытекает оценка ( 4 ) леммы. 

Следствие 2. Пусть о е О ^ . Ц ^ Б : » тогда вы­
полняются оценки: 

Лемма 2. Пусть К Б ) и зирр'1 с 0.^ , тогда опера­
торный интеграл 

е С ^ - ^ ^ е и.^Ао • 
сильно сходится и определяет непрерывный оператор в , 
для которого выполняются сценки: 

где 

Г ( Ь ?ЛГУТ;^Ш1.М4С^1» 2ЖГ ™ при 1; > - 5,1̂ 10.* Н*-> 

Утверждение леммы 2 следует из (2) и следствия 2. 
Основным объектом исследования является алгебра, о йнеолы-
циоЯ А » С 0 (СГ) . Непосредственно;! проверкой доказывается 

Давив 3. Пусть |, ц с г\ , Йо̂  1.0, -- правый и ле­

вы и едлиги на б , ц«Жеч,с) , 0 ( и ) и О^Сч) - соответству­
ющие ди]|Ьеронци«льные операторы на о . Тогда выполняются 
соотношения: 



110 -

( 1 ) е и . ^ - е и . ^ е и ^У , 

( 3 ) е ( * , 0 и ^ > 8 ( ^ е ( М \ 

здесь а*-*.(и,") , где ^ - главный антиавтоморфизм а л г е б ­
ры ЭДв^ [ 8 ] . 

Определение. Обозначим через Й ^ ^ > 0 ) множество 
операторнозначкых функций ^ на 

у давлет вор яхци х. у с ло ви ям: 
а ) при любых е 2>^ и л = А значение ^ ( л ) являет­

ся непрерывным линейным оператором в Н л , отобралагациы 
^ л в подпространство Гординга Н^* ; 

б) при любых , - п . е Л с оператор^С* } в Н ^ , 
сопряженный к оператору ^ ( л . - ) , отображает И л в себя и не­
прерывен в топологии И Л ; функция ^ , значения которой 
задается равенством ГСлУ^ 7 ^ '|ц , также принадлежит 

а* ; • 
в) для любых 11^,4;, е и(вч^ существует такая кон­

станта ССа^и^") , что оценки: 

справедливы для всех X л « - А с , ^ & Н,^; 

г ) при лвбых и » , ^ * ИСем^, ^ е нС, г"«1+С1'вк­
линенная форма < Р, й С л / ^ У Ц ^ ь ^ . с ^ > является целой анали-
ткческой функцией на Л с . 

На М Н О У О С Т З О & « О 5 задаем структуру алгебры 
л> о 

операциями поточечного с л о е н и я и умножения функций ^ , 
алгебру & снабтем инволюцией * : ^ — * 

Теорема I . Пусть функция т * А и $ и р , ^ ( 1 < ( , тогда 
её преобразование (7 ) е(л,-у) при№(длежит алгебре В . 

Доказг.тьлЬ'.;тво. Свойство а) следует ив леммы 2, глад­
кости функции и свойств пространотна Гординга. Свойство 
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б) вытекает из следствия 1. Свойство в) следует из леммы 

3 ( 3 ) и соотношения ( 8 ) . Свойство г ) следует из замечания 

1, леммы 3 (3 ) и того ракта, что е^,^") является целой ана­

литической функцией в слабой топологии. 

Теорема 2. Пусть $ е , тогда существует един­

ственная 'Функция $ € А , поеобразозание ( 7 ) которой еОл,^)» 

Доказательство проводим по схеме, предложенной 

С.Андо [10], [ 9 . 1 . 

А) Оператор ^- ( "Л. является интегральным оператором 

с ядром #ц.и.и^ ; Л 

Б) Функция З̂ СО е̂СГС̂ ""); 
3) & ^ ( 0 , х ) - целая аналитическая функция экспо­

ненциального типа на Л 

Г) Обратное преобразование Б - » А имеет вид: 

где д . о ? а > 1 у - - д - - т и в . т ' ) , Л . А е А с , 1 - А ш 1 Л , 
С-71- - мера Лебега на Л. . 

А) Замечание 2 . Из неравенства (9 ) следует, что 
оператор ё.1Л:ц1

>)^ МбС".,и-,) продолжается до непрорывного ли­
лейного оператора в пространстве Ц А , так что свойство н) 
молю считать справедливым при любом 'ф е Н А . 

Лемма -1. Пусть л е з у * . х-С^,.. .Л-т^К"" 4 и Ш 0 -
- . . 1^7^"" » Т 0 Г Д а существуют такие положительные 
константы |[,|» , что для любого х е Я" '"справедливы опенки; 

Доказательство. Зп,ром присоединённого представления 

Да является пентр 2 группы 0 , который лежит в В~. при 

произвольном л € еч* , поэтому отображение АА/м,А взаимно'од-

незнатно и дво нормы IX!!. и - ^ [ ' ^ ' Ч эквивалентны. 

Лемма 5. Пусть Р - полином от (п-гп) переменных и 

функция *|' * н*. , тогда 

где Р., Я- - полиномы от ( о - т . нгнян«стнчх , а N • \) - г.о-

0 0 О 
ложитильнне ипл»..' числа. 
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Доказательство проводится индукцией по степени 
полинома Р к по числу переменных. 

Предложение 2. При произвольных ^ е В А их«Л . с ^(70 
является интегральным оператором. 

Доказательство. Из замечания 1 и леммы 5 следует, 
что 

Р ( э / Э х Н е и 1 в ° ^ : е Н Л 

при произвольных Р Д ^ Л ^ е Ц ^ . Поэтому, согласно лемме 
Соболева [61,функция е * бесконечно дифференцируема и 
ограничена на Р. . Функция ^ и ) 0 при Их Я,- » °* , с л е ­
довательно, согласно леммы 4, * у и ) — » ( при °- . 

Так как (Л " " " 1 ) , для любого 1|» е справедливо 
равенство: у ^, 

Из условия а) следует , что при произвольном \-\̂  
элемент ^тЭД е Н.ч , поэтому из) справедливо для произ­
вольного <т(л)т\» . У.з неравенства 'Лзарца получаем; 

Согласно замечанию 1 Дйфферевдиодъный оператор 
п.- ?П ^ 
,.1 Ч* 

• для некоторых полиномов Я * и ц ^ ^ ^ С ч ^ . Зерно также, что 
для любого & > 0 существует такое &(&)>() , что 

справедливо для всех Я к и всех одноороиенно. Следо­
вательно, 

Отсада, с учетов уеловия г 1 , получаем: 

где С не зависит от л е Л с , ^ % -, I >0. 
Таким образом, линейный (упкниопп я '̂ М»̂ ) непрерывен относительно нормы ̂'Ч,* , т.е. сущоотьу^т функ­

ция СлдОбИ 1 для которой окполняитсч рапвш-гво: 
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Б) Предложение 3. Функция л « -V") принадлежит 
классу С-С К""") . 

Доказательство. Пусть - обобщенная производная, 
соответствующая оператору д"/3х к • тогда 

Следовательно, как и в пункте А, получаеы, что линейный 
функционал *-̂ »:Е^ *(л.)8С>,а еШ1У непрерывен относитель-

**' * >*• 
но некоторой норны Г Ц ^ , так что 0^Я}.и,ц)€ . Отсюда 
по теореме Никодима 17] следует, что 3.^и,0<=С~.кГ~т) 

Замечание 3. Ив условия 6} следует, что &^и,ч)-
- Я Д ' поэтому ^С- , х ) е П Г " ) . 

* Демма 6. Пусть « В ,̂ и т|>€ Н*-Ц>*Нл.: и ц ^ ' б Рр1, 
где Р ? -1 * ' ( *1 , - , л м ^Я ' , г " 1М< 5>] . Тогда ^ ( л ^ - О при иГ"> 

Доказательство. Непосредственно проверяем, что 

Поэтому 

где С не зависит о т ! . Устремляем Ъ->•-«» и получаем утверж­
дение.леймы. А 

/ И;г-;#и словами, пусть е Ъ^-, тогда &.и,^.0 при 

Следствие 3. Функция 3.^0, И Г - В Т " * ) п р и ^ б 6 4 . 
Доказательство. В частном случае ^ -0 , утверждение 

ле: мы 6 имеет вид: пусть ^бЬ < {,,и| х>(1*Мх^ п '" 1 , тогдазфк^: 
. 0 . В силу замечания 3 отсюда получается утверждение 
следствия 3 . 

В) Предложение 4. Пусть ^сЬ^ и Р - произвольный 
полином, тогда РФ/За1) 3.^(05х) является целой аналитической 
фикцией на Л с . 

Доказательство. Согласно замечаниям I и 2 и-/еем: 
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Так как а и р р З ^ Д } - " ^ " к ^ и и и * ^ " 1 ] , для произвольного поли­

нома Р можем записать: 

Здесь интегрирование производится по параллелепипеду ?иу 
« 1 ^ е ^ " " Т : 1 ^ ^ < л ! , ^1,...,>1-т!, у которого все вершины, кроме 

1 , ле;*:ат вне компакта "У̂  . Обозначим через 9$ характе­
ристическую тункци:о параллелепипедами) . Так как 0^ е. Н л , 
из соотношений (14) и (15) получаем: 

где ЩЭ/йср - оператор, сопряженный к оператору 

["ГГО/Э̂ 1 РО/Зи). 

Сопи оно замечанию 1 функция 

= ^ ( ^ И А У С Л ^ Г ^ ) 

является в силу условия 2) конечной суммой целых аналити­
ческих функций, что завершает доказательство. 

Предложение 5. Пусть$ аЪ^ , тогда для произвольного 
полинома Р и любого целого к > 0 справедливы оценки: 

где константы С( к, Р) не зависят от д. е. Л . с . 
Доказательство. 3 доказательстве предложения 4 рас-

5 И О Т Р й » функция ц..д^рс&/З^а^;р^.,гдо ^ФедфВ^Н*С 
согласно условию а) и замечанию Носитель Гункция охра-
ничен и лекмт в компакте Р̂ , при некотором у>>0 , поэтому, 
в сил;. леммы 5 , ЕЧ(!р'Ф; ^ V} при некотором , Следователь-

НО ^ * . -. 

грг параллелепипед <34и*и. : 0* ;х^х ; } выбирается таким образом, 
чтобы все его вершины, кроме 1.0, . . . , « ) , лежали вне V*- . 
Пусть 6 • ^ 1 * ^ й ^ > ( ^ " произвольное целое число. Введем 
функцию . , . г,5- \ Ц а 
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где из леммы 4. Согласно леммы 5, 

Поэтому ^ . м 

Для любого 0 существует такая константа , что для 
всех Р к ! выполняется оценка: 

Так как ш л Н при любом х е р ч
п " т , то выполняются оценки: 

С помощью неравенства Шварца получаем: 

I -й и С ь И ехр ЦьО ш Л } (х)<к1 ^ ^ "ьсл >ч ^ V» 

откуда, с учетом свойства в) и определения < следует : 

причем, в силу леммы 4, 

Возьмем теле ;>ь Ь-(иЦ'М .^млЧ ,• тогда -(Л,*,^-0 и 

где функция '-' рМ&'М1»Л*.ММ-% .- л монотонно убывает при 

0 * 0 * ; 1 ( Н / 0 1 Л Ш 1 3 2,<5* . Следовательно, при достаточно большом 
? рункция Ь .̂ 1 убывает по крайней мере в интервале 1 « е ь - сТ 

Тогда функция 1 ( 1 1 1 ) достигает своего максимума н точке 
( 0 , , . . , 0 1 , следовательно, верны оценки: 

Следовательно, 

1^(0)14 Сг*р1 .и*м*)-̂Й, 
гд не зависит от л.с Л с . Таким образом, . 

1 Р С с / Э х 1 ^ | ^ ! ^ 1 4 С ^ , 7 1 , а ^ ' , (16) 

Пусть ^ ( " М I тогда ядро интегрально го оператора уСтО)« 
. .цл .ф^'л.') равно: 

а оцечча ' (16) для него имеет вид: 
а*!РОД /3,.) 1[* ( 0 ,01* С и , Р ) Е * ' - 1 1 
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Г ) Из предложения 5 и следствия 3 в силу классичес­
кой теоремы Пэли-Винера следует , что функция «| , опреде­
ленная соотношением ( 1 0 ) , бесконечно дифференцируемая и с 
компактным носителем, если ^ е . Непосредственно про­
веряется, что ядра интегральных операторов йСх,^) и (̂-тС) 
совпадают, следовательно,е(л, ' { ) -^ ' ' 'У 

Автор выражает глубокую благодарность д.П.Л!елобенко 
за руководство и постоянное внимание к работе . 
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УДК 517.929 

ФУНКЦИОНАЛ ЛЯПУНОВА 
ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНЫХ Д1^ЕРЕЩИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

Е.Ф.Царьков, Л.Е.Энгельсон 
РПИ, ЛГУ им. П.Стучки 

В работе [ 3 ] были получены некоторые результаты по 
устойчивости линейных дифференциально-функциональных урав­
нений с постоянным оператором в правой части. Настоящая 
статья посвящена обобщению втих результатов на случай урав­
нения о периодическим оператором. 

Пусть К - множество всех веществешшх чисел, С 
пространство всех непрерывных функций ^'• 1-1,с] —* К о нор­
мой ИИ - да* 1^(01. 

Рассмотрим уравнение 

где !< я ьС'б.«!х(Ь»83 для 9 е [ - 1 , 0 ] , а < х , . , ^ > - вначенмь 
функционала е С ' на элемента хь е С ' . Предполагается, 
что непрерывно г.о +. для каждой С , и существу­

ют $ > 0 и К > 0 хаиве, что ^ * " ) = ^ и И$ХИ '4 К при всех 

т- е К . 
Второй метод Ляпунова для уравнений вида ( 1 ) был 

развит в работах Н.П.Красовекого [ I ] , Дж.Хейла [ 2 ] и их 
учеников. Ооновную трудность в применении отого метода пред­
ставляет отсутствие общих приемов построения функционала 
Ляпунова даже в линейном случав. В настоящей работе прэдянгк 
ется некоторые вариант мятода теории возмущений для . остро -
ения » явном виде функционалов Ляпунов .-Ирзсовоного, с*.*/.* 
таких фуйкцйоналов, I Еожительная определенное! которых 
еяБкрплвнтка асимптотической устойчивости тркввального р е ­
шения исследуемого уравнения. Это? подход оеновбн 8а ре«№-
ййм Дифференциального уравнения и пространство симыетрччш* 
бмЯинеЙНЫ* форм над Г. . 
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известно С9, с . 9 6 ] , что тривиальное решение урав­

нения (1) асимптотически устойчиво тогда и только тогда, 

когда оно экспоненциально устойчиво. В этом случае будем 

называть само уравнение (1) асимптотически устойчивым. 

51. Модифицированный функционал Ляпунова 

В етом параграфе доказывается необходимое и доста­
точное условие асимптотической устойчивости уравнения ( 1 ) . 
Таким условием оказывается существование функционала 
$ - ' 1К*С- *К , удовлетворягдего некоторым требованиям, болев 
слабым, чем общепринятые ( см . [ 1 ] , [ 2 ] и д р . ) . 

Для произвольно выбранного ^ > 1 обозначим 

Теорема 1. Пусть существует функционал & -. Р *• Г —• 4\ 
и ччсла ^ , с а > с^>0 такие, что для всех СЬ,^") е гД * С вы­
полняется равенство (1 + сО,^") = •8(1:,'?) » й * л я вовх б о -
неравенства , 

с^(С)1 « « ( 1 , ^ с , й ^ ( 2 ) 

где л 1 4 , г соответствувй решению уравнения (1 ) при началь­
ном условии 1 = ^ 

Тогда уравнение (1) асимптотически уого&ии*о. 
Док азательство. Определим функционал 

% * ' * < ? 1 * , если ^ 6 , 
Л Ш , | ) , если « >'>• 

Для него во всей его области определения «и* С наполнятся 
неравенства . 

Обозначим Г) -- цщ ^ и -

и пояахев, что при всех 1 е , Я , ^ С ШЙА1<$-*-й 
1) Пусть 1̂ 1 > <Ы«?(о)| , т . е . . Тогда 

1̂1̂ 3 ^ И ' • и П Р И д о с ^ т о ч н о малых 11 >0 "зрно 
1ХСЬ**Й1 •* » о"куда следует И 4 , х 1 А й'|., . ЗначКт, 

2} Пусть I! < ^(о); , Тогда при достаточно тши. 
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«С > 0 Ч л ь 0 , откуда 0 + \й А ; « ( ) " « Ц ) 6 0 , 
3) Пусть 1^1- А*1<|(.Ои . Аналогично случаю 1 ) , при 

достаточно малых V имеем 

С другой стороны, поскольку 6 , имеет место неравенство 
( 3 ) , и значит при достаточно малыхТ>0 

Теперь при е Б получим иа (5 ) 

а пр- х 1 + г ^ 6 из (4 ) и ( 2 ) -

Следовательно, о*чН1,^)<0. 
Остается показать, что вдоль нетривиального ращения 

х уравнения (1 ) не может" быть ЦК&.х^оэ'мЯ . Тогда по теоре­
ме '31.2 из 11 ] отсюда будет ожедовать утверждение нашей тео­

ремы. 

В самом деле , предположим, что х - нетривиальней 
решение уравнения (1 ) и при «ЙЧм^*%, 

Если эашкание множества Я*1$>н|д«4^Б] не совпа­
дает с [ Ь0 , - - I , т е . существует интервал 3^,1^1 л [Л 0 ) * - , 
то при з « И , , х 1 1 

что противоречит нетривиальноота г , 
Если же .К. всюду плотно на Г . — I , то , в сипу не­

прерывности рошенил, с одной Стороны для всех 5 >• !.„ ны^ам 
I > А 1хЛЬ)! » , откуда следует убывание 1Ч>1 П Р И н о й -

растении 8 ; с другое стороны, для вс-ех 9 > I * имеем 

Полученное противоречие ааперюает докаватолъотво т е ­
оремы . 

Функционал $ , удовлетворяющий' условиям теоремы 1, 
будем нааывь^ь ,мод!ф1Циронакным ^ункциошлом Ляпунова для 
уравнения ( 1 ) . 

Теорема 1 имовт ол дующей прсотов обращение* 
Тоорома _2 Г | '.ели уравнение (1) асами* отичеочи устой­

чиво, то пги любом'* > 1. 
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(ОД-ЦЬЛЛГУ* (б) 
где хСьД,^) как функция о* 5 есть решение уравнения ( 1 ) 
при начальном условии * 4 - ^ , яваяется иодиряцаровЕшнк 
функционалом Ляпунова для уравнения ( 1 ) и при всех т. е К 
и '|еС удовлетворяет равенству 

Доказательство. Из аеииптотзчэской устойчивости 
уравнения (1 ) следует [ 2 , § 3 2 ] неравенство /г» 

при некоторых и >о » сь>0 • Отсюда вытекает С Х О Д И М О С Т Ь 
нн-ь'зграла ( 6 ) в правое неравенство ( 2 ) . В той, что функ­
ционал (5 ) и) -периодичен по ! , а удовлетворяет равенству 
( 7 ) , легко убедиться простым вычислением. 

Остается доказать лезоб неравенство ( 2 ) . 

Из (3 ) получаем й х а 8^ М ё " ^ 5 " 1 " 4 ^ * . Отсюда н ив 
уравнения ( 1 ) и - . г ^ . л ! и м*. «--и 

Следовательно, 

Отсюда вытекает х ( ь ^ , ^ ^о\*'- У^(<*,*;$Т}& > 

Поскольку ^ е С , то имеем л ( ьД,^* '> ^ * . где 

Ив того, что Ь Ш = I , следует существование й>0 такого, 
что при Ы 2 «1*6 будет 'пЫ > о '• Отсцца 

где ^ - ! Ь(ч4* > С ' , Теорема доказана. 

у 2. функционал Лнпунпь^-Красоаского 
кап решеняе дифференциального уравнения • 

пространст ]••••• мер 

Формула (С) непосредствен..^ еще но дает возможности 
яено вычислить фу ню юнал Ляпунова при произвольной •( 0 С , 
Чтобы эти сделать, удобнее продета нить функционал {&) в 
виде 
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где ^ при калдом сишетричная мера на квадрате 

В настоящей параграфе доказывается возможность та ­
кого представления функционала §(т_,,^ и составляется 
дифференциальное уравнение в пространстве мер, решение ко­
торого в случае асимптотической устойчивости уравнения 
( 1 ) есть в точности 1)0 • 

Пусть 2(ъ э Ь) (з>1") -эволюционное семейство опера-го-
р о в сдвига вдоль решений уравнения ( 1 ) , определяемое для 

я равенством Зи,1:)^ = х 3 , где 1 - реиение 
уравнения ( 1 ) при начальном условии х 4 ^ . 

Обозначим С ,® С - тензорное произведение [ 4 ] про­
странства С на себя . Оно изоморфно множеству всех фуцк-
ций : — ' К вида • 

г д е ^ е С , ^ е С ( 1 = 4 , . . . Д 
На пространстве С® С введем семейство операторов 

Т ( з , 4 ) - $ З Д > 5 О Д | т . е . 

Замечание 1. ОператорТ(з 5в") допускает также опиеа-
пне в виде К О М П О З И Ц И И двух операторов : Т ( А 1 " ) Ц - \-КзЛ^2Сз,Ъ")а, 
гда [гЬ ,1 )о .1 (Д ->$(^[^8, . ) ] для .чвбого 9 е [ - 1 , о З , и . 
1 НЫ}ц ] 3(з ,1 >)Ц(-, г()] Дяя любого [-1,0] . Отсюда вид­
но, что операторы 2. ( а , О , н Т ( » Д . ) непрерывны на 
• О С относительно нормы 1о|» ^ Ч Ё п ^ О л Л , причем 

Пополнение С • С пространства С ® С относительно уни­
занной нормы изоморфно пространству С ((-О всех непрерывных 
функций '<} : О . - * К [ 4 , о . 204 ] . Продолжим оператор Т Ч 5 Д ) 
по непрерывности на пространство С(0О . 

Легко показать, что подпространство симметричных 
функций Е • С 3 « О ' 1 ^ С 'Л) | ̂ ( 8, о) - В) "К 8, п/) < ^ 
инвариантно относительно операторов Т(з ,т_) , а сопряженное 
к нему пространство Е есть пространство всех симметричных 
мер на квадрате И т . е . таких, для которых ХЬь )= 0 С Л \ 
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где ЙГ- IС0,п) =8.|(||,0) е.. Л I * Значение функционала 
ш элементе о, е Е будем обозначать [ о . , 5] . Обозначай 
Т * ( 5 , 0 оператор» сопряжешый к Т '^ , ! : - ) . 

Пусъъ X » пространство в с е х * -периодических не ­
прерывных отображений .К в Е* . Определи* оператор 
I : ->Х равенством 

Иго область о п р е д е л е н С О С Т О И Т ив таках & 4 ^ Х , 
для которых указанная правая промаворщ»д существет при 
любых а ^ - Е , и непрерывна как отображение К в Е * 

Определенде. Будем говорить, что отображение ЭДеХ 
положительно определено на 8 (см. теорему 1 ) , если оуте -
отгует такое > 0 , что при веох | е 6 » 1 е К выполня­
ется неравенство I ^ в ̂ . ЭЩЗ > Ь%, 

Пусть % - еявыент из Е* , определяемый равенством 
Ц Д Л .0/0,0} Ц ^ Е . 

Теорема.3. 1) Если уравненае ( I ) асимптотически 
устойчйяо, то ураьненнв 

. Ь Х - У - Ч • (9) 
имеет единственное решение -0оС') , причем функционал 

яввчй-гоя йодйрш'кронанныа Фуннционатой Ляпунова для урав­
нения ( 1 ) . 

2) Пусть уравнение ( 9 ) ьмевт квкое-нибудь решение 
}(•') . Тогда по 1.10X9 •Рч ль на н определенность Н*1 на В вк-

ВКВвдентвв исимпто^ачеокой устойчивости уравнения { { ) . 

Докаактедьство_. ! ) Из псянптотнчеСкоВ уптойцнвоош 
ур&втщя ( 1 ) следует неравенство 06), Учитывая внмечанце 

I, « с л у ч * * 1Т*0ь,1')и-Мй г ? 4 *' 4 , откуда следует сходныеегь 
интеграла т _ 

УСС- Г Г * ( * Л ) М з , 
•. • При таком определении отображения 0оС0 фуняционая 

(10) совпадает с Функционалом (6 ) и в силу теоремы 2 яв­
ляется модифицированным Функционалов Ляпунова для ураино­
вая ( 1 ) . * 

Легко проверить, что отображение (11) явдяетоя р е -
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шеннем уравнения ( 9 ) . 
Докажем, что это решение единственно. Очевидно, 

вто утверждение эквивалентно тому, что однороднее уравне­
ние Ы ( Л ' 0 имеет лишь тривиальное решение. 

Из определения оператора 1_ , для решения од­
нородного уравнения при любом е Е получаем 

^ [ о, , т " ч т е 5,0^,, и =о. 
Отсюда при фиксированном Ь и при всех 3 » в имеем 

Т * ( з , 1 ) Д И У ' ? л ? (12) 

где ' ) с - некоторый элемент Е* . не зависящий от 3 • 

С другой стороны, из неравенства ( 8 ) следует нера­
венство- - . 

т . е . 8-1)(й1> 1 г\Ш е г ,^ ^ 8~ I ; ' , что в силу периодичности 'Кз) 
возможно только при •»)(.- О . Полагая з -Л в ( 1 2 ) , получа 
ем Т * и , Ш И ) - 0 , т . е . ^ 0 - 0 , ч . т . д . 

2) Предположим, что решение Н-") уравнения ( 9 ) по­
ложительно определено на 0 . Тогда функционрл 
^ , 4 0 = I 1?® Ч ^ ^(Л) 1 удовлетворяет всем условиям т е о р е ш 
1 и, следовательно, уравнение (1 ) асимптотически устойте-
во. 

Обратно, если уравнение (1 ) асимптотически устой­
чиво, то в с п у первой части теоремы решение уравнения (9 
есть !'„ (.) , которое положительно определено на Б . 

Теореш 3 доказана. 
Введем некоторые операторы, которые дадут возмож­

ность записать уравнение (9 ) в вида, более удобном для 
решения. 

При каждом определим ш{1инитезимальшй опера 
тор эволюционного семейства 5(з 0 равенством 

для 1' е 2С А (.(;)) , т . е . . для таких >? е 0 , для которых суще 
ствует указанный предел, ч -слабый ннринигезимамьнай опк 
ратор А' ( ' ) семейо-за сопряженных операторе з 5 при каа 
дом Ы ^ определяется равенством 
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Д Л Я 1 ^ §КА'Ш) , Т . Е . Д Л Я Т Е Х I е С , Д Л Я которых У К А З А Н ­
НЫЙ П Р Е Д Е Л существует ПРИ ЛЮБОМ | е С . 

Аналогично определяются П Р И кавдом 1 ^ К И Н Ф И Н И Т Е -
ашильный оператор ^ - ( 1 ) семейства Т($Л) и -к - С Л А Б Ы Й И Н Ф Н -
нитевимальный оператор $Чг) семейства Т (а , ! ) . 

Лемма 1 . При любом "Ье К оператор А 'Ш совпадает с 
оператором. А * (I) , сопряженным в А (.с) , а^К .1) - о операто­
ром.^ ( 1 У , сопряженный к $ ( 1 ) . 

Доказательство, Пусть I & ^КА(О) . В силу •* -слабой 
полноты пространства Р. имеем А С . Легко проверить, 
что для любой ^"=Й(А(0) имеет место равенство <А1ЭД,{,>= 
•=ч|, А ЧС )? .> . Отсюда следует, что, во-первых,< А(.1"У|Д> 
непрерывно по ч> на^(АСЙ), т . Е . ! <^У( Д.*(О) , А во-вторых, 
А*(Ш = А" (1 )1. . 

Обратно, пусть I ^ <к'( А II:)) . Зафиксировав! ^ р а с ­
смотрим дифференциально-функциональное уравнение С посто­
янным функционалом > ,, > 1 

• ^ • « . ^ > . 
Легко проверить, что инфаиитезималыгцй производящий опера­
тор полугруппы [ 3 и ) . 5 > о! операторов сдвига вдоль реше­
ний этого ураонення !2 , И9] есть в точности \<л), потому что 

Ш ^ - З ^ Н Ы ^ . ( 1 3 ) 

Из известного свойства производящего оператора полугрупгш 
класса (С;-)) следует, что для любой ^е'ШСАС^ 

откуда $ \ г ^ - ^ = 1 о А и ч ^\^бь . 

ПОСКОЛЬКУ ^(А^Ш) ., то , с 

'С • v о 
Но ^\^Аи^ я С . Значит,предыдущее равенство верно для всех 
^ е С . Правая гасть его имает предел при X --* *0 . Отсюда 

следует, Ч Т О и левая часть имеет предел при т: -••=> *о . Исполь-
О У Я вновь соотноизнце ; 1 3 ) , мы получаем, что существует 

К <С , Т . Е . И З И И Я . 
Второе утверждение леммы можно доказать аналогично, 

используя замечание 1. 
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Замечание 2. Пусгь -П-^еХ , при каждом 

•ЛИ ̂ ( & * ( € > ) и существует * -слабая производная 4 г г ^ » 

т . е . при любом с ^ е Ь существует ^ . Предположим, 

что сумма - ^ р - 1 ̂ЛоЭД непрерывна, как отображение & в 

Е* . Легко проверить,, что в этом случае г>(-)« и вер­

но равенство ^ ( 1 > * ^ М 1 ) . Обратно, если Ю) « §Ц ,Ц } 

и ? при всех -Ь е Р, , тс существует * -слабая 

производная и верно то же 'равенство. Поетому всякое 
и) -периодическое решение уравнения 

^ + / В Д 1 > - % • . ( 1 4 ) 

является решением уравнения ( 9 ) , и, обратно, ЕСякое реше­
ние о!(0 уравнения ( 9 ) , для которого Ш") при 
всех "Ь Н , является решением уравнения ( 1 4 ) . 

Теорема 4. 1) Пусть при всех С . , 1: « В , функция 
<4"'> непрерывно дифференцируема по ^ , и уравнение 
( 1 ) асимптотически устойчиво. Тогда уравнение (14 ) имеет 
единственное решение л)0СЬ) , причем фучжционал 
^С "Ь ^ ) * 1 ^ *^ г^^1 является модифицированным функциона­
лом Ляпунова для уравнения ( 1 ) . 

2) Пусть уравнение (.14) имеет какое-нибудь вО - п е ­
риодическое решение . Т о г д а положительная определен­
ность отображения 'НО на о эквивалентна асимптотической 
устойчивости уравнения ( 1 ) . 

Доказательство. 1) Это утверждение будет следовать 
ав первой части теоремы 3, если ш докажем, что отобраие-
ние (11) является решением уравнения (14 ) . Согласно заме­
чанию 2 , .достаточно показать, что ^ .Д ) е 2(чг*(17) при всех 

Из определения оператора ( 1 ^ и чеыш 1 ше^ч 

если при всех р е Ь шполняйтся следута,ве два условия: 
А) правая производная ^ [ Т С Г ^ ) Р ^ , о У 1 существует в 

непрерывна 1^ з и Ь при $ ^ к имеет конечный предел при 
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Б) интеграл ^ ^ С Т ^ О р Ф , 0 ) н к сходится равномерно 
относительно г е Ц , ^ ] , где 1:1. - некоторое число, бояь-
яев "Ь . 

Аналогично тому, как вто делается з теоргл обыкно­
венных дифференциальных уравнений, мояно доказать (при у с ­
ловии непрерывной дифференцируемостн < ^ , ^т > по1; ) , что 
при з >"Ь существует производная от решения уравнения (1) 
в момент времени 5 по начальному ыоиенту 1: , непрерывная 
по совокупности а Д и начальной функции ^ , причем сущес­
твует предел этой производной при 3 —>"Ь . Отсюда, асполь-
8 у я замечание 1, получаеы условие А ) . 

Крске т о г о , отсюда следует существование производ­
ной '? 1 и неравенство ц|К Зи/г)*И N ИИ 
при "с * Т < 3-1. . Теперь, учитывая замечание 1,. легко 

показать, что при • Ь Й < Е < 5 - 1 . . р е Е выполняется не­

равенство ^ Г Г С ^ р ^ - Ш З ^ / О Н р ! 

Раяснец,ив асимптот в е с к о й устойчивости уравнения (1) с л е ­
дует неравенство ( 8 ) , а при: - Ы х м 5 > 1 1 » 1 получаем 

озиуда следует условие Б ) . 

Следовательно, ^ ) с < Й ( . # Ч 0 ' ) , ч . т . д . 
2) Доказательство следует ив второй части теоремы 9 

к венчания 2. 

^инечапие__Зл Итак, задача построения функционала Дв-
пуновя-Красовского сводится к решение уравнений ( 9 ) или ( 1 4 ) . 
Прн етоы о п о р а т о р ( О , входящий » уравнение ( 1 4 ) , может 
быть легко вычислен на любо" ыорэ > © Е* , так гсвк 

ЗГ&Щ'Ш Щ Л Я Н В С 9 К нвпрерввио дифференцируемых 
»' г д в ^ ( ^ . Ц б Е | (^€[-|1,01)|^1<1,п1.<.у(.- ,-)\ь>} 

1Д, лемма 21. • 
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§ 3. Вычисление функционала Ляпунова-Красовского 
в виде ряда для уравнения, 

близкого к автономному 

В работе ТЗ] неучена возможность и приведен пример 
построения функционала Ляпунова в случае автономного урав­
нения ( 1 ) . В етой ситуации оператор^-* не зависит от Ф , и 
для построения функционала Ляпунова-Красовского 
достаточно решить уравнение ^*-)„=-^ 0 • 

Рассмотрим теперь случай уравнения 

где б е-Я , ^0 е: и при всех | б 1 , ^ . ^ , 
1^*116 К и ^ > непрерывно по "к для любой . Введен­
ные ранее операторы $(з,Е) , А С Е ) , А ( ^ . Т С з Л ) , ^ ! ) , ^ 01) и 1_ , 
которые теперь зависят еще и от б , снабдим нижним индек­
сом & . 

При 4 = 0 операторы З Д > $ Д 0 ) н ТД>Т в(Л,0) & > 0 ) 
вполне непрерывны для ~1> I и образует в пространствах С 
и Е полугруппы класса ( С 0 ) о производящими операторами К 0 

и соответственно 13]. 
В етом параграфе мы изучим возможность построения 

функционала Ляпунова для уравнения (15) при достаточно ма­
лых & путем решения уравнения ( 9 ) . 

Как известно [ 2 , с . 991, область определения опера­
тора Аь(1) ^состоит и* тех (14,0]) , для которых ^(б)= 

^ ' ф о * ^ ! > • Очевидно, она меняется при ивменении & и т,. 
Аналогичным свойством обладают области определения опера­
т о р о в ^ (т.) (см. замечание 3 ) . Однако для операторов А Ь(А) , 

$2^) и 1_ь дело обстоит иначе, как показывает приведенная 
ниже лемма 2. 

Определим, оператор Р>: Е ~тС равенством (Р„ ^) (А) = 

• * Л ) для любых Е* и измеримого 51 1-1,0) , а для 
каждого определим оператор 6*(Ф): Е*--* Е равенством 

Лемма 2. Для всех Ф , & «= & имеют место утверждения: 
1)в1А^(0)»$КА*) • причем для любого 1 е $ Ц * ) 



- 128 -

Доказательство. Пусть I е Э(. К* ) . Это означает, 
что для любого С существует 

Рассмотрю! выражение . • 

4 1 ' ' т 1 (17) 

Первое слагаемое в правой части при <С -» 0 стремится к 

д*1> . Для любнх-Ь > 0 , ь ^ Р 

<и+*г+\«(й\ ^ 1 9 + < С ) * при - и 8 <- 'С . 

э р ^ т и ) = ( ^ о > < ^ х е * * ) * о с е . х ) при - г * е * о . 

Следовательно, 

' * Ц # при 8 - 0 . 
Значит,второе слагаемое в ( 1 7 ) стремится к 

Этим доказано равенство (16) и включение А 0 ) с 

^ЗКА^СО) . Такими же рассуждениями докавываетоя обратно* 
включение ^ ( Ш ) с < й С А* ) . 

Остальные утверждения леммы можно доказать аналогич­
но, используя аамечанче 1. 

Предположим, что при 4.-0 уравнение (15) асимптоти­
чески устойчиво, т . е . все собственные значения оператора N0 
имеют отрицательные действительны* части. Пусть 
вД ) «Ьув^ , функционал Ляпунова, полученный решением 

• А* Ь Ш1-А*Л**1ВД?1, Цб) 
где 1(Ю}) -значение на множестве 1о} нерв, соответствующей 
функционалу I 

2)Я(^№'Й-51(^) , причем^для любого } <ь $ (§•* ) : 

3)»(!-() = Э ( Ь . ) , причем для любого 

•• М ^ н и э д * ь в * в д $ . 
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уравнения ^ 0 »"'«о (см„ начало § 3 ) , Вычисляя производную 
от этого функционала вдоль решений уравнения (15) прн 1>{0 , 
получим в силу замечания 2 и леммн 2 

- [ ^ « Ч , -•».. &ЕГ(-0*>] <• + ~ &Ц 1*"К в4.1 
т . к . В Ё ^ Щ 2,К при всех х е & . 'Отсюда- при достаточно ма­
лых & получим неравенство (3 ) для всех "141;^ С'. Таким обра­
зом., ФДь) является функционалом Ляпунова для у р а в н е и а (.15) 
твкяь при достаточно малых 8>^0 . 

Если же у оператора Л 0 существует хотя бы одно соб ­
ственное значение с положительной действительной частью, 
то в силу теоремы о неустойчивости по первому приближению 
[10] ни при 6 = о , ни при близких значениях ь функционал 
Ляпунова не существует. 

Остается рассмотреть критический случай, когда у опе­
ратора А с есть собственные значения на мнимой оси, но нет 
собственных значений с положительной действительной частью. 

В оставшейся части § 3 будем предполагать, что 0 яв ­
ляется простым собственным значением оператор* -А 0 , &0̂ 0 =0 , 
а вое остальные собственные значения оператора А0 имеют от­
рицательные действительные части. 

Из свойств полугрупп класса ( С 0 ) следует, что при 

всех > С $ . ( % - !<> и "Т;й)о^ Я-о • гД-е Я»5 *?•в V 
Демма 3 . При всех-Ь > 0 единица является простым изо­

лированным собственным значением операторов 2 0(1),Т о(1) н Т 0 ( 1 ' ) , 
Куль является простым изолированным собственным значением 
г ператоров и ^ 0 . 

Доказательство. При 1">0 можно подобрать такое вййу-' 
ряльное п , чтобы былог>1>1. . Тогда операторы 8 0

( Л)°- $>0(*Л) 
•'ТпЙЗ" ч Г Ц А } вполне непрерывны и, следовательно, -собствен­
ное значение 1 является изолированным и д л я $ о ( ^ п , а для 
Т 0 ( -ьУ . Но по теореме об отображении снектров б -(3 0№Г) >ЩЗДЩ 
и 3"( Т Д ^ У О н Ш У Г 1 , откуда следует то же утверждение для О Н Й -
раторов 5^*1 и Т 0 ( + ) . 

Простота собственного значения 1 для оператора ЗдО 
следует из [ 5 , теорема 1 6 . 7 . 2 ] . , 

Рассмотрим проектор р н . ^ - , ^ • I* с1г, 
где Г"1 - •••»?.•"чу тли ппряилн^мнй контур, окружающий 1 и не 



- 130 -

окружающая других точек ^{$а(±У) . Обозначим С4 и [ . ^ с о о т ­
ветственно, области значений операторов Р в I -Р . Тогда 
С - С ^ С Ь , причем С| - линейная оболочка вектора ^ и , и 

6{ЗСШ>*й($Д1чЩ , "где С ( * У ' 1 & к 
Отсюда следует, что 

причем эти четыре подпространства иияарнаптны относительно 
оператораТ 0 И ) . и на каждом из них е го действие сводится с о ­
ответственно к т « I , ].«уд з1а)а 1,21оо®$'0а\ 
Из равенства 

6 ( 2 1 э V) - 6 ( Э Д В Э Д 4 А | ч 'Л- е й С У , ) , ^ е 6 (V) } 

[ б ] следует, что аз перечнелентх четырех операторов лишь 
I ® I имеет в споем спектре число 1 . Пространство 

очевидно, одномерно. Поэтому 1 - простое собственное еначе-
нае оператора Х'ОД. 

Отсюда нетрудно получить то не утверждение дня опе­
ратора Т Г (1) • 

Из того , что Г < Д ' Ц 0 = с ] о при всех+ . > О , следует , 
что С (паяется собственным значением оператора г 0̂ , т . я . 

,0а а 0 . Его простота н изолированность от других точек 
б ( ^вытекает из творен 16.7 .1 и 16 .7 .2 монография [ 5 ] . 

Отсюда следует и последней утверждение леммы. 
Лемма 4» ( Ц - аамкнутиЙ оператор, п 0 - е г о ааолс • 

рованное простое собственное значений. 
Л2ЛЙ5й1й2Ь2лЛ°л П^тЬ - собственный пектор опера­

торе г соответствующий нулевому собственному впачопню. 
Полагая и определении оператора Ь "Ри.ч.Д'Ь1 "*и>| > г.олучиы 

ц о л о к к ы * « • . Ясно, чтоЦ1 *«••)]• 0 , т . е . С я в л я ­
ется собственным значением онераторн к» . 

Пуоть аомплекснов ч ^ л о таково, что ц* - регуляр­
ную: то'»;а оператора . Вычислим резольвенту (1. ь • М У 1 . 

Для ??ого нр>; произвольном ^ с Х надо найти "^К такое, 
чтг дня гообах ^ с Е , ?ча10,<й] 

Заменав сь на е- л ( 5-* лТ 0С&-1)о^ ( Е К | « г ) , 
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получим ^ 5
 0 ' т / 

Интегрируя зто уравнение в пределах от и до и) , получим 

•Ж) • Е - А Ы - °Т в *Ы-1 ) - Х а ) - ]ели-° Т > - % с * Ж . С19) 
Функционал следует подобрать так, чтобы N(0) • -й(аЗ). 
Отсюда имеем уравнение 0 

ъ*л т Л ^ 6 - ) - " К м * * Ь ' * * Т?ОД)ц*ж ( г о ) 

решение которого 

Легко проверить, что при любом ^ е Х выражение (19) 
с указанным З('о) дает решении уравнения ( 1 8 ) . Таким обра­
зом, если 6 ф б ( Т 0 ( ( 0 ) ) ' , то существует непрерывный опе­
ратор [. |_0 I ] " 1 •• X —>Х -

Отсюда следует: 1) 1_0 - замкнутый оператор; 2) нуль 
является изолированной точкой б(1_^ , т . к . 1 является Е»ЗО-
лированнон точкой 6 ( 1 , (<0)) ( см. лемму -3). 

Осталось доказать простоту собственного значения (1 
оператора 1_й , т . е . неразрешимость уравнения (13) при 
$1 ( з )а } 1 0 и л = 0 . При втнх данных неразрешимо уравне­

ние ( 2 0 ) , т . к . 7^ (ВДе-в К при в с е х 3 > 0 , а ! - простое 
собственное значение оператора X (и)) . Отсюда следует н 
неразрешимость уравнения ( 1 8 ) . 

Леммы 2 и 4 дают возможность применить к решению 
уравнения (9) в критическом случае теорию возмущений ли -
ньйных операторов. 

Введем оператор М X — » Х , положив для каждого У' 1. 

М - Х И - В \ О Э Д . (21) 
Теперь уравнение (9) приобретает вид 

где М - оче лдно, линейный непрерывный оператор. 
Теорема а. Если при достаточно малых ь \ 0 оператор 

ограниченно обратчм, то решение уравнения (22) 
можно представить в виде сходящегося при достаточно модах 

Е * и ряда „о , 

-\ • Г \ * > 
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где т > 1, л ) к е X ( к > - т \ 
Доказательство. При достаточна малых & у оператора 

| _ 0 + & М имеется простое собственное значение 

Л С & У Л ^ Ч - •л.ьбг.... , (24) 

лежащее внутри круга Ы < р , причем вое остальные точки 

6 4 1 0
 + ьМ) лежат вне этого круга (сыЛ.7, § У Н . 1 ] ) . В окрест­

ности этого собственного значения резольвента оператора 

Ц ' - ь М представляется в виде 

- окружность 1л|=р , проходимая против часовой стрел­

ки [ 7, § 111 .6 ] . Полагая $ «О , получаем 

Поскольку разность « - л Щ не обращается в нуль при Г). , 

то оператор 5(Й, а следовательно, и вся бесконечная сумма » 

правой части ( 2 5 ) разложимы в ряд, по неотрицательным" с т епе ­

ням 6 « Отсюда и ае аналитичности Р(&) следует ? что 

\-- Ч и * 1 И ) %*ХА<& , где т яе больше номера первого 

отличного от нуля члена в разложении ( 2 4 ) , ч . т . д . 

Для явного вычислена;- числа т и коэффициентов ряда 

( 2 3 ) воспользуемся методом Вяшика-Люстерника 1 8 ) . 

Подставим (23) в уравнение ( 22 ) и приравняем коэффи­

циенты при одинаковых степенях & . Предположим В !шчале, что 

ш = I . Приравнивая коэффициенты при 6 , получим: 

Ие леммы 4 вытекает, что общее решение этого уравне­

ния Ч-д'С-^о , где С, • произвольная вещественная констан­

та , |1с - реиение уравнения $ * у 0 - 0 , |^Ц= \ . Далее, при­

равнивая коэффициенты при г,0 , получим 

Ц ' У ^ П ч ' - % , ^ (26) 
« л и , когда да кщеи решение в 1 ^ ^ * ) ( т . е . решаем уравнение 

Периодическое решение этого уравнения может существовать 



- 133 -

лишь в том случае, когда 

о 
где =0 ( см . )—'мму 3 ) . Если 

то из (27) можно найти константу С*. , а затем общее репе* 
ние.уравнения ( 2 6 ) : =-1 :С-Г 0*С чМ^*С 0^ о , где Р - опера­
тор, обратно* я сужению 1_„ на его область значений (<Д.^. 

Затем приравниваем коэффициенты при б : 

Из необходимого и достаточного условия разрешимости этого 

уравнения ([в и,В*(1ф)Д)Ш =0 находим С0 ( э т о можно сделать 

о ' 
потому, что , ^1 ^ 0 , Т . к . О - простое собственное зна­
чение $ ) . Потом находим \ = -РМ^0*н и т . д . 

Если же условие (23) не выполняется, это означает, 
что г - , • . 3 этом случае принимаем т - 2 , , подставляем (23) 
в уравнение (22) и т . д . ( см . [ 8 1 ) . 

Конечность числа ч следуот из т е с р е ш 5. 
Из теоремы 3 следует, что функционал 

дает необходимое и достаточное условие устойчивости тривч 
ального решения уравнения ( 1 5 ) : 

существует с 4 > 0 такое, что при всех |е 0 , 1 6 [ 0 , ©3 

Замечание 4 . Оказывается, етнм же свойством облада­
ет • функционалисту - 1-?в^, , где \ = • В 
самом деле , \ - , где .Ц.̂ и ограничена при 4>й|>Ьв,&• Л . 
С другой стороны, и#*,цв - М \ (К = 0 , 1 , . . . ) в силу по-
с троения -А* » откуда ( и >ьМ ч ) \ = Ц \ . Поэтому 

Следовательно, при достаточно мадо.ч условия тзорзьи .1 
выполняются для \ тогда и только тогда, когда они выпол­
няются для &ь . 

Таким обравом, при нахождении функционала Ляпунопа-
Красовского доств-.. очно вычислить лишь ')< с неположительны -
ми индексами. 
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§ 4. Пример 

В заключение приведем пример вычисления функциона­
ла для уравнения 

Согласно вамечанию 4, ^(."Ь^У XI ь ^ ( 1 ) 1 , 

где 

^ У ^ - й Ч Ю (29) 

является решением уравнения 

. л * ШУ . ( 3 0 ) 

Вначале примемте , подставим ( 2 9 ) в ( 3 0 ) и при­
равняем коэффициенты при сг1 . Получим уравне1 ю 

.«И . 
Общее решение этого уравнения ^ « К . ^ , где #5*,.о • 
Чтобы найти ^„ , заметим, что Х*^У<, = Для любого , и 
можно взять н» = 10в Ц0 , где ?0 е С* , $*(1)1!0 = » 
<^До> = 0 -Для любой т|) е Й ( А 0

> ) . Поскольку А 0 ^ и 

91А0УН^'(о)."У(.0^(б)1 , то$ ( Ш Ц . еМ1оу-_Ь ' (8№е] • Сле­

довательно, можно взять< ^,?,> -1- ^©)сШ * I, • Тогда 

Ц ^ Н Д ^ в ^ ^ Ц ч , ^ ^ ( 3 1 ) 

для любого Е . 
Далее, приравнивая коэффициенты при ь° , получим 

> Из (31) следует, что для любой с^еЕ 

С ^ В ^ У Ц ^ ^ Ф г Ъ 4 ^ > 1 ^ > - ( 3 2 ) 
• ^ С * 0.10,0)] в'иЛ. 

Очевидно,. Я о =^„в , где А о ^ = 0 , т . е . $,-сопй . Для опре­
деленности воэьмем ^о*1 . Тогда 0 ,^1 . . Следовательно, 

^ (%&](У:. [яп^ал -0 , т . е . определить нельвя. 
Значит, по » 2. . 

Берем щ = 2< и подставляем (29) в (30) . Приравняв 
коэффициенты при б'2, , получим , а при 1 1 - получим 
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Ив (32) следует , что это уравнение можно ваписать в виде: 

(33) 

где [ 0,4.] = ^ (9 , 0 ) ] . 

Решение уравнения (33 ) тцем в виде }_,и.)-у-5"Л*8соЛ, 

г д в ^ , ^ е Ь . Д л я ^ и'5 получим систему уравнений 

откуда <5 =-( ̂  * I) |0-. 
Чтобы записать в явном виде С<?в^,#] для произволь­

ного >Сб С , нужно решить уравнение ^о^*(\ 
Учитывая замечание 3 , это уравнение можно свести к 

системе четырех обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений первого порядка. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1983 

УДК 513.015.2:513.83 

ПРОСТРАНСТВА МЕЖКОСТИ 

Я.П.Цирулис 
ЛГУ им. П.Стуяки 

Словом'нежность' мы переводам английокий термин 
' ЬеЪа'ееппезз' и употребляем его вместо неудобного 

'отношение "между"' - подобно тому как 'упорядоченность' 
заменяет 'отношение "меньше"' (или даже "меньше или рав­
н о " ) . При этом мы, следуя, [ 3 - 4 ] , в настоящей работе б у ­
дем иметь в виду, т . н а з . нестрогую межность, которая не 
исключает совпадения рассматриваемых точек. В работе и з ­
учаются некоторые структурные свойства множеств с задан­
ным отношением мелкости (пространств меяностз ) , показыва­
ется теорем: представления для них и рассматривается с в я ­
занная с таким отношением естественная топология. Ксполь-
зоваяние факту общей топологии читатель найдет в [ 2 ] . 

§ 1 . Отношения межностя 

Определение I . Межностью на множестве X называ­
ется всякое тернарное отношение р на X , удовлетворя­
ющее условиям 

у>^ау, р х ц д у > а ц ^ 

^ рХуи , ^ 4 - , X Г\у $>1П>У ^>ХЛЦ.. 

При этом запись ' ^ ^ г . ' читается ; 1 ^ лежит между х и ' 
Нежность называется линейной, если 

Множество X вместе с заданной на н«й межноотью т . е . 
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пара I X , ., называется пространством мяжности. 
Каждая межность обладает еще следующими авойства-

$>хи», х * ^ 5гциив-у $^*а 1 

^15: р щ и , рх«,4-, 1 * ^ " * РЦ+и. 
Группа аксиом у>2, - у>5 равносильна системе акси­

ом Биркгофа для более общего понятия мехности ( см. С I 3 » 
с, 1 7 ) . Линейная межность подробно была изучена Шмелевой 
в Г.З] , Можно легко убедиться, что р 1 , р б . р ^ являются 
следствиями аксиом ра -р5 и р>8 ( ср . о [ 3 } ) . 

Приведем несколько Т И П И Ч Н Ы Х примеров, иллюстриру­
ющих введенные понятия. 

Пример I . Пусть X - множество точек некоторого 
аффинного пространства, и пусть для всех х . у , * . из X 

^ху г означает, что у принадлежит эамючутому проме­
жутку с концами Х , Й , т . э - что Ху • л . - х * , г ц е О ^ л * ! , 
Тогда ( Х , у > ) - пространство меннооти. (Отметим, что любое 
еДфинпое пространство в смысле [ 4 ] само является пространс­
твом мехности) . 

Пример 2 . Пусть ( Х ,с1 ) - метрическог пространство, 
и пусть 

^хуй-**[1х^+Ауа " С 1 Х Й . 
Отношение й , вообще говоря, Н У является нежностью. На­
пример, $5 яе выполняется в случае , к о п а X - множество 
вершин о -мерного куба, а щ - расстояние Хемминга. Од­
нако, если (Х,с1) - множество точек эв:...идова Пространства 
о обычным расстоянием, то ( Х , ^ ) - пространство межности. 

Пример 3. Пусть (Х ,^> ) - лияеКпо упорядоченное 
множество, и густь 

ф 4 ХЦй X * у й % V й. * <̂  * X . 

Тогда (Х ,у>*/- пространство линейной мяжности. Очевидно, 
еще только обоатная упорядоченность определяет ту же 
межяоеть яа X ( ор . [ 3 ] ) . 
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Определение 2 . Точки ^ , ^ , а пространства ^Х, ^ 

называются сравнимыми, если они находятся в отношении | , 

определяемым условием 

Множество А <= X называется цепью в (X , ^ , если любые 
три его точки (не обязательно все разные) сравнимы. Цепь 
называется максимальной, если она не является частью ни­
какой другой цепи. 

Отношение ^" обладает свойствами 

где 1дк - произвольная перестановка чисел 1,2,3, 

{Н: ^ а , ^ « - , х / у /-ц.*,», 

Из них первые три проверяются непосредственно, а 
два остальные являются следствиями предыдущих. Отмотай, 
что три точки сравнимы т . т . т . , когда они принадлежат од­
ной и той же цепи. Примером цепи служит любое множество 
1-аЬ вида [ х : ^ а Ь х ] , где сц'о - д в е различные 

точки. 
Лемма I . Пусть (Х,^Л - пространство межности, и 

пусть ф + А с X . Тогда следующие утверждения равносильны; 
а ) если !Х1> 1 , то А - 1_ ^ для каких-либо 

различных точек а, Ь яз X , 
б ) А - максимальная цепь, 
я ) А - 1 _ а Ь для любых двух различных точек а , Ь 

из А . 
Доказательство. С помощью соответствую" : : опреде­

лений и свойств |1 - 1̂+ , непоорецстаенно проверяется, 
что а ) ™ * - б ) в) = * - а ) . 

Определение 3. Системой прямых в X яаэнпяетоя 
любое множество 1_ •= ехр X , такое, что 

И { : каждая множество из Ч- непусто я , если 

§2 . Структура пространств межности 
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1X1 > 1 , содержит по крайней мере два элемента, 

12 : различные члены 5_ имеют не более одного 
общего элемента, 

Й.З : любые два элемента X (не обязательно ра з ­
личные) принадлежат некоторому члену 1. . 
Система 1 называется согласованной с межностью , если 
любые три точки пространства (Х,^з) сравнимы т . т . т . , ког ­
да они принадлежат одному я тому же члену II- . 

Примзр 4. Множество всех максимальных цепей 
пространства ^ Х , ^ > ) является единственной истемой прямых 
в X , согласованной с ^ , и будет пеэтоьту называться 
системой прямых этого пространства. 

Определение 4 . ЕЬ -структурой на X называется 
всякая пара В = ( И , Ь ) , где И_ - система прямых в X , 
а Ь - Функция, сопоставляющая каждому А аз I какую-ли­
бо линейную межность ^ на А . В частности, если ^ -
межность на X , то пара (Му.И^З, где функция Ь$> 
определена условием 4>^(А) * $>1А , называется 6 -струк­
турой пространства ( Х , ^ ) . 

Теорема I . Пусть [Ь - (11_,4э) - произвольная 
Б -структура на X , и пусть для всех из X 

^ХД^а означает, что 

. 3 А е Ц.Сх ,^ , * е А и ^ у * - " , » ) -
Тогда для любого тернарного отношения ^ на X 

? ~ ?в'* = > ? ~ межность и В = В у, . 
Доказательство. Нетрудно убедиться, что , если 

^ - межность а В « , то У>*и,й«?-?> й^а . т . е . 
. При проверке обратного рассмотрим лишь нетриви­

альный случай, кот-да |)(| > 1 . 
Пусть у» » у»^ . Что у> действительно межность, 

легко проверяется непосредственно. Ясно также, что ( Ь = Ь ^ : 
ведь Ц>(А) * $>л • а Ь^(АЗ*У»1А-« Далее покажем, что всякие 
две различные точки из X определяют в [ я М р одну и ту 
же прямую; ъчш будет показано, гго 1_ = и завершено 
доказательс'тво. И та " , пусть а, Ь е Х * и а т Ь . Обозначим 
через А единственную прямую из Ц_ , проходящую чер^з а 

и Ь , и вспомним, что еоть такая же прямая в !Нр, • 
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Теперь если х е , то в салу выбора >̂ х е А . Ес­
ли же х е А , то а , Ь и х сравнимы в смысле , а 
поэтому и в смысле (Ъ ; отсюда х е 1_„к . Таким образом, 

Д -1 ' 

Как следствие доказанной теорема получаем своего 
рода теорему представления для отношения межности. 

Теорема 2 . Тернарное отношение на X тогда и 
только тогда является ыежяостыэ, когда ^ •= \рв ..для не ­
которой однозначно определенной В -структуры В на К . 

Итак, общее понятие межности может быть сведено 
к своему частному случаю - понятию линейной нежности. 
Оказывается, что последнее, в свою очередь,кхже? быть с в е ­
дено к понятию линейной упорядоченности. 

Следуя [ 3 ] , неориентированной линейной упорядо­
ченностью ( я . л . у . ) на каком-либо множестве А будем на­
зывать всякое множество о-Е , состоящее из двух 
взаимно обратных линейных упорядоченностей на А . Прив­
лекая результат примера 3, с у г/ояно связать линейную 
нежность ? > ) • Слзцзадивя теорема в сущности, 
является следствием теорема 1.13 из [ 3 ] . 

Теорема 3. Тернарное отношение ^ на К является 
линейной межностью тогда и только тогда, когда уз = $р 
для некоторой однозначно определенной н . л . у . с на А . 

В [ 3 ] указа!; также конкретный способ построения 
такой н . л . у . по данной линейной межности . Строго г о ­
воря, теорема из [ 3 ] применима лишь в случае , когда! А1>3 
Однако случай IАI < 3 тривиален и может быть просмотрев 
отдельно. 

§3 . Топология в пространствах межности 

Определение 5. Пусть (Х , $ 0 - пространство меж­
ности. Точка х называется внутренней точкой множества 

И <= X , если 

Множество и. называется открытым, если вое его точки вну­

тренние. 
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Отметим, что в силу у>1, все внутренние точки VI 
лежат в '1Ъ . 

Теорема 4. Пусть 'Х ,^) _ пространство межности. То г ­
да 

а ) множество всех открытых подмножеств X явля­
ется 'топологией на X , 

б) топологическое пространство ( Х , ^ р является 
-пространством. 
Доказательство. ( а ) . Очевидно, что объединение любого 

числа открытых множеств, а также множества Ф и X -откры­
тые. Проверим, что открыто также пересечение двух открытых 
множеств \ и И А . Пусть х е П Ч.^ , и пусть <&ф х . 
Тогда существуют 4,1, у* , такие, что 

^ 4 х , &х<]. д. И С У»1 а = ^ е " ^ ) -
3 силу кз 5>1^1 % и у.*.ц^& вытекает, ч т о ^ 4 , 1 . или 
Рассмотрим подробно лишь первый случай: второй анализи­
руется аналог чно. Положим " = 41 , тогда имеем, что 

и^Х, ? аЧйг Л и , р ( ^ х « . ^ ^ и е И О . 
Кроме то го , в силу из ^хи^Чд и ^ х ц у ^ следует, что 
^ Х а ^ 4 . Значит, для всех таких- и, 4 ч, , для кото­
рых . 3 итоге 

"•\г ц, = ^ ( ^хаи, ~ъ 1х. е 1к ^ ^яЛ 
( б ) . Пусть а е X . Мы должны проверить, что множест­

во Ц = Х-[й"; открытое, т . е . что 

, { у . г а Л ' й * х З у М Ср*ц* Л ^а+и, ( ^ и у - т > и ^ а ) ) . 
Пусть х+й. к Й 4 X . Если при этом $>ха* то в качестве 
требуемого ц можно брать а . В противном случае доста-

>чно положить и • а . Тогда, конечно, р х у а ; кроме то го , 
тли $>хи* , то ц. не может совпадать с о. . 

Естественно называть топологию вида ^ топологией 
',9Жностя. Следует отметить, что одну и ту же топологию мо -
'•"•ут породить разные "-замости. Например, на конечном мно­
жестве возможна лишь одна такая - т . н а з . дискретная топо­
логия . Автору неизвестно, как соотносятся между собой при­
водящие к одной и той же топологии отношения нежности на 
бесконечном множестве. 
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В нескольких последующих теоремах подробнее ха -
рактерадуется строение топологий межности. Подчеркнем, 
что согласно принятый определениям обозначение озна­
чает топологию, порожденную на множестве А с X ограни­
чением -^|А межности й ка Л , Обозначение ^А , где 

'С - топология на X , означает топологию на К , инду-
цироваянув топологией '1; . 

Теорема 5 . 'Пусть у> - медноеть аа X , и пусть 
II '~ X . Множество 11 открыто в X (относительно ^ ) 

тогда и только тогда, когда в каждом А е И у , открыто 
(относительно ) множество 11 П А 

Доказательотыо. Пусть 11 и пусть А е Н р , 
Покажем, что 11.([ А е г0^|д , т . е . что все точки множества 

и,АА. с гн внутренние в смысла существующей на А мех-
нос тз 5»]А , Предположим, что х<& И П А , 8 е А 1 ( ^ 1 , 
Тогда А • Ц а х . По ДреДООЖХОНил, в X существует таней 

и , О Т Л И Ч Я Н Й от х , что (рхцй и что и е I I для да­
бой отличной от у . точки и, е )<; , удовлетворяющей ус повив 

5>Хау . Н о тогда ^ € А я (у>|А)*и,я ; кроме 
то го , если и, «= А, , 1^+4, и (§>[й).'„щц , то , конечно, 
^>Хц,^ и > да л е е , и, е И . Значит и, е. Н А А , поэтому 
3. - дэйствительно внутренняя точка множества и. ПА з 

А . 
Пусть теперь Ц П А ^ ^ и Ц для всех А е 1Йъ . По­

кажем, что Ц,<? 'ь ? , т . е . что все. точки множества И -
внутренние относительно |> . Предположим, что г е Ц . 

а X и & = ^ х , а также - что А - 1 _ 2 Х . ^огца А 
« А , и в А должна существовать точка у такая, что 

Ч,^ X , (^|А)Хуй И 1Ь«=ИМК ДЛИ ЛЮбОЙ ОТЛИЧНОЙ ОТ 1} 

точки и « Д , удовлетворяющей условию (в | А ) хц ,у . Но тог ­
да, конечно, $ )Х^а ; кроме того , если и.? у л с > х а ' У 
то и - е ц ^ - А я ( ^ А Н и и , . П о э т о в и. <= Дпи<= 11, . Значит, 
х действительно внутренняя точка множества И, , 

В частности, мн показали, что 1Г>\А " - ^ з » . Ав­
тору неизвестно, при каквх условиях имеет место обратное 
включение. 

Теорема 5 показывает, что в любом пространстве 
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Теперь сформулируем а докажем для топологий меж-

меяяоотл ( Х , ^ ) естественная топология 'Су, в определенном 
смысле полностью задается семейством внутренних топологий 

, которые на каждой прямой А пространства могут 
оыть заданы независимо от. ^ . Так как при этом все мех-
носта 5>IА ллнейные, представляет интерес следующая х а ­
рактеристика топологий линейной межностя. 

Теорема 6. Пусть ^ - линейная межность на К . 
Тогда множество б ^ < = « р ( А ) , состоящее из самого А 
(если !А|= 1 ) и всевозможных .подмножеств вида 

[ а, : т ^ а а Ь ] , где й 4 Ь , служит предбазой топология 
1^ на А . 

Доказательстзо. Нагл необходимо показать, что 
Г ) 6р <^ <е̂ > , 2 ) если Х е Н е С ^ , , то существует такое мно­
жество V , принадлежащее б^, или представпмое з вцде к о ­
нечного пересечения мнонзстз из 6 ,̂ , для ;;о?орстохе\/с !1. 
Ограничимся указанием лишь основные идей, предоставляя чи­
тателю проверку деталей (сводящуюся я вычислениям на осно­
ве - >̂ 15 ) . 

1) Конечно, А « " ь ^ . Пусть теперь^Па:";$>и.а\Л , 
где а ^ Ь . Пустъ.далее , х е V ; тогда х - ^ а и, в с я ­
ду линейностя , §>зах или §>0-Ьх. . Выберем отличную 
от X точку 2 • Если ^ й й х , положим 1д=а , в против­
ном случае пусть и = *^ . В обоих случаях подучим, что 

^ 4 х- » р * ^ * и Т|'и, + ( ^ х а у =>• а е ^ ) , так что 
X - внутренняя точка V . Следовательно, каждое мно­

жество вида V • открыто. 
2 ) Рассмотрим нетривиальный случай, когда 1А1>1 . 

Пусть Ц € Я ' е ^ ' , я пусть й ? х. . Тогда найдется такой 
и, , что Х- , йх-ий и VII, ^ и ( 5>хМь̂  - ? - а « и ) . 

Положим \^ = 1^-. ч р а ^ х } . Далее возможны два случая. Если 
существует такой й' + х , что ь й а ь , то найдется и 
такой ^' т X , что 5>х^' я Т а г ^' ( у х - и . ^ 1 а е - 1 ь ) . 
Тогда положим Уа » [ и,: 15>иу'х} я V « ^ П \/а . Если такого 

«*' нет , пусть V - \|| . Построенное множество V будет 
искомым. 
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ности теоремы, аналогичные теоремам 2 и 3 . 

Определение 6. Т -структурой на X называется 
всякая пара Т * (1К,т ) , где К - еиотема прямых в X 
а ( - функция, сопоставляющая каждому А е К какую-ли­
бо топологию линейной межности Т Л на А . 3 частности, 
если >̂ - межность на X , то пара Т ^ , * ( И 1 ^ Д у , ) , где 
функция определена условием ^р ( А ) = ^ у , (к , называете* 

Т -структурой пространства ( Х , у > ) . 
Пример 5 . Пусть Т = ( К Д ) - произвольная 

Т -структура. Определим Е> -структуру В = ( К , Ъ ) , 
полагая что для всех А « 1К Ь(А) есть одна из линейных 
межяоетей >̂д , таких, что ^у>д = . Пусть р> = у>в . 
Тогда Т .- Т -структура пространства ( X , у>) . 

Однако в отличие от . В> -структур разные простран­
ства межности могут иметь одинаковые Т -структуры ( ср . 
о замечанием после теоремы 4 ) . С каждой Т -структурой 

Г - С К ! ) на X свяжем множество 

« Ц г - Ш ^ Х • V А ^ К Ш ^ К А ) } . 
Оказывается, что всегда является топологией межности 

на X • 
Теорема 7 . Множество 1 « е х р С Х ) тогда и только 

тогда является топологией межности на X , когда 1, •= ^ 
для некоторой Т -структуры Т на X . 

Доказателъство. Пусть 'С - топология межности, 
т . е . 1 • для некоторой межности >̂ яа X пусть 

Т = • В силу теоремы 4 имеем, ч т о ч у ^ Х - У А с Ц М А ^ , , } 
Но это множество есть не что иное, как ^ . В итоге 

1 =1^" . Наоборот, пусть Т - Т -структура на X , 
пусть 1= Г1Т , и пусть у> - одна из .тех межяоетей, для 
которых Т - Т $ , ( с г / « пример 5 ) . Тогда опять < 1тг & ="'С^ , 
откуда Ч = ' с р . Значит "С -действительно топология меж­
ности. 

Таким образом, я общее понятие топологии межности 
может быть сведено к своему частному случаю - к понятию 
топологии линейной межности. Последнее, в своп очередь,сов­
падает с хорошо известным понятием топологии упорядочен-
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ности (порядка) . Напомним, что топологией упорядоченности 
на А называется любая такая топология 1 * , которая име­
ет предбазу б 4 , состоящую из самого множества А (если 
1М - 1 ) и всевозможных множеств вида 1х: х < с О или 
^.х,: а < х } , где ^ - какая либо линейная упорядочен­

ность на А , < - соответствующая ей строгая упорядочен­
ность. Наша последняя теорема связывает топологии линей­
ной упорядоченности и линейной меяности. -, 

Теорема 8. Пусть ^ - линейная упорядоченность 
на А . Тогда б^ = б ^ 4 я , следовательно, 1^ * ^ .. 

Доказательство. Пусть V - истинное подмножество 
А (случай У - А тривиален) . Тогда \| с б ^ \| « [ л - л^лиЪ ' 

для некоторых различных о,Ь 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1983 

О НРУЭЕВНОМ КРИТЕРИИ ИЕЛРИЭУЕШЯИ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

А.П.Шостак 
ЛГУ им. П.Стучки 

К числу важнейших обобщений метризуемых пространств, 
в большом количестве появившихся в последние два десятиле­
тия, принадлежат, безусловно, кружевные пространства, вве­
денные Дж.Сидерон [ 4 ] , я исследовавшиеся интенсивно Р.Бор­
гесом [2 ] и другими авторами. Обладая многими достоинствами 
метризуемых пространств (очетная мультипликативность, на­
следственность и др.) , кружевные пространства им ют и ряд 
преимуществ перед ними. Так, класс кружевных пространств 
инвариантен относительно операции присоединения и перехода 
к замкнутому образу; объединение кружевных пространств, на­
деленное слабой топологией, является кружевным [2 ] - послед­
нее особенно важно для нужд алгебраической топологии. Кру­
жевные пространства являются совершенно нормальными пара-
компактами с 6̂  -диагональю и, следовательно, уплотняются 
на метризуемые пространства ( [ 1 0 ] , [ 2 ] ; см. также [31, Г 1 1 ] ) . 
Если у кружевного пространства имеется точечно счетная ба­
за, то .оно метризуемо [ б ] . Метриэуемым будет и каждое кру­
жевное перистое пространство. С другой стороны,иввестны при­
меры неметризуемых кружевных сепарабельных пространств ,-
удовлетворяющих первой аксиоме счетноСти [ 4 ] . 

В связи со всем вышесказанным нам представляется ин­
тересным и естественным найти условие, необходимое и доста­
точное для метризуемости топологического пространства, ко­
торое было бы сформулировано в "кружевных" терминах. В дан­
ной заметке получен результат такого рода - критерий метри­
зуемости пространства в терминах псевдобазы Р.Хита [ 7 ] . 

Напомним известный результат Хита ( 1 7 ] , см. также 
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1 .9 ] ) , согласно которому ~Т| -пространство X является кру­
жевным тогда и только тогда, когда каждой точке*еХ может 
быть сопоставлена последовательность ее открытых окрестно­
стей п С Ц\1; , причем таким образом, что если Б__ -
замкнутое множество, не содержащее х , то х<^ У [ \'тО.\у це&1 
для некоторого" ^ М . Легко видеть, что определенное таким 
г бравом семейство окрестностей 1Уцч*) : п е ^ х е X ] является 
поевдобаэой пространства X (так называемая псевдобаза Хита) . 
Положим для шоаества 8 с X 4,(6) = У [ У П ( ^ : У & и ] . Преды-
дуа^а теорему мы можем сформулировать теперь таким образом: 

Теорема. (Р.Хит) "[[ -пространство X является кружев­
ным тогда и только тогда, когда в нем существует система 
окрестностей Т. УП Сх]:П X 3 , удовлетворяющая следующему 
условию: 

(а ) для кавдой точки х е Х и не содержащего ее замкну­
того множества С существует п такое , ч т о х ^ У . , ( Б ) , 

Следующая теорема, являющаяся основной в нашей замет­
ке , дает "кружевное" критерий метризуемости топологическо­
го пространства и одновременно выясняет некоторые аспекта 
взаимосвязи между свойствами наличия кружева в пространстве 
в свойством его метризуемости: 

Теорема. "Т̂  -пространство X ыетризуемо тогда и толь­
ко тогда, когда в нем существует система окрестностей 1УпО<) : 

*• € X , п € ] , удовлетворяющая следующим двум условиям: 

( а ) для каждой точки х е X и не содержащегЪ ее замкну­

т о м множества 9 существует'п такое, ч т о х ^ Уг,^)> 
(в ) для каждого множества В и каждого п имеет мес-

включение ^ ( У * , . (Б)) V,, ( & ) . 
Доказательство. Пусть { X , у ) - метрическое пространст-

: 0 , Определим для каждой т о ч к и X окрестность\1п(х)-1ц: 1деX, 
у^ .ц > ) * 5" п] - Тогда для множества & с X , очевидно, \[ пСи)-

[у-ч, еХ, ^ ( С , ^ 5""). Справедливость условия (а ) для опреде­
ленной таким образом системы окрестностей [У п и ) : Х€Х,пс ^ 
очевидна. Для проверни условия ( в ) возьмем х УВ„(УП. 1 ( 0 ) ) > 
и пусть цеУ п > 1 (ЧиХО) - точка, удовлетворяющая неравенству 
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р и , у )<З п 1 . Выберем теперь ц^^СЬ) и ее Б таким обравом, 
чтобы ° ^ ^ ' ) < и оЦ',г)< У 1" 1 . Очевидно, что 
<?и,*0* ? ( у . уТ+- л п , а следовательно, 

Обратно, пусть в ТА -пространстве X существует сис­
тема окрестностей {У„00 : Д .еХ,пе , удовлетворяющая усло­
виям (а) и ( в ) . Легко видеть, что вта система всегда мохет 
быть выбрана таким обравом, чтобы для точки х е Х и каждого 
пе№ выполнялось включение Ч,(зЛ => ( О . 

Рассмотрим функцию й. . X * X — ' , определенную ра­
венством О . ( Х ^ ) = П И Л1У п ; У п ( х } ] . Очевидно, что сЩ.ц) = о 
тогда и только тогда, когда А« ц . Пусть для т о ч е к ^ а е Х 
выполнены неравенства й и ^ ) < 5""" и аС^.г,)< з ' " ' 1 ; это оз­
начает, что ч е Ч ^ / д и ?, е . Но тогда, согласно (в) 
3 е ЧщС^С*)) -с; \[„Сх) , т . е . од х, < 5 " " . Определим теперь 

функцию е -. X * X—^Р* , симметризующую с1 , положив для то­
чек х ^ е Х е(^^-ДСйС^ф сЦ . Ясно, что если 

е и , и,) < у;-* и е(ц,й) < У п " \ то < Ш , ц > ъ " " \ с К ц ^ Г " 1 , 
АСч )̂ < У и &(г;,ц) ^ У 0 - 1 1 а следовательно, как было 

установлено, (Цх,&) < 2ГП и сКй.а^У' 1 , откуда е(Х1й)<-'5"п . 
Итак, для каждого положительного числа 6 существует 

такое положительное число г- , что если е (х ,у )< г и еСи̂ г̂  г , 
то еСх,*У^> . Поскольку, очевидно, е(х,ц)= б(у,х) для любых 
х ^ е Х и еи,^-0 тогда и только тогда, когда х = и , то 

функция е : X 4 Х~»Я является "отклонением" на. множестве X 
[ 8 ] . Согласно теореме Читтендана Г8, с. 275] найдется 

метрика 9 на X , удовлетворяющая следующему условию: 
{ * ) для каждого />>0 существует р>0 такое, что 

если е(х,^< * , то р(х,^)<л и если 0(»,ц)< г , то е(*,уУ.б . 
Соответствующее метрическое пространство будем обоз­

начать Ху . Нам осталось показать, что топология в Х9 сов­
падает с топологией исходного пространства X . 

Пусть В - замкнутое подмножество в X а л | 6 . Вы­
берем такое п , чтобы х̂ 1 \1П(С) . Тогда сЦуд) > Ь"п для всех • 

6 , а следовательно 8(х,ц) >2.-5~п . Из условия (*) выте­
кает существование такого числа р > 0 , что 9(х>ч)> 1" как 
только. е ( 1 , ^ ) > 2,-У" . Отсюда, в частности, следует, что 
о(х, Б) > 0 , что и доказывает замкнутость множества 6 
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Обратно, пусть Б - замкнутое подмножество простран­
ства Х с и х ф С . Т о г д а $>(.*.,&)> О , а оледовательно, 

б ) > 0 , т . е . найдется такое число п е ^ , что для 
воех це 8 имеет место неравенство е (* , |д)> у " , Поскольку 

( г< ^ , ^ * йЦ ) А 1) , множество & можно пред­
ставать в виде объединения 6 - Б , ' ' 6 ц , где &1 = ^ е 6, 

-> 1 " " 1 , а 6^ I Ц : ' ^ Ь , а С^х) > . ПуСТЬ 1̂ 6 Б, , 
^огда ^ ^ Уц(х) , а следовательно^,/*)П 6̂  * ф . Еоли же -
4 6 Б.А > то 1$. ЧДц) , и значит, х ф \ЦЬ^ . Но тогда хф 
(эамшшгае_берется в X ) , так как согласно (в) Б СУП Н(Б.^<= 

У т 1(УП 1 1(С^еУ п(Б). Следовательно, хф Б41) 9^ • 6 , что и д о ­
казывает замкнутость множества 6 в пространстве X . 

Замечание 1. Поскольку условия (в) следует, что 
для каждого множества В ^ Х имеет место включение 4 ^ ( 6 ) с 
- Уп(&) для в с е х п е К , одновременное выполнение условий 
(а) в (в) равносильно одновременному выполнению условий (а*) 
и ( в ) , где 

( а ' ) для каждой точки х е Х и каждого не содержащего 
его замкнутого множества 6 <̂  X существует п такое, что 
* Ф № 

Ввиду этого теорема 1 может быть переформулирована 
теперь таким образом: 

Теорема 1» . Т4 -проотранотво X метризуемо тогда и 
*аяько тогда, когда в нем существует оистема окрестностей 
! '«/«(х>: л <гX,п<Щ . удовлетворящая уоловиям (а*) и ( в ) . 

В свяви с втим интересно напомнить оледующую хвракте-
иоуику полукружевннх проотранотв, принадлежащую Криду ( [ 5 1 , 

ом . также 1 9 ] ) : 

Теорема (&. Среейе) \ -проотранотво является полукру­
жевным тогда и только тогда, когда в нем существует сиотема 
окрестностей [ н е X, п е , удовлетворяющая усло­
вию ( я ' ) . 
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Замечание 2. Покажем, что условие (в ) равносильно 

одновременному выполнению следукщих двух условий: 
(в^) для любых х е Х и л е Ы имеет место включение 

( В 2 ) для каждого множества 6 с X и каждого п ^ М 
справедливо Ч , ч ( Б ) с : МП(6Ч) • 

Действительно, из условия (в ) очевидным образом вы­
текает справедливость условий ( в , ) и ( В 2 ) . Обратно, из у с ­
ловия ( в р следует , что У т 1 ( ^ Щ Й * М Ф для каждого 6 <- X . 
Воспользовавшись условием ( В 2 ) , отсюда получим Упч^пяАЬ^^ 
= о т ™ адэ^,ЛМп«.СБЛ. Теперь ле 
ко заметить, что для систешЛ^х^хеХ^ак^еИ] выполнено ус­
ловие ( в ) . При этом• если система окрестностей 1^(ь):х4Х^лШ 
удовлетворяла уело ! л ( а ) , то и система{Л'^хеХ,п= 2.**,ке!Н"} 
будет удовлетворять условию ( а ) . 
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УДК 517.98 

О ДЕКОМПОЗИЦИИ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 
В ЛОКАЛЬНО АШУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Е.Л.Энгельсов 
ЛГУ ян. П.Стучкя 

В ряде работ М.М.Вайнберга я автора рассматри­
вался вопрос о существовании корня квадратного «в линейно­
го ограниченного оператора Ё> ' , действующего из одного , 
локально выпуклого пространства в другое ( он. [ I ] , где, 
в частности, пл. 15.3 и 15.5 содержат соответствующие ре­
зультата и оовлкя). Полученные результаты были затем при­
ложены к доказательству теорем о существовании решения 
уравнения вида х - ВРх. , где Р - нелинейный оператор 
яз локально выпуклого пространства Е в его сильное сопря­
женное проотранотво Е ", а Ь - линейный ограниченный 
оператор из Е в Е ( с м . [ I ] , [ 2 1 ) . Исследование квад­
ратного корня яз линейного оператора в случае банахова про­
странства было продолжено в [ 3 ] .( сн. также [ I , §16]), 
где существование я свойства квадратного корня изучались 
без предположения об ограниченности оператора и без усло­
вия вложймоота [ I , 0.20?] пространства Е . Эти результата 
были' приложена в [ 4 ] (см. также [ I , §17] Кк доказатель­
ству теорем существования решений нелинейных уравнений ти­
па Гаммерштейяа в банаховом пространстве. 

- В настоящей работе предложения, аналогичные те ­
оремам яз [Заполучены для некоторых классов локально 
выпуклых пространств. 

I . Пусть Е - отделимое локально выпуклое, про­
странство, уцовлетворящее ела пущему у о ловив: 

/.Ц/. Существует такое гильбертово пространство 
Н , что I ) Н П Е ф ф и Н О Е' ^ Ф' . прячем тополог-

гая, индуцированная в Е П И из Е , мажорирует тополо­
гию, индупдроваяяую в этом множестве из И , 2) множество 
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Н П Е плотно в Н и в Е , в 3) значение < - Ч ^ > ли­
нейного непрерывного функционала у <= Е в точке х е Е 
равно окалярнону проивведению в?ах элементов, если 

Е'П Н и х е Е ПН . 
^Условию /\/ удовлетворяет, например, пространство 

Ь * С ( Я / всех бесконечно дифференцируемых фушщий из 
К в Л [ 9 , гл . 111]. Действительно, пространства $ 

я I ( К ) имеют непустое пересечение, содержащее, в част­
ности, множество УСАЧ всех бнстроубываяших бесконечно 
дифференцируемых функций, а пересечение пространства Ь> 
всех финитных обобщенных функции с содержат мно­
жестве всех финитных бесконечно дифференци-
руеках функций, плотнев в |_а(|ДП) и в & [ 7 , теор. 1 . 2 . 1 ] , 
Очевидно, условие ь^ожимостн, т.е. Е <= Н •= Е , которое 
•спольэовалось в Гй] и других работах, для пространства 
Еа2не выполнено. Ясно также, что топология, индуцирован­

ная в (§{п) ев 6 , мажорирует топологию, индуци­
рованную из ( Й") . 

2 . Будем говорить, что линейный оператор 
Ь : 2(В)—>Е обладает с в о й с т в о м е с л и : 

«= Е' иЯСВ) плотно в Е' , 
2) Я ( 6 ) О Н плотно в Н , 
3) Сужение & 0 оператора В на множество $($) ПН 

есть симметричный оператор, допускающий самосопряженное 
положительное расширение Б н в Н . 

Теорема' 1. Пусть Е удовлетворяет условна Д ^ / , 
а линейный оператор ЕЬ обладает свойством /^/ ш 

- положительный квадратный корень 
из оператора В н , 5КА) <= Н # 

Тогда сужение А~ оператора А ва 9 ( А ) П Е до­
пускает замыкание Т : § К Т П , - * ' Н , ЭСТ) <= Е'Г претйГ 

Т ' . Т л. > . В х . для ивах л « 91(6)ПН . " (1) 
Доказательство. А является самосопряженным опе­

ратором в Н , поетому %(Ю = Ш1<= Ч и К(АУ<= Н , 
но тогда Е' И К С ^ ) ^ Н . У ч и в в а я , что 

в силу свойства / получаем 
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где. ^)(В а")Е - замыкание множества $(&•«,) в Т О П О Л О Г И Я , 
индуцированной в ИП Е иэ проотранства Е , а ШВоУ -
заныканяе того же множества а топологии, вяаудированной 
вз Н , которая, как это оледует из уоловия /<ц/, мажо­
рирует топологию, индуцированную из Е [ I , лемма 
15.11, ("см. также [ б ] ) . Из 1Юлучеяяого ̂ включения в силу 
условия/^/ следует, что => НЛЕ' •=> Е , т . е . плот­
ность ЗНД} в Е' • Поэтому существует сопряженный А 
оператор А" , причем § К А ) <= Н Я К ( 7 0 <С Е" . Далее 
яз $ ( А ) => следует < ? ! ( А , ) О ^ С К ) О Й ( З Н Ь Ж Ь , > П И , 
а потому, в силу свойства /^/, § ) ( А Л плотно, а значится 
слабо* плотно в Н . Согласно лемме 2.1 из [ б ] отсюда вы­
секает существование замыкания Т оператора Л , так что 
Й С ^ <г $ ( Т ) с Е' , Л ( Т ) <с Н и график БСТ\- Б ( А ) Е ' " Н , 

а значит, . 
Т х = А л для всех х е § ) ( А > 8 М П Е' . 
Пусть х < д ( А ) П Е ' и Ь « З К Т ) . Так как' 

( Ь , Т ! л ) е , то существует сеть {\|*. еб1Л с % % ) 
такая, что „ . • ч 

Поэтому, учитывая, что Я С Н О = ^ С Ь ^ П Н с Я О ^ с З Ш , 
инеем 

Т х » А х я Т Ь ^ - АЬ* для всех Хб§1(К)ПК, Ь^еЗКА) . 
Следовательно,для Н-е®(~П получаем: 

<ТЬ ,Тх> = < Т Ь , Ах>= 1шт.<ТН А,Ая>4ап 1<АЬ А 5Ах> = 

" - А ^ < Ь А 1 А А А > = < Ь , В н х ) = < п , В х > . 
Так как вместе с множество З К Т ) также плотно в 
Е , то существует сопряженный к Т оператор Т', и из по­

лученного равенства вытекает Тх е ^ ( Т ' ) и равенство 
( I ) . Теорема доказана. 

Замечание. Так как $ ( Т ) с Е' , то значения опе­
ратора Т ' принадлежат Е" , но для н е §КВ)ПН образ г л е Е , 
поэтому в силу ( I ) получаем также Т ' Т х е Е . Это зна­
чит, что оператор Т ' отображает множество Т(§1 (В)ПН) 
в пространство Е . 

Теорема 2. Пусть зыполяены условия теорема 1,и 
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график оператора В 0 плотен в графике оператора . Тог­
да оператор Т ' Т допускает замыкание,и 

Т ' Т * = ' для всех х ^ ' 5 К Ь ) . ( 2 ) 
Доказательство. Из теоремы I следует,, что 

51 ( Т Т) ОН , откуда так же, как раньше для оператора 
/V , можно "аключить, что плотно в и, и следо­

вательно, су .^отвует оопряхенны! оператор ( Т Т ) . Да­
лее, из показанной выше замкнутости оператора Т и П Л О Т ­
Н О С Т И з Е множества 51 СТ) вытекает равенство Т ' = Т : 

[ В , гл . 1 У , 7 . 1 ] . Следовательно, для любых х ^ е ^ Щ . ' Ш ! 

< Т ' Т х , « > = < Т х , 7 ч > - < л, Т ' Т у > , 
откуда ( Г | а < В ) п И »Т" Т 1 а с & ) п н . Таким образом , 
?К( I 'Т)')^> 1<й(&) 0 Н » 0 К ^ У Д а снова можем заключить, 
что множество $1((Т'Т) 1 ) плотьо, а значит.и слабо" плот­
но в Е . Поэтому существует замыкание Т Т оператора 

Г ' Т , причем в силу теоремы I б^Т 'Т ) • Ш , Т ' Т ) о6 ( В 0 \ 
^ хая как по условию данной теоремы БСЬ„") га В ( В ) , то 

Т ' Т | я ( & > - " В • Теорема доказана. 
Ясно, что если оператор Т Т замкнут, то 

Т г|$кв) = В« 
Замечание. Если оператор В замкнут, то нз усло-

чй теоремы 2 вытекает равенство Е>0 - Ъ.. . Действительно, 
- -к как Б ( Е О плотно в Б ( В ) , то ЫЪ^) => БСВ) , 
ткуда ввиду замкнутости Б (В) и включения БСЙ) =» Ь (.&„") 

пледует 6 ( Е 0 = 
3 , Рассмотрим далее случай, когда оператор В н 

не являетпя положительным. Если при э т о м 'Б обладает 
свойством то будем говорить, что оператор В обла­
гает овойствоы /у> 4 / . Для такого оператора В положим 

д> ( Б ; , ) 1 Л В " „ ) * , С - с е > +

н ^ - с в ; у . 
Теорема 3 . Пусть пространство Е удовлетворяет 

условия1 /&к/ а оператор В обладает овойством /§>г/. Тогда 
сужения операторов Л и С :• ^ 
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допуокают замыкания V и V/ соответственно, причем 
Ч/'\л/А = - Ь х для всех х е Э ( В ) Г\ И. . (3) 

Доказательство. Пользуясь теми же рассуждениями, 
что и при доказательстве теоремы I , строим операторы V 
и У как замыкания операторов И и С ооответственно, при­
чем Б М - Б С М ^ Е ' * Н и Б М - Б Ф с Е ' х Н . 

Для доказательства равенства (3) выберем произ­
вольно Ь ^ 5? (V) и х е ПН . Так как 
( Ь Л Д К Й е С (Я ) , то найдется сеть 1СпАДЬД*.еВД,1<=6Л\ 
оходящаяся к (К,\КЬУ). , причем Ь л е ЗК^ПЕ . ' для 
всех ^ е . Тогда для выбранных п и х получаем 

Отоюда видно, что 
У х е ^ О П и \Г\л/х = В * для всех х Н.' 

Аналогично доказывается второе из равенств ( 3 ) . 
Теперь подобно теореме 2 доказывается 
Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 3,и гра­

фик оператора В„ плотен в Б ( В ) , то операторы М VI и 
V допускают замыкания,и для всех х е ФСВ) имеют 

место равенства 
У'\Лх - У ' У х - Ь х . (4) 

Доказательство, Так же,как при доказательстве те­
орема 2,устанавливаем, что Ф ( \ / ' \ Л О и 1К\А/ V) плотны в Е', 
и поэтому существуют сопряженные операторы (V V/) яОЛ'\Г) . 
Так как множества С V) и ЗКМ) плотны в Е' я операторы 
V и У замкнуты, то М = V н VI --VI , откуда так же, 

как в доказательстве теоремы 2, вытекает существование -
замыканий V/* V. я V V/ 

Отсюда и из теоремы 3 вытекает, что 
* С(Л/'У)=> 0 ( ЕЬО") , а так как_ БСВ,,) => 6 ( В ) по усло­
вию данной теоремы, то 6СV* V/) => Б СИ) . что и означает . 
выполнение одного из равенств (4) для всех х е 1КВ) . Вто­
рое равенство получается так же, 

4, Рассмотрим далее случай, когда оператор В ог­
раничен из [.' в с » т . е . отображает некоторую окреотнооть 
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нуля в ограниченное множество. 
Теорема 5 . Пусть Е удовлетворяет условию / \ / , 

а ограниченный линейный оператор Б аз Е в Е обладает 
свойством Тогда сужение Л. оператора Л - Е>н на 

И. П Е имеет ограниченное продолжение Т : Е 1—> Н и 
Т Т = Ь. (5) 
Доказательство. Для произвольно выбранного х 

из множества Е' ПН , плотного в Е' я в Н , имеем: 
< Х х , Й 1 > - < * , < * > Ь н А > -

Так как Ь н 1 Н П Е ' = &1ц п е' • это равенство можно перепи­
сать так; ^ а 

.1 Ах й ч =<х.,Вх) для всех х е Н ПЕ'. (6 ) 
Пусть задано г > 0 . В силу ограниченности оператора Б 
найдется окрестность нуля 2[А Е такая, что Ь^^ХО огра­
ничено в Е , следовательно, его поляра ( Ь С У . ^ - окрест­
ность нуля в сильной топологии Е' . Тогда .для 
Х€51СВСадвпг11]= У. получаем 

Отс^'га и из равенства (6) следует 
И А х ^ й 6* для всех х е^Н П и . 
Это означает, что оператор Л непрерывен яа плот-

в Е множестве Н ПЕ , поэтому .существует неирернв-
яое продолжение Т оператора & на все пространство Е' . 
~ак как значения оператора Т принадлежат нормированному 
пространству Н , то оя являетая также ограниченным, о т ­
куда следует ограниченность сопряженного оператора Т яэ 
И в Е* . 

Для любого х . е Е"' существует оетъ 1 х ^ , ^ е ОС^йОЕ 
такая, что | * ^ А * < = Д - (условие / - Ц / ) , П О Й тому-ввиду н е ­
прерывности операторов Т , Т ' и В получаем: 

Т ' Т х • о т Т ' Т х * - 1ст А' А Х А , •» Ьт Л Л-л= 
" л е щ леве 

щ 5.ип В м х л = = Е>Х. 
м й 

Следовательно- г Т ' Т » 6 и ТЧТ<^*= Е . 
Теорема 6. Пусть Е удовлетворяет уоловив А 4 / , 

а линейный оператор Е> из Е'- в Е обладает О В О Й О Т В О К / А * / , 
причем существуют такие ограниченные из Е' в Е дяяейанэ 
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олераторн Е> м В" , что В ЕЬ* +• ВТ _ и 

Тогда сужения А и "с на Я АЕ операторов К я С (си. 
теор. 3) имеют продолжения V а \Л ^ ограниченные из г 

И , причем 
, (7) " 

Доказательство, Для х «= Н ПЕ имеют место ра­
венства: ^ • , 

< А 1 , А х > = < Л х , х ) « < 6 н * , х > - < В ^ , х > * 
* < Ь ч х , х > = В~х,*>-" ^ (8 ) 
Пусть задано е. > 0 , Так как операторы В* • В' 

ограничены, то существует окреотнооть нуля %± .<= Е' » для 
которой ВЧУ-Р Я ограничена в Е . Тогда ях поля­
ры являются окрестностями нуля в Е',« Д Л Я 
х е 11 С Ь + В Д ° П С ЕГС П ПА инеем 

, . . | < В % Х » < ^ , | < В - х , х > и ^ , 
откуда в силу равенства (8) получаем 

К й х и Ч ^ всех х « Н - П ^ П ( Й а ь / П ( Е ) ( а д 0 П а д . 
Таким образом,оператор непрерывен на плотном 

в Е'. множестве Н Л Е' и , следовательно, имеет непрерывное 
продолжение V из Е' в Н , которое также ограничено. Тог­
да и оператор V' ограничен из Н в Е" . Точно таким же о б ­
разом доказывается, что оператор С имеет ограниченное про­
должение \м' яз Е' в Н я что V/' - огранячеяяна оператор 
И8 И в Е" . - у - -

Пусть х е Е . В о ялу условия Д У существует 
сеть [х^ ^ е в С З с г МОЕ1 , предел которой равен х . Поэтому 
для любого Ь е М П Е' имеем 

< \ л / ' У х ) Ь > - < У х , \ л / Ь > - Ь т <УЧ,У/Ь>-

. Еил <Д"хА,СЬ>-- < В и Х л Л > И < В ^ » = <Вх,Ь> > 

А € ( х и * лек. 
ябо операторы V и Ь непрерывны. Таким образом, 

<^ 'Ул,Ь>- < Б х Л > для всех х с Е', Ь.€ НОЕ', 
Но так как Н П Е\ плотно в Е' , то VI'V** В х для всех 

М'У = В. 
Так же доказывается второе из равенств ( 7 ) . 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1963. 

УДК 513.83+519.21 

1 РЕЛШАНДОВСКАЯ К01Я1АКТШЖАЦИЯ 
» " . И ДВУЗНАЧНЫЕ МЕРЫ 

А.И.Йщанок 
ИШ 

Пусть X некоторое множество, и 5 1 - произвольная Ь -
алгебра его подмножеств (далее будем использовать обозна­
чения и определения работы [ 1 ] ) . Пространство измеримых 
ограниченных функций ЕД.Х) как банахова алгебра изоморфна 
алгебре непрерывных ограниченных функций Щ% X) на некоторо. 
компакте %_ X . Этот компакт обычно называют гельфандовской 
коыпактвфикацией пространства(Х,Г_) и определяют как наимень­
ший компакт, содержащий X, и такой, что все функции из В(Х,1) 
имеют на него единственное непрерывное продолжрние (наличия 
топологии в X не предполагается) Если X топологичес. эе 
пространство с борелевской 6"-алгеброй & , то гельфандовская 
компактификация шире хорошо изученной стоун-чеховской 
компактификации <ъХ • Гельфандовская номпакти^икапия оказалась 
полезной при изучении марковских случайных процессов. Не­
которые свойства '^Х были изучены в работе [ 1 1 и затем ис­
пользованы при выводе эргодических теорем для марковских 
процессов в [ 1 ] и [ 2 ] . 4 

Если 0, является компактным пространством, то известен 
целый ряд теорем о представлении (X чэрез элементы простран­
ства С*ЭД) , ^спряженного к пространству С(0,) . 8 теории бана­
ховых алгебр обычно устанавливается соответствие между 0. и 
некоторым множеством мультипликативных функционалов, на 0(0.) 
[ 3 ] . В анализе это же множество траятунг как.множество край­
них точек единичной сферы в С*(0,) [ 4 ] . Поскольку С*(0.) изометрич-
но некоторому пространству мер (обобщенная теорема Рисса ) , 
то интересно представление указанных множеств мультиплика­
тивны:', функционалов или крайних точек как множеств мер. Для 
случая, когда 5, является стоун-чеховской компактификапией 
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^Х, соответствующий результат приведен, например, в 
[5 , с .85 ] . В настоящей заметке такого рода теорема доказы­
вается для гельравдовекой компактирикапии. 

Определение 1. Мера у, е Ьа1Х,5 ,̂ ̂  О, называется дву­
значной, если для любого либо^ШО^ы либо ^ ( Е ) - ^ С Х ) . 

Определение 2 . Мера^сб^еЬаСХД-У.асеХ называется ме­
рой Дирака, если для любого Б € Т . 

4 4 1 о , * ^ Е . 
Очевидно, мера Дирака счетно-аддитивна. 
Определение 3. Измеримое пространство(Х,И) назовем 

пространством Дирака, если любая двузначная счетно^аддитив-
ная мера на (X, I I )является мерой Дирака с некоторым вещест­
венным множителем. В случае топологического X рассматриваем 
только регулярные меры на (Х^ЗЪ). 

Для любого пространства(X, X ) (кроме вырожденного слу­
чая Х=|"ЬХ) существуют двузначные чисто конечно-аддитивные 
меры, не представимые через меру Дирака. 

Всегда ли двузначная счетно-аддитивная мера пред-
ставима в виде ^26 * Ж , х е Х , « . е & 4 ? Ответ зависит от свойств 
пространства ( Х , Х ) и от свойств самой меры^ . Окончательные 
условия пока неизвестны. Однако, если пространство X метри­
ческое мощности не более контшиуума.то (Х,5Ь) явяяетоя про­
странством Дирака ( [ 5 , стр. 5 2 ] ) Рассмотрим в етой связи Про 
странство ^. X с борелеьокой (Г-алгеброй 5ЬХ . 

Теорема ^. Гельфандовская компакт ирикация (^.Ху*^) 
пространства ( Х Д ) являетоя пространством Дир*>к?. ^ 

Доказательство. Пусть ^1еЬа(Х,Г), и>0, у.(ХМ,у.-г ^ , 
и - двузначн-. Предположив, что у*=К^ и ]Х1ц1)-0 4 Так как 
носителе меры у , то для любой открытой окрестности точ­
ен ^ выполняется^(гК^УО, т . е . 1 . Мера с̂ регулярна. 
Сладовательно, для любого Ь >0 существует С= ь э ^ такое, 
что^,(5)<& . Значит, $.(1^Т)>0 , т . е . ^Ц ^ ) - 1 и Ц ] 

Теорема доказана. 
Как легко видеть, в доказательстве используется лить 

регулярность мер на ^ X и существование носителя у каждой 
ив них. 
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Обозначим 
т ( Х , Л - 1 ^ е Ь а ( Х Д ) : ^ 0 , О , 0 Ц у _ двузначна] . 

Теорема 2. Гельфандовская компактнрикация^ X про­
извольного измеримого пространства (КД) изоморфна мно­
жеству двузначных мертО(Д) в ^ ь - т ополо гии . Если (ХД) -

пространство Дирака, то X изоморфно щ (ХД) П Си(ХД). 

Доказательство.Как следует из гельтандовской теории 
банаховых алгебр [ 3 ] , пространство } ь X изоморрно простран­
ству всех линейных непрерывных мультипликативных функци­
оналов на пространстве ВС Х Д ) . При этом гельфандовская 
топология в ШД) эквивалентна 'Ьр,- топологии в 1(Х,1\) , рас­
сматриваемом как подмножество в В*0(,2)--ьа[ХД\. Покажем, что 

ПустьЕ(ХД). Тогда для любого Е выпол-
няется^ (Е" ) -и .Сх е ) - -^ (х ,

Е ) г^ (х е ) -^ ( . л Е ^ [^СЕ) ] г ' , г д е ^ обознача­
ет интеграл . Следовательно, е с лий^О , то ^ может 
принимать лишь два значения - 0 и +1 , т.е. 

Докажем обратное. Пусть^еВ(ХД) - необратимый элемент 
в алгебре В(Х,Х). Это означает, что существует б >0 такое, 
ч т о 1 ^ 1 > б , к е Х , т . о . Х = Е11)Еа, Е ^ Е ^ , Е А, Е ^ ! , 
^(Е^с : ] -^ , б] . Предположим, что для некоторой }4ет(Х,1) }*Д^)*1\ 

т . е . ^ ( ^ ^ $Ц*Е Поскольку либоу (Е^)* I , либо у.(Е,); I , 
и следовательно, либо I ̂ ( х ^ У ) * б , либо ^ " - Е ^ ^ 1 * б , то 
из ^ ( ^ Е ^ И ^ ^ ) следует, чтоуХЕ^О и ^(Е^>'0 , т . е . ^ т(Х,1). 
итак, для каждого обратимого элемента$ебОЦ) и для любой 
сКегг)(ХД) у ф ДО . Теперь из теоремы ГлиСона-Кахана-Лелязко 
[ 3 , с 251] следует, что меры ц.етМД) представляют муль­
типликативные функционалы в В*1.Х,1) , т . е . щСХД^ - Е С л , ^ ) . 

Последнее утверждение теоремы следует из определений. 
• Теорема доказана. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1983. 

УДК 519.46 

О Р1-МНОГООБРАЗИЯХ ПРЕДСТАВЛЕН.^ АЛГЕБР ЛИ 

Р .С . Липянский 

ЛГУ им. П. Стучки 

I . Пусть и - алгебра Лн над полем К , V - некоторый 
-модуль. Объектом рассмотрения здесь являются классы Ь -мо­

дулей с переменными У з Ь . В связи с этим удобь^ говорить 
об -модуле V как об лзевской паре (\/ ) . За всеми опреде­
лениями, относящимися к ляевокии парам, мы отсылаем к работам 
и з и Ы . 

Обозначим через сЬ ( Ь ) универсальную обертывающую ал геб ­
ру свободной алгебры Ли р со счетным множествен свободных о б ­
разующих У . Элемент а^УСТ) называется тождествсм парк IV . 1 . ! , 
если при любом гомоморфизме^ :р—»1и элемент а1* аннулирует^. 
Класс лиевских пар, удовлетворяшах некоторому набору тождеств, 
называется многообразием представлени2 алгебры ли [ 4 1 -

Элемент це21 (Р ) назовем полиномиальным тождеством пары 
( V «1а) , если при любом эндомогхбязме ^ : Шг") —* 21(0 элемент 

и есть тождество этой пары. 
Параллельно групповому случаю, многообразие представлении 

лиевских пар 36 Суде..! называть VI-многообразием, если в.каждом 
представлении из 36 выполняется некоторое полиномиальное тож­
дество [ I ] . 

Напомним, что , если К - многообразие лиевских пар, а $ 
многообразие алгебр Ли над К , т о й * 0 - класс пар ( V ,1л) 
таких, что в ^ имеется идеал 1-е ( А Л ) е Ж и 4'1 е б . 
Обозначим через 5 многообразие, заданное битождеством О , 
Полагаем также 3*9 = ^ 8 . Ясно, что (V ,1_.)^<*Э , если 
!_, с точностью до ядра представления принадлежит многообразней . 

В случае представлений групп известно, что 8* В является 
Р1-многообразием тогда и только тогда, когда 8 - абелева I I ] . 
Мы доказываем эту теорему для представлений алгебр Ли, а также 
показываем, что нормализаторы полугруппы Р1-многообразий и 
полугруппы малых многообразий лиевских пар тривиальны. 
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2 . Для доказательства основного результата нам потребуют­
ся следующие определения: 

Определение I . Алгебру Ли Ь назовем Р С -алгеорой, если 
коразмерность централизатора всякого ее элемента конечна. 

Определение 2 . Алгебру ли 1_, назовем ЬРС -алгеорой, если 
коразмерности централизаторов всех ее элементов конечны и о г ­
раничены в совокупности. 

Соответствующие понятия лля случая групп рассмотрены в [ 7 ] . 
Справедливо следующее утверждение: 
Теорема I 6 . Если 1_, - алгебра Ли над полем К .такая, 

что коразмерность централизаторов всех ее элементов не превосхо­
дит числа ^ , то АотпЬ! <Ъ' . 

. Легко показать, что и обратно, если размерность коммутанта 
I! конечна, то коразмерности централизаторов всех элементов из 
Ь ограничены в совокупности. Следовательно, класс -алгебр 

Ли совпадает с классом алгебр Ли с конечномерным коммутантом. 
Определение 3 . Множество элементов алгебры Ли Ь , кораз­

мерность централизаторов которых конечна, назовем РС -центром 
|_1 и обозначим РССЬ) , 

Леша I . Если в Ь имеется подалгебра Н такая, что 
1шл|и/и|^и ЙШ1Ц'< «о , тоРССЬ") является ВгС -алгеброй. 

Доказательство. Покажем вначале, что Н<^ РССЬ) . Действи­
тельно, если ^4 Н *>, + Н - базис в '-•/Н , „ то для каждого 
Хб1_, 1.айд- -"ся ^ ! . . . . . ^ п е К такие, что х- Х Г р ^ е Н . Для фик­

сированного Н е Н рассмотрим подпространство Г. Ь, И ] . П о усло­
вию существуют ^ , ^ , ^ ^ б Н такие, что . . . , [ ^ п - базис 
в 1 Ь , Н ] . Поэтому [ х - 1-91,4, А; е.Н , т . е . х -
- ^ ^ - ± А1 д , е ^ ) . Значит, 11, : | < . 

• Рассмотрим теперь фактор-алгебру рЬ<ь)/ц и ее базис - г ^ , 

. . . . . - „ + Н • Обозначим через т 4 верхнюю грань коразмерностей 
централизаторов ^ ( н - ^ ' в Р С ( Ь ) , а через Шг, - верхнюю грань 
коразмерностей централизаторов элементов ^ е Н в РЦЬ) . 

С к о н е ч н о согласно теореме I ) . Тогда, очевидно, коразмерно­
сти пересечений (̂гОП (̂ь.) также ограничены в совокупности чис­
лом \у , зависящим от и . Отсюда слгдурт, что индексы 
любых, элементов из РС(Ь) ограничены в совокупности чиплом V , 
т . е . 1-СС ̂ ) является ЬР" С - « л г ебро ; : . 



- 167 -
Лемма 2. Пусть 8 - многообразие алгебр Ли над К , Е -

свободная алгебра этого многообразия. Если <И(Е) является Р 1 -
алгеброй, то алгебра Е - а б е л е в а . 

Доказательство. В случае, когда поле К имеет характерис­
тику 0 , утверждение леммы 2 хорошо известно [ 3 ] . Если же ха ­
рактеристика поля р > 0 , то из [21 следует, что Е обладает 
абелевым идеалом конечной коразмерности. Следовательно, по 
лемме I алгебра ЕС(Е) является ВЕС -алгеброй. 

Пусть ахт ^ а б ^ , г д е т ^ 0 . Так как Е - относительно 
свободная алгебра, то существует эпиморфизм 1̂ : Е—* Р *Е . Но 
ЕС(Е®Е)= РСХЕГ) ® ЕС(Е) ( и поэтому коразмерность алгебры ЕС(Е®Е) 
в Е ® Е равна 2т . С другой стороны, РССЕ)УСРССЕ ©Е) и, 
следовательно, коразмерность алгебры ГС(Е®Ё) . в Е®Е не мо­
жет превосходить гп . Следовательно, лг) = 0 и РССЁ) = Е . Сог­
ласно лемме I , можно считать Е ВЕС -алгеброй, откуда охтЕ1

 = п. 
Покажем, что о = 0 . Рассмотрим эпиморфизм Е -* Е © Е и штуди ­
рованный им эпиморфизм Е~*"Е ®Е , Тогда П =2п , т . е . П = 0 . 
Значит, Е - абелева алгебра, а В - абелево многообразие. 

Теорема 2. 8 * В является Р1-многообразием тогда и 
только тогда, когда В - абелево многообразие. 

Доказательство. В одну сторону утверждение очевидно. Об­
ратно, если 8 * 9 является Р1-многообрэзием, рассмотрим пару 
(2ЦЕ"),Е ) , где Е - свободная алгебра из 9 . Эта пара порож­
дает 5 * 6 , и по аналогии с Г I ] можно показать, что пара 
(21(Е) ,21(Е)) удовлетворяет некоторому тождеству. Так как послед­
няя-пара точная, то 21 СЕ) является Р1 -алгеброй. Леша 2 позво­
ляет заключить, что Е -абелева алгебра, а 9 -абелево многооб­
разие. • | • 

Следствие. Если 3! * 0 является ^-многообразием, то 
Э - абелево . ^ ~ 

Действительно, 5 * 8 е - О и > значит, 5 х В . - Р 1 -

многообразие. 

3. Рассмотрим некоторые применения теоремы 2. (Здесь К -

произвольное бесконечное п о л е ) . I 
Пусть Т»Л _ полугруппа представлений алгебр Ли, '$0 -

подттлугруппа в Ш . ....... 



- 1 6 8 - ( 

Определение 4. Нормализатором ТО в полугруппе многообразий ал­
гебр ЛиУ1 называется полугруппа всех 8 с ,для которых &€.п1 
влечёте < 0 С . ' 

Совокупность всех Р1-многообразий составляют подполугруппу 
ТП0 в ТП .Вычислим её нормализатор. 

Теорема 3. Нормализатор<Л0 полутруппы 7П0 тривиален. 
Доказательство. Пусть9с$„и 8 |Ю ..Тогда В*4 е У10 , и по­

этому 8<0* является Р1-многообразием.По теореме 2 многообразие 
9 является абелевым. Противоречие. 

Определение ,5 . Многообразие представлений, порожденное 
одним конечномерным представлением, называется малым. 

Предложение I . Произведение & = ^ЭЕ^ мало тогда и только 
тогда, когда «Э̂  и ЭЦ, малы. 

Доказательство Пусть ^ = У О Л ( А , Ц ) и 2 ^ = магСЬД^) 
г д е (А ,Ь 1 ) и ( Ь , Ц ) - конечномерные представления.. Тогда 
(V,! } ; ( А Д ^ У С Ь , Ь ^ ) порождает многообразие Х 4 -ЗЕ Ь [ 5 ] . Это 

представление конечномерно,и значит, $^т3с^ мало. 
Пусть теперь <ЗБ = мало и порождается конечномерным 
представлением (V, |_) . Возьмем в V такой [_ -под­
модуль А , что ( А Д ) ^ ^ и (У/АД^З^ . Представлениее СУД) 
принадлежит чат ((А, ь )? С У/А, О) . Значит, имеем включения 
Х.Ю|.адс»а!»а А-»0^(у/А,Ц. уа>(Адуущ. '(У/АД)с Х^ЗЬ^Х, 

.т .е . Ж* «и-(АД)-лц.(А/АД) и Уси.(Л,1)€ & . . «М/А , ! ) * * , ; 
Теорема > свободе полугруппы ТО [ 5 ] дает *д = Ущ.(^д) 
и = УШ>и/АД) , т . е . $!. и 36̂  малы. 

Из утверждения предложения, в частности, следует, что ма­
лые многообразия составляют полугруппу ТОА- Так как всякое ма­
лое многообразие очевидно является Р1-многообразием, то, 7П1 -
подполугруппа в ТОв . . 

Рассуждая так же, как в теореме 3, получаем утверждение 
Теорема 4. Нормализатор полугруппы всех малых многообразий 

тривиален. 

Литература 
1. Плотник Б.И. Многообразия представлений групп и много­

образия ассоциативных алгебр. - В кн: Сборник работ по алгебре, 
Рига, 1978, с. 172 -. 137. 

2. ВасЬ*иг1и Т.А. - Т-дехЛГЫез 1п -ЪЬе шз1лгег8а1 еп7в1ореа 
оГ Ме а1ееагав - V . XVIII, р.10-21 1974. 



- 169 -
3. Латышев В.Н. Два замечания о Р1-алгебрах - Сиб.мат.ж. 1963, 
т . 4 , с . 1120-1121. 

4. Симонян Л .А . Вербальные сплетения в линейных представлениях , 
групп и лиевых алгебр - Латв. мат. ежегод. 1976, т . 1 8 , с.170-189 
5. Липянский Р.С. Полугруппа многообразий лиевских пар . - В кн: 

Теория множеств и топология, Ижевск, 1977, вып. I . с.44-54 
6. Нешпахш Р.Ы. Ап хтргоуей Ъоипй Гог ВРС р-^гоирб .—Л. АиэЪга1 

ЫаЪЬ. Зое. 11(1973) р.19-27 
7. Ваег К. РхпхЪепееа ргорег1;з.ез оГ егоирвг-Оике та«1. Л. 

15 (1948), р. 1021-1032 
Поступила 25 октября 1982 г. 



Топологические пространства и юс отображения. Рига, 1983 

УДК 519.21 

О ПРЕДСТАВИМОСТИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ 
ОПЕРАТОРНЫХ '1УШЦИ0НАЛ03 В ВИДЕ РЕШЕНИЙ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ И1 ТЕТРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ 

В.П. Нейманкс 
ЛГУ им. П.Стучки 

Пусть И -вещественное сепарабельное гильбертово 
пространство со скалярным произведением < 5 - , - ^ и нормой 
1М " ^ К Ь " ^ 1 » ^ ( Н ,Н ) - семейство линейных операторов О , 
действующих из М в Н , с конечной нормой 1Ю11 - | • Ц\ Г 

2 * [ г ( 0 , Г ^ . » ' Ь > 0 } - непрерывный справа марковский процесс, 
определенный на вероятностном пространстве С Л , ^ Р ) , со 
значениями в метрическом пространстве (Е,1Ь) , 9 Ь - оператор 
сдвига в Л , для которого почти наверное ( п . н . ) при всех 
1,3 >0 2(4+ 5,и))"Ь(1Ди)). Замкнутые полузамкнутые и откры­
тые интервалы кз Ю, ~>) далее будем называть просто интерва­
лами. Есл.<: 3;, , 3^-два интервала, и Для любых с е \ , 
выполняв: я п. < Ь , то будем писать \ ^3^. В дальнейшем 
используем обозначения * 1и:и=5*1,ьеЗЛ и ( 3^-б(^(1)Д <= "3"). 

т . е . - наименьшая б - а л г е б р а подмножестз пространства 
Е , относительно которой для каждого 2(1.) измерима. 

Определение. [ 1 ] , [ 2 ] . Отображение М ^ о З у - г ^ Д Н ) , 
где З'-интервал из [ 0 , ~0 , а> , назовём мультипликатив­
ным операторным Функционалом от марковского процесса ±. со 
укачениями в (м .о .ф. о т ( 2 , Н ) ) , если 

1) для любых интервалов 3^, & таки; , что \ * \ и 
% интервал, и всех г & Е 

2) для любых интервалов З ' С ^ ' * ) и К * Н отображение 
и ) ь » М С ^ и ) ) ^ • ^-измеримо ; 

3) для любых интервалов 'З'сЮ, =°) , (; >0 , г е Е 

4) для любой монотонно возрастающей (убывающей) по-
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следовательности интервалов объединение ( п е ­

ресечение) которых равно Ъ , и для каждого г е Е 

Р Л 3 - ^ М ^ п ^ ) = М ( ^ ^ ] - 1 ; 
5) для любого г ^ Е Р Д Ш о У . ^ Ы ] = 1. 
Рассмотрим (1 -мерный полумартингал 

Х ' 1 * ^ ^ , - • • , ^ ч ) , х > 0 ] относительно возрастающего непре­
рывного справа семейства б -подалгебр { . ^ Д >0} на вероят­
ностном пространстве ( Л , 1 * , Р ) . Определим случайную точечную 
меру р на борелевской б" -алгебре подмножеств множества 
( 0 , 1 ) * Р^ч 10} ( в дальнейшем она обозначается через 
Е> «0Д ] * # 4 [ о ] ) ) формулой 

• рссиьп-5:влгии-хи_), г е 5ьсц чЮ)),о<54-ь. 
Пусть П1сИ,и.у) - дуальная предсказуемая проекция случайной ме­
ры р ; определим маотингальную меру о, формулой 

Известно, что полумартингал Л однозначно представим в виде 

А а = 0 » А -предсказуемй относительно [ ^ Д > 0 } процесс, 
который на каждом конечном интерзале времени имеет п.н. ко ­
нечную вариацию, х с -непрерывный локальный мартингал, где 
х 0 * 0 . Случайная мера П и предсказуемый процесс 4< вместе 

с матрицей В - II В^Ё взаимных характеристик В>^=<х , х й > 
1 * 1 , ^4 с! локальных мартингалов х 0 1 - и х^ образует три­
плет'характеристик (<(., П, В ) тюлумартингала X . 

В монографии [ 3 ] был введён класс ^ о с ^ * ) отображений 
•^(«ДЛ): &их[0, — > Ц , для которых можно определить с т о ­

хастический интеграл по непрерывному мартингалу X (см. 
с 4 2 ) , а также клас° Б 1 о С ( ^ ) отображений 

< ^ А 1 , 1 ) : * [ 0 , °о)*Р ( 1 ч1о] » в » Д Л Я которых м о т а -
определить стохастический интеграл по мартингальной мере 
(ем. с 9 8 ) . Пусть И " » Н ) ( 6 1 0 С Ц , Н ) ) - класс о т о ­
бражений А ( ^ Д > П - [0, - о ) ^ ^ ( Н , Н Х Ь ( О ) Д , Х У Л Х [ 0 , - ) ^ К % ) - > 
таких, что для каждого ортонормированногб баэиса , 
в Н и любых кД > 1 справедливо 

Для ^ ( Д х ^ э Н ) определим |А(»)Лх^ как оператор!^ ) 
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семейства 1(Н,Н) , дхя которого при всех к,? > I имеет 

место равенство <€ 14(̂ К »Ъ >» \< АОЭДх,^ > А * ? . 

Аналогично, для Ъе б ^ ^ Н ) определим 1 Д ЬСь.^оЛА^сЦ') как 

оператор 1̂ (1) * ^(н,Н) , для которого при всехкД>1 справед-

Обозначим черва ВСРгЧ^Н) семейство всех ограничен­
ных билинейных отображений 8 й *• Н в И . Если выбраны ортонор-
миро ванные базисы в Р^и Ч , тогда каждый О е В(Я* Н,Н) можно 
определить с помощью семейства вещественных чисел Э-щ , где 
{с^сА, я *с,1>1 . Зафиксировав ^ , мы получим матрицу 

М* » Й М ^ в | » и ,1*1 , которой соответствует некоторый 

(У е Д(Н,Н) - Опредедкм взаимно однозначное отображение 

&* ВОГч^Ф^ЭДМЙ с помощью формулы 5 (0X5 , (0 ) , . . ^ « Й , 
г д е О ^ В С Я ^ Н ^ ) . 5^ . ( У , ул,...,а. 

В дальнейшем рассмотрим б. -мерные полумартингалы X 
с хирактерастюгамм х 4 И а Ь О » Ь , В г - Н 0 О < А 5 и П({0,1ЬГ) г 

Ь ^ О с Ь , где г > 0 , Г е й С ^ Щ и,>Ы),*>а 
Ори таких условиях X является процессом Йто с марковским 
свойством относительно Е ^ о ! ; триплет (Л , А,51) в втом 
случае : авывается локальными характеристиками процесса Иго X 

Пусть I _ : В а ' - *Н ,^ -й (Н ) измерима, и 

вир 1 а - класс дважды непрерывно дифЪерен-

цяруешх функций нз . 
Теорема, Пусть М((0Д]) _ м.о.ф. от (Х ,Н) , где 

X - процесс Иго с локальными характеристиками 

< .АС**), 2 и 5 т Йу) ) и для любых Ф;е[0, -с) , ^а 

Г., ! М ( « )ДТ) »< *> - % • 
Пусть для каждой I е Е * „ 

(.-1С " И ' 
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где ВДЫШ&М), а й а д - . & С О Д ; 1-1,...,А, . " 

ции со значениями з . ^ ( Н , Н ) т" .кке, что 

Тогда М((0,1]) прйдстаэим в виде решения с т о г >сти « е с -
кого интегрального.5'равяенич , 

Приведём узловые моменты доказательства теоремы» В 
нем существенно используется часть теоремы ( 1 . 1 . 3 ) работы 

1 2 ] , в которой утверждается , что для дйул огрь№.«енньх по 
норме ы.о.ф. от (Х,Н) Мг и М а при любых х е Я1*" г 1 е ( 0 , - = ) 
йс1М1((0,Ш-М^((ОД])-1 , если совпадают их полугруппы 

математического ожидания. Полугруппа математ:г :зского ожзда-
нкя Т ( 0 на 1_ Л определяется формулой ( Т (О $ О 0 » ^ М(№&1)$0ф\ 
г д е $-6 I « , , х € к5 ••• М - » - о - ф . от (Х, 'И) . Известно также-, 
что полугруппы Т 4 ( I ) V. \{Ъ совпадают на 1_ОО , если о п р е д е ­
лены и совпадают их и^книтезимальные операторы на н е к о т о ­
ром всюду плотном множестве , например, на . 

С по;.;ощыо формулы Кто потно вычислить инрпнитезималь-
ный оператор на полугруппы математического ог.идлнпя 7 ( * ) 
для ы . о . ф . от (Х,Н) , который сия сконструирован э следствия 
1 работы 1.4]. Оказываете.-, что о » равен правой! части р а -
зенстеа ( я ) . Теперь, воспользовавшись методами теории полу­
групп, "можно вывести дг.нную теорему. 

3 [ 2 ] были найдены достаточные условия предетазимеети 
« . о . ; . , от (Х,Н) з виде решения с т о х а с т и ч е с к о г о интегрального 
уравнения з случаях , когда X - винеровений процесс и когда 

X - консервативный регулярный скачкообразный марковский про­
ц е с с . В обоях этих случаях применима Й теорема данной р а б о ­
ты, так как соответствующие процессы являются процессам Иго 
с .марковским свойством . 

В с л у ч а е , когда X винроовский п р о ц е с с , используя т е - • 
орему настоящей работы, можно показать , что теорема 4 . 1 . . 4 . 
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работы [ 2 ] остаётся в силе и без условия: 

ЬяЕ к11М ( (0 ,Ы . ] ) -М (0 , « ) .в , '3 , 0 равномерно по эи Я 4 . 
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УДК 513.83 
О кружевных топологических группах. 
Брегман Ю.Х„, с . 3 - 9 . 

Изучаются некоторые свойства кружевных топологичес­
ких групп ( т . е . топологических групп, пространства которых 
являются кружевными). В частности, получены критерии метри­
зуемости таких групп. Приведены примеры неметриэуемых кру­
жевных топологических групп. Библиограф. - 16 назв. 

УДК 513.881 
Об одном способе перенормировки пространств. 
Гольдман М.А., с .10-13. 

На норм про ванно;.; пространстве строится полунорма, 
определенным образом связанная с данной нормой. Рассматри­
вается оператор вложения первого пространства - нормиро­
ванного на второе - полунормированное. Устанавливается одно 
необходимое и одно достаточное условие полной ограничен­
ности этого оператора. Библиогр. - 2 назв. 

УДК 513.881 
Об условиях конечномерности пространства нуль-элементов л и -

•нейного оператора в отделимых локально выпуклых простран­
ствах. 
Дергунова_ Н.А. , с . 14-15. 

Доказано, что для конечномерности пространства нуль­
элементов линейного оператора, действующего в отделимом Ло­
кально выпуклом пространстве, необходимо и достаточно, чтобы 
етот оператор был представим в виде сум;ы обратимого и-ком­
пактного операторов. Данный результат обобщает аналогичное 
утверждение, доказанное автором ранее для случая банаховы 
пространств. Библиогр. - 3 назв. 

УДК 517,943 

Разрешимость задачи Ноши для почти линейного гиперболичес­

кого уравнения с функциональными и алгебраическими нели-

цейноСТЯИй. 
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Козьыина Е .С . , с .16-25. 

Методами теории линейных полугрупп и априорных 
оценок исследуется разрешимость задачи Коши в гильберто­
вом пространстве для почти линейного дифференциального 
уравнения гиперболического типа с операторной нелиней­
ностью. Устанавливаются условия., при которых существуют 
локальные и глобальные решения. Полученные теоремы при­
меняются к уравнениям с Аункциональными к алгебраически­
ми келинсйностями. Библиогр. - б назв. 

УДК 517.941 
Об оценке норм возмущений при секвенциально компактной 
аппроксимации. 
Лабеев Б.И., с .25-30 . 

С помощью сходимости по норме операторных рядов по ­
лучены новые доказательства-основных теорем, касающихся 
устойчивости при секвенциально компактной аппроксимации 
( о . к . а . ) таких свойотв линейных операторов, как изоморф-
ность, относительная открытость и фредгольмовость. Иссле-
дуетоя также устойчивость некоторых свойств спектра пучка 
операторов при с . к . а . и приведено одно необходимое и д о ­
статочное условно с . к . а . Библиогр. - 4 назв. 

УДК 513.88 

0 некоторых условиях секвенциально компактной аппроксима­
ции линейных отображений к их сопряженных отображений. 
Левченко*; В .С . . с .31 -33 . . 

Получен ряд теорем, устанавливающих необходимые н 
достаточные условия секвенциально компактной аппроксимации 
линейного отображения и е го сопряхенного. Кроме то го , д о ­
казана устойчивость индекса фредгельмовых отображений при 
секвенциальна компактной аппроксимации сопряженного о т о ­
бражения. Библиогр. - 14 назв . 

УДК 513,83:517.941 
Приложение секвенциально компактной аппроксимации к реше­
нию линейных уравнении з произведении банаховых простран^.ть. 



Левченков В . С , о.40-44. 

Секвенциально компактная аппроксимация применяется 
для доказательства Существования решения линейных уравне­
ний в произведении банаховых пространств и сходимости к 
нему последовательности приблиюённых решений. Библиогр. -

5 назв. 

УДК 513,83 
Устойчивость некоторых свойств линейных операторов в топо­
логических векторных пространствах. 
Ливчак А . Я . , с . 45-60. 

Некоторые результаты об устойчивости свойств линей­
ного замкнутого оператора Б банаховом пространстве пере­
носятся на отделимые топологические векторные пространст­
ва, Р -пространства и пространства Фреие. Библиогр. - 13 
назв. 

УДК 513.83 
Колыбельная для маченького тигренка о неподвижных точках. 
Лиепиньш А . К . , с .61-69. 

Доказывается существование неподвижных точек для 
отображений в абстрактных пространствах с операторами за ­
мыкания. Библиогр. - 7 назв. 

УДК 513.63 
06 узких пространствах. 

Малыхин В.И. , с .70-76. 

Найдены некотог .те условия, при которых пространство 
не является узким. В предположении континуум-гипотезы по­
строено счётное регулярное узкое пространство. Библиогр . ' -
1 наев. 

УДК 513.83 

0 псевдохарактере подгрупп бикомпактных групп. 

Медников Л . Э . , с .77-79. 
Г4ЧМ) 

Доказано, что1М|«2, для подгруппы Н бикомпактной 

группы. Дпя л т б ы х л , б , 1 таких, чтоНпб*^' » !* % » А * 6 , 
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построена плотная в. §1 подгруппа мощности б и псевдоха­
рактера л. . Библиогр. - 2 назв. 

УДК 613.83 
Соотношения между классами почти метркзуемых, проективно 
метризуеыкх и 8 0-представимых топологических групп. 
Пестов Б.Р. , с .30-86 . 

Построены примеры почти метризуемой не проективно 
метризуемой топологической группы и топологического про­
странства, являющегося свободной суммой бикомпактов, с в о ­
бодная топологическая группа которого не Н 6 -представима. 
Библиогр. - 15 н а з Б . 

УДК 513.83 
Пространства очановского типа и к -пространства. 
Попов В .В . , с .87-53 . 

В работе исследованы условия, при которых пространст 
во замкнутых подмножеств данного топологического пространст 
ва, наделённое топологией очановского типа, является к-про­
странством. Библиогр. - 9 назв. 

УДК 513.83 
К теореме Чепыэна о дополнения. 
Рубанов И.С , с .99-105. 

В работе приведено элементарное (не опирающееся на 
теорию и -многообразий) доказательство известной теоремы 
Чепмэна утверждающей, что компактные Е -подмножества X и ^ 
гильбертово куба 0, имеют одинаковый шейп тогда и только 
тогда, когда гомеоморфнн их дополнения 6 N X иОлУ . Биб­
лиогр. - 3 назз . 

УДК _513.8с 

Об одном аналоге т еореш Пэли-Викера для метабелевых групп 
Севастьянов Л . А . , с .105-116. 

3 работе приводится доказательство аналога классиг 
ческой теореш Пзли-Зикера о преобразовании Турье в классе 
финитных бесконечно дифференцируемых функций на веществен-
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ных метабелевых группах Ли. Краткое сообщение об этом р е ­

зультате было опубликовано в предыдущем выпуске этого сбор­

ника. Библиогр. - 10 назв. 

УДК 517.929 

Функционал Ляпунова для периодических линейных дифферен­
циальных уравнений о последействием. 
Царьков Е.Ф. , Энгельсов Л . Е . , с .117-136. 

Для уравнений, указанных з заглавий, дается новый 
метод построения квадратичного функционала, положительная 
определенность которого необходима и достаточна для асимп­
тотической устойчивости уравнения, метод основан на реше­
нии дифференциального уравнения в пространстве мер. Для 
периодического уравнения, близкого к критическому случаю 
стационарного, получено конечное разложение функционала 
по отрицательным степеням малого параметра. Библиогр. -
10 назв. 

УДК 513.015.2:513.83 

Пространства неясности. 

Цирулис Я .П. , с.137-146. 

Пространство мелюсти - ото множество с заданным на 

нем трехместным отношением р , • удовлетворяющим аксиомам 

рхц.йурхьчь (#оЛг. читается как "ь лежит междуч и с " ) . 
3 работе изучается структура межностных пространств, а 
также- их естественная топология, з которой множество 
считается открытым тогда и только тогда, когда е У , ^Р+л, 
Зу^ ( > рх^4л^ц .^у (рхи , у ^ я е 2 1 ) ) • Рассматриваются примеры. . 
Библиогр. - 4 назв. 

УДК 513.83 

0 кру-тевном критерии метризуемости топологических^-пространств. 

Шостак А . П . , с . 147-152. 

Доказано, что для метризуемости -пространства не­

обходимо и достаточно существования в нем кружева специ-
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ального вида. Библиогр. - 11 наев. 

УГЩ 517.98 
О декомпозиции линейного оператора в локально выпуклых 
пространствах. 

Энгельсон Е .Л . , с .153-160. 

Изучается представимость данного линейшн'о опера­
тора В из & в Е в виде композиции некоторого замкнутого 
и сопряженного к нему оператора, когда локально выпуклое 
пространство Е не предполагается обладающим свойством 
Е с Ц с Е' , где Н - гильбертово, а Е' - сопряженное к Е 

пространство. Рассматриваются случаи счраниченного и не­
ограниченного оператора В . БиГшиогр. - 9 назв. 

УДК 513.88+519.21 
Гельфандовская компактификашш и двузначные меры. 
Щданок Л . И . , с.161-164. 

8 работе и з д а е т с я гельрандовская коыпактификация 
произвольного измеримого пространства. Доказывается экви­
валентность такого компакта множеству двузначных мер на 
данном пространстве в * -слабой топологии. Библиогр. - 5 
нг-зв. 

УДК 519.46 
0 Р 1 -многообразиях представлений алгебр Ли. 
Липянский Р.С. , -с .165 -169. 

Определяется понятие Р1 -многообразия представлений 
ал ебр Ли и докрывается , что нормализаторы полугруппы 
Р I -многообразий и полугруппы малых многообразий лиевских 

пар тривиальны. П; я вычислении этих нормализаторов сущест­
венную роль играет теорема 2, утверждающая, что $ * 9 явля­
ется Р1 -многоебрав нем тогда и только тогда, когда В - а б е -
лево. Библиогр, - 7 наян. 

УДК 519.21 
0 представимости мультипликативных операторчых '[ун::::::":мг­
ле в в виде решс-ний стохастический ичтетрчпыгнх урлвнчимЯ. 
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Оп з'Ьга'ЫПаЫе 1;оро1о21оа1 §гоирз. 
Вге^тап ,1и..Н., р.3-9. 

Тпе аийог в^исИев ргорегЪхев о! з'Ьга-Ыхл.аЫе "Ьоро1о-
2±оа1 (̂ гоирв (З-.е. Ьпро1од1са1 ёгоирэ Й;е арц-сев о? <л'ЫсЬ аге 
зЬга^ИхаЫе хп эепае о!" С.Вогёез). ЗресИМсаНу зоше сг!"Ьег1а 
?ог а в1;га1;хПаЬ-1е егоир Ье (г,е'Ьг12аЫе аге оЬ~Ьа±пе(1. Тле 
рарег сст-Ьахпа а1зо зоте ехатрХез 01" попл ;э1;г12аЫе в^га-ЬЦЧаЫе 
1юро1о§1оа1 ^гоирз. Г.ГЫ. - 16. патеэ. 

Он а те1"поа оГ с'папдхвд а попа 1п а зрасе. 
Со1сЗтап И .А . , р. 10-13. 

А пе'-г вет1погт 1ч йеГхпес! хп а арес1а1 гсау хп а погтей 
врасе. Тпе аи1;пог еЪисИев ^Ье орега-Ьог '.Уи_*.сЪ езЪ-ейа гЬе -Ххгзх, 
погтей зрасе хп-Ьо ±Ь.е аесопа, зет±погте<1 врасе. 1п ра2-1;1си1аг, 
а сопсЦ-Ьхоп 'нЫоЪ ±в ЪоЪЪ. песевеагу апс! аи?:Г±с1еп'Ь Гог.-Йиз 
орега^ог Ъо Ъе сотрасЬ хэ «в1;аЫхапеа. В1Ы. - 2 патее. 

А соп<1х1,хоп «Ьеп -Ьпе зрасе о± гегое1етеп1з а 1хпеаг орегаЪог 
хп НаивЛог!-!" 1оса11у сопжёх эрасеа 1в Й.пИ;е (1±тепзхопа1. 
Бегдипсруа Н.А., р.14-15. 

Неимение З .П . , с 170-176. 

В работе получены достаточные условия представимос­
ти мультипликативного операторного функционала М от & -мер­
ного марковского процесса Ито X со значениями в семействе 
ограниченных линейных операторов, действующих в гильбер­
товом пространстве г| , в виде решения сто.хаотического ин­
тегрального уравнения. Результат сформулирован на языке 
инринитезимального оператора полугруппы математического 
ожидания, соответствующей М . Библиогр. - 4 назв. 

— О — 
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ЪеЪ А Ъе ап орега1;ог ±п а НаизйогГ!' 1оса11у соп\-ех зрасе 
апй 1е-Ь Ж А) аепо-Ье "ЬЬе зе-Ь оГ а11 1+3 2егое1егаеп-Ьз ( 1 - е . -ЬЬе 
гегоз оГ А п 1ог зоые и 6 5 ; ) . ТХ 1а рго*-еа Ъпи-Ь х л е й±пепяхоп 
оГ Ж А ) 1 8 Ип11;е 11Т Л ±з а зию о! Ъао орега-Ьсгэ опе о? г.'пхсЪ 
1а осетрао-Ь апб. агюШег 1е ±ПУег1;1Ые. ТЪхз тЬеогет депегаИгес 
ап впа1оеоиз гезиГЬ оЪЪахпес! е а г П е г Ъу -Ьпе аиЪЬог Гог ЬЪе За-
пасЬ с а з е . Ы Ы . - 3 папез. 

ТЬе зохуаЪИх+у оГ 1;Ье СаисЬ.у ргоЪ1ет Гог '&е аиавх-1хпеаг 
ЬурегЬо1:.с есгаа-Ьхоп '."/х-Ш Шпс1;1опа1 апй а1§еЪга±с попИпеагхгхез . 
Козтхпа Е . 5 . , р .16-25 . 

Тпч 8о1уаЫ111;у о!" •ЬЪ.е Саис>.у ргоЫеш хп ННЬег'Ьзраое 
Гог а ^иаз^-1^пеа^ ЬурегЬоНс а±ГГсгеп1;1а1 е^иа'^;xоп \'!ИЪ. орега-
•Ьхопа! г.оп11пеаг1 "Ьу хз е^айхей. Тпе те1;Ьос1а изей пеге аге "ЬЬе 
опез оГ 1±пеаг зетх-бгоир "ЬЬесгу апй оГ аргхогх езтхиа-Ьез. Золе 

ослкЦ-Ыопз уйе!1 Госз.1 апй е1оЪа1 зсхиЪхопз ехгз-Ь аге Гоипй. ТЬ.е 
оЬ-Ьа±пей Шеогеиз а г е аррИей ±о й е е^а-Ыопд «х-ЬЬ Гипс1;1опа1 
апй а1§еЪгахс П "п1гпеагИп-ез. В х Ы . - б пашез-

Оп ез-Ыша-Ыоп о± погтз о$ рег^игЪа-Ыопз ипйег Оге зе^аеп-кхаНу 
сотрас-Ь арргоххшаЪхоза. 
1аЪ.ез ег 4 . 1 . , р.26-30. 

Ву "ЬЬе: Ье1р ,о^ погт с о ^ е г д е п с е о±' орегайог вегхез "ЬЬе 
аиШог оЪ'Ьаглгз пе'.'." ргооГз Гог "ЬЬе тахп -Шеогешз аоои1; "Ше а'Ьа-
ЫИ"ку о!" аоис ргорего ! е з о!" ххпеаг орега^огз ипйег "Ше зеоиеп-
1г1а11у сотрасх АРРГОХХЕА-Ьхох: ( з . с . а . ) . ТЬеге аге -ЬЬе ргорег'Ыее 

Ргой&оЗли, г;е1а^Ьге срепдеез, хаотогрйлезз атопд -ЬЬет. ТГпе 
ехаМЦ-Ьу с± аоае г.горег'Ыез о±" а Ъипй1е орегахогэ ипаег 
(Ъе : з . с . а . ±з а1зс ц-Ьийхей. В 1 Ы . - 4 пат е е . 

Оп зоте сопд.г1й.опз ±*ог а зедиеп'И.аНу сотрасЬ арргоххша-Ыоп о * 
1±пеаг тарр±дао апй -Ьпехг сопзида.-Ьез. 
Ьеубепког V . 5 1 , р . 31 -3 - -
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* Г А П В 1 О Г Е А Гог гпв сазе о!" вого цепега! з р : ^ е з . ЗЛЫ. - 13 

пат.'гэ. 

А сгаа1с—ЗОЕ.5 Гйг а ХЛ*-Ые гЛ.~ег о.цЪ ог. Г1 л ро!а*в* 

ЫерЛ** А . Н . , р . ' '1-69-

" 1'ае еххз1;епсе с? х~Лхеа роЛпЪа Гог варрЛпге 1Л> вЪв&Свв* 

врас М '-VI »Ь с1озиге орега-Ьогв Х З Р Г О У Е Й . . ВЛЪХ. - 7 лакез . 

Оп па г го » зрасез . 
^а]упхп V . ! . , р . " О - 7 6 . 

ТНе рарег соп1;а1пз ооше оопй±*±о:пв «Ъеп а *ороЮг;.\са1 

зрасе хз по* пагго.-;. Упйег *Ъе аэслзвр саоп оГ СН а соиг.*аЫв 

гееихаг пагго « врасе Лв сопз*г-ис *еа. ВхЫ. - 1 пате. 

Оп а рвеис1оспагас1;ег оГ зиЪггоира оГ сотрасг нгоирв. 

Меопхксг/ Ь. Е. , р . 7 7 - 7 9 . 

* 

ТНе рарег соп1;а1па зоте -ЬЪеогепз « Ы с К з^а-Ье песеэаагу 
апа аи?{±с±епЪ сопсиЛхопз Хог ъпе э . с . а . оГ а 1хпеаг шаррхпе 
апа 1-Ьз сопоида-Ье. Тпе з1;аЪх1х-Ьу о? хпаех Гог ?гесШо1ш таррхпйв 
ипаег з . о . а . оГ а соп^'ида-Ье таррхпд 1з оЪЪахпео., 1;оо. 
ВхЫ. - 14 пащеа. 

Арр11оа1;1оп о? А Е А И Е П 'ЫаНу сотрзск арргох±ша-е±оп -ко аоГге 
Ипеаг е^иаЪхопэ ±п а р го бис г о± Баг.моп зрасез . 
Ьеусепкоу У . 5 . , р .40-44 . 

ТНе йх1в* « П 0 е с? а В О К Ы . 4 1 9 Гог а Ипеа г еяиа1:1оп 1п а 
рго<1ас1: о Г ВапасН эрасеа хз еаЗДЫ1зЪ«й Ъу деапо оГ *Ьв з . о . а . 
МогеО".;г, 11; 1з впо.-.'л Ьо « 1Ыа эо1и*хоп сап Ъе Гоипа ас а 11тЛ* 
оГ а зезиепсе оГ арргоххпа*е аохи^хопз. ЗЛЫ. - 5 г.адез. 

ЗЬаЪИхЬу о!" зоте ргореггхез оГ Ийечг орега1;огз 1п -Ьора 1 .0510я1 
У Е С ^о г зрасез . 

Ыус&к А..1а., р .45-60. 

Зояа као-лп г е з и И э О О П С О Т Л П Я *Ье в'ЬаЪхЦ-Ьу оГ зоте ' 

р г оре гЯва оГ с1оаоа 1хпеаг орега^огз 1п Запаса зрасез аге 
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"Оп СЪартап' з сотр1еаеп-Ь •Йгеогет. 

ЕиЪапслг 1 .5 . , р.99-105-

Ап е1ехеп иах-у ргоо? ( х . е . а ргоох" У/пхоЬ Доев по* арреа! 

•Ьо -Йхе по-Ыоп ох а Ц. -тапд.Го1<1) о± Им '.-/еИкпо-.'.'п СНартап'а 

-ЬЬеогаа аооах. сотрХеаеп-Ь 1а ^хуеп. ВхЫ» - 3 патвз. 

Ап аоа1о@иг 01 ?а1еу-л'хепег -Ьпесгет 1"ог те1;аЪе11ап Ъ±е егоирз. 

8еУаз"Ь;)апслг Ь . А - , р. 106-115, 

ТЬе рире-г сопЪазпз "Ьпс ргоозС о2 Ш е апа1оеие о±" "ЬЬе ^ 
оХаззхс Рг1еу-^ 718пег -йеогеш оп Роигхег -ЬгапзГогта-Ыоп 1"ог С0 СБ) 
«п-зге й ав а г е з ! иегаЬаИап Хае г гоир . ( М з геаиГЬ « а в И г а . 
аппоишес хп 'еле ргеухоиа хззие хп 1981 ) . В х Ы . - 10 патев. 

З^арипоу'в Л и в - Ы о м ! 1аг рэгхойхс И п е а г ах1Гегеп+:1а1 ефаЫ--
опз «11;Ь ап ахЧег-ехТес-;: 

Сагкслг Е.Р-, йпдвДвОВ Ь.Ь'. , р.117-13">« 

Рог а виЪегоир М оГ а оотрас * егоир ЪЪ.е 1пе<5иа111;у 
1М|й 2. хз ргоуей. 1±". 0" а п й ? аге сагйхпахэ эа-Ызх'ухпз 

О! 6 ^ Л б 1° , 7У. 4 6" > Шеп а егоир м 1а сопз-Ьгис-Ьей во 
•ЬЬа-Ь. 1М1 - О , т Ь ( М ) . х аай М хз а йепве аиЪ§гоир о^ . 
В1Ы. - 2 патез . 

А сохшее-Ыоп ЪеЪ-.'ееп •Ь'пе с1аззез оГ ахтоаг те-ЬгхааЫе, р го -
^ес-Ыч-е!у ие*гх2аЪ1е апа Кд-х-ергезеп'ЬаЫе 1;оро1о§хса1 егоирэ. 
Рез.спг У . С , р .80-86 . 

Вл'о ехатр1ез аге сопз-Ьгас-Ьеа 1п Ша.е рарег. Тие П г а * 
опе хз ап аЗшоз1; теЪгхгаЫе 1;оро1о8хса1 егоир «ЬасЬ 1з п о . 
ргсдесгллгеху ие-ЬгхгаЫе. Ехе аесопй 1а а -Ьоро1оехса1 зрасе 
« М е г 1з а ахасге-се ипхоп о±" сощрас±а, Ъи* "Ше хгее 1;оро1о§хса1 
бгоир 01 тГпхэ зрасе хз по* И а - г е р г е а е п * а Ы е . В±Ъ1. - 15 патез . 

Осап-туре зрасеэ апй К - зрасе з . 
Роро*- "/.V., р .87-98 ; 

ТЬ.е сопйхихог.з аге з1га<1хеа ипйег *гМсЬ -(йе зрасе о? 
е1озес ваоя»*а о! - а §хуеп •Ьоро1озхса1 врасе ргоухйей « 1 й ап 
©сап--куре тюро102у хз а к - з р а с е . ВхЫ. - 9 патез . 
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Тпе рарег- соп-ЬаХпз а пем теШоа пом ±ог *Ье ециа-Ыопз 
шеп*±опеа хп -Ше *11;1е а аиаа\га*хе :1Еипс*хопа1 сап Ъе сопзЬгис-
*е<1 «пхап хз. р о з х * х у е 1 у ае*егт±пёа 1И *пе аоггезропа±п§ ечиа*х-
оп 1з з*аЪ1е, Тпе аи*п.агз а1зс оЪ *ахп Ше аесошроз±*хоп о!" 

а ±Цпс*±01ш1 1x1*0 пе^а-Ы^е аевгеез оГ а зта11 рагате*ег Гог а 

регхоахс. ечааиоп 'л/Нхсп 1а о1оае *о Й е сгх*1са1 саее оИ ап 
аи*опоаюив опе. В1Ы. - 10 патеа. 

В е & У е е п п е э в зрасез , 

СхгиНа ^ а . У . > р . 137-14б. 

Зу а оей^аеппеаэ зрасе « е ип<1бгз*апа. а эе* +.овеШег 

«•'1*п а . «шпагу ге1а*±оп оп 11; ае&хеХухпг *Ьв ГоПодахпв аххсша 

. ^ Х . ^ - » |и.О)У ; ^ ^ н ' - х ^ л р Х и / л х ^ - » рц.*у; « , 6 : ^ и ц л ^и Т 

V } 3 : а д * Л О Д л х * ц * ^ х и у у ^ С у у ( # о Ь С геаав ав Ь°1хее 
ЬеЪУееп а апа С ) . Тпе а*гис*иге ав » е 1 1 аа *пе па*ига1 *оро1оеу 
о± Ъе^лееппезз враовз аге в*иа±еа. ( А я е * II хе ореп 1п Щ а 
* о р о 1 о г у ц- У х е.II ^ в / х 3 ^ х ( р * у а л ^ и + у ( ] 5 х ц . и | - > а с и)), 
Зоте вхапф1еа а г е е ^ в п . В1Ы, - 4 пииез . 

Оп а э * г а * : Ш . е а оопах*1оп Гог гав*гхгаЪ±11*у ОИ *0ро1озхса1 

врасев. 
Зов*ак А . Р . , р . 1 4 7 - 1 5 2 . 

I * 1-е ргоува *па * а Т^ -враов хв т е * г ± а а Ы в ИТ 1*в * о -

ро1огу с а п Ьв а*га -ЫГ1еа { х п вводе-.о? 5,3. Я . Вогееэ ) 1 » а врес±. 

а1 у/ау. В 1 Ы ; - 11 пат ее . 

Оп аееошровх*хоп оГ а И п е а г о р е г а * о г 1п 1оса11у ао:рлгех враоее. 

Епеехвоп ^ е . Ь ; , р . 153-360; 

Ь е * В Ьв а З о о а Н у О О П У М С врав в а п й В» 1*в ваа^ив&*е . 

Тпе ех±8*епов оГ а Н11Ъаг* врав а Н ш о Ь *Ьа1Ь Ес -Не :Б» 1в по * 

а веши е а . Тпе р а р е г йаахе Ш * п -Цзв- ргоЪхвп « а в а в яхУвп И п е а г 

орвга*ог В :В ' 2 сап Ь е гвргвввп*вй ав а в « п р о в 1 * 1 о п о Г а о1оь 

орега *ог апа ооп^ивв*в . М Ы . - 9 яашев* 

СвИ'апа сотрао*хГхоа*1оп апа * * о ^ а 1 и е а твавигвв . 

Йаапок А ; 1 . . с . 1 6 1 - 1 6 4 ; 
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Тле Ое1Гапс1 сошрастаГхоа-Ыоп о!" а теаэигаЫе Ефи«е 1а 
д-6ий±ей. I » 1з ргчг/е<1 -кла* тМа оотрао-ЫГхоаМ.оп хз еаизлга1еп1; 
Ьо -Й1е эе1 оГ 1гяо-уа1иеа теазигез оп а §$лгеп зрасе епйо\7ей *И № 
! , Ь Й ж-'явак тюроХо^у. В1Ы. - 5 пагаеа. 

Оп РТ-уагхака-Оеа оГ Ы е а1@аЪга8 гергэвеп-Ьа-Ыопэ. 

мрЛапвк:у н : з . , р.165-169. 

Тпе по1;хоп оГ а Р1-уаг1а*а ,Ье о! ИЛ о а1е<эЪгаа гаргсвеп-
.аьЗопд хв йехапей. Л п о г т а И г а . о г о± а авшадгоир оХ ?1-уаг±а-Ьа-
•кеа апй а погааИааЬог а веюхегоир о? зтв11 уагха-Ьа-Ьза оГ 
И е рахгв аге аЬоут -Ьо Ье г г ! г ± а 1 . Тпа ргоо? оИ т.пеое Г?лс Ьа 
еввеп-кхаНу ге11еэ оп -Ьпеогега 2 \тЫо1г вЪа1:еа 1;Ьа1; Ых В 1а а 
РТ-уатха-ЪаЪе ±И В 1е аЪа1. В1Ы. - 7 патез» 

Оп -Ьпе гвргеаеп-ка'й.оп о{ |ш11;1р1±с&1;1\ге орега'ког 1ипо-Ыопа1з 
на зо1ц-М.опа о? ат.ооЬа8*хо г п . е з г в ! вчпа1;1опз. 

ИехгааШв У.Р., р.370-174. 

Ив сопэ1аег а <Ь-а±шепэ1опа1 I Ьо ргосеез X тсх-ЪЪ -Ыю Метко-/ 
, гсрегЪу апй а ти1 «1р1±оа1;1уе орега1;ог ?ипо-И.опа1 М о$ зисЬ а 
ргооевв »г±*Ъ уа1г зв 1п Йае оо11ео1аоп о!" Ъоипйей Ипеаг орегаЪогя 

мвхЧпеа оп -Ьпе Н И о е г * зрасе Н. З и т с х в п . сопаа-Ьхопа аге Липа 

Гог «1в гергвввП'Ьа-Ыоп о ( I аа а во1и*1оп оГ а вЪосНаэ-Ыс 1п-

*еега1 ечиа-Ыоп. Тпе геви11; 1в *огти1а1;еа 1п 1;егш8 оГ * о 1п-

Ш и Ь*з:1та1 орага-Ьог Тот е:хреа*а*1оп а«т»±егоир о ! М. 
В1М. - 4 патев. 


