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ANOTACIJA
Saja darba ir aplikoti kvantu vaicdjosie algoritmi Biila funkciju rékinasanai. Apskatitas
problémas ir ciesi saistitas ar uzdevumu uzkonstruét efektivu kvantu algoritmu patvaligai Bula
funkcijai vai funkciju kopai. Petljuma meérkis ir atrast kvantu algoritmus ar eksaktu sarezgitibu
mazaku par determinétu. Darba ir aprakstita jaunu eksaktu algoritmu kopa ar kvantu

sarezgitibu divreiz mazaku par determinétu. Darba ir aprakstitas divas plasas kvantu algoritmu

ar ierobezotu kltidu kopas: algoritmi ar sarezgitibu D(f) = 2n pret Q,,,(f) = [g—‘ , kur 2n ir

Bila funkcijas mainigo skaits, un algoritmi ar sarezgitibu D(f) =3n pret Q,,,,(f)=n,kur 3n

ir Biila funkcijas mainigo skaits. Ipasa uzmaniba ir pievérsta kvantu jaukto stavok]u jédzienam

ar ceribu uzlabot iesp&jamu kvantu algoritma sarezgitibu.

Atslégvardi: kvantu vaicajosais algoritms, kvantu sarezgitiba, determinéta sarezgitiba, Biila

funkcija.



ANNOTATION

The problem discussed in this work is related to search for Booleans function with
deterministic complexity higher than quantum. It is not a trivial task to design an effective
quantum query algorithm for an arbitrary Boolean function. Main purpose of the research is
to find quantum query algorithms with exact quantum complexity lower than deterministic
one. The work presents a set of new exact quantum algorithms with quantum complexity 2

times lower than deterministic. Moreover, there are two sets of bounded-error quantum

algorithms described: algorithms with complexity D(f) = 2n versus Q;,,(f) = [g—l for 2n -

variable Boolean functions, and with complexity D(f) = 3n versus Q,,,,(f)=n for3n -

variable Boolean functions. Huge attention has been paid to quantum mixed states with a hope

to enlarge quantum and deterministic complexity gap.

Key words: Quantum query algorithms, quantum complexity, deterministic complexity,

Boolean function



AUTOREFERATS

Sis darbs sastav no ievada, teorétiskas dalas, pétijumu rezultatu apraksta, nobeiguma
un literattiras saraksta.

Darba ir méginajums precizét jau zinamus Bila funkciju sarezgitibu noveértéjumus un
nosacijumus, pie kuriem Biila funkcijas kvantu sarezgitiba biitu ievérojami mazaka par
determinétu. Tika aplukoti dazadi Bila funkcijas skaitloSanas modeli- determinéts, varbiitisks
un kvantu vaicajoSsie algoritmi. Ir izpé€tits jautajums par kvantu sist€émas jaukto stavoklu
ietekmi uz kvantu vaica@josa algoritma sarezgitibu salidzinajuma ar Bila funkcijas determin&tu
sarezgitibu. Pétljumu mérkis bija izstradat un prezentét efektivus jaunus kvantu algoritmus
Biila funkciju kopai. Sim noliikam tika izpétitas vairakas gramatas un raksti par §o tému.

Darba ir precizi aprakstita autora izdomata kvantu eksakto algoritmu kopa ar kvantu
sarezgitibu Qg (f) = D(f)/2, kas atkarto PARITY funkcijas determinétas un kvantu sarezgitibu
starpibu.

Darba ir aprakstiti kvantu algoritmi ar ierobezotu kliidu:
- algoritmu kopa ar sareZgitibu D(f)=2n pret Q4,,(f )={5—‘, kur 2n ir Bila funkcijas

mainigo skaits, bet Q3,4 nozime, ka pareiza atbilde paradas ar varbiitibu ne mazaku par 3%
- divi dazadi kvantu algoritmi Biila funkcijai EQUALITY3 no 3 mainigajiem: funkcijas
vertiba ir 1 tad un tikai tad, ja visu argumentu vertibas sakrit. Viens panémiens dod

algoritmu ar sarezZgitibu Qy,, (EQUALITY,) =1 un cits panémiens lauj uzkonstrugt
algoritmu ar sarezgitibu Q,,,,(EQUALITY,) =1 pret D(EQUALITY3) = 3 .
- algoritmu kopa ar sarezgitibu D(EOX3,) =3n pret Q,,,,(EOX,,) =nvai Qq,,(EOX, )=n

kur 3n ir Biila funkcijas mainigo skaits. Algoritma pamats ir funkcijas EQUALITY ;
algoritms.
- algoritmu kopa ar sarezgitibu D(TANDy, ) = 4n pret Q34(TAND,,) = n, kur 4n ir Bila
funkcijas mainigo skaits. Algoritma pamats ir funkcijas EQUALITY; algoritms.
Ipasi uzmanigi ir izpétita iesp&ja vél uzlabot kvantu algoritma sareZ&itibu ar jaukto stavok]u
palidzibu. STm noliikam tika kartigi izstudéts kvantu jaukta stavokla jédziens, nodefingts
jaukto stavoklu kvantu vaicajosa algoritma jédziens. Ka p&tijumu rezultats ir noformuléta un
pieradita teoréma par neiesp&jamibu uzkonstruét eksaktu kvantu algoritmu ar Qg(f) < D(f)/2 2-
kubitu kvantu sistémas gadijjuma.
Darba rezultati ir publicéti raksta, ar kuru autori piedalisies pasakuma ,,Workshop on
Probabilistic and Quantum Automata, July 7,2007, Turku, Finland” (Informacija ir pieejama

majas lapa http://www.math.utu.fi/projects/d1t2007/pga/ )
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IEVADS

Algoritmu sarezgitiba ir datorzinatnes nodala, kuras mérkis ir noveértét dota skait]oSanas
uzdevuma sarezgitibu, noskaidrot skaitloSanas ilguma apaks$€jas un augs€jas robezas.
Diemzel, daudziem praktiski pielietojamiem uzdevumiem cieSas robeZas nav zinamas.
Risinat vienkarSaku problému un rezultatu pielietot gritakas problémas risinajumam- ir
panémiens sareZgitu uzdevumu risinasanai. Nemot véra tadu piegajienu, vispirms tika izpé&titi
vienkarsakie skaitloSanas modeli. Par tadu var saukt lémumu koku, kura uzdevums ir atrast
Biila funkcijas £:{0,1}" —{0,1} vértibu, vaicajot mainigo vértibas kada noteikta seciba. S1
algoritma k-tais vaicajums var bt atkarigs no k-1 iepriekS€jiem.

Determingtas funkcijas f sarezgitiba ir minimals vaicajumu skaits. P&tot funkciju, tas
determin&to sarezgitibu salidzina ar kadu citu, piem&ram, ar varbiitisku vai kvantu.
Determinéta algoritma sarezgitiba ir vienada vai lielaka par kvantu algoritma sarezgitibu
visam Biila funkcijam. Tas nozimé, ka funkcijas rékinasana kvantu algoritmam var biit

svarigas priekSrocibas salidzinajuma ar determinéto.

Darba mérkis ir atrast tadas Biila funkcijas, kuram determinéta algoritma sarezgitiba D(f) ir
ievérojami lielaka par kvantu Qg(f). VElme uzlabot kvantu algoritma sarezgitibu pasreiz
nozimé atrast Biila funkcijas ar Qg(f)<D(f)/2. Saja joma diezgan vaji ir izpétiti kvantu
algoritmi kvantu jaukto stavok]u sisteéma, to prieksSrocibas un trukumi.

Iterétas Biila funkcijas, tas ir Bula funkcijas tipa f(f(), f()), nedod labus kvantu algoritmus,
tapéc jacenSas mekl&t originalas funkcijas. Viss aprakstitais ir méginajums virzities taja joma.
PaSreiz pasaules rekords ir Biila funkcija PARITY no 2n mainigajiem: determinéti vajag 2n
jautajumus, bet kvantiski pietiek ar n jautajumiem un ir pieradits, ka ar (n-1) jautadjumiem
nepietiek.

No otras puses, ja determinéti vajag n jautajumus, tad kvantiski nevar ar mazak, neka
kubsakne no 7 jautdjumiem, jo ir pieradita sakariba D(f) < 16 Qg(f)’[3].

Magistra darba mérkis ir dzilak izpétit funkcijas sareZgitibas novértéjumus un sakarus starp
tiem, un, pec iespgjas, atrast visparinatu papémienu eksaktu kvantu algoritmu konstru€Sanai

patvaligai Bila funkcijai.

Magistra darbam ir sekojoSa struktira:
Nodalas 1. — 4. ir teorijas izklasts, kura ir nepiecieSama pétijumu rezultatu saprasanai un
novertesanai.

Nodalas 5. — 8. ir aprakstiti autora rezultati.



5. nodala ir prezentéta efektivu eksaktu algoritmu kopa daudzargumentu Biila funkciju
rékinasanai ar sarezgitibu Qg (f) = D(f)/2, ka ari dazi citu algoritmu piemeéri.

6. un 7. nodalas ir veltitas kvantu vaicajoSiem algoritmiem ar ierobezotu kludu, piedavatas
algoritmu kopas lauj ar mazu kliidas varbiitibu samazinat kvantu vaicajumu skaitu
salidzinajuma ar eksakta algoritma nepiecieSamu vaicajumu skaitu. 6. nodala ir prezentéta 3-
argumentu Biila funkcija EQUALITY 3 ar determinétu sarezgitibu D(EQUALITY;) = 3 un divi

atskirigi kvantu algoritmi funkcijas rékinasanai ar sarezgitibu Qy,, (EQUALITY,) =1 un
n
Q,,10(EQUALITY,) =1. Ka arl ir prezentéta algoritmu kopa ar sarezgitibu Os4(f) =|7§—‘ pret

D(f) = 2n.

7. nodala ir piedavati panémieni(un defin€tas algoritmu kopas ilustracijai), ka uzkonstruét
sarezgitaku algoritmu (liclakai mainigo kopai), nemot vienkar§ako par pamatu.

8. nodala ir méginajums pieradit, ka jaukto stavoklu sistema nevar uzbuvet eksaktu algoritmu
ar kvantu sarezgitibu mazaku par D(f)/2, tas ir uzlabot funkcijas PARITY rezultatu. Ir

apliikots privatgadijums 2-kubitu kvantu sist€mai, kuram $1 hipot€ze ir pieradita.

Dalgji darba rezultati ir public@ti raksta, kur§ pienemts pasakumam ,,Workshop on
Probabilistic and Quantum Automata, July 7,2007, Turku, Finland”

(Informacija ir pieejama majas lapa http://www.math.utu.fi/projects/d1t2007/pga/ )




1. PAMATIEDZIENI
1.1. Bula funkcijas

Definicija 1. Bila funkcija ir visur definéta funkcija f :{0,1}" —{0,1} . Funkcijas f
arguments x{0,1}", x=x;...x, , Kur ar x; apzZIme x i-to bitu. x Heminga svars Ix|ir x;=1 skaits.
Ja ar S apzim& mainigo indeksu kopu, tad x> ir ievads, kuru ieglst, mainot katra x; , i€,
vertibu uz pretéjo (0 uz 1, un otradi). Ja S={i}, t.i. kopas S elementu skaits ir 1, tad raksta
vienkarsi x' . Pieméram, ja
x = 0011, tad x'**' = 0101 un x* = 0010. Funkciju f sauc par simetrisku, ja f{x) vertiba ir
atkariga tikai no Ixl.
Simetrisku funkciju pieméri:

® OR,(x) =1 tad un tikai tad, ja Ix| > 1

® AND,(x) =1 tad un tikai tad, ja Ixl =n

® PARITY,(x) =1 tad un tikai tad, ja lx| ir neparskaitlis

® MAIJ,(x) =1 tad un tikai tad, ja Ix| > n/2.

1.2. Funkcijas jutiba pret viena vai dazadu bitu izmainam
Jutiba pret viena vai dazadu bitu izmainam nosaka, cik jutiga ir funkcijas f vertiba pret
izmanam ievada.
Definicija 2. Funkcijas f jutiba pret ievada x viena mainiga izmainu s,(f) ir mainigo x; skaits,
kuriem f(x) # f(x"). Funkcijas f jutiba s(f)=maxs(f).
Definicija 3. Funkcijas f jutiba pret dazadu ievada x mainigu izmanu bs,(f) ir maksimalais
skaitlis b , tads, ka eksiste netuk3as kopas Bi,...,By , Vi,j(i # j = B; NB; =@), un f(x) # f(x").
Netuksas kopas By,...,By sauc par ievada x atdalitiem jutibas blokiem. Funkcijas f bloku
Jutiba ir bs(f)=maxybs.(f). (ja f ir konstante, defing s(f)=bs(f)=0.)

Jutiba ir bloku jutiba ar bloku B; apjomu vienadu ar 1.

Teoreéma 1.[4] Ja x nesatur fiktivus mainigus, tad

1 1 1
s(f) Silogz(n) —Elog2 logz(n)+5 .



Teoréema 2.[2] s(f )< bs(f) <n.

Pieradijums. Ievada x atdalitie jutibas bloki ir B,,...,B . Ja visi Bj ir kopas ar apjomu 1,

bs, (f)

tad s(f)<n un bs(f)<n ,tad s,(f) ir jutibu bloku skaits :

s.(f)=[{B|=11B,€ (B,...B, )| <bs.(f) .

Lemma 1.[2] Ja B ir minimals jutibas bloks ievadam x, tad |Bl < s(f) .

Pieradijums. Ja maina vienu no B-mainigajiem ievada x", tad funkcijas veértibai jamainas no
f(XB) uz f(x)(citadi B nav minimals), tap&c f ir jutiga pret katru B-mainiga izmainu ievada x5,
Tatad, IBl <sxg (f) <s(f) .

bs(f) apak$€ja robeza nav zinama, ja f nav konstante. Pastav hipotéze, ka bs(f) € O( ().
Teorema 3.[2] Ja f(0)=0 un katram x, tadam, ka Ixl=1, f(x)=1, tad s(f)=n.

Pieradijums. Pienem, ka f(0)=0, f(x)=1 katram x ar Tpasibu Ix|=1. Mainot jebkuru bitu nulles
ievada, ieglst x tadu, ka Ix|=1. Tatad, funkcijas vertiba mainas uz katra nulles ievada bita

izmainu, un f(Oi) # £(0).
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2. VAICAJOSIE ALGORITMI

Saja nodala tiek defin&ts lémumu koka jédziens determinétiem un varbatiskiem algoritmiem.

2.1. Lemumu koks. Determinéts algoritms
Definicija 4. Lemumu koks ir algoritms, kurs$ rékina kadu funkciju f(xj, . . ., xn), uzstadot
jautajumus par x; veértibam.
Lémumu koka sarezgitiba ir maksimalais uzdoto jautagjumu skaits. Funkcijas f{xy, . . ., xn)
lémumu koka sarezgitiba ir optimala Iémumu koka, kurs rékina funkciju f, sarezgitiba.
SkaitloSanas teorija apskata dazadus skaitloSanas modelus: determinéts, nedetermingts,
varbiitisks. Pastav 1émumu koki katram modelim.

Definicija 5. Determinéts algoritms ir algoritms, kura riciba un gala rezultats ir pilnigi

atkarigi no ievada. Tas nozimé to, ka katram ievadam algoritms izdod noteikto rezultatu katru

reizi, kad satiek to ievadu.
Definicija 6. Determinéts lemumu koks ir sakartots binars koks T, kuram katra ieks€ja
virsotne satur patvaligo mainigo x; , un katra lapa satur O vai 1.

Piem@ram, att€la 1 ir determinéts lémumu koks 7-mainigo funkcijai:

1. att. Determinéts lémumu koks funkcijai no 7 mainigajiem.

Katram ievadam xe {0,1}" Iémumu koka vértiba tiek aprékinata sekojosi:
1. sakt ar sakni.
2. apstaties, ja sastop lapu. Koka rezultats ir lapas vertiba.
3. javirsotne nav lapa, tad prasit mainiga X; vertibu, kuru ta satur.
4. jax;=0, tad rekursivi aprékinat kreiso apakskoku.
5. jax;=1, tad rekursivi aprékinat labo apakskoku.

Koka apstaigasanas piemers ir att€la 2:

11



2. att. Determinéta Iemumu koka apstaigaSanas piemers.

Ievads x = x;X,...X, determinéti nosaka gala lapu, tatad ar1 aprékina rezultatu.

Definicija 7. Saka, ka lemumu koks aprékina f, ja lémumu koka aprékinata vértiba ir
vienada ar f{x) visiem xe {0,1}". Ir acimredzami, ka patvaligas funkcijas f apréekinasanai
eksiste dazadi lemumu koki.

Koka sareZgitiba ir ta dzilums, tas ir vaicajumu skaits sliktakaja gadijuma. Misu pieméra
(attels 2) ir 7-argumentu funkcijas determinéta Iémumu koka sarezgitiba ir 3.

Definicija 8. f determineéta lemumu koka sareZgitiba D(f) ir optimala determinéta Iemumu

koka dzilums, kurs aprékina f. Seit optimals koks nozimé minimala dziluma koku.

2.2. Lemumu koks. Varbiitisks algoritms
Varbitiska algoritma galvena 1pasiba ir sekojosa: Skautném, izejoSam no vienas virsotnes, ir
iespejams pieskirt varbiitibu, bet ir jasaglaba nosacijums, ka no vienas virsotnes izejoso
Skautpu varbiitibu summa neparsniedz 1. Kaut gan §1 summa var biit vienada ar 0, kas ir
lidzvertigs situacijai, kad virsotnei nav izejoSo Skautnu, pieméram, 3. attéla ir funkcijas OR

varbutisks lemumu koks:

3. att. Varbatisks Iemumu koks prieks funkcijas OR.

Varbiitiska 1émumu koka vértiba tiek aprékinata ar noteikto varbiitibu.

Pastav divi varbutisku Iémumu koku konstru€Sanas veidi, ekvivalenti sava starpa:

¢ Pirmkart, ir iespgjams pievienot kokam virsotnes, kuras ,lai pienemtu lémumu, pa kuru
zaru iet talak, met moné&tu. Kad izkrit erglis, rekursivi aprékina labo apakskoku, un kreiso
apakskoku, kad izkrit raksts. Ievads x vairs nenosaka precizi, kura lapa bus sasniegta, bet

inducé varbutibas sadalijumu pie visas koka lapu kopas. Tatad, koks dod rezultatu O vai 1
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ar noteikto varbiitibu. Algoritms att€la 4 aprékina funkcijas OR vértibu, tas vienmér dod
rezultatu, bet tas var biit aplams. Ja x; = x, = 0, tad Tstais rezultats O producéts ar varbiitibu
4. Visos citos gadijumos, kad funkcijas veértiba ir 1, pareizais rezultats 1 tiek sasniegts ar

varbiitibu p =1/4 + Y2 = 2/3.

bal—
Lol
[

Y 4N

7 m o«

4. att. Varbatisks Iémumu koks prieks funkcijas OR.

Koka sarezgitiba ir vaicajumu skaits sliktakajam ievadam un ta sliktaka varbiitiba. Ar
attela 4 koku funkcija OR tiek aprékinata ar 1 vaicajumu ar varbiitibu vismaz % .

Otrkart, ir iesp&jams noteikt varbiitibu sadalijumu p starp determinétiem l€mumu kokiem.
(Tadi ir piemérs no att€liem 3 un 5) Apzimé&sim ar T={T},...,Tx} dota varbiitiska [émumu
koka determin&tu apakskoku kopu. Atbilstosi varbiitibu sadalijumam L, izv€las zaru, pa
kuru iet. Aiziet pie Tj, noverte to ka determin€tu Iémumu koku. Tipiski $o gadijumu
raksturo piemérs no attéla 5. Tas ir varbiitisks lémumu koks, kurs rékina funkciju
MAJORITY (x1,X2,x3). Funkcija MAJORITY dod 1, ja vieninieku ir vairak starp x;, neka

nullu, un O pretgja gadijuma.

5. att. Varbatisks Iémumu koks priek$ funkcijas MAJORITY.

S1 veida varbitiska 1émumu koka sarezgitiba ir T; dzilums, kur T; ir kopas T dzilakais
koks, kuram p(T;)>0. Pieméra 5 koka sarezgitiba ir 3, Sis algoritms ir eksakts, jo

jebkuram ievadam tas dod pareizo rezultatu ar varbiitibu 1.

Definicija 9. Saka, ka varbiitisks lémumu koks aprékina Biila funkciju f ar ierobeZotu klidu,

ja visiem xe {0,1}" koka novértéjums ir vienads ar funkcijas f{x) vértibu ar varbutibu vismaz
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1540. Ar R(f) apzZimé optimala varbitiska Iémumu koka sarezgitibu, kur§ aprékina f ar

ierobezotu kladu.

2.3. Lemumu koka sarezgitibas noveértéjums
Sarezgitibu méri, kuri tika aplikoti iepriek$&ja nodala, ir cieSi saistiti ar funkcijas f dazadu
modelu 1émumu koka sarezgitibu. Sarezgitibas novertéjumam kvantu un varbitiskam
modelim ir tris gadijumi atkariba no ta, cik liela kltida ir atlauta: nulles, vienpusiga un
divpusiga klada. Algoritma sarezgitibu attiecigi apzimé ar Ry, Ry, R, varbiitiska un Qp, Q1, Q>

kvantu gadijuma. Kvantu sarezgitibas noveértéjumi ir aprakstiti talak - nodala 4.3.

2.3.1. Determinets lemumu koks

Apliko 2 dazadus D(f) noveértéjumus no apaksas:

Teorema 4. [5] bs(f) < D(f).

Pieradijums. Ja ir dots ievads x ar atdalitu jutibu bloku kopu B={Bj, ..., Bysy/ , tad
determin&tam l@mumu kokam japrasa vismaz viens mainigais no katra bloka B;, citadi biitu
iesp&jams mainit B; bloka mainigo veértibas uz pret€jam, protams, mainot ar1 funkcijas vértibu
uz pretgju, bet koks to nepamanis. Tap&c lémumu kokam javeic vismaz bs(f) vaicajumi prieks
dota x.

Sekas: no bs(f) < D(f)(Teoréma 4) un s(f) <bs(f) <n (Teoréma 2) seko, ka

s(f) <bs(f) <D(f).

Teorema 5. [5] deg(f) < D(f).

Pieradijums. Nem funkcijas f determinéto [émumu koku ar dzilumu D(f). Ar L apzimé 1-lapu

(lapu ar vértibu 1) un ar xj, ..., X, mainigos ar veértibam by, ..., b;, kurus satiek virzoties pa

Skautném pie L. Defing polinomu p, (x) = Hx[ H(l —Xx;) . Polinomam p; ir pakape

b=l  ih,=0
r < D(f), pie kam p;(x)=1, ja lapa L tiek sasniegta uz ievada x, un citadi p;(x)=0. Apzim¢ ar

p= z p, -visu tadu p; summa visam 1-lapam. Tap&c p pakape nav lielaka par D(f), un p(x)=1
L

tad un tikai tad, ja sasniedz 1-lapu ievadot x. Tas arT nozimée, ka p reprezente f.
D(f) novertéjumi no augsas seko no

Teorema 6. [5] D(f) <s(f)bs*(f) <bs’(f) un

Teorema 7. [5] D(f) <deg’(f)bs(f) < 2deg’(f).
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2.3.2. Varbitisks lemumu koks

Triviali novertgjumi ir R,(f) < R, (f) < R,(f) < D(f) .Pirmais netrivials rezultats
D(f)=O0(R,(f)?) tika neatkarigi aprakstits dazadu autoru darbos, Nisan visparinaja to 11dz
vienpusigas kliadas gadljumam D(f) = O(R,(f)”)un lidz divpusigas kltdas gadjjumam

D(f)=O0R,(f)").

Teorema 8. [5]deg( f) <Rs(f).

Pieradijums. Pienem, ka funkcijas f varbiitisks Iémumu koks attelo varbutibas sadalijumu p
virs dazadiem determinétiem I€émumu kokiem T, katra koka dzilums nav lielaks par R,(f). No
(Teoréma 5) deg(f) < D(f) seko, ka katru no re T kokiem ir iesp&jams pierakstit ka vairaku
mainigo polinomu p;, kura pakape nav lielaka par R (f). Polinoms funkcijas f varbutiskam

lémumu kokam ir vienads ar p(x) = z M(t) p(t) , kura pakape nav lielaka par Ry(f). Polinoms

teT
p ir ievada x akcept€Sanas varbiitiba, tatad p aproksimé funkciju f.
Teoréma 9. [5],[6] bs(f) < 3 Rx(f).
Pieradijums. Pienem, ka algoritmam nepiecieSami R,(f) vaicajumi funkcijas f vertibas
atraSanai, un ievads x sasniedz jutibu bloku. S ir mainigo kopa ar ipasibu: f(x) # fi(x>).
Varbiitibai, ka algoritms uzprasis S mainiga vertibu, ir jabiit lielakai par 1/3, citadi algoritms
neuztvers atskiribu starp ievadiem x un x° ar nepiecieamu varbiitibu. Algoritmam ir japrasa
vismaz 1/3 mainigo vertibas no katra no bs(f) bloka, kopigais vaicajumu skaits ievadam x ir

vismaz bs(f)/3 .
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3. KVANTU SKAITLOSANA

3.1. Pamatmodelis

Aprakstisim kvantu skaitloSanas pamatmodeli. Sikak tas ir aprakstits J.Gruskas[1], Nielsen un
Chuang[2] gramatas.
Bits ir klasiskas atminas vieniba, kurai ir divi stavokli - 0 un 1. Kvantu skaitloSana par vienibu
uzskata kvantu bitu(quantum bit), jeb qubit, kurs ir vienads ar divu klasisku vértibu linearu
kombinaciju(superpoziciju):

0plO>+0 11> (3.1.1)
Kur kompleksi skaitli o un ¢ ir stavoklu [0> un [1> amplittidas. Stavoklus 10),I1),...,lm-
1) sauc par bazes stavokliem, katrs m-qubit stavoklis I¢p> ir 2™ stavok]u ( klasisko m-bitu

rindu) superpozicija:

lp>= D ali>,

ie{0,1}"
kur ¢ ir kompleksais skaitlis, kuru sauc par bazes stavokla li> amplitiidu, un izpildas

nosacijums ZI a, I’ =1. Matematiski tas nozimé, ka m-qubit stavoklis ir 2™ dimensionalas

Hilberta telpas vektors ar garumu(normu) 1, un { 10>,...,2"-1>} ir Hilberta telpas ortonorméta
baze.

Seko daZas definicijas no linearas algebras.

Definicija 10. Matrica A = {a;;} ir vienibas matrica l, ja a; = é',.j =

0, jai#j
Ljai=j
Definicija 11. Matrica A" ir matricas A inversa, jaAA”' = A'A = I.
Definicija 12. Matrica A" = {bjj} ir matricas A = {a;j} fransponéta matrica, ja ta ir iegiita no

matricas A, mainot vietam kolonas un rindas, tas ir b;; = aj; .

Definicija 13. Matrica A= {b;} ir matricas A ={a;} kompleksi saistita matrica, ja b, =a; .

Definicija 14. Matrica U ir unitara tad un tikai tad, ja tas inversa matrica U™ ir U transponéta
kompleksi saistita matrica U*. Unitara transformacija ir aprakstita ar unitaro matricu, tas ir
U*U=UU* =1L

m-qubit sist€émas stavoklis mainas, pielietojot unitaras transformacijas un kvantu merjjumu:

1. Meérijums . Viena no kvantu mehanikas aksiomam saka, ka veicot m-qubit stavokla o>

mérTjumu, rezultata iegiist stavokli li> ar varbiitibu loul” . ZI a, 1> =1, tapec varbiitibu

sadalfjums pie klasiskam m-bitu rindam ir derigs. PEc mérjjuma m-qubit stavoklis I¢p>

pariet uz apskatito bazes stavokli [i>, bet visa cita informacija par > tiek zaudeta.
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2. Unitara transformdcija. Aplikojot 2™ stavokla o> amplitidas ka C*" vektoru, iegfist

jaunu stavokli [y >= z B 1i> ka |¢p> un unitaras matricas U reizinajumu :hy>
ie{0,1}™

=Ul¢>, kas arTir C " yvektors. Ta ka unitarums ir ekvivalents Eiklida normas

saglabaSanai, jaunais stavoklis | y > ar1 bis ar Tpasibu ZI B, 1> =1. Citos vardos,

unitara transformacija parveido telpu par to pasu telpu cita bazg, jo matricas U

kolonas(rindas) veido ortonormé&tu bazi.

3.2 Jauktais stavoklis

Lidz §1m bridim viss attiecas tikai uz kvantu tirajiem stavokliem

lp>= > ali>

i{0,1}"
(3.2.1)
Tas nav stavokla vispariga forma. Piepemsim, ka mums ir tiru stavoklu varbiitibu sadalijums,

piemé&ram, 10> ar varbiitibu Y2 un 1> ar varbiitibu %2 . Cits piemers ir stavoklis

1 1
l+>=—(0>+I11>), p=—
V2 2
1 1
|=>=—(10>-11>), p=—
V2 2

(3.2.2)

Visparigi runajot, més varam iedomaties jaukto stavokli ka tiro stavoklu |, >kolekciju, kur
katram ir piekartota varbutiba p; ar nosactjumu 0 < p, <1, Z p;=1.

Kvantu sisteémas ir griiti izol€t, un tadejadi, tas bieZi ir saistitas ar apkartni. Viens iemesls,
kapeéc mes ieverojam jauktos stavoklus, ir tas, ka kvantu sist€émas uzvedibu un stavokli dotaja

bridi labak apraksta jauktais stavoklis, kurs ir atvasinats no sist€mas un vides stavoklu

kombinacijas.

3.3. Kvantu stavokla blivuma matrica. Blivuma matricas ipasibas
Aplukosim jaukta kvantu stavokla mérfjuma rezultatu. Pienemsim, ka mums ir kvantu

stavok]u lineara kombinacija: |y, > ar koeficientu (varbitibu) p;. Katru |y, > reprezente

C? telpas vektors, tapec operators |y, >< . |=y . ir 2" x 2" matrica
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a, a,a, aa, .. aay

a, (— — —): a,a, a,a, .. a,dy

<
Q

S}
Q

=

ay aya, aya, .. Qydy
(3.3.1)

Jaukta stavokla {p,,l ¥, >} blivuma matrica ir blivuma matricu summa p = z p v, ><y, |

Paradisim daZzus piemérus. Apliikosim jaukto stavokli 0> ar varbiitibu %2 un 1> ar

varbutibu Y.

Tad 10><0l= (:)](1 0)= ((1) 8] 11><1l= G)J(O 1)= (8 (1)]

(3.3.2)
o - . 1 1 172 0
un jaukta stavokla blivuma matricair p=—10><01+=11><1l=
2 2 0 1/2
(3.3.3)
1 1
|+>:T(|O>+|1>), p:E
Tagad aplukosim citu jaukto stavokli 12 |
|=>=—(10>-11>), p=—
V2 2
(3.34)
1 1 1 1 -1
4+ ><t =t (1 1):l : l—><—l= 1 (1 —1):l
21 2(1 2{-1 2\-1 1
(3.3.5)
Saja gadfjuma blivuma matrica atkal ir
1 1 172 0
p=—l+><+I+=1-><~I=
2 2 0 1/2
(3.3.6)

Svarigi ir atzimét, ka blivuma matricas ir identiskas, kaut gan sakumstavokli bija dazadi, tas
nozimé, ka dazadiem jauktajiem stavokliem atbilst viena blivuma matrica. Tas nozimé, ka
stavokli ir atSkirigi, ja blivuma matricas nav vienadas.

Teoréma 10. [7] Pienemsim, ka notiek jaukta stavokla m&rijums ortonorméta baze {| S, >},
tad rezultats ir | S, >ar varbutibu < B, | p| B, >.

Pieradijums. Apzimé&sim varbiitibu nomérit | 5, > ar Pr[k]. Tad

18



Prlk]=> p, <y, | B, >I=
j

zpj <p “//j ><VY; | B >=

j

<:5k|zpj|‘/’f ><y; )=

:<:Bl;|plﬁk >

Sekas. Ja notiek jaukta stavokla {p,,| ¥, >} merfjums standarta baze, tad Pr[k]=py, tas ir

blivuma matricas diagonales elementi.

Blivuma matricas ipasSibas:

1. tr[p]=1. Seko no varbiitibu Pr[k], kas ir blivuma matricas diagonales elementi, summas

> Prlk]=1=1r[p].
k

2. pir Ermita matrica, tasir pp = p_ p. Sis fakts seko no ta, ka p ir Ermita

operatoru(ly, ><y, |) summa (Y,y, ) =y.v, ).
3. p TpaSvertibas ir nenegativas. Vispirms, Ermita matricas pasvertibas ir realas.
Piepemsim, ka A un le> ir pasveértibas — Ipasvektora paris. Ja més méram 1pasvektoru

bazg, Prle]=<elple>=A<ele>=A. Varbitibas ir nenegativas, tapéc ari 1 >0.

3.4. Adamara matricas
Definicija 15. [9]Adamara matrica ir kvadratiska matrica, kura satur tikai 1 un -1, pie kam
katras divas blakus rindas (kolonas) puse no blakus elementiem (i,k) un (j,k)(vai attiecigi (i,k)
un (i,m)) ir vienadi, bet puse ir pret€jie, neskaitot matricas robezu L-forma, kura sastav no
tiriem vieniniekiem.
Ir acimredzams, ka mainot rindu(kolonu) secibu, Adamara matricas 1pasSiba nepazid. N x N
Adamara matricai ir n(n-1)/2 ,,-1” un n(n+1)/2 ,,1”. Ja trotuara melniem rutiniem ir vertiba

,,1” un baltiem ir ,,-1”, tad Adamara matricas izskatas sadi:
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6. att. Adamara matricas.

Adamara matrica ar pakapi (4n+4 ) atbilst Adamara dizainam ( 4n+3, 2n+1, n).
Ja ir dotas H,, un H,,,, tad H,,,, var iegut, aizvietojot visus Hy, matricas vieniniekus ar H,, un

visus ,,-1” ar —H,, , piem&éram

H:‘l 1}
o=l
11 11 1 1 11
y | B Hz}: {—1 J {—1 J:—l 1 -11
‘7|-H, H, 11 [ 1) (-1 -1 1 1
) {—1 J {—1 1} 1 -1 -1 1

Hj var 11dzigi uzkonstru€t no Hy, kaut gan priek§ n <100, Adamara matricas ar n= 12, 20, 28,
36, 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92 un 100 nevar uzbuvét no zemakas pakapes matricam.
Adamara matricas ir loti svarigs un bieZi lietojams instruments kvantu algoritmu

konstru€Sanas procesa.

3.5. Linearu vienadojumu sistema: Kramera kartula
Kramera kartula Jauj izteikt LVS(linearu vienadojumu sistémas) atrisinajumu vispariga forma.
Dotai LVS

M x+thy+oz=dy
mxthv+omz=d

g x+bs v+ z=ds,

3.5.1)
Definé determinantu
Ty 5"1 5]
D= i} 453 [ e
2} 5"3 L]
(3.5.2)
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No determinanta Tpasibam, ja x ir konstante, tad reizinot kolonu ar X mainam D uz xD:

44} 451 oy [ 451 oy
x| fi'g O | = X fi'g Or |
g 453 ) g X 453 )
(3.5.3)
Cita determinantu TpaSiba lauj pieskaitit kolonai citu kolonu, reizinatu ar konstanti:
MmE+Mr+az & oo 1 B oo
xl=|lmzx+dv+az b o|=|d & o|
T X+bv+oz by oy ds By oy
(3.5.4)

Ja d = 0, tad izteiksme reducgjas uz xD = 0, tad sist€mai ir nedegeneréts atrisinajums tad un
tikai tad, ja D = 0. Saja gadijuma LVS ir atrisinajumu kopa.

Jad# Oun D = 0, tad sisteémai nav atrisindjumu. Ja d # 0 un D # 0, tad atrisinajumu var iegt

no
d o8 oo ap @ o ap &y
dz &2 o d W & @ by W
_ldy 8 o @ty O Ay by
N i, 'y = D z= D '
(3.5.5)
Proceduru var visparinat n-mainigo un n-vienadojumu sisteémai:
@11 @z e d@1a || X2 iy @11 @z e @l
. . ; ol i o2 ) .
Bl @z v Woa |l X @y Bl @z e W
(3.5.6)
Ja d = 0, tad sistémai ir nedegeneréts atrisinajums tad un tikai tad, ja D = 0.
Jad# 0un D = 0, tad sist€mai nav atrisinajumu. Ja d#0un D # 0,
L= R < S N | dy @ 1] = Hia
Dp=| : : : :
Wl v Happe-l) e Wegey ce
(3.5.7)

Xi = Dy/D, kur k mainas no 1 11dz n.
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4. KVANTU VAICAJOSAIS ALGORITMS

4.1. Melnas kastes modelis
VaicajoSais algoritms iesp&jami ir pats vienkar$akais Biila funkciju rekina$anas modelis. Saja
modelt ievads x,x,,...,x, atrodas melnaja kast€ un var biit pieejams caur jautajumiem par x;
vertibam. VaicajoSam algoritmam jasp€j noteikt funkcijas f(X) vertiba pareizi jebkuram
patvaligam ievadam X, kur§ atrodas melnaja kaste. Algoritma sarezgitibas mérs ir jautajumu
skaits, kurus uzdod melnai kastei par mainigo vértibam. Klasiska 81 algoritma versija ir
pazistama ka 1émumu koks. Sikaku aprakstu var atrast Buhrman un de Wolf raksta [5]. Seit
m¢és uzskatam, ka Biila funkcijas vértiba tiek rékinata ar kvantu vaicajoSo algoritmu. Sikaku

aprakstu vajag meklét Ambaina raksta [10] un Gruskas un de Wolf gramatas[1], [11].

4.2. SkaitloSanas process
Kvantu skait]oSanas process ar T vaicajumiem ir unitaru transformaciju virkne:
Uy—>0—>U -0 —..»Ur—=>0r,—-Ur
“4.2.1)
U; ir patvaliga unitara transformacija, kura nav atkariga no ievada bitiem x;,x,,...,x,, .
Q; ir vaicajums. SkaitloSana sakas stavokli ‘6> , pec tam pielieto transformaciju virkni
Uo, Qo,..., Or.1, Urun uztaisa mérijumu beigu stavoklim.
Pastav dazadas ekvivalentas kvantu vaicajosa algoritma definicijas. Pats galvenais ir izveleties
piemérotu vaicajumu melnas kastes definiciju, precizak, jautajumu uzdoSanas veidu un no
orakula sanemtu atbilZu formu.
Aprakstisim precizak, ka defin€ kvantu vaicajoSo algoritmu, ka ar1 paskaidrosim notaciju,
kuru izmantosim ar1 talak.
Katram kvantu vaicajoSam algoritmam ir sekojoSie parametri:

1. Unitaras transformacijas. Defin€ visas unitaras transformaciju un orakulu matricas.

Vispariga forma algoritms ar T vaicajumiem ir ‘6> ->U,—>0 —..»0, -Uy —[0OM],

kur ‘6> ir sakumstavoklis, /QM] — kvantu m&rfjums.

T-vaicajumu kvantu lémumu koks atbilst vienai lielai transformacijai U, Q,...0,U,,, kur U; ir
fiksetas neatkarigas no X unitaras transformacijas. No algebras ir zinams, ka unitaru matricu
reizinajums arf ir unitara matrica. Beigu stavoklis Al 0> ir atkarigs no ievada X tikai caur T

O-vaicajumu transformacijas pielietojumiem.
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Miisu értibai stavoklu vektoru un algoritma pliismai aprakstam mes Seit izmantosim bra

notaciju. Kvantu mehanika izmanto tadu notaciju stavoklu vektoru apzim&jumam[2]:

o
Ket notacija: |1//> =| .. Bra notacija: <y =y >'= (,....,) 4.2.2)
o

n

Algoritma apraksts bra notacija var but parveidots uz ket notaciju, aizvietojot katru unitaras

transformacijas matricu ar transpon&tu kompleksi saistitu:
Kvantu vaicajosa algoritma plusma bra notacija: <l//| = <6‘U 0Q00--On_1Un (4.2.3)
Kvantu vaicajosa algoritma pliisma ket notacija: |y >=U,Q,_,..Q,U, 10> (4.2.4)
2. Vaicajumi. Pastav dazadas vaicajuma transformacijas definicijas, kuras ir ekvivalentas sava
- . . . - . _ . . - e _ X R .

starpa. Ja uz ieejas mums ir stavoklis |1//> = Ziai |z> , tad izeja ir |¢> = zi(—l) a; |z> , kur katrai
amplitiidai m&s varam piekartot patvaligu mainigo x;.
Ja ir dots kvantu stavoklis ar m amplitidam (v|= (¢, @,....,,), tad n-argumentu funkcijai
defin€ vaicajumu (quantum query) QQ, = (¢ =k,....&,, =k,,), Kur i ir vaicajuma numurs,
k; e {l.n} ir mainiga numurs, kura vertiba ir prasita. Ja x, =1, vaicajums maina j-tas

N J

amplitidas zimi uz pret€ju, citadi, zime paliek nemainiga. Kvantu

vaicajuma QQ, = (&, =k,,....&,, =k, ) unitara matrica ir:

)" o .. 0
oo-| © (-1)* 0
0 0 (=1)™"

(4.2.5)

3. Meérijums. Katra beigu kvantu stavokla amplitiida atbilst algoritma izejai. Piekartosim

funkcijas vertibu katrai izejai un apzimésim to ar QM = (¢, =k,,...,a,, =k, ), kur k; € {0,1}

(QM nozimé quantum measurement). Algoritmu nostrada uz ievada X, rezultats ir j ar

varbiitibu, vienadu ar visu amplitudu vertibu kvadratu summu, kuras atbilst funkcijas

veértibai j. 7. atté€ls parada algoritmu vispariga forma.
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7. att. Kvantu vaicajosa algoritma grafiskais att€lojums.

4.3. Kvantu algoritma sareZgitiba
Kvantu algoritma sarezgitiba ir atkariga no vaicajumu skaita, kurs ir nepiecieSams, lai
aprekinatu funkcijas vertibu sliktaka gadijuma ievadam X.
Atskiriba no klasiska, determinéta vai varbiitiska [émumu kokiem, kvantu algoritms vairs nav
koks. Termins tiek lietots, jo kvantu algoritmi visparina klasiskus kokus — pilnigi simul€ tos.
Ir pieraditas sakaribas [5]: Q2(f) < Ry(f) < D(f) < nun Q,(f) £ Qg(f) < D(f) < n visam f, no tam
seko, ka funkcijas kvantu sarezgitiba var but vienada vai mazaka par determinéto un
varbitisku sarezgitibu, kas neapSaubami ir izdevigi prieks rékinasanas.
Precizaka informacija par So t€mu var tikt atrasta H.Buhrman un R.de Wolf raksta [5].
Saka, ka kvantu lémumu koks izrékina funkciju f precizi, ja Vxe {0,1}" izeja ir vienada ar
f(x) ar varbiitibu 1. Ar Qg(f) apzime optimala kvantu Iémumu koka vaicajumu skaitu, kurs§
aprékina f precizi
Saka, ka koks aprékina f ar ierobeZotu kliidu, ja Vxe {0,1}" izeja ir vienada ar f(x) ar
varbutibu ne mazaku par 1/2. Ar Q,(f) apzimé funkcijas f kvantu vaicajosa algoritma
vaicajumu skaitu, kur§ izdod pareizu atbildi ar varbttibu p.

Tapat, ka varbiutiska gadijuma, pastav trivialas sakaribas[2], [12], [13]
O, ()0 ()=Qy(f)=Qr(f)un

O, (SR, (), Qi ()R (), Qo (f) SRy (), Qp ()< D(f).

Beals et al. [12] paradija, ka D(f)=0(Q, (f)®), Buhrman et al.[13] paradija, ka

D(f)=0(Q,(/)*).[31D(f) € OQ&(f)")

4.4. Kvantu kedes jaukto stavoklu sistema
Skaitlo$anas procesa ir atlauts izmantot tikai unitaras transformacijas un stavoklis ir tirais.
SkaitloSanas beigas tiek pielietota transformacija, kas nav unitara, precizak, merijjums,
stavoklis kluist par varbuitibu sadalijumu starp tiriem stavokliem — par jaukto stavokli. Tas

parada, ka kvantu fizika visas operacijas nav unitaras un stavokliem nav obligati jabit tTriem.
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Raksta [2] ir defin€tas kvantu k&des, kuram ir atlauts atrasties vispariga stavokli, tas ir

jauktaja, un mainit sist€mas stavokli ar jebkuru kvantu operaciju.

Teorema 11. [8] Modelim, kura izmanto kvantu k&des un jauktos sist€émas stavoklus,
skaitloSanas jauda ir polinomiali ekvivalenta standartam unitaram modelim. Galvenas
problémas, kas ir sarezgitas, neiesp&jamas parastaja modeli, paziid modeli ar kvantu
jauktajiem stavokliem.

e  Meérijums skaitloSanas vidii: ir atziméts, ka kvantu skaitloSana nav aizliegts pielietot
mérjjumu transformacijas skaitloSanas procesa vidii, kaut gan sist€émas stavoklis k]iist
par jaukto, kas nebija atlauts standarta modelr.

e Troksnis un traucéjumi: tie ir galvenie Skersli, kas paradas 1stenojot kvantu datoru
ierices. Pamatprobléma saistot kvantu fizikas un skaitloSanas modelus ir tas fakts, ka
kvantu troksnis nav unitaras operacijas, tatad, veido jaukto stavokli no tira stavokla.

Dabiska funkcija, kuru atgriez kvantu dators, ir varbutiska funkcija: ieejai X izeja ir sadalita
atbilstos$i Dy, atkarigs no ieejas sadalijums. Pielietojot Sadu varbtitisku funkciju ka subrutinu,
stavoklis ir ietekm@&ts neunitara veida. Konceptuali sarezgiti ir pielietot varbutiskas subrutinas
kvantu superpozicijai, jo nav skaidrs, kadai ir jabiit dabiskai definicijai. Precizak jautajums par

kvantu k&dém ir apliikots raksta [8].

4.5. Kvantu vaicajosais algoritms jaukto stavoklu sistema
Kvantu vaicajosa algoritma definicija paliek tada pasa, ka tiru stavoklu gadijuma: algoritms ir
unitaru transformaciju un orakulu virkne, kuru pielieto kvantu jauktajam stavoklim.
Meérijums notiek pa katru tiru stavokli, saskaitot rezultatus, nemot veéra tiru stavoklu
varbitibas, ar kuram tie piedalas $aja jauktaja stavoklr.
Ja stavoklis no jaukta klust tirais, pielietojot me&rijjuma transformaciju, atgriezties uz sakotng&jo

jaukto jau vairs nav iesp€jams, pieméram, viena kubita kvantu sistéma divu stavok]u blivuma

matricas:

1 L

% % o 52 | |- Apgriezta transformacija nav iespgjama.
22 0 —

2 2 2
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5. EKSAKTIE KVANTU VAICAJOSIE ALGORITMI
5.1. Eksaktie kvantu vaicajoSie algoritmi 2n-mainigo Bila funkcijam ar

sarezgitibu Qg(f) = n pret D(f) = 2n
Saja nodala mé&s apskatisim eksakto kvantu vaicajoso algoritmu kopu ar attiecigu Biila
funkciju determinétu sarezgitibu divreiz lielaku par eksakta kvantu algoritma sarezgitibu.
Aprakstot algoritmu, ir nepiecieSams noradit
1. transformaciju matricas U; un vaicajumu matricas Qj, ar kuru palidzibu notiek pareja
no viena kvantu stavok]a uz nakamo.

2. kvantu stavoklu blivuma matricas p,, o,,..., 0

n

Bila funkcija: 4-mainigo Biila funkcija Ty ir uzdota ar patiesuma tabulu

X2

=
>
9%

T4(XY)

<<
—_

—_ A a a000O0
- OO0 =+ =+ 00
.~ O - 020 -0
<<
- OO0 20O = 20N

1
citadi

Ol =4 a4 a4 a4 a4 a

1. tab. Bala funkcija Ty

Citadi funkciju var uzdot sekojosi:

T,(xL,x2,yl,y2) =1 ((x1 = ylun x2 = y2)vai(xl # ylun x2 # y2))un| XY Imod2 =0

Determinéta sarezgitiba: D(T,) =4, tas seko no funkcijas jutibas uz jebkuras ieejas rindas
XY, tadas, ka T4(XY) = 1 (piem&ram, XY = 0000, XY =0011).
Algoritms. Eksakts kvantu vaicajosais algoritms prieks Bila funkcijas 7y, kas rékina funkciju

uzdodot 2 jautajumus, ir redzams Att€la 8.

00) > 112 12 12 12 X)) 12 12 12 12
01)— 012 -12 12 12 G (V)12 -12 172 -172
10} —> 012 12 -12 12y P FH12 12 -1/2 -1/2
[11)— 012 -1/2 -1/2 172 (12 12 -172 172

o) (=)o)

8. att. Billa funkcijas T, eksakts kvantu vaicajoSais algoritms.
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Apzim&jumu &rtibai sadalisim ieejas virkni divas dalas X un Y attiecigi. Lai ar IXY| apzimé

ieejas virknes XY = <x1,x2,yl,y2> Heminga svaru, tas ir ‘1’ skaits virkne.

Reékinasanas process ir sekojosa unitaru transformaciju un vaicajumu virkne:

py—rop —2sp, —Lsp s p
(5.1.1)
[M] ir mérfjums, kur§ pazino stavokla 100> varbiitibu logl* ,
1 1 1 1 1 000
H4_1 1 -1 1 -1 —|oo><oo|— 0000
ol 1 -1 -1 PT 1000 o0
1 -1 -1 1 0000
U,=U,=H4
(5.1.2)
-D* 0 0 0 - 0 0 0
0 (-D* 0 0 0 (-1)? 0 0
Ql: 1 ’ QZ: xl
0 0 (-1)” 0 0 0 (-1 0
0 0 0 (-1)? 0 0 0 (-DH*
(5.1.3)

Ir acimredzams, ka Qg(7,) = 2.

SkaitloSanas procesa péc mérijuma més iegiisim 0, ja T4(XY) =0, un 1, ja T4(XY) = 1.
Izradas, ka ieprieks aprakstitu ideju var pielietot art funkcijai ar lielaku mainigo skaitu.
Pieméram, definésim funkciju 75 no 6 mainigajiem

Biila funkcija: uzdota ar patiesuma tabulu

XY Ts XY Ts
000000 1 100001 1
000101 1 100100 1
001001 1 101000 1
001100 1 101101 1
010010 1 110011 1
010111 1 110110 1
011011 1 111010 1
011110 1 111111 1
citadi 0

2. tab. Biila funkcija Tg
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Determinéta sarezgitiba: D(T,) =6, tas seko no funkcijas jutibas uz jebkuras ieejas rindas

XY, tadas, ka Te(XY) = 1 (piemeram, XY = 000000).

Algoritms. Eksakts kvantu vaicajoSs algoritms prieks Biila funkcijas 7 ir sekojoSa unitaru

transformaciju un vaicajumu virkne.

po Uy pl 02,05 p2 U, p3 [M] pﬁna[ , kur
(5.1.5)
D" 0 0 0 D2 0 0 0
| 0 =p* o0 0 | |0 =p® o0 0
Ql_ _1\! ’ QZ_ _1\>2
0 0 (=D 0 0 0 (=D 0
0 0 0 (=D 0 0 0 (-
D" 0 0 0
0. - 0 D”® 0 0
’ 0 0 D" 0
0 0 0 (n°
(5.1.6)

Ir acimredzams, ka Qg(Ts) = 3. M@ginasim visparinat $o ideju.

Teoreéma 12. 2n-mainigo Biila funkcijai Ty, eksisté kvantu vaicajoss algoritms, kurs rékina
funkciju ar sarezgitibu Qg(T»,) = n pret D(T>,) = 2n.

Pieradijums.

Algoritma visparinajuma T, eksistenci pieradisim p&c indukcijas ar bazi - funkciju T4 un Tg

algoritmiem. M@s pielietojam sakumstavoklim $adu transformaciju virkni

p, —2hMl 5 finar » KUT Q 1r vaicajumu virkne. Piemeram, T funkcijas gadijuma Q ir

.( (- 1) XL#x2+¥1 0 0 0 \.
; 0 (= 1) K2H3+Y3 0 0 |
0 0 (- 1) XL+YLY2 0
\ 0 0 0 (=1)3+2+3 | .

(5.1.7)
Seit ir &rtak attglot vaicajumu virkni Q matricas veida, kur i-tais vaicajums ir atziméts ka

matricas Q i-ta kolona.
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xl x2 yl

. . . ) x2 x3y3
Pieméram, Q T¢ funkcijas algoritmam ir Q = 193 51
yhyzx
y2 y3x3
(5.1.8)
Visparinajums. Vaicajumu matrica Q funkcijas 75, algoritmam ir viena no sekojosam
matricam.
xl xn yl yn
2 2
X Xn Vn Y
4 =
Jan ir para skaitlis, tad Q,, =| ° ? ,
Vi YV, X X,
2 2
yn yVl x xn
—+1 —+1
2
(5.1.9)
xl X n yl y n
HE H
X Xn Yn Y
] _ {fJH {EJ*'Z
Janirnepara, tad Q , =
yl y n 1 X n
|5 EH
y n yn 'x n 'xl‘l
{EJH {7J+2
(5.1.10)

Algoritms, kurs rékina Biila funkciju 7»,, dod amplitudu virkni <a;, a,, a3, a4 >. Lai algoritms
bitu eksakts, virknei <ai, ap, a3, a4 > japilda nosacijums: vienano g; (i = 1..4)ir 1 vai -1,
citas amplitudas ir vienadas ar nulli. Nemot véra Lemmas 2 apgalvojumu, p€c vaicajumu
virknes Q més iegtisim tadu amplitiidu sadalfjumu, ka péc unitaras transformacijas U,
pielietojuma mums ir augstak prasits amplitiidu sadalijums ar vienigu |al.| =1 un pargjas

amplitudas vienadas ar nulli.
L . . - 1 i
Lemma 2. P&c vaicajumu virknes Q amplitiidu sadalijuma <ay, a,, a;, a,> katra |al.| = E un negativu a;

9

11 1
vertibu ir para skaitlis, pieméram, (—, ), (— TN 5)-

N | =

1
2

N | =

1
2’

N | =

Pieradijums.
Funkcijam T4 un T lemmas nosacijums izpildas, pemsim tos par indukcijas bazi.
Pienemsim, ka funkcija 7», dod nepiecieSamo amplitidu sadalijumu p€c vaicajuma Q

pielietojuma: negativu a; ir para skaits. Vajag pieradit, ka palielinot mainigo skaitu —
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pievienojot 2 jaunus mainigos Xu4+ UN Yn+1 — rodas jauna funkcija Tom+1y ar atbilstoSo eksakto
kvantu algoritmu.
Ja n ir para skaitlis, tad divu mainigo pievienoSana ir ekvivalenta vaicajumu matricas Qeyen

aizstaSanai ar Q’.yen Vaicajumu matricu.

X Xp N Y X
—+1 — —+1
2
X 'xn+1 yn yn+1 xn+1yn yn+1
EH E+ EH
1 _ £ —
Q even ~ ’ le-f -
yl yn .X'l xn yn
—+1 - —+1
2 2 2
yn yVH—l xn xn+l yn+1xn xn+l
—+1 —+2 —+1

(5.1.11)
Quif 1r vaicajumu starpiba, tas ir izpildit Qeven un Qgir pec kartas ir ekvivalenti Q’¢yen
izpildiSanai.
Ir viegli parbaudit, ka Qgis vaicajums maina para skaita amplitiidu vertibas uz pretéjam,
tadgjadi, saglabajot faktu, ka negativu amplitiidu ir para skaits, ar vaicajumam Q’eyep -
Gadijuma, ja n ir nepara, pievienot divus mainigos ir ekvivalenti vaicajumu matricas Qodq

aizstaSanai ar Q’,q¢ Vaicajumu matricu.

B R b
. be” X yEJ” Yot o - XEJHXnﬂynH
Ve yE J“ X, xk J“ XE J“
yFJ” o Yo XFJ” e Ky )’FJHynﬂan

2 2 2

(5.1.12)
Tapat ka iepriek$gja gadijuma, Qgir maina amplitiidas péc vaicajuma Q,qq pielietoSanas ta, lai
tas biitu ekvivalenti Q’,qq izpildiSanai. Ir viegli parbaudit, ka Q.qq4 vaicajums maina para skaita
amplitudu vertibas uz pretéjam, tad€jadi, saglabajot faktu, ka negativu amplitiidu ir para

skaits, arT vaicajumam Q’oqq.

Mgs pieradijam, ka var izmainit eksaktu algoritmu, kurs rékina funkciju T, ta, lai tas rékinatu

funkciju Tan+1y , aizvietojot vaicajumu virknes Qeven par Q’even Val Qoda par Q’odd.
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Secinajums. Eksisté bezgaliga eksakto kvantu vaicajosu algoritmu kopa, kas rékina attiecigas
Bila funkcijas T, ar n vaicajumiem, kamér determinéti nepiecieSami 2n vaicajumi, kas ir

noteikts ar funkcijas T, jutibu uz viena bita izmainu ieejas virkné 00...0.

5.2. SYMMETRY; funkcija
Bila funkcija. SYMMETRY;(X) = 1 tad un tikai tad, ja X € {000, 010, 101, 111}.
Determinéta sarezgitiba. Ja ieejas virknei 000 maina otra bita vértibu, rezultats paliek
nemainigs, mainot pargjus bitus mainas ar1 funkcijas vertiba, tapec akcept&josas ieejas jutiba ir
2, kas arT nosaka determingtas sarezgitibas noverté&jumu, D(f) = 2, kvantu eksakta algoritma

sarezgitiba ir 1.

Kvantu algoritms. Eksakts kvantu vaicajoss algoritms Biila funkcijai SYMMETRY; ir

sekojoSa unitaru transformaciju un vaicajumu virkne:

U 0 U M]

pO 101 102 103 pﬂnal
(5.2.1)
Meérijums [M] pazino stavokla 00> varbitibu.
1 0 1 0 D" 0 0 0
01 0 1 0 -~
U L ; 0= =D 0 s 0 ;
2(1 0 -1 O 0 0 D"~ 0
01 0 -1 0 0 0 1
(5.2.2)
1 00O 1 00O
0 00O 0 00O
Py = ; M=
0 00O 0 00O
0 00O 0 00O
(5.2.3)
Precizak,
pO - 101 ¢ p2 - pﬂnal
p=UpU"; p,=0p0; P final = Up,U
T=UQU

*

T* :U*Q*U* :>pfinal :TpT

Tatad, algoritms dod 1, ja ieeja bija trijnieks no kopas {000, 010, 101, 111}, tatad
SYMMETRY; funkcijai DISYMMETRY3) = 2, Qe(SYMMETRY3)=1.
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5.3. 6-mainigo funkcija ar D(f) = 4 pret Qg(f) =2

Bila funkcija. Bula funkcija uzdota ar patiesuma tabulu:

X £(X) X £(X)
000000 1 [100000 1
000011 1 [100011 1
000100 1 [100100 1
000111 1 [100111 1
001001 1 [101001 1
001010 1 [101010 1
001101 1 [101101 1
001110 1 [t01110 1
010001 1 [110001 1
010010 1 [110010 1
010101 1 [110101 1
010110 1 [110110 1
011000 1 [111000 1
011011 1 [111011 1
011100 1 [111100 1
011111 1 [111111 1
Citadi 0

3. tab. Biila funkcija f(X)

Kvantu algoritms.

1 1 1 1 1 1 0 0 0100
Ha 11 -1 1 -1 ) 11 -1 1 0 fipl2 1 000
= — ’ = — ’ 1 =
201 1 -1 -1 210 0 1 1 P20 01 0
1 -1 -1 1 0 0 1 -1 0001
U, = H4H 22 flip12
U,=-U," =(-1)H4H22flip12
(=D 0 0 0 1 0 0 0 1 000
0 (-D* 0 0 0 (-D* 0 0 0000
QO = x3 ’ Ql = x6 ’ p:
0 0 (=D 0 0 0 (=Db* o 0000
0 0 0o (-n* 0 0 0 1 0000
(5.3.1)
r=U,00U,
I =U0,0U;
pﬁnal = TpT ‘
(5.3.2)

Rezultata mums ir kvantu vaicajosais algoritms ar D(f) = 4 un Qg(f)=2. St algoritma beigu

mérijuma rezultats ir stavokla 00> varbitiba.
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6. EFEKTIVI KVANTU VAICAJOSIE ALGORITMI AR MAZU KLUDAS
VARBUTIBU

n

6.1. Algoritmi ar sarezgitibu D(f)=2n pret Q,,,(f) = [ﬂ

Saja nodala ir aprakstiti kvantu vaicajosie algoritmi ar ierobeZotu kliidu. Algoritmu kopa ir

bezgaliga — n ir jebkur$ naturals skaitlis.

Algoritma visparinajums.
Definésim algoritmu Iidzigi nodalas 5 algoritmiem:

UyQU,[M]
0 )
pO l pﬂnal’

(6.1.1)
Unitaras transformacijas Uy, U; un [M] ir definétas tapat ka eksaktam algoritmam, Q
vispariga forma 75, funkcijai:
X X, X A
: 5 [ﬂ
X, X, xM X,
Priek§ paran Q,,, = , priek§ neparan Q ,, = ’
yl yn yl y n
: H
yn yn y n yn
EH {E—l
(6.1.2)

Dotajam »n algoritms rékina funkciju sekojosi:
Atgriez ‘1’ ar varbiitibu 1, atgriez ‘0’ ar varbiitibu 3%. Funkcijas paplaSinajums, pievienojot

klat divus mainigus, nemaina rezultata varbtitibu.

Teoréema 13. Jebkurai Bula funkcijai T, no 2n mainigajiem, kur ne N, eksisté kvantu
C e . . . _ . 1 .. n C e .
vaicajoss algoritms ar ierobezotu kliidu, kur$ rékina funkciju ar [E—l vaicajumiem, algoritms

atgriez ‘1’ ar varbitibu 1, un ‘0’ ar varbiitibu .

Pieradijums ir Iidzigs 5.1. nodalas teorémas pieradijumam.
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Piemeérs. Bila funkcija Ty (x1,...,x3, y1,...,y3) uzdota ar patiesuma tabulu:

XY T XY T
000000 1 101010 1
000111 1 101101 1
010010 1 111000 1
010101 1 111111 1

citadi 0

4. tab. Bula funkcija Tg

Determinéta sarezgitiba: D(T,) = 6. Seko no funkcijas jutibas uz ieejas virknes 000000

viena bita mainu.

Algoritms. Attela 9 ir kvantu algoritms, kur§ rékina funkciju T¢(XY), uzdodot 2 jautajumus, un

varbiitiba, ka rezultats ir pareizs, nav mazaka par 3/4.

00)—>1-12 12 12 12 (12 12 12 172
01) > 012 -12 12 -12[ (6 ()12 -1/2 172 -1/2
10)—> 012 12 -12 -2y, oy fH12 172 -1/2 -1/2
11)— 012 -1/2 -12 12 (Y512 172 172 12

<l

9. att. Billa funkcijas T kvantu vaicajoss algoritms.

xl x2
x2 x3
yly2|
y2y3

Vaicajums §1m algoritmam ir Q=

(6.1.3)

6.2. Funkcija EQUALITY3, Q,,,(EQUALITY,) =1, D(EQUALITY,)=3

Biila funkcija. EQUALITY,(x,,x,,x,) =1 [x, = x, = x,]. Tas ir, EQUALITY3(X) = 1, ja

ieejas virkne ir 000 vai 111.

Determinéta sarezgitiba: D(EQUALITY,) =3, tas seko no funkcijas jutibas uz ieejas rindas

000 vai 111 viena bita izmainu.

Teoréma 14. Eksiste kvantu vaicajosais algoritms, kas rékina Bula funkciju EQUALITY(X)
ar sarezgitibu Qq,,(EQUALITY,)=1, D(EQUALITY,)=3.
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Pieradijums.
Algoritma apraksts. Kvantu vaicajoSs algoritms ar ierobezotu klidu Biila funkcijai

EQUALITY:; ir sekojoSa unitaru transformaciju un vaicajumu virkne:

U 0 U M]

Po P P> Ps pﬂnal
6.2.1)
LU D R O
V33 e e
( 1))Cl 0 0 0 L _L L _L
0- 0 D2 0 0 U:ﬁ B 6 J6
0 0 D* o0 | LU D D
0 0 0 (=D® \/18 @ \/13 1/5
J6 J6 3 B
(6.2.2)

Beigu stavoklis tiek paklauts me&rjjumam — nomera stavokli 100>. Ja beigu stavokla blivuma
matrica p,,, = (r; ;) , merjums [M] dod r,, vértibu.

Parbauda rezultatu katrai ieejas virknei. Ja ieejas virkne ir 000 vai 111, beigu stavokla

- . - | o e
blivuma matricas elements r,, vienads ar 1, citadi 3’ kas nozimé€, ka tadam ieejas virkném

EQUALITY; (X) = 0 ar varbiitibu g . Determinéti vajag uzdot jautajumu par katra mainiga

vertibu, D(EQUALITY)=3.

6.3. Funkcija EQUALITY3 , o (EQUALITY,) =1, D(EQUALITY,)=3

Ir dota Biila funkcija EQUALITY, (x,,x,,x;) =1 [x, = x, = x,],

D(EQUALITY;) = 3 (definéta nodala 6.2.)

Teorema 15. Eksisté kvantu vaicajosais algoritms, kas rékina Biila funkciju EQUALITY;(X)
ar sarezgitibu Q,,,,(EQUALITY,)=1, D(EQUALITY,)=3.

Pieradijums.
Algoritma apraksts. Kvantu vaicajoSs algoritms ar ierobeZotu klidu Bula funkcijai

EQUALITY; ir sekojoSa unitaru transformaciju un vaicajumu virkne:

2 P,

Uy 0 U, U, [M]

pO pl pZ pﬁnal

(6.3.1)
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1 1 1 1 1 000
U -] 1 -1 1 -1 _00)(00) = 00 0 0
Y T S B | N 10000
1 -1 -1 1 0000
(6.3.2)
D" 0 0 0 1 1 0 0
0 (D" 0 0 111 -1 0 0
Q: x2 ’ Ul:_
0 0 (-1 0 J210 0 1 1
0 0 0 (-D* 0 0 1 -1
(6.3.3)
1 2
— 0 = 0
V5 V5
1 1
0 — 0 —
O I 2
2o, Loy
V5 V5
1 1
0 — 0 ——
V2 NG
(6.3.4)

Merijums [M] pazino stavokla 00> varbitibu.

Parbauda rezultatu katrai ieejas virknei. Ja ieejas virkne ir 000 vai 111, algoritms pasaka, ka

stavokla 100> varbutiba ir %, citadi %, kas nozimé€, ka tadam ieejas virkném

EQUALITY; (X) = 0 ar varbiitibu % Determinéti vajag uzdot jautajumu par katra mainiga

vertibu, D(EQUALITY)=3.

6.4. Adamara matricas un citu unitaru matricu loma kvantu algoritmu

konstruésana

Kvantu vaicajo$o algoritmu konstruésana loti bieZi paradas Adamara matrica. Ta, piem&ram,

1 1

. _ 0 | I N o _ e

lauj pariet no stavokla | . fuz ——| . |, vienmerigi sadala amplitidas. Kadas priekSrocibas var
: 2 :
0 1

bit unitaram matricam, kuras sadala amplitiidas nevienmérigi? Tadas matricas apraksta

transformacijas, kuras palielina dazas amplitiidas un samazina visas citas. Ja tas notiek pirms
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mérfjuma, tad algoritms var biit ar ierobeZotu kludu, bet, iespgjams, varés samazinat
vaicajumu skaitu, paliekot pie iesp&jami mazas kliidas varbiitibas.
Seko matricas vispariga izskata.

Unitara matrica 1.

MO:( G i

Ji=n f] ne

nk V(I-nmk Jni—6)  Jad=ma-k)
Mi=m0omo=| VIZMK ~Vnk  Ja-m-k) ==k
Vn(l—k) (A-n)(1—k) —nk —Ja=mk |
Ja-m-k)  —ynd-k)  -Ja-mk nk

bl

n,k € [0,1]

(6.4.1)
Unitara matrica M1 ir vispariga forma nodalas 6.2. algoritma matricai (n = 2/3, k = 14,
funkcija EQUALITY3). Nemot citus 7 un k&, var iegiit citu kltidas varbiitibu, tomér dotaja
algoritma vértibas n = 2/3, k = 1/2 dod labaku rezultatu.

Unitara matrica 2.

oo 0 J1-m 0
o Jk 0 Ai-k

M2 = — 0 I o ! n,k e [0,1]
0 1-k 0 -k
(6.4.2)
Unitara matrica M2 ir vispariga forma nodalas 6.3. algoritma matricai (n = 1/5, k = 1/2,
funkcija EQUALITY3). Nemot citus 7 un &, var iegiit citu kltidas varbiitibu, tomér dotaja

algoritma vértibas n = 1/5, k = 1/2 dod labaku rezultatu.
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7. EFEKTIVU ALGORITMU KONSTRUESANA DAUDZARGUMENTU
BULA FUNKCIJAM

Ir dabiski izmantot definétas funkcijas ka blocinus sarezgitakas funkcijas definicijai. STs
nodalas mérkis ir paradit, ka var izmantot 2.nodalas Bila funkciju algoritmus sarezgitaku

algoritmu konstru€Sanai.

7.1. Bila funkcija EOXj3,(X)
Bila funkcija EOX3, = Equality Of XOR, funkcija no 3n mainigajiem,

EOX 5, (X)5 X5 Xys e Xaigs Xajigs X3iyzenes Xay g X3, ps Xy, ) =
n-1 n—1 n—1
= EQUALITY, (XQ)R(x3i+l ); XQ)R(x3i+2 ); XQ)R(x3i+3 )
(7.1.1)

Determinéta sarezgitiba: D(EOX,,)=3n, tas seko no funkcijas jutibas uz ieejas rindu

(000)" vai (111)" viena bita izmainu, s(EOX,, )=3n.

EOX;,(X) ir EQUALITY funkcijas visparinajums, kurs ir 1idzigs 5.1. nodalas algoritma

visparinajuma panémienam.

7.1.1. EOXj3,(X) kvantu algoritms: Q,,,(EOX,, )=n

Piemeérs. Biila funkcija EOXg(x,...,X¢) ir uzdota ar patiesuma tabulu

X EOXs | X EOX
000000 1 011011 1
000111 1 011100 1
111000 1 100011 1
111111 1 100100 1
001001 1 101010 1
001110 1 101101 1
010010 1 110001 1
010101 1 110110 1
citadi 0

5. tab. Biila funkcija EOXg

Determinéta sareZzgitiba: D(EOX ) =6, tas seko no funkcijas jutibas uz jebkuras ieejas

rindas X = 000000 viena bita mainu.
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Kvantu vaicajoSs algoritms.
Pievienosim vél vienu vaicajumu funkcijas EQUALITY 3 algoritmam(6.2. nodala,

Qs (EQUALITY,) =1, D(EQUALITY,)=3):

D" 0 0 0 D™ 0 0 0
0 = 0 h?* 0 0 | 0. = 0 (b*® 0 0
Lo 0 b o [ | o0 0 D* 0
0 0 0 (-Dn*° 0 0 0 (D"
(7.1.1.1)
Jauns kvantu vaicajoSais algoritms ir sekojoSa transformaciju virkne
Py Py = Py Py Py
(7.1.1.2)
xl x4
o - : x2 x5 : . :
Vaicajums ir divu vaicajumu virkne Q = Q,0, = 326 | unitara transformacija U paliek
x3x
x3 x6

nemainiga.

Algoritma kvantu sarezgitiba ir Q,,,(EOX ) =2.

Teorema 16. Funkcijai EOX;,(X) eksisté kvantu vaicajosais algoritms ar sareZgitibu

Q0 (EOX, )=n.

Pieradijums. Algoritma kvantu sareZgitiba ir vienada ar 3-mainigo ,,blocinu” skaitu, tas ir n.

X X oo Xygna
X R oy oo X
. . . . 2 342 3(n-11+2 .
Vaicajums ir n vaicajumu virkne Q = l ! , 0<i<n-1
Xy Xz e Xyyes
Xy Xz e Xyyes

Sareizinasim visas vaicajumu matricas

(7.1.1.3)
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n—1
1=) x,.

(_1)Z1 0 0 0 < ; 341
0 (-D? 0 0 =

0= ;122= ) Xy,

0 0 (D3 0 Zo: e
0 0 0 -1* s

= z3= Zx3i+3
=0

EOX,, (X)=EQUALITY,(z1,22,z23) =1 [zl =22 =z3]
(7.1.1.4)

n-1 n—1
Jazl,z2, z3 ir (-1) pakapes, tad butiski ir saskaitit péc modula 2: z Xy = XQ()R(x3i+l) .

i=0

n—1 n—1 n-1 n—1
Analogiski ;xmz = X;:O()R(xmz)’ ;xﬁ% = XI,:OOR(xya) :
Ja X=(000)", tad viena bita maina mainis kadu no z1,z2,z3, attiecigi, mainTs
EQUALITY(z1,72,73) vertibu. Tatad, jauns algoritms saglaba EQUALITY algoritma

precizitati, atgrieZ ,,1” ar varbiitibu 1, un ,,0” ar varbiitibu 8/9, uzdod »n kvantu jautajumus.

7.1.2. EOXj3,(X) kvantu algoritms: Q,, ,(EOX,, )=n

Saja nodala tiek piedavats cits kvantu vaicajoss algoritms Biila funkcijai EOX;,,.

Kvantu vaicajoss algoritms.

Jauns kvantu vaicajosais algoritms ir sekojosa transformaciju virkne

py——>p—L—p,— o p,—2—p, — s p
(7.1.2.1)
11 1 1 1 000
L e —00)(00] = 00 00
o1 1 -1 —qf PeT 10000
1 -1 -1 1 00 00
U, = H4
(7.1.2.2)

40



1 2
— 0 — 0
5 5
\/— 1 \/— 1 1 1 0 O
0 — 0 —
b O L a0
T2 o L oo | 20 0 11
V5 1 V5 1 0 1 -1
0 — 0 -
V2 V2
(7.1.2.3)
X Xy o X3
Xy e Xgy e Xy _
Q ir vaicajumu virkne Q@ =| 2 W 0<i<n—1
X3 e Xy oo X343
X3 e Xy oo X343
(7.1.2.4)

Teoréma 17. Funkcijai EOX;,(X) eksisté kvantu vaicajoSais algoritms ar sarezgitibu
Qo0 (EOX, )=n.

Pieradijums. Spriedumi no Teorémas 16. pieradijuma noveda pie secinajuma, ka jauns
algoritms saglaba EQUALITY; algoritma precizitati. Sim algoritmam més izmantojam
funkcijas EQUALITY; algoritmu ar sarezgitibu Q,,,,(EQUALITY,) = 1. Tatad, algoritms

pazino funkcijas EOX3,(X) vertibu ar varbutibu 9/10, kameér uzdod » kvantu jautajumus.

7.2. Funkciju T,, iteracija. Bila funkcija TANDy, , Q34(TANDy,) = n pret
D(TANDy, ) =4n

Atcerésimies Biila funkciju T»,(XY), kuras eksakts kvantu vaicajoss algoritms ir prezentéts
5.1. nodala. Nemsim to par eksakta kvantu algoritma piemé&ru un parstavi, un paradisim, ka
var definét sarezgitaku algoritmu uz vienkar$aka eksakta algoritma pamata.
Algoritmus savieno paraléli, $1s piegajiens lauj divreiz palielinat mainigo skaitu, nepalielina
vaicajumu skaitu, bet diemZ&l padara jaunu salikto algoritmu par algoritmu ar ierobeZotu
panémienu ir verts pielietot tikai eksaktiem algoritmiem, citadi kludas varbiitiba ir vel
augstaka, kaut gan tas ir atkarigs no dota algoritma pasibam.
Si riciba ir lidziga funkcijas iterdcijai, kad funkcijas arguments ir tas pasas funkcijas vértiba

no cita argumenta, F(F(X),F(Y)).
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Kvantu algoritms. RekinaSanas process ir 1idzigs funkcijas T,, eksaktam algoritmam:

unitaru transformaciju un vaicajumu virkne ir gandriz tada paSa

U 0 U [M]

Po P P Ps

pﬁnal

(7.2.1)
Mes izmainijam unitaru transformaciju U un vaicajumu matricu Q sekojosi:

1 1 1 1 00 0 O 10000000
1 -1 1 -10 0 0 0 00000O0O0O
1 1 -1 -10 0 0 0 00000O0O0O
1 -1 -1 1.0 0 0 0 00000O0O0O

U=— ; P, =|000){000| =
200 0 0 0 1 1 1 1 00000O0GO0O
00 0 0 I -1 1 -1 00000O0GO0O
00 0 0 1 1 -1 -1 00000O0GO0O
00 0 0 I -1 -1 1 00000O0GO0O

(7.2.2)

Merijums [M] pazino stavokla I000> varbiitibu.

0
0= (% 0 ] , Q1 un Q; ir neatkarigas vaicajumu virknes no T,,(XY) algoritma.
2

Vaicajumu var 1si aprakstit ar matricu, kurai katra i-ta kolona ir Q; vaicajums parasta nozimé,

katra rinda ir attieciga stavokla li> (i € [0;7] binara pieraksta) amplitida.

n n
2 2
x xn yVl yn
—+1 —+1
2
M1 Yu Xy Xn
2 2
yn yn xn 'xn
) _ o EH EH
Jan ir para skaitlis, tad Q, ,, = ,
Zy e 2,4 o,
2 2
Z z,t t
L] | "
2
tl tn Zl Zn
2 2
t t z Z
—+1 " §+1 "

(7.2.3)
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X, xg J“ Y1 y EJ
T 7 e
B T
Vi Y X N x
Janirnepara, tad Q ,, = ZM | z{ J t M 2 t{ J
1 nlg ! >
2 2
n t t
Tk
R HAD
t I A
HIE

(7.2.4)
Jauna Biula funkcija ir 4n-mainigo funkcija TAND,, = AND(T,, ,T,,) , TAND,, = 1 tad un

tikai tad, ja abi argumenti 75, = 1, citadi TAND,, = 0 ar varbitibu 34 sliktakaja gadijuma.
D(TANDy, ) = 4n, jo s(TANDy,) = 4n, pret kvantu sarezgitibu Q;4(TAND.,,) = n.
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8. DIVU KUBITU KVANTU SISTEMAS EKSAKTA ALGORITMA
SAREZGITIBA
Saja nodala ir méginajums saprast, vai pareja uz jaukto stavokli algoritma sakuma vai vidi var
samazinat ta kvantu sarezgitibu.

Apskatisim divu kubitu kvantu sisteému. Sakumstavoklis ir jauktais stavoklis, uzdots ar

rt 0 0 0
blivuma matricu p = 0 r2 00 Jkurrl, r2, r3, r4 > 0
0 0 r3 0
0 0 0 r4
(8.1)
Transformaciju virkne T ir unitaru transformaciju un vaicajuma virkne 7 = ZQU ,
ull ul2 ul3 uld zZIl z12 z13 z14
U - u2l u22 u23 u?4 7= 721 z22 723 724 ;
u3l u32 u33 u34 z31 z32 z33 z34
udl ud2 ud3 ud4 741 z42 z43 z44
-n 0 0 0
0= 0 (-D* 0 ) 0
0 0 (-1 0
0 0 0 -
P =TPT" =ZQUpU QZ"
(8.2)
Merijums [M] noméris 100> stavokli.
Ar zvaigzniti (*) apzimé transponétu kompleksi saistitu matricu, ar svitru virs skaitla ir
domats kompleksi saistits skaitlis.
Vispariga forma mérjjuma vertiba ir funkcija P(X):
P(x1,x2,x3,x4) =
=D w2, + DUz, + (D w25 + (D by,
(D gy 2y + D P20 + Dtz + Dby ) +
r2((=D)"uy 2, + (D1 20, + (=D Uy 25, + (D) uyyby,)-
(D 2+ (D Pt 2y + (D Pty 2y + (D) by ) +
r3((=D"uy 2, + (D) Py 20 + (D P Uy 7y + (D uyby,)
(D" gz, + D Py 2+ (D) Pty 2y + (D by +
(=D uy 2z, + (=D Uz, + (D w2y + (D uy,by,) -
(D" gz + D P 2y + (D Pz + D ugby)
(8.3)
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Pienemsim, ka mé&s btivéjam kvantu eksaktu algoritmu ar sarezgitibu Qg(f) = 1 pret D(f) = 4.

No pienémuma seko vienadojumu sisteéma S1:

P(0,0,0,0) =1
P(1,0,0,00=0
S1=<P(0,1,0,0)=0
P(0,0,1,0)=0
P0,0,0,)=0

(8.4)
Vienadojumu sistéma S2 ir S1 vienadojumu apakSkopa:
P(1,0,0,0)=0
P(0,1,0,0)=0
P(0,0,1,0)=0
P(0,0,0,1)=0

(8.5)
Isuma dé| apzimésim
L =Uy 2y Iy SURTy s T3 T U2y Ty = U205
Is =Up 2y I TUpZys I TURZyS Ty = UyTyS
Ly = U3 Zyy5 by SUpZyps ) SUszZyps L = Uy
Ly SULZys Ly SULT 5 s T UT5000 T = U2y,
(8.6)
Tagad parrakstisim S2:
Pt 41, + 1y 1)t + 1, 15 +1,) 42—t 1, + 1, +1)(~ts +1, +1, +15)+
F1B(—ty + 1y 1y, F 1)ty + 1, 1, F 1)+
FrA(—ty + 1, s A1 )ty + 1y s 1) =0
P =ty 1+ ) — 1 1+ 1) 12t — 1+ 1) — 1+ 1 1) +
13ty —ty 1y, A1) Ey — 1y + 1y, + 1)+
§92 +r4(t13—tl4+t15_+tli)(€—§+a+a)=0 -
Pt 41, =t 41, )t +1, =13 +1,) + 12t +1g =1, + 1) (15 +1, =1, +1,) +
13ty + 1y — 1y, A1) Ey + 1 — 1y, + 1)+
+rd(t,, +t, —t; +t16)(a+a—a+a)=0
P+, 1 = 1)+ 1 1 = 1)+ 125 1 1, — 1)t + 1o +1, — 1) +

+7r3(ty +1, Ht, — )ty H1, +E, — 1)+

+r4(t, +t, it —t, )t +t, s —1,)=0

(8.7)
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Turpinasim parveidojumu

rl(=t, +t, +t,+1,)(—t, +t, +t, +1,)+ 12—t +1, +1, +1)(—ts +1, +1, +1)+

+7r3(—ty +1,, +1, F1,) g+, +E, )+

+rd(—t5 +t, +ts+1, ) (1, +1, +1s+1,)=0

rl(t, —t, +t, +1, )t —t, +t,+1,)+12(t5 —t, +1, +1)(ts — 1 +1, +1,)+

+r3(ty =ttt T, )ty =1+, +1,)+

+r4(t,; —t,, +ts )t —t, Hts+1)=0

Pt +1, =t + 1)t +1, =t 1)+ 12t +1, —1, 1)t +1, —1, +1,)+

+7r3(ty +t,, =t +t,)tg +1,,— 1, +1,)+

+r4(t,; +t,, —ts )t HE, —ts 1) =0

FIt, 1, +1, =t )t +1, +1, —t,)+ 72t +1, +1, —t )t +1, +1, — 1)+

+r3(ty +t,, +1, —t,)Eg H1 HE, —1,)+

+r4(t,; +1,, +ts — 1)t HE, T —1)=0
(8.8)
1. Kompleksa skaitla reizinajums ar kompleksi saistito ir pozitivs reals skaitlis,
(a+bi)(a+bi)=(a+bi)a—bi)=a*+b>, abeR
2. Kvantu stavokla blivuma matricas diagonales elementi ir reali skaitli, kuru summa
rl +r2+r3+rd=1.
Nemot véra minétos divus punktus, katrs vienadojums ir vienadiba formaa + b + ¢ + d = 0,

kur a,b,c,d ir pozitivi reali skaitli, ir likumigs tads katra vienadojuma parveidojums:

a=0
b=0
at+b+c+d=0< .
c=0
d=0

Parrakstisim S2 vienadojumus un parkartosim to secibu, sanak:
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ri(—t, +t, +t; +t,)(—t, +t, +1; +1,)=0

rl(t, —t, +t; +t,)(t, —t, +t, +1,)=0

Pt +t, =ty +1,)(t, +1, —t, +1,)=0

rli(t, +t, +t; —t,)(t, +t, +1,—1,)=0

r2(=ts +tg +1t, +t)(—ts +1,+1, +1,)=0

P2ty —tg +t, + 1)ty —tg +1, +1,)=0

r2(ts +tg —t, +t)(ts +t, —t, +1,)=0

§32 r2(ts +tg +t, —t )ty +t, +1t, —1,)=0

r3(=ty +1t,, +1,, +1,)(~ty +1,,+1, +1,)=0

r3(ty —t,, +1,, +1,)(t, —t,, +1, +1,)=0

r3(ty +1,, =1, +1,)ty +1,,—1, +1,)=0

r3(ty +1,, +1, —t,)tg +1,,+1, —1,)=0

rd(—t, +t,, +t,5 +t,)(~t; +t, +t5+1,)=0

r4(t13 —Iy, T +t16)(t13 —1y, T +t16)=0

r4(t13 +1, — 1 +t16)(tl3 +1, — 1 +t16):O

r4(t13 +1, Tl _tlﬁ)(tl3 +1, s _tlﬁ):O

rl(=t, +t, +t; +1,)(—t, +1, +t,+1,) =0
rl(t, —t, +t,+1,)(t, —t, +1;+1,) =0
rl(t, +1, —t; +t,)(t, +1,—t,+1,)=0

ri(t, +t, +t,—t,)(t, +1, +1,—1,) =0

r2(—ts +tg+t, +t ) (—ts +t,+1, +1,) =0

r2(ts —tg+1t, +t)(ts —t, +1t, +1,) =0

r2ts+tg—t, +t)(ts +t,—t, +1,) =0

r2(ts +tg+t, —t )t +t,+1,—1,)=0

r3(=ty +1t,,+1, +1,)(~t, +1,,+1, +1,)=0

r3(ty —t,, +t,, +1,)t,—t,,+1, +1,)=0

r3(ty +t,,—t, +1,){t, +1,,— 1, +1,)=0

r3(ty +t,,+1, —1,)t, +1,,+1,—1,)=0

rd(—t, +t, +t,s+1,)(—t;+t, +15+1,)=0

r4(t13 —hy, s +t16)(tl3 —hy, s +t16) =0

r4(t13 +i, s +t16)(t13 +i, s +t16) =0

r4(t13 +i, s _t16)(t13 +i, s _t16) =0

=

(8.10)

(8.9)
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rl, r2, r3, r4 ir nenulles skaitli, kas seko no sakumstavokla definicijas, tapéc més varam

vienkars$i noisinat tos katra vienadojuma. V&l viena komplekso skaitlu 1pasiba ir loti noderiga

. . z=(a+bi)a+bi =a’+b*;
sist€mas parveidojumam: zz=( X )

22=0&7=0

(—t,+t,+t,+1,)=0 [(=t;+1,+1, +1,) =0

(1, =ty +13+1,)=0  |(t5—tg+1, +1)=0
(t,+t,—t,+t,)=0 " |(ts+t,—t, +1,)=0 "

@t +t,+t;-1,)=0 (ts+t,+1,—1,)=0
(—l9+l10+t11+t12)=0 (—tl3+l14+t15+l16):0
(tg =ty +1,,+1,) =0 . (t; =ty +15+1,)=0
(tg +1,0 =1, +1,,) =0 ’ (1 +1, =15 +1,)=0
(tg +1,0+1,,=1,,) =0 (t;+1, +15—1,)=0

(8.11)

Cetru iegiitu linearu vienadojumu sistemu determinanti ir vienadi, sist€émas ir ekvivalentas,

nomainiti tikai mainigo apzim&jumi. Apskatisim pirmas LVS atrisinajumu:

-1 1 1 1}\4¢ 0 -1 1 1 1
I -1 1 1|z 0 I -1 1 1
S2, = =l | D= =-16
I 1 -1 1|z 0 I 1 -1 1
I 1 1 -1I\g, 0 r 1 1 -1
o 1 1 1
0 -1 1 1
t,D =16t = =0=1=0
0 -1 1
o 1 1 -1

(8.12)
Lidzigi spriezot, iegtsim (t; ,t; , t3, t4) = (0,0,0,0). Tapeéc ari visi #; = 0, i ir skaitlis no 1 Iidz 16.
Tad atcer€simies, ka no vienadojumu sistemas S/ més izmetam pirmo vienadojumu, 1si
atkartosim parveidojumu virkni tikai §Tm vienam vienadojumam:

P(0,0,0,0)=1=

rl(t, +t, +t, +t,)(t, +t, +t, +1,)+ 12ttt 1+ )t it )+

+r3(ty +1,, +1, F1,)Eg HH T F 1) A+, ), ) =1
r1-04+r2-0+r3-0+7r4-0=1=>
0=1

(8.13)
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Mgés nonacam pie pretrunas, tatad vienadojumu sist€mas S/ atrisinajumu kopa ir tuksa kopa.
Gadijuma, ja m&s aiztur€sim vienu mainigo un m&ginasim uzbtivét kvantu algoritmu ar
vaicajumu tikai par 3 mainigu vertibam, spriedumi bus 11dzigi, un beigas ar1 tiksim pie
pretrunas.

Tirais stavoklis paradas, ja atlauj kadam no r1, 12, r3, r4 veértibam biit par nullém, piem&ram,

1 00O
: - 0 00
ja sakumstavoklis ir p = .
0 00O
0 00O

(8.14)
Teoréma 19. 2-kubitu kvantu sistéma nevar uzbiivét eksaktu kvantu algoritmu ar sarezgitibu

Qe(f) < D(f)/2.

Pieradijums. Augstak ir piedavata spriedumu virkne, kas pierada teorému.
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NOBEIGUMS
Darba ir prezentéti originali efektivi kvantu vaicajoSie algoritmi dazam vispariga forma
definétam Bila funkciju kopam. Visu piedavato algoritmu kvantu sarezgitiba ir mazaka par
attiecigas Bila funkcijas determingtu sarezgitibu: eksaktiem algoritmiem ir Qg (f) = D(f)/2,
algoritmiem ar ierobezotu k]idu kvantu sarezgitiba ir mazaka pie mazas kludas varbutibas.
Petijuma laika neizdevas izstradat panémienu, kurs$ lautu konstruét efektivu algoritmu
patvaligai Bula funkcijai.
Darba ir méginajums noskaidrot, kadas prieksrocibas un triikumus dod kvantu jaukta stavokla
jédziens. Darba ir méginajums pieradit, ka jaukto stavoklu sistéma nevar uzbuvét eksaktu
algoritmu ar kvantu sarezgitibu mazaku par D(f)/2, tas ir uzlabot funkcijas PARITY rezultatu.
Tas ir tikai liela petijuma sakumpunkts, darba ir apliikots privatgadijums 2-kubitu sistémai.
Nakamais darba virziens ir visparinat un papildinat eso8a pétijjuma rezultatus jautajuma par

kvantu jauktajiem stavokliem.
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Magistra darbs ,,Kvantu vaicajoSie algoritmi Bila funkciju rékinasanai”

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie
informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Taisija MiS¢enko-Slatenkova
(Autora paraksts)

Ar savu parakstu apliecinu, ka esmu lasijis aug§minéto magistra darbu un atzistu to par
piemérotu/nepiemeérotu (nevajadzigo svitrot) aizstavéSanai Latvijas Universitates
datorzinatnu magistrantura. .

Darba vaditajs: profesors R. Freivalds
(Vaditaja paraksts)

Darbs iesniegts Datorikas nodala

(IesniegSanas datums)

Ar So es apliecinu, ka darba elektroniska versija ir augSupieladéta LU informativaja sistema.

Metodike:

(Metodike) (Metodikes paraksts)

Recenzents: Lelde Lace

(Recenzenta paraksts)

Darbs aizstavéts magistra gala parbaudijuma komisijas seédé

prot. Nr. , Vert€jums

(Darba aizstavesanas datums)

Komisijas sekretars:

(Sekretara paraksts)
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