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Anotacija

Darba ir aplukota Lipsica gludas centra varietates eksistence autonomam un neautono-
mam diferencialvienadojumam. Tika uzrakstits pieradijums centra varietates eksistences
teoremai, izmantojot materialu no Jack Carr gramatas ” Applications of Centre Mani-
fold Theory 7. Pieradijuma gaita iegiiti precizaki pietiekamie nosacijumi centra varietates
eksistencei, izmantojot atrisindjumu integralo starpibu. Aplikoti konkréti piemeéri.
Atslegas vardi: centra varietate, autonoma diferencialvienadojuma sistema, neautono-

ma diferencialvienadojuma sistéma.



Abstract

The subject of this thesis is Lipschitz smooth center manifold for autonomous and nonau-
tonomous differential equations. The proof of the center manifold theorem was written
using an information from Jack Carr book named ” Applications of Centre Manifold
Theory ”. We obtained more explicit sufficient conditions for the existence of center ma-
nifold using the integral difference of solutions. We considered some particular examples.

Keywords: center manifold, autonomous differential equation, nonautonomous diffe-

rential equation.
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Ievads

Centra varietate ir svarigs objekts diferencialvienadojumu teorijas un dinamisko siste-
mu petisana. Visa netriviala sistemas dinamika kada ipasa punkta apkartne tiek koncen-
treta tiesi uz centra varitates, t.i., vienadojums uz centra varietates nosaka pilna vienado-
jumu atrisinajuma asimptotisko uzvedibu. Sava darba es apskatiju LipSica gludas centra
varietates eksistenci autonomam diferencialvienadojumam, ka arl neautonomam diferen-
cialvienadojumam. Par darba pamatu tika izmantota Jack Carr gramata ” Applications
of Centre Manifold Theory 7, papildus interneta resursi, gramatas un lekciju konspekti.

Darbs sastav no cetram dalam. Pirmaja dala tika uzrakstits ievads par centra varieta-
tes eksistenci. Otraja dala tika aplikota teoréma par centra varietates lokalo un globalo
eksistenci autonomam diferencialvienadojumu sistémam, ka ari tas pieradijums. Tresaja
dala tika aplikota teoréma neautonomai diferencialvienadojumu sistémai un ceturtaja-

dazas teorémas un piemeéri.



1. Centra varietates eksistence autonomam diferen-
cialvienadojumam

Pirmie, kas saka rakstit par centra varietati bija V. Pliss un A. Kelley, respektivi,

1964. un 1967. gada. [1] [2]

1.1. Ievads centra varitates teorija

Apskatisim sistemu

T =ax’,
(1.1)
y=-y+y
kur a ir konstante. Ta ka vienadojumi ir sadaliti, vienadojuma (1.1 nulles atrisina-
jums ir asimptotiski stabils, tad un tikai tad, ja a<0. Apskatam tagad citu vienadojumu
T = ax® + 2y,
Y (1.2)
y=-y+y*+ay—a’
Ta ka vienadojumi ir nesadaliti, més nevaram uzreiz pateikt vai (1.2) sistemas nulles

atrisinajums ir asimptotiski stabils vai né, bet més varam izteikt hipotézi, ka tas ir, ja

a<0.

Definicija 1. Likni, y = h(x) sauc par autonomas diferencialvienadojumu sistémas
(1.3)
invariantu varietati, ja (1.3)) sistemas atrisinajumi (x(t),y(¢)) caur (xo(t), yo(t)) atro-
das uz liknes y = h(x), y(t) = h(x(t)).

Sistemai ([1.1)) y = 0 ir invariante varitate.
Vienadojumu sistémai (1.3)) ir invarianta varietate y = h(z) maziem |z| ar h(z) =
O(2?), kad x — 0. Sistémas (1.2)) nulles atrisindjumu asimptotiska stabilitate var bat

pieradita izmeklejot pirmas pakapes vienadojumu. Sis vienadojums ir

i = au® + u*h(u) = au® + O(u?), (1.4)



(1.4) vienadojuma nulles atrisinajums ir asimptotiski stabils, ja a<0 un nestabils, ja
a>0. Tas mums savukart saka, ka (1.2)) sistemas nulles atrisinajums ir asimptotiski stabils,
ja a<0 un nestabils, ja a>0.

Pirms centra varietates definicijas, no sakuma uzrakstisim vienadojumam
&= N(z) (1.5)
invariantas varietates definiciju, kur z € R"™.

Definicija 2. Kopa S C R” tiek nosaukta par lokalo invariantu varietati vienadojumam
(1.5), ja prieks zo € S, vienadojuma (1.5)) atrisinajums z(t) ar x(0) = zo ieklaujas S
prieks |t| < T, kur 7" > 0.

Ja meés vienmeér varam izveleties T' — oo, tad S ir saukta par invarianto varietati.

Uzrakstisim sistemu
&= Az + f(x,y) (1.6)
y=By+g(ry),
kur x € R", y € R™ un A un B ir konstansu matricas tadas, ka visam A Ipasgveértibam
realas dalas ir nulle, savukart visam B ipasvertibam realas dalas ir negativas. Funkcijas
fun g ir C? ar f(0,0) =0, f/(0,0) =0, g(0,0) = 0, ¢’(0,0) = 0, kur f ir f Jakobiana

matrica.

Piepemsim, ka f un g ir vienadi ar nulli. Tad sistema (|1.6) izskatas ka

T = Ax
(1.7)
y = By,
un to var pierakstit matricu forma
x A 0 x
Y 0 B y

Ja mes analizéjam sistemu R?® kopa ar n = 2 un m = 1, tad z1,22-ass un xz-ass
parada attiecigi centra varietati un stabilo varitati. Kopuma lienearai sistemai (1.7)) ir

divas invariantas varitates, x = 0, kas ir stabila varitate un y = 0, kas ir centra varietate.
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2. Centra varietates eksistences teoréma autonomai

diferencialvienadojumu sistémai

2.1. Globalas centra varietates eksistence

Apskatam vienadojumu sistemu

= Ax+ f(x,y) 2.1)
y = By+g(z,y),
kur x € R" un y € R™, visu matricas A ipasvertibu realas dalas ir vienadas ar nulli, un
visu matricas B ipasvertibu realas dalas ir negativas. Funkcijas f un g apmierina LipSica
nosacijumus.

No sakuma meés konstruésim sistému, kas sakrit nulles apkartné ar sistému , bet
ir vienkarsota arpus $is apkartnes. Jaunai sistemai mes pieradisim centra varietates eks-
istenci, kas sistémai biis lokala centra varietate.

levadisim pietickami glidas funkcijas ¢y : R™ — [0,1], kur ¢1(z) = 1, ja |z] < 1 un
Yi(x) =0, ja |z] = 2, un ¢ : R™ — [0, 1], kur ¢o(y) = 1, ja [y| < 1 un ¢s(y) =0, ja

ly| > 2. Piefiksesim parametru 7 > 0 un definesim jaunas nelinearitates:

F(z,y) = f($¢1(%)7?/¢2(%)) (2.2)
G(r,y) = g(x%(%)’wz(%)). (2.3)

Apskatam autonomu diferencialvienadojumu

= Ar+ F(z,
(z,y) (2.4)
y=By+G(z,y)
Funkcijas F' un G sakrit ar f un g, ja |z| < n un |y| < n un nav atkarigas no z, ja
|z| > 2n un |y| > 2n, un A ir n X n un B ir m X m matricas, attelojumi F : R"*™ — R"

un G : R™" — R™ apmierina Lip$ica nosacljumus ar mazu Lip$ica konstanti ¢ > 0

|[F(z,y) = Fla' y)l <elle =2+ |y —y]) (2:5)

Glz,y) = Gl )l <elle =2+ |y —y]) (2.6)
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un sup,, |G(z,y)| = N < +oo. Precizesim nosacijumus attieciba pret diferencialvienado-
juma (2.4)) linearo dalu. Pienemsim, ka matricu A un B ipasvertibam izpildas nosacijums:
ReXi(A) = 0 un Re);(B) < 0.

Dotie nosacijumi garante integralu

0 +oo
y:/ |e—Bt||eAtydt:/ Pt |e= A d (2.7)
— 0

oo

un

0 +0o0
M:/ \e‘Bt|dt:/ P!t (2.8)
0

—00

konvergenci. Aplikojam nepartrauktu ierobezotu attelojumu kopu

M = {h:R" — R™, sup |h(z)| < +00} (2.9)

Ja normu definé ar vienadibu

17l = sup |A(z)], (2.10)

tad M ir Banaha telpa. Attiecigi M apakskopa

M(k) = {h € M||h(z) — h(z)| < k|z — 2|} (2.11)

ir slegta Banaha telpas M apakskopa. Pienemam, ka h € M(k) un apskatam Kost prob-

lemu

&= Ax + F(z,h(x))

(2.12)
x(0, xg, h) = xp.
Ta ir ekvivalenta integralvienadojumam
t
x(t, zo, h) = x(t) = eMay +/ A F(2(s), h(x(s)))ds. (2.13)
0

Ertibas del apzimejumu z(t, zg, h) vieta lietosim apzimejumu z(t). Lai papildinatu
pieradijumu izdarisim sekojoso. Panemsim patvaligu ierobezotu funkciju h un ieliksim to
(2.4) sistemas pirmaja vienadojuma y vieta:

&= Az + F(z, h(z))

(2.14)
z(0,x9,h) = o
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Ta ka ([2.14) vienadojuma laba puse apmierina LipSica nosacijumu, tad tai eksiste vis-
iem t Kosi problemas atrisinajums. Fiksejam sakuma nosacijumu xy € R™ un apzimesim

(2.14]) vienadojuma atrisinajumu

t
z(t, zo, h) = ey + eAt/ e F(x(s, 20, h), h(z(s, zo, h)))ds, (2.15)
0

kur y(t) = h(x(t, zo, h)) ir (2.14) sistemas otra vienadojuma atrisinajums. Tapéc

%h(z(t, zo, h)) = Bh(x(t, zo, h)) + G(x(t, o, h), h(z(t, 2o, h))). (2.16)

Lai atrastu centra varietati prieks (2.4) mums vajag izveleties specialu vienadojuma

(2.16) atrisinajumu. Vienadojuma ([2.16)) atrisinajums izskatas sada forma:

h(z(t, zo, b)) = eP'h(xq) + eBt/O e PG (2 (s, zo, h), h(2(s, 20, h)))ds. (2.17)

Centra varietatei jabut ierobezotai, tapec mums vajag ieklaut vienadojumam ([2.17)
nosactjumu limy , o, e B'h(x(t, 29, h)) = 0. Pareizinot (2.17)) ar e~5* un parejot uz robezu,
kad t - —oo meés dabtjam

0

= tlim e Bth(x(t, 2o, h)) = tlim h(zo) — tlim e PG (x(s, w0, h), h(z(s, 20, h)))ds
——00 ——00 ——00 t
(2.18)
0
0= h(zg) — / e PG (x(s, w0, h), h(2(s, 0, h)))ds (2.19)

Tas nozime, ka lai atrastu centra varietates attelojumu h(xg) mums vajag atrisinat

funkcionalvienadojumu

h(mo):/ e PG (x(s, zo, h), h(z(s, z0, h)))ds (2.20)

Musu merkis ir iegut precizaku novertejumu Lipsica konstantei €. Tadel atradisim no-

vertejumu integralvienadojuma ([2.13)) divu atrisinajumu integralai starpibai f?oo le Bz (t)—

z' (t)|dt.

Lemma 1. Piepemam, ka h,h' € M(k) un ev(k + 1) < 1. Tad ir speka novertejums

/ le B x(t) — 2 (t)|dt < v(1l —ev(k+ 1)) |z — 24 (2.21)

—00



+eullh — K)).

Novertejam starpibu starp diviem integralvienadojuma (2.13)) atrisinajumiem, jat <0

[2(t) = 2’ ()] < le™||zo — x| + €/t eI (Ja(s) — 2 (s)] (2.22)

+h(z(s)) = B'(2'(s)))ds < |e[awg — ol +e(k + 1)/t e[z (s) — '(s)]ds

0
+e||h — h’H/ |eAt=)|ds.
t

Pareizinam nevienadibas abas puses ar |e”P!| un integrejam robezas T < t < 0.

[eglistam

0 0
/ P la(t) — o (B)|dt < / B o — |t (2.23)
T T

0 0
k1) / Bt dt / A 2(s) — ' (s)|ds
T t
, 0 0
+el|h —h ||/ |6_Bt|dt/ |eA(t_5)|ds.
T t

Mainam integracijas kartibu divkarsajos integralos. Seko

0
/ =B || () -2 (8)|dt < v]zo—1)|+e(k+1) / =55l (s) |ds/ = B=9)]| A=) | gy

T
(2.24)
+el||h — hH/ le” Bs\ds/ le” Bt—s He (t—s \dt
< vlwo— 2|+ e(k +1) / le=B5la(s) — 2 (s )|ds/ =B di
T—s
/ 0 0
+el|lh —h ||/ |e_BS|ds/ |e_Bt||eAt|dt
T T—s
! 0 ! !
v(|lzo — x| + e(k + l)/ |e_Bst(s) —x (s)|ds +ep||h—h|]).
T
No Sejienes
O ! !
/ |e’Bt|]:z:(t) —z (t)|dt <v(l—e(k+ 1)u)’1(|x0 — x|+ (2.25)
T



eullh—BJ)).

Parejot uz robezu, kad 7' — —oo mes iegustam formulu ([2.21). Lidz ar to Lemma (1))

ir pieradita. [5]

Teoréma 2. Ja dve <1 un 2ep < 14+ /1 — dve, tad sistémai (2.4)) eksisté globala centra

varietdate.

Teoréemas nosacijumi izpildas, ja € > 0 ir pietieckami mazs.

O Defingjam operatoru 7 : M((k) — M ar vienadibas palidzibu

(Th)(z) = / B G2 (s), hx(s)))ds

— 00

kur

x(t, zo, h) = x(t) = eMay +/0 A P(2(s), h(x(s)))ds.

Vispirms parbaudam, ka 7h € M.

() =] [ e PGlals). hia(s))ds
<| [l sup Gl

0
< N/ leP%|ds < uN < +o0
Izvelamies h' € M(k). Izlietojot Lemmu ([1)) iegiistam novertejumu

0

(Th) (@) = (Th)(2)] < e(k + 1)/ le™%[[a(s) — 2’ (s)lds

—0o0

0
+€Hh—h/H/ |e’BS|ds

—00

0
swﬁm/ 5% a(s) — ' (s)|ds + epllh— |

—0o0

< e(k+ V(1 —e(k + 1)) (loo — 2ol +epllh — 1))

+epllh = |
5(k5+1)7/ ’ 5(k+1)V ’
< ————— |29 — ———— 4+ ||h—nh
- 1—6(k+1)u|x0 x0’+€u(1—6(/€+1)y+ )l |
Janosaka k, lai
ek + 1w
S l—elk+ 1

9
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Tad

(Th)(@) = (Th)(2)] < klawo — | + ep(k + 1) |7 — k|

un

em(k+1) <1

Tas nozime, ka Th € M(k) un 7 ir saspiesanas operators slégta Banaha telpas apaks-

kopa M(k).

(Tmuﬁ:/)eﬁ%XM&%Jmh@@meD% (2.30)

—00

Citiem vardiem operatoram 7 ir nekustigs punkts, kas reizé ir centra varietates vien-
adojums.

Tad apskatisim teoréma minétos nosacijumus:

ek + 1w
C1l—e(k+ 1)

val

1
1—e(k+1)v

legustam kvadratvienadojumu £ aprekinasanai.

k+1=

ev(k+1)2—(k+1)+1=0
1++1—4ev

kE+1=
+ 2ev

Jaizvelas mazaka sakne

1—v1—4der  1—(1—4ev) 2

2ev C 2ev(14+ V1 —4dev)  1+1—4dev

Sakne biis reals skaitlis, ja

k+1=

dev < 1.

2
Tad k = ————= — 1 < 1. Parliecinamies, ka

14++/1—4ev
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ep(l+k) < 1.

2ep

k)= — =t
s+ k) = e

val

2ep < 141 —4ev.

Tatad nosacijums, ka Th apmierina ar konstanti k, 4erv < 1 garante Lipsica nosacijumu

bet nosacijums 2eu < 1+ /1 — 4ev garanté, ka operators 7T ir saspieSanas operators.

2.2. Lokalas centra varietates eksistence

Tatad apskatam sistému

= Az + f(x,y)

y=By+g(z,y),
kur x € R® un y € R™, visas matricas A ipasvertibu realas dalas ir nulle, un visas
matricas B 1pasvertibu redlas dalas ir negativas. Funkcijas f un g ar mazu Lipsica kon-
stanti apmierina LipSica nosacijumus. Atzimésim, ka f un ¢ vispariga gadijuma netiek

definétas visa telpa. Tadel

Teoréma 3. Ja 4ve < 1 un 2cpu < 1+ /1 — 4ve, tad sistemai 1} nulles apkartné ur

lokala centra varietate y = h(x), |x| < 1, kur h ir LipSica nepartraukta.

[0 Nulles punkta apkartné divas sistemas (2.1)) un (2.4)) sakrit. Péc globalas varietates
teoremas eksiste centra varietate un ta reize ir art lokala centra varietate sistemai (2.1)).

Ja diferencialvienadojumu sistema (2.1 ir C* gluda, tad var pieradit, ka centra varietate
ari ir C* gluda. [3] [5] W
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3. Centra varietates eksistences teoréema neautono-
mai diferencialvienadojumu sistémai

n-dimensionalu neautonomu periodisku sistému pieraksta ka

T = F(x,t), (3.1)

kur F' = (z,t + 27) = F(z,t). Atrisinajuma nosacijumi izpildas R" x R! telpa vai
R™ x D, kur D ir kada R"™ telpas dala. Pie jebkadiem sakuma nosacijumiem (zg,%g)
atrisinajumu var turpinat uz [to, to + 27| intervala. Sistemu var paplasinat lidz auto-
nomai sistémai, ievadot jaunu ciklisku mainigu © tadu, ka © = 1. Bet tam ir vajadzigs,
lai abiem mainigajiem x un © bija vienads status, t.i., funkcija F'(z, ©) jabut C"-gludai
(r > 1) attieciba pret visiem saviem argumentiem. Neautonomu sistemu ipatniba ir tas,
ka funkcija F ir nepartraukta tikai pec ¢. [6]

Lai gan neautonomu sistému var parveidot par autonomu sistemu telpa R, tomer
biezi értak ir neparveidot to par autonomu diferencialvienadojumu.

Tad apskatam neautonomu vienadojumu sistemu

t=A(t)z+ F(t,z,y)

(3.2)
y=B(t)y+G(t,z,y)

kur A ir n X n un B ir m X m matricas un matricu koeficienti ir nepartrauktas ¢t € R
funkcijas, attélojumi F : R x R*"™™ — R” un G : R x R*"™™ — R™ apmierina Lipsica

nosacijumus ar mazu LipSica konstanti ¢ > 0

[F(t,z,y) = F(t,z',y)| < ez — 2’|+ |y —y/]) (3.3)

G(t,a,y) = Gt y) | <e(lr =2 | +ly—y]) (3-4)

un sup, ., |G(t,7,y)| = N < +oo. Precizésim nosactjumus attieciba pret diferencialvie-
nadojuma (3.2 linearo dalu.

Apzimesim neautonoma diferencialvienadojuma

T = A(t)z (3.5)

12



fundamentalo atrisinajuma matricu ar U(t,ty), kur U(to,ty) = E un E- vienibas mat-

rica. Attiecigi neautonoma diferencialvienadojuma

y=B(t)y

fundamentalo atrisinajuma matricu apzimesim ar V' (¢, ), kur V(to,to) = E.

Pienem, ka integrali

to
v= sup/ |V (t,t0)||U(t, to)|dt (3.6)
to —00
un
to
p=suw [Vttt (3.7
to J—oo

konverge. Tie ir nosacijumu (2.7) un (2.§)) visparinajumi neautonomai linearai dife-

rencialvienadojuma sistémai. Aplikojam nepartrauktu ierobezotu attélojumu kopu

M= {h:RxR" = R" sup|h(t,z)| < +oo} (3.8)
t,x

Ja normu definé ar vienadibu

Il = sup (e, ), (39)

tad M ir Banaha telpa. Attiecigi M apakskopa

M(k) = {h € M||A(t,z) — h(t,z)| < k|lz — z'|} (3.10)

ir slegta Banaha telpas M apakskopa. Pienemam, ka h € M(k) un apskatam Kosi prob-

lemu

t=A(t)x + F(t,x,h(t,z))

(3.11)
l'(t, tO? Ty, h) = Zo
Ta ir ekvivalenta integralvienadojumam
t
x(t, to, xo, h) = z(t) = U(t, to)xg +/ U(t,s)F(t,xz(s), h(x(s)))ds. (3.12)
0

Atradisim novertéjumu integralvienadojuma (3.12)) divu atrisindjumu integralai star-

pibai [*_ |V (t,to)|Jx(t) — x'(t)|dt.
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Lemma 4. Piepemam, ka h,h' € M(k) un ev(k+ 1) < 1. Tad ir speka novertejums

/0 IV (to, H[2(t) — & (D) dt < (1 — ev(k + 1)) (|zo — )| (3.13)

—00

+eullh — K)).

Novertejam starpibu starp diviem integralvienadojuma (3.12)) atrisinajumiem, ja t < ¢,

I

2 (t) — ' (t)] (3.14)
< Ut to)lzo — o] +e/t U 9)(j2(s) — 2 (9)

+Hh(z(s)) = h (2 (s))])ds

< |U(t,to)||zo — a:;)| +e(k+1) / i \U(t, s)||x(s) — x/(s)\ds

/

+e|lh —h H/ Ul(t,s)|ds
Pareizinam nevienadibas abas puses ar |V (o,t)| un integrejam robezas T < t < .

[eglistam

/Wwwmmw—ﬂMﬁsLW<mﬂwummert (3.15)

T

+dh+U/m|@mﬂﬂAwWUﬁmﬂ@—fﬁwk

T

to
vellh— hH/ V(to, t |dt/ U(t, 5)|ds

Mainam integracijas kartibu divkarsajos integralos. Seko

/TO|V(t0,t)Hx(t)—:c'(t)]dtg y|x0—xg|+g<k+1)/T° |V(t0,3)||x(s)—:c/(s)|ds/;|V(t,s)|\U(t, §)ldt
(3.16)

to s
+ﬂh—hW/|V%JWB/|V@$WNtﬂﬁ
T T

SW%—xa+thUL”V%£MM$—fwwkfo|@mNW@%Wﬁ

T—s

to
el — hn/ m,kh/ IV (to, ) |U (8, o) dt

T—s
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to

<y@m—xa+dk+n/}Wﬁmﬁm@%ﬂﬂ$M&MMM—ﬁm.

T

No 8ejienes

/ 0 [V (to, t)l|x(t) — &' (t)]dt < v(1 = e(k + 1)v) " (Jwo — zo| +epllh = 1)) (3.17)

T

Ja T — —o0, tad iegistam formulu (3.13]) un lidz ar to lemma ir pieradita.

Teoréma 5. Ja dve < 1 un 2ep < 14+ /1 — dve, tad sistémai (3.2)) eksisté globala centra

varietdate.

[0 Definejam operatoru 7 : M(k) — M ar vienadibas palidzibu

(Th)(z) = /_0 V(to, s)G(z(s), h(s,z(s)))ds (3.18)
kur
x(t, to, ko, h) = z(t) = U(t, to)xo +/t Ul(t,s)F(x(s), h(s,z(s)))ds. (3.19)

robezas T <t < t,.

Vispirms parbaudam, ka 7h € M.

|(Th)(z)| = |/ V(to, s)G(s,x(s), h(s,z(s)))ds| (3.20)

<|/ V(to, s)] sup |G(s, 2, y)ds]

S,T,Y
<N/ V(to, s)|ds < uN < +o00

Izvelamies h' € M(k). Izlietojot Lemmu (4 iegiistam novertejumu

(Th) (@) — (Th)(@)| <€(k‘+1)/0 |V (to, $)l|(s) — ' (s)|ds (3.21)

—00

to
sell =t [ Vita,s)ds

€(k+1)/0 |V (to, s)||(s) — 2 (s)|ds + epl[h — ]|
<elk+ Dl —elk+ D) (|xg — xo| +epl|h — 1'||)]
+epllh — 1|
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e(k+1)v e(k+1)v
T 1l—ek+1)v 1—e(k+1)v
Tas nozime, ka 7h € M. Tatad Th € M(k) un 7 ir saspiesanas operators kopa M(k).

o — o] + ep( +1)[lh =1

(Th)(z) = / " Vite, $)G(s, (s, 70, b, h(s, 2(5, 70, h)))ds (3.22)

—00

Analogiski ka iepriekseja paragrafa varam aprakstit lokalo gadijumu.
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4. Dazas teorémas un piemeéri

Teoréma 6. Vienadojumu sistemai (1.6 eksiste centra varietate y = h(z), |z| < 0, kur
h ir C2.

Plasma uz centra varietates tiek kontroléta ar
= Au+ f(u,h(u)) (4.1)

n-dimensionalo sistemu, kura visparina (1.7 sistemas pirma vienadojuma problemu
prieks lineariem gadijumiem. Sekojosa teorema paradis, ka (4.1) sistema satur visu ne-
pieciesamo informaciju, kas ir vajadziga, lai noteikt asimptotisko uzvedibu prieks maziem

sistemas (|1.6]) atrisinajumiem.

Teoréma 7. (a) Piepemsim, ka sistemas (4.1)) nulles atrisinajums ir stabils (asimptotiski
stabils) (nestabils), tad sistemas nulles atrisinajums ir stabils (asimptotiski stabils)
(nestabils).

(b) Piepemsim, ka sistémas (4.1) nulles atrisinajums ir stabils. Lai (z(t),y(t)) ir sis-
temas atrisinajums ar (x(0),y(0)) pietiekami maziem. Tad eksisté sistemas (4.1])

atrisinajums u(t), ja t — oo,

z(t) = u(t) + O(e™) (42)
y(t) = h(u(t)) +O(e™)
kur ~v > 0 ir konstante.
Ja més ieliksim y(t) = h(z(t)) sistemas otraja vienadojuma, mes dabiisim
Oh(x
( )[Ax + f(z,h(x))] = Bh(x) + g(z, h(x)). (4.3)

Ox

Vienadojums kopa ar h(0) = 0 nosacijumu ir sistema, kura jaatrisina prieks
centra varietates. Visparigi tas ir loti sarezgits uzdevums, ta ka tas ir tas pats ka reki-
nat sistemu (|1.6). Nakamais rezultats rada, ka centra varietate var buit pietuvinata lidz
jebkurai precizitates pakapei.

Funkcijai ¢ : R — R™, kura ir sakuma funkcijas robezas definé
(M¢)(x) = ¢ (2)[Ax + f(z,6(x))] — Bo(x) — g(x, $(x)). (4.4)

Vienadojuma (4.3) (Mh)(z) = 0.
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Teoréma 8. Lai ¢ ir C* un attelota sakuma funkcijas robezas no R™ uz R™ ar ¢(0) =0
un ¢ (0) = 0. Piepemsim, ka, ja x — 0, tad (Mo)(x) = O(|z|?), kur ¢ > 1. Tad, ja
=0, |h(x) — ¢(x)| = O(|=[%).

Piemeérs 1. Apskatisim sistému

i = zy + az® + by’x
Y Y (4.5)
Y= —y+cx? +dz?y
Pec teoremas @ vienadojumam (4.5 ir centra varietate y = h(x). Lai aproksimet h

més uzrakstam

(M¢)(x) = ¢ (2)[x¢(x) + az® + brd?(x)] + d(x) — ca® — da(x).

Ja ¢(z) = O(x?), tad (M¢)(z) = ¢(z) — cz® + O(z?). No tas seko, ka, ja ¢(z) =
cx?, (M¢)(z) = O(z*), tad pec Teoremas h(z) = cx? + O(z'). Pec teoremas

vienadojums, kas parada vienadojuma (4.5)) nulles atrisinajuma stabilitati ir
i = uh(u) + au® + buh®(u) = (a + c)u® + O(uP).

Tad vienadojuma nulles atrisinajums ir asimptotiski stabils, ja a + ¢ < 0 un
nestabils, ja a + ¢ > 0. Ja a + ¢ = 0, tad mums vajag dabut labaku A tuvinajumu.

Pienemsim, ka a + ¢ = 0. Lai ¢(x) = cx? + (), kur o(x) = O(z?). Tad (M¢)(x) =
P(x) — cdxt + O(2%). Ja ¢(x) = cx® + cdz?, tad (M¢)(z) = O(2°), un pec Teoremas
h(z) = cx*+cdr*+0(z®). Vienadojums, kas uzdod vienadojuma nulles atrisinajuma
stabilitati ir

i = uh(u) + au® + buh®(u) = (cd + bc*)u® + O(u').

Tad, ja a + ¢ = 0, vienadojuma nulles atrisinajums ir asimptotiski stabils, ja

cd + bc? < 0 un nestabils, ja cd + bc? > 0. Ja cd + be? = 0, tad mums vajag dabiit labaku

h tuvinajumu.
Piemeérs 2. Apskatisim sistému

t=ecx—1*+x
Y (4.6)

y=-y+y —a’

kur e ir reals parametrs. Ideja ir atrast vienadojuma (4.6) mazus atrisinajumus prieks

maziem |e|.
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Linearai problemai, kas atbilst vienadojumam (4.6)), ipasvertibas ir —1 un . Mes
varam uzrakstit vienadojumu (4.6) ka

T=cr— 23+ ay
g'/: —y—|—y2—x2 (47)
e=0

Kad mes pienemam vienadojumu uz R3, tad loceklis ex sistema (4.7) klust nelinears.
Linearai problemai, kas atbilst sistemai (4.7) , ipasvertibas ir —1,0,0. Sistemai (4.7)) ir
divdimensionala centra varietate y = h(x,¢), |z| < 01, |¢] < do. Lai atrast aproksimaciju

uz h uzrakstam
(M@)(z,€) = ¢po(z,8) e — 2° + 2¢(7, )] + d(T,8) + 2° — ¢*(7, ). (4.8)

Tad, ja ¢(z,e) = —2%, (M¢)(x,e) = O(C(x,¢)), kur C ir homogena un kubiska. Pec
teorémas h(z,e) = —2* + O(C(xz,¢)). Piezimesim, ka h(0,¢) = 0. Pec teoremas

vienadojums, kas nosaka vienadojuma (4.7) mazus atrisinajumus ir

u=ceu—2u*+ O(|u|C(u,¢))
e=0.

(4.9)

Vienadojuma nulles atrisinajums (u,e) = (0, 0) ir stabils, tapec pec teoremas
prieks —dy < € < 0 sistemas pirma vienadojuma atrisinajums u = 0 ir asimptotiski
stabils un tad sistémas nulles atrisinajums ir asimptotiski stabils. Prieks 0 < € < 9,
sistémas pirma vienadojuma atrisindjumi sastav no divam orbitam , kas savieno sa-
kumpunktu ar diviem maziem fiksétiem punktiem. No tas seko, ka ja 0 < € < d,, sakuma
punkta stabila varietate prieks sistémas uztaisa ”plaisu” un nestabila varitate, kas

sastav no divam stabilam orbitém, savieno sakuma punktu ar fiksétiem punktiem.
[3]
Piemérs 3. Apskatisim sistému

T = v+ 2\y + 2% + 9?

(4.10)
y=—y+A\x+a®+zy.
Pec centra varietates teorémas, invariantai varietatei jabut sekojosa forma
y = o(x,y) = a(N)x + bN)2* + c(N)z® + O(|z?]). (4.11)
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Lai izskaitlot a(\) un b(\) koeficientus mes diferencejam vienadojumu (4.11)). Tegustam
v = a(\)i + 2b(N)zi + 3c(N)z*E + O(|2°])4. (4.12)

Tagad no sistemas (4.10) mes ielickam & un y vienadojuma (4.11)). Péc parveidojumiem

ieglistam
—y 4+ v+ 2% + 2y = (a(N) + 26(\)z + 3c(N)2? + O(|2%])) Az + 20y + 22 + %), (4.13)

Tad mes izmantojam vienadojumu (4.11)) lai izteikt y un péc tam salidzinam nosaci-

2 un z3. Pie £ mums sanak

jumus pie z,
—a(\) 4+ X =a(M)X+ 2 a(N)>. (4.14)
Maziem A $§im vienadojumam ir viens vienigs atrisinajums:

a(A) = A+ 0(\2).

Atzimesim, ka otrs kvadratvienadojuma atrisinajums prieks a(\) klast par bezgalibu,

kad A\ — oo un tapec nav pielaujams. Pie 2 mums sanak
—b(A) + 14 a(X) = 2b(A)A + 6Aa(M\)b(N) + a(A) + a(N)?. (4.15)
Tas lauj mums atrisinat b(\) : b(\) = 1+ 0(\). Pie 23 mums sanak
— () +5(A) = 8ha(\)e(A) + 4a(N)2b(A) + 4AB(A)? + 2b(A) + 3c(A)A. (4.16)

Tas parada mums c(A\). Meés varam turpinat procediiru un atrast centra varietates

Teilora aproksimaciju lidz pat jebkurai pakapei mes gribam. Beidzot varam ievietot vien-

adojumu atpakal sistema (.10 un iegustam
i = (A +2Xa(A\)x + (2Ab(A) + 1+ a(N)?)2® + (2Ac(A) + 2a(N)b(N))z* + O(z*).  (4.17)

Tas ir vienadojums, kas uzdod atrisinajuma evoliiciju uz centra varietates. Més varam
atrast stacionarus atrisinajumus pielidzinot labo vienadojuma dalu nullei. Pec dalisanas

ar x mes iegistam
0= f(x,\) := A+ 2xa(A\) + (2Ab(N) + 1+ a(N)?)z + (2Ac(A) + 2a(N\)b(N))z? + O(2?).

Piezimésim, ka
of
—(0,0) =1
ax( Y )
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un

af
55 (0.0) =1

Vini abi nav nulle, tas nozimeé, ka saskana ar netieso funkciju teoréemu mes varam
atrisinat atseviski katram mainigam (0,0) apkartne: =z = g(\) = —X 4+ 0(\?) vai A\ =
h(z) = —x + 0(z?).

7

Piemeérs 4. Apskatisim sistemu

T = To
2y = 0 (4.18)
y=—y+g(x1,12),

kur g ir gluda un ¢(0,0), ¢'(0,0) =0

Panemsim G(z1, o) = ¥(x1, 22)g(x1, 22), kur ¢ : R? — R ir C* funkcija, ar nosaci-

jumu, ka ¥ (x1,z9) = 1 pietiekami maziem (x;, z5). Pierakstisim tagad izmainitu sistemu

T = Ta

=0 (4.19)

y=-y+G(z1,72),
un tai eksiste centra varietate y = h(zy, 7o) ar (1, 75) € R% Pietiekami maziem (1, z5)
G(z1,22) = g(x1,22), tad y = h(x1,72) ar 23 + 3 < § daziem § ir ar1 lokala centra
varietate sistemai (4.18). Pirmiem diviem sistémas vienadojumiem atrisinajumi ir
x1(t) = 21 + 29t un z5(t) = 2, kur 2;(0) = z;,7 = 1,2. Sistemas tresa vienadojuma

atrisinajums ir uzdots ka y(t) = h(x1(t), x2(t)). Tapec

d
%h(zl + 29t, 29) = —h(z1 + 29t, 20) + G(21 + 221, 22) (4.20)

Lai atrast centra varietati sistemai (4.19) mes izvelejamies specialo sistemas (4.20)) atrisi-

najumu, kam ir sekojoss izskats

¢
h(z + 2ot, 29) = € "h(z1, 29) + / " 'G (21 + 2ot 29)ds (4.21)
0

Ta ka centra varietatei vajag pieskarties z;2, asij sakumpunkta un komponente e~ iet
gar stabilo varitati perpendikulari zy25 asij, ja ¢ — oo, mums vajag vinu iznemt. Tad

vienadojumam (4.21]) mes uzliksim nosacijumu
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lim h(Zl + th, Zg)et =0

t——o0

Tad reizinot vienadojumu (4.21)) ar e! un réekinot ierobezojumu, ja t — —oo, mums
] ) b)

sanak
0
lim h(z; + 2ot, z5)e’ = lim h(z1,22) — lim e*G(z1 + 228, 22)ds,
t——00 t——o0 t——o0 t
0
= h(z1,22) — / e*G(z1 + 228, z2)ds.
Tad
0
h(z1,22) = / e*G(z1 + 228, 22)ds. (4.22)

Lai h, kuru define vienadojums (4.22)), butu centra varietate vienadojumam (4.21))

mums vajag paradit, ka tas ir invarianta varietate. leliekam z; vieta z; 4+ 25t vienadojuma

(4.22) dabujam

0

h(z1 + 2ot, 29) = / e*G(z1 + 22(s + 1), 29)ds. (4.23)

Tagad vajag paradit, ka vienadojums (4.23) apmierina vienadojumu (4.19). Mums vajag

izskaitlot atvasinajumus péc ¢. Lai & = z1 + 29(s + t) un & = 2o, tad

d 0
%(Zl + Zzt, ZQ) = / [G122 + GQO]dS (424)

—00

= /_:[G1Z2]d8

_/0 s |9G] ([, 0G _ 0G
— ) s | U as T g

0

[€°G(21 + 2za(s + 1), 22)]% o — / e*G(z1 + 22(s + 1), 20)ds

0
G(z1 + 2ot, 29) — / e’G(z1 + z2(s + 1), 22)ds,

—0o0

kur G; apzime parcialo atvasinajumu no G péc & un G5 parcialo atvasinajumu no G péc

&. Tad izmantojot (4.23)) dabujam

h(Zl + ZQt, ZQ) = —h(Zl + 2275, 22) + G(Zl + th, 22). (425)
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Mes paradijam, ka vienadojuma (4.19)) atrisinajums caur (21, 29, h(21, 22)) atrodas uz
(t) = h(z1 + 2at, z3). Tas nozime, ka y = h(z1, z2) ir invarianta varietate vienadojumam

(4.19). Ta ka G ir C*, G(0,0) = 0 un G'(0,0) = 0, tad seko, ka h ir C*°, h(0,0) = 0 un

<

h'(0,0) = 0. Tapec h ir centra varietate vienadojumam (4.19)).
Ka piemeru mes panemam G(z1,22) = z122. Tad G(z1 + 29t,20) = z2(21 + 29t).
Dabijam
0
h(z1, 22) = 22/ e*(21 + 28)ds = 2120 — 23. (4.26)
—00

levietojot z; vieta z; + 2ot vienadojuma (4.26]) dabujam

h(z1 4 2ot, 23) = 29(21 + 29t) — 22 = 2129 + 25t — 22, (4.27)
tad

d

%h(zl + 2ot, 29) = 25 = —212 — 25t + 25 + 2125 + 25t (4.28)

—h(Zl + th, ZQ) + G(Zl + th, 22).

4]
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Secinajumi

Darba es aplikoju centra varietates eksistenci autonomam un neautonomam dife-
rencialvienadojumam, tas galvenas definicijas un teoremas, ka ari pieradijumus. Dala
no pieradijumiem tika nemta no Jack Carr gramatas ” Applications of Centre Manifold
Theory 7, ka ari citu konspektu un interneta resursiem. Centra varietates eksistences
teorémas pieradijums tika izmainits un precizéts. Jack Carr gramata ir aplikots tikai
autonomas diferencialvienadojumu sistémas gadijums bet diplomdarba tas tika pielietots
arl neautonomam gadijumam.

Centra varietate ir svariga diferencialvienadojumu teorijas pétisana, jo més varam
noteikt nelinearo sistemu atrisinajumu asimptotisko uzvedibu, ja mes zinam vienadojumu,

kas noteic centra varietates mazo atrisinajumu uzvedibu.
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