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Anotacija
Darba tiek apskatits garakas kopigas apaksvirknes uzdevuma visparinajums uz
kokiem. Tiek apskatiti divi vienada izmera koki, kuru virsotnes ir marketas ar vienas
kopas elementiem. Garaka kopiga apaksvirkne tiek mekleta pari visiem ieejas koku

celu pariem. Galvenais rezultats ir algoritms, kas risina apskatito uzdevumu laika

O(nlog®n), kur n ir abu ieejas koku virsotnu skaits.

Atslegvardi: grafi, koki, garaka kopiga apaksSvirkne, garaka augoSa apaksvirkne,

dinamiska programmeésana, centroidu dekompozicija, Filera apstaiga.



Abstract

Sub-Quadratic Algorithm for the Tree Path Subsequence Problem

In this work we consider a generalization of the longest common subsequence
problem to trees. We examine two equally sized trees with the vertex labels in a common
set. Specifically, we solve the problem of finding the longest common subsequence
among all pairs of the input tree paths. The main result is an algorithm which solves
the considered problem in O(nlog3 n) time, where n is the number of vertices in both

input trees.

Keywords: graphs, trees, longest common subsequence, longest increasing subse-

quence, dynamic programming, centroid decomposition, Euler Tour Technique.



Autoreferats

Visi 3. nodala aprakstitie panemieni nav autora originali rezultati, bet ir tikai vispar-
zinamu rezultatu atstastijumi. 4.2. nodala aprakstita datu struktura ir pasa autora izgud-
rojums, bet tas vispariguma del, ta visticamak jau tika aprakstita iepriekS un izmantota
kada cita konteksta. Darba autors gan nav atradis nevienu citu rakstu, kura biitu izmantota
lidziga datu struktiira, tapec 4.2. nodala nesatur atsauces uz avotiem. 4.3. un 5.1. nodalas
aprakstitie algoritmi ir galvenie darba rezultati un tie ir autora originali rezultati.

Darba novitate. Darba tika apskatits garakas kopigas apaksvirknes uzdevuma
visparinajums uz kokiem. Tika aprakstits jauns algoritms, kas atrisina apskatito uzdevu-
mu laika O(nlog®n). Algoritma izstades laika viens no ta apaksuzdevumiem tika izdalits
ka atsevisks vienkarsots uzdevums. Sim vienkarsotajam uzdevumam tika aprakstits jauns
algoritms, kas to risina laika O(nlogn). Sie divi jaunie algoritmi ir aprakstiti attiecigi 5.1.
un 4.3. nodalas.

Literatiiras izpete. Darba izstrades laika tika izpetita saistita literatura, bet ta netika
aprakstita atseviska nodala. Atsauces uz izpétitajiem avotiem ir atrodamas darba ievada.

Paveikta praktiska darba apjoms. Darba pamata nav autora pasSa ieguldits pro-
jektesanas, programmesanas vai cits praktisks darbs.

Rezultatu aprobacija. Parasti algoritmi, kas risina garakas kopigas apaksvirknes uz-
devumu (un ta atvasinajumus), ir balstiti uz dinamiskas programmesanas pieejas. Darba
aprakstitie algoritmi arT ir balstiti uz dinamiskas programmeésanas pieejas, tapec tos var
uzskatit par lidzigiem citiem rezultatiem Saja joma. Darba ir pieradits, ka aprakstitie algo-
ritmi atrisina uzstaditos uzdevumus zemkvadratiska laika, kas ar1 bija darba merkis. Darba
rezultati netika publiceti vai prezenteti konferences vai seminaros. Darba rezultati netiek
izmantoti prakse. Darba netika izstradata programmatiira, tapec ta netika testeta.

Darba noformejuma kvalitate. Darba teksts ir vairakas reizes parlasits un pareiz-
rakstiba ir parbaudita ar attiecigu programmatiru. Visas atrastas rakstibas kludas ir iz-
labotas. Kur ir iespejams, darba tika izmantota latviesu valoda oficiali pienemta nozares
terminologija. Lielakajai dalai izmantoto panemienu latviesu valoda nav oficiali pienemtu
terminu, $ados gadijumos tika izmantota ikdiena lietota terminologija (ja tada eksistéja).
Darba autors ir apskatijis noradijumu 6. pielikumu un ir izpildijis visus ta punktus, kas
uzlabo darba noformejuma kvalitati.

Plagiata iespejamiba. Visi no citiem autoriem aizgutie rezultati ir atzimeti ar at-
tiecigam literatiras atsaucem. Dalai no 3. nodala aprakstitajiem rezultatiem nav atsaucu, jo
tiem nav konkretu avotu un tie tiek uzskatiti par folkloru. Sadi 3. nodalas rezultati arT netiek
pasniegti ka autora originali rezultati. Darba nav teksta gabalu, kas ir burtisks tulkojums
vai tuvs parstasts no kada viena literatiiras avota, bet dala no definicijam var precizi sakrist

ar kadiem citiem darbiem acimredzamu iemeslu del.
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Ievads

Garakas kopigas apaksvirknes uzdevums (angliski Longest Common Subsequence, jeb
LCS) ir viens no klasiskajiem datorzinatne pétitajiem uzdevumiem. Tam ir vairaki prak-
tiski pielietojumi dazadas jomas, ieskaitot datu salidzinasanu, bioinformatiku, lingvisti-
ku un kimiju. Vispariga gadijuma uzdevumam jau 1975. gada ir aprakstits dinamiskas
programmesanas algoritms ar linearu telpas sarezgitibu un kvadratisku laika sarezgitibu
[1]. Gadu velak tika pieradits arT laika sarezgitibas apaksgjais novertejums Q(n?) uzdevu-
ma visparigajam gadijumam lemumu koku (angliski Decision Tree) modeli [2]. Taja pasa
laika, garakas kopigas apaksvirknes uzdevums ir risinams zemkvadratiska laika vairakos spe-
cialgadijumos. Piemeram, gadijuma, ja abas ieejas virknes ir permutacijas, garakas kopigas
apaksvirknes uzdevums ir ekvivalents ar garakas augosas apaksvirknes uzdevumu (angliski
Longest Increasing Subsequence, jeb LIS), kas jau ir risinams laika O(nlogn) [3].

Garakas kopigas apaksvirknes uzdevumu var dabiski visparinat art uz citam strukturam.
Konkreti, saja darba tiek apskatits visparinajums uz kokiem. Eksiste vairaki dazadi veidi, ka
LCS uzdevumu var visparinat uz kokiem, bet ir skaidrs, ka lielakaja dala gadijumu iegutais
visparinajums bus stingri sarezgitaks neka originals LCS uzdevums, un tatad vispariga
gadijuma nebis risinams zemkvadratiska laika. Literatura jau tika apskatiti vairaki sadi
visparinajumi [4, 5, 6, 7, 8|, kuros tiek meklets lielakais kopigais apakskoks, ko var iegut no
abiem ieejas kokiem izmantojot kaut kadas operacijas. Visiem aprakstitajiem algoritmiem
sliktaka gadijuma laika sarezgitiba ir (n?).

Darba merkis ir atrast kadu dabisku LCS uzdevuma visparinajumu uz kokiem, kas butu
risinams zemkvadratiska laika. Lai sads laiks butu teoretiski sasniedzams, no pasa sakuma
tiek apskatits tikai gadijums, kad katra no ieejas kokiem nav divu vienadi marketu virsotnu.
Sis ierobezojums garanté, ka gadijuma, kad abi ieejas koki ir celi, tiek iegiits LCS uzdevuma
gadijums ar permutacijam, nevis ta visparigais gadijums. Izveletais visparinajums ir kaut
kada zina pats vienkarsakais — diviem patvaligiem kokiem tiek mekleta to garaka kopiga
celu apaksvirkne. Darba galvenais rezultats ir jauns algoritms, kas risina izveleto uzdevumu
laika O(nlog®n).

Darba saturiga dala ir sadalita tris dalas. 3. nodala ir aprakstiti panémieni, uz kuriem
tiks balstits risinajuma algoritms. 4. nodala ir aprakstits vienkarsots uzdevuma variants un
ta risinajums. Beidzot, 5. nodala ir aprakstits pilna uzdevuma risinajums, kas iekseji izmanto

ieprieksejas nodalas algoritmu.



1. Uzdevuma formulejums

Apskatisim koku 7" un apzimesim ar d(u, v) Skautnu skaitu uz vieniga vienkarsa cela starp
virsotnem u un v. Virsotnu virkni vy, vs, . .., v sauksim par koka T apaksvirkni, ja v; # v;1q
visiem 1 < ¢ < k un d(vy,vg) = Zf:_f d(vi,viy1). Citiem vardiem, virsotnes vy, vy, ..., vy
atrodas uz viena vienkarsa cela koka 7', tiesi tada seciba.

Dotiem diviem kokiem T} un T, ar kopigu virsotnu kopu ir jaatrod garakas kopigas ap-

aksvirknes garumu.

1.1. Piemers

1. zim.: Divu koku garakas kopigas apaksvirknes piemers

1. zimejuma ir atteloti divi koki ar 12 virsotnem un viena no to garakajam kopigajam
apaksvirknem — 3, 8, 1, 10. Garaka kopiga apaksvirkne ne obligati ir unikala, piemera virknes
10,1,8,3 un 10, 1,11,9 ar1 ir abu attelotu koku apaksvirknes ar garumu 4.

Piemera sekojosas virknes ir abu koku apaksvirknes: 7,8,4 un 9,11, 12. Virkne 5,2, 12 ir

tikai pirma koka apaksvirkne, savukart virkne 5,12, 2 ir tikai otra koka apaksvirkne.



2. Definicijas
Stradajot ar kokiem, tiks izmantoti sekojosi apzimejumi.

Definicija 2.1. Virsotne u ir virsotnes v kaimins koka T, ja koks T satur skautni (u,v).

Virsotnes v visu kaiminu kopa tiks apziméta ar neighbors(v).

Definicija 2.2. Apskatisim saknotu koku 7" ar sakni 7 un ta patvaligu virsotni v # r. Par
virsotnes v vecaku tiks saukts tas kaimins p, kas ir tuvaks saknei neka v. Virsotnes v vecaks

tiks apzimets ar parent(v). Koka saknei parent(r) nav definéts.

Definicija 2.3. Ja saknota koka virsotne v ir virsotnes w vecaks, tad w tiks saukta par

virsotnes v bernu. Virsotnes v visu bérnu kopa tiks apzimeta ar children(v).

Definicija 2.4. Apskatisim saknotu koku 7" un sakni r un ta patvaligu virsotni v. Izdzesot
no koka 7' skautni starp virsotnem v un parent(v), koks sadalas divas komponentes. Ta
komponente, kas satur virsotni v, tiks saukta par virsotnes v apakskoku un tiks apzimeta ar
subtree(v). Koka saknei r, ta apakskoks ir definéts ka viss koks T, jeb subtree(r) =T.

Definicija 2.5. Saknota koka virsotnei v par tas dzifumu tiks saukts attalums (Skautnu

skaits) starp virsotni v un koka sakni.

Definicija 2.6. Par saknota koka dzijumu tiks saukts maksimalais no koka virsotnu

dzilumiem.
Definicija 2.7. Koka T virsotnu kopa tiks apzimeta ar V(7).

Definicija 2.8. Virsotnes v pakape ir tas kaiminu skaits, jeb kopas neighbors(v) izmers.

Virsotnes v pakape tiks apzimeta ar degwv.
Definicija 2.9. Koka virsotne v ir lapa, ja tas pakape ir viens, jeb degv = 1.

Definicija 2.10. Saknota koka virsotnem u un v par to zemako kopigo prieksteci (angliski
Lowest Common Ancestor, jeb LCA) tiks saukta virsotne w ar maksimalu dzilumu, kurai ir

speka, ka abas virsotnes u un v pieder virsotnes w apakskokam, jeb {u,v} C V(subtree(w)).

Aprakstot algoritmus, kas reize apstrada divus kokus, apzimejumiem tiks lietoti apaksejie
indeksi, lai paskaidrotu, uz kuru no ieejas kokiem tas apzimejums attiecas. Piemeram, ja
tiks apstradati koki 77 un 75, tad virsotnes v bérnu kopai koka 77 tiks izmantots apzimejums
children;(v). Arl datu struktiram, kas attiecas tikai uz vienu no diviem ieejas kokiem, tiks

lietoti apaksejie indeksi lidziga veida.

Definicija 2.11. Ar [n] tiks apziméta naturalu skaitlu no 1 lidz n kopa, jeb [n] =
{1,2,...,n}.



3. Paligriki un teoremas

Saja nodala aprakstisim rezultatus, uz kuriem tiks balstits algoritms.

3.1. Eilera apstaiga

Eilera apstaiga ir panemiens, kas lauj vairakus uzdevumus uz kokiem reducet uz ekvi-
valentiem vai lidzigiem uzdevumiem uz lineara masiva. Ta galvena 1pasiba ir, ka saknota
koka virsotnes tiek sanumuretas ar skaitliem no 1 lidz n tada veida, ka katras virsotnes v
apakikokam ta virsotnem ir pieskirti visi numuri kada intervala [I,7]. Sada veida apgal-
vojumus par originala koka apakskokiem var noformulét izmantojot virsotnu numuru in-
tervalus. Sis panémiens pirmo reizi tika aprakstits [9] un angliski tika nosaukts par “FEuler
Tour Technique (ETT)”. Saja nodala panemiens netiks aprakstits vispariga forma, bet tiks

definets jau pielagoti konkréetiem pielietojumiem.

Definicija 3.1. Apskatisim koku 7" ar n virsotnem un sakni r. Filera apstaiga tiek defineta
izmantojot divus masivus — EulerIn un EulerOut, katrs izmera n. EulerIn ir kopas [n]

permutacija. EulerOut elementi € [n]. Masivi apmierina sekojosu nosacijumu:
EulerIn[v] < EulerInfu] < EulerOut|v]

tad un tikai tad, kad virsotne u atrodas virsotnes v apakskoka.

Piezime. Liclakajai dalai koku, pec definicijas 3.1, masivi EulerIn un EulerOut nav vien-

NozZIMLgs.

Masivus EulerIn un EulerQOut var aizpildit laika O(n), inicializéjot counter <— 0 un
izsaucot EULERTOURDFS(r).

Algoritms 1 Eilera apstaiga

1: function EULERTOURDFS(v)
2 counter < counter + 1

3 EulerIn[v| < counter

4 for u € children(v) do

5: EULERTOURDFS(u)
6

7
8:

end for
EulerQut[v] < counter
end function




3.2. Centroidu dekompozicija

Centroidu dekomporzicija ir panemiens, kas lauj patvaligu koku ar n virsotnem sadalit
O(n) saknotos apakskokos ar kopéjo izmeru O(nlogn), pie tam iegiitajai dekompozicijai ir
vairakas noderigas Tpasibas. ST darba ietvaros biis aktuala tikai viena Ipasiba — katram divam
originala koka virsotném u un v eksiste tiesi viens dekompozicijas apakskoks S ar sakni r(.5),
ka {u,v} C V(S) un virsotne r(S) atrodas uz vieniga vienkarsa cela starp v un v. Sada
veida koka dekompozicija tiek izmantota, piemeram, rakstos [10, 11, 12]. Angliski to sauc

par “Centroid Decomposition”.

Teorema 3.1 (Koka centroids [13]). Koka ar n wvirsotném eksiste virsotne, izdzésot kuru

koks sadalas vairakas komponentes, kur katras komponentes izmers neparsniedz 5 virsotnes.

Pieradiyums. Apskatisim sekojosu procesu. Sakotneji izvelas patvaligu virsotni v. Ja virsotne
v apmierina teorémas nosacijjumu, tad teorema ir pieradita. Citadi, izdzesot virsotni v,
izveidojas tiesi viena komponente ar vairak neka 7 virsotnem. Apskatisim virsotni u, kas
pieder Sai komponentei, un ir savienota ar skautni ar v. Virsotni v aizstaj ar virsotni u un
atgriezas uz procesa sakumu. Procesa laika nav iespejams atgriezties ieprieks apmekletaja
virsotne, jo ieprieksejas virsotnes komponentes izmers ir stingri mazaks par 7. Tatad sis
process nevar turpinaties bezgaligi, jo koka virsotnu skaits ir galigs, un izbeigsies kada virsotne

v, kas apmierina teorémas nosacijumu. ]

Definicija 3.2 (Centroidu dekompozicija). Apskatisim patvaligu koku 7', apzimésim ta cen-
troidu ar v. Ja, izdzesot virsotni v no koka T, tiek iegutas k& komponentes C4,Cy, ..., Cy,
tad par koka T' centroidu dekompoziciju sauc saknotu koku CD(T), kura sakne ir v, un tas
bernu apakskoki tiek konstrueti rekursivi ka koku C4, (s, ..., C) centroidu dekompozicijas,
jeb CD(C;). Tatad ieks centroidu dekompozicijas CD(T") ta sakne v ir savienota ar komponensu
C; centroidiem. Teiksim, ka koka CD(7") saknei v atbilst viss originalais koks 7', lidzigi koka
CD(C;) saknei atbilst originalais koks C; utt. Apzimesim koku, kas atbilst CD(T") virsotnei u
ar CC(u).

Teorema 3.2. Apzimejot ar V(T) koka T wvirsotpu kopu un n = |V (T)|, izpildas sekojosa
nevienadiba:
> [V(cew))| € O(nlogn)
veV(en(T))

Pieradijums. Apzimesim virsotnes v béernu kopu ar children(v). No centroida definicijas
seko, ka, ja v € V(CD(T)) un w € children(v), tad 2 - |[V(CC(u))| < |V(CC(v))|,
tatad koka CD(T") dzilums ir O(logn). No centroidu dekompozicijas definicijas seko, ka
Y ueeniraren(w) |V (CC(w))| = [V(CC(v))| — 1, tatad katra koka CD(T") dziluma liment ir speka
>, [V (CC(u))| £ n, kur summa ir pari visam virsotnem u $aja dziluma IimenI. Sasummejot

Sadas nevienadibas pari visiem dzilumu Iimeniem iegtistam prasito. O]



3.3. Virtualais koks

Definicija 3.3. Dotam kokam 7' un ta virsotnu apakskopai U C V(T'), apskatisim tadus
kokus S, ka U C V(S) C V(T') un koku S var iegut no koka 7', izmantojot operacijas

1. izdzest lapu;
2. izdzest virsotni ar pakapi 2 un pievienot skautni starp tas kaiminiem.

No visiem sadiem kokiem S par koka T wvirsotpu apakskopas U virtualo koku sauksim koku

S ar mazako virsotnu skaitu.

Teorema 3.3. Virsotpu apakskopas U wvirtualo koku var iequt, sakot ar koku T un patvaligi

pielietojot izdzesanas operacijas virsotnem, kuras var izdzest.

Pieradiyjums. Apzimesim ar A virsotnu kopu, ko var izdzest pirms virsotnes v € A izdzeSanas
operacijas, un ar B — kopu péc operacijas. Paradisim, ka (A \ {v}) C B. u € A tad un tikai
tad, kad u € U un degu < 2. Veicot operaciju, kopa U nemainas un degu nevar palielinaties,
tapec u € (A\ {v}) = we B. O

Teorema 3.4. Apzimejot n = |V(T)| un k = |U|, koka T wvirsotpu apakskopas U wvirtualo
koku var iegut laika O(klogk) ar prieksapstrades laiku O(n).

Pieradijums. Aprakstisim algoritmu, kas atrisina So uzdevumu prasitaja laika. Prieks-
apstrades soli tiek sagatavoti Eilera apstaigas masivi EulerIn un EulerQOut un datu struktura
zemaka kopiga prieksteca (LCA) noteiksanai [14, 15]. Ka koka sakne tiek izveleta patvaliga
virsotne r € V(T'). Dotai virsotnyu apakskopai U, tas virtualais koks tiek ieguts simuléjot
koka T' Eilera apstaigu, bet apskatot tikai brizus, kad tiek apmekletas kopas U virsotnes.

Precizs algoritms ir definets zemak. O]

Algoritms 2 Virtuala koka konstruesana
1: stack < empty stack
2: for v € U in increasing order of EulerInfv] do
3: while stack.size > 2 do

4: a < stack.Pop()

5: b + stack.Top()

6: if EulerOut[b] < EulerIn[v] then
7 Add edge (a,b) to the tree S
8: else

9: stack.Push(a)

10: break

11: end if

12: end while

13:




14: if stack.size > 0 then

15: a < stack.Pop()

16: if EulerOut|a] < EulerIn[v] then
17: ¢ < LCA(a,v)

18: if stack.Top() # ¢ then

19: Add vertex c to the tree S
20: stack.Push(c)

21: end if

22: Add edge (a,c) to the tree S
23: else

24: stack.Push(a)

25: end if

26: end if

27:

28: Add vertex v to the tree S

29: stack.Push(v)

30: end for

31:

32: while stack.size > 2 do

33: a < stack.Pop()

34: b < stack.Top()

35: Add edge (a,b) to the tree S
36: end while

37:

38: 1 <— stack.Pop()

39: if r ¢ U and degr = 2 then
40: (a,b) < neighbors(r)

41: Delete vertex r and edges (a,r), (b,7) from the tree S
42: Add edge (a,b) to the tree S
43: end if

Algoritms apskata koka virsotnes EulerIn[v] augosa seciba. Algoritms uztur steku ar
visam virsotnem, kuram jau tika uzsakta, bet vel nav pabeigta apstrade. Steka augsa vienmer
ir pedeja apskatita kopas U virsotne, ta tiek apzimeta ar S;. Ar S tiek apziméeta nakama
virsotne uz steka utt. Tiek uzturéts invariants, ka visam virsotném u ar EulerQOutfu] <
EulerIn[S;| apstrade jau ir pabeigta, tatad steka atrodas tikai virsotnes ar EulerInfu] <
EulerIn|S;| < EulerOut|u], jeb virsotnes S; prieksteci.

Pievienojot virsotni v € U apstradei, algoritms pabeidz apstradi visam virsotnem wu ar
EulerIn|S;] < EulerOut|u] < EulerIn[v]. 2. ziméjuma tas ir virsotnes zilaja regiona un
virsotnes uz cela no Sy lidz ¢ (ieskaitot Sj, bet neieskaitot ¢). Zilaja regiona nav nevienas
kopas U virsotnes, tapec visas §1 regiona virsotnes var izdzest atkartoti izmantojot pirmo
operaciju (lapas izdzesanu), tatad neviena no Sim virsotném nepaliks koka S un algoritms

tas virsotnes vienkarsi ignore. Péc zila regiona izdzeSanas, sarkanam virsotnem uz cela no



2. zim.: Virtuala koka konstruesana

Sy lidz ¢ pakape ir 2 un tas nepieder kopai U (citadi tas atrastos steka), tatad visas §is
sarkanas virsotnes var tikt izdzestas, atkartoti izmantojot (2) operaciju. Tatad pec visam
izdzesanam koka S no apskatitam virsotnem wu paliks tikai virsotnes S; un S;. Vispariga
gadijuma algoritmam ir japabeidz apstrade virsotnem, kas ir steka augSpuse, un kas atrodas
zem virsotnes c¢. Algoritma cikls 3. — 12. rindina apstrada visas Sadas virsotnes iznemot
pedejo (piemera Sy). Pedeja virsotne tiek apstradata atseviski 14. — 26. rindina.

Pec algoritma galvena cikla (2. — 30. rindina) nav pabeigta apstrade virsotnem wu ar
EulerOut|u] > EulerIn[S;], kur S; ir virsotne steka augsa. Izmantojot tiesi tadu pasu
spriedumu, ka augstak, var pamatot, ka ir iespejams izdzest visas virsotnes, kas neatrodas
steka. Tatad, lai pabeigtu apstradi, algoritmam ir tikai japievieno Skautnes starp steka
virsotnem, kas tiek izdarits 32. — 36. rindina.

Algoritms pievieno kokam S virsotnes, kas nepieder U, tikai 19. rindina. Visam sadam
virsotnem c¢ 22. rindina uzreiz tiek pievienota pirma skautne, velak tiks pievienota vel viena
skautne virsotnes v virziena (skatit 2. ziméjumu), ka ar1 tiks pievienota vel viena skautne “uz
augsu”, ja c nav koka S sakne (jeb nav augstaka no koka S virsotnem koka 7"). Tatad sadam
virsotnem bus pakape vismaz 3, ar vienigo iznemumu — koka S sakni, kurai var but pakape
2. Ja ieguta koka S saknes pakape tiesam ir 2 un ta nepieder U, tad to ir iespejams izdzest,
izmantojot (2) operaciju, kas tiek izdarits 38. — 43. rindina. Pec §is izdzeésanas virsotnu
pakapes nemainas, tapec jaunas virsotnes, ko var izdzest, nevar paradities. Tas arT pierada,
ka algoritma beigas tiek iegiits koka 7" virstonu apakskopas U virtualais koks.

Pasa sakuma algoritms sakarto kopas U elementus péc EulerIn[v] augosa seciba, kas prasa



O(klog k) laiku. Uz katru kopas U virsotni algoritms veic O(1) stack.Push(-) operacijas —
pa vienai 9., 20., 24. un 29. rindina, tatad arT cikli ar steku 2. — 12. un 32. — 36. rindina
amortizeti strada laika O(k). Visam parejam algoritma operacijam, ieskaitot zemaka kopiga
prieksteca noteiksanu, ir O(1) laika sarezgitiba [14, 15]. Tatad kopéja algoritma sarezgitiba
ir O(klogk).

3.4. Nogrieznu koks

Nogrieznu koks ir datu struktura, ar kuras palidzibu var efektivi veikt vairakas operacijas
ar linearu masivu izmera n laika O(logn). Vispariga gadijuma nogrieznu koku var pielietot
ar1 citos noliikos, ka art ar to palidzibu var izpildit loti dazadu veidu operacijas. Saja nodala
tiks aprakstitas tikai divu konkrétu veidu operacijas, kas biis nepiecieSamas §1 darba ietvaros.

Masivam izmeéra n atbilstosais nogrieznu koks ir pilns binarais koks ar n lapam. Katra
nogrieznu koka virsotne v atbilst kadam masiva apaksnogrieznim [, r]. Nogrieznu koka sa-
knei atbilst viss masivs, jeb nogrieznis [1, n]. Nogrieznu koka lapam atbilst masiva atseviski
elementi, jeb nogriezni [z, z|. Ja virsotne v atbilst nogrieznim [/, r] ar [ < r, tad tas diviem

bérniem atbilst attiecigi nogriezni [l, LHTTH un HHTTJ +1, r].

Teorema 3.5. Nogrieznu koka ar n lapam dzilums ir O(logn).

Pieradijums. Ja virsotne v atbilst nogrieznim garuma /¢, tad tas berni atbilst nogriezniem ga-

l
ruma < k—‘ . Tatad virsotnes dziluma k, jeb attaluma k no koka saknes, atbilst nogriezniem

n
garuma < {?—‘ Tatad visas virsotnes dziluma k& = [log,n| ir lapas, un nogrieznu koka

dzilums neparsniedz k. O]
Teorema 3.6. Katrs masiva elements pieder O(logn) virsotpu nogriezniem.

Pieradijums. Apskatisim patvaligu masiva elementu ar indeksu x. Apskatisim patvaligu
dzilumu k£ un visas koka virsotnes Saja dziluma, jeb attaluma k£ no saknes. Peéc nogrieznu
koka konstrukeijas, visu apskatito virsotyu atbilstosu nogrieznu apvienojums ir [1, n|, pie tam
nekadi divi no Siem nogriezniem nekrustojas. Tatad dziluma k eksiste tieSi viena virsotne,
kurai atbilstosais nogrieznis satur x. Apvienojot So noverojumu ar teoremas 3.5 rezultatu,

iegistam prasito. O

No teoremas 3.6 seko, ka operacijas, kas izmaina vienu masiva elementu, ietekme tikai
O(logn) nogrieznu koka virsotnes. Tatad, ja katru ietekmétu nogrieznu koka virsotni ir
iespejams apstradat laika O(1), tad viena elementa izmainas operacijai kopéja sarezgitiba ir
O(logn).

Lemma 3.1. Katru maswa prefiksu [1,7] C [1,n] un sufiksu [I,n] C [1,n] ir iespejams sadalit

O(logn) nogrieznos, kas atbilst nogriezpu koka virsotnem.
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Pieradiyjums. Apskatisim tikai prefiksa gadijumu, jo sufiksa gadijuma ir simetrisks. Ap-

skatisim nogrieznu koka sakni un tas bernus. Apskatisim divus gadijumus:

1. Ja prefikss [1,r]| krustojas ar labajam delam atbilstoso nogriezni, tad [1, 7] pilniba sa-
tur kreisajam delam atbilstoSo nogriezni. Tatad var pievienot sadalijumam kreisajam

delam atbilstosu nogriezni un rekursivi pariet uz labo delu.

2. Citadi, prefikss [1,7] ir pilniba ieklauts kreisajam delam atbilstosaja nogriezni un var

rekursivi pariet uz kreiso delu.

Abos gadijumos aprakstita procedura pievieno sadalijumam ne vairak ka vienu nogriezni
un pariet uz nogrieznu koka virsotni vienu dziluma Iimeni zemak. Tatad no katra dziluma
limena tiek izvelets ne vairak ka viens nogrieznis un, apvienojot so ar teoremas 3.5 rezultatu,

iegtistam prasito. O

Teorema 3.7. Katru masiwa segmentu [, ] C [1,n] ir iespéjams sadalit O(logn) nogrieznos,

kas atbilst nogrieznu koka virsotnem.

Pieradiyums. Lidzigi lemmas 3.1 pieradijumam, apskatisim nogrieznu koka sakni un tas

bernus. Apskatisim divus gadijumus:

1. Jasegments [[, ] krustojas ar abu delu atbilstosajiem nogriezniem, tad kreisajam delam
s1s skelums ir tam atbilstosa nogriezna sufikss, bet labajam delam — prefikss. Apvie-

nojot So noverojumu ar lemmas 3.1 rezultatu, iegtistam prastto.

2. Citadi, segments [[,r] ir pilniba ieklauts viena no bérniem atbilstosajiem nogriezniem

un var induktivi pariet uz attiecigo bernu. O

No teoremas 3.7 seko, ka operacijas uz patvaligiem segmentiem [l,7] C [1,n] var izpildit
laika O(logn), ja katrai nogrieznu koka virsotnei ir iespejams veikt So pasu operaciju uz
virsotnei atbilstosa nogriezna laika O(1). Pieméram, ja operacija ir maksimuma atrasana uz
segmenta, tad katra nogrieznu koka virsotne ir jaglaba maksimums tai atbilstoSaja nogriezni,

kas lauj operaciju “izrekinat maksimumu” veikt laika O(1), atgriezot saglabatu vertibu.
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4. Vienkarsotais uzdevums

Lai atrisinatu ieprieks aprakstito uzdevumu, sakuma aprakstisim algoritmu vienkarsakam
uzdevumam, un tad izmantosim to, lai izveidotu algoritmu sakotnejam uzdevumam.

Apskatisim saknotu koku 7. Virsotnu virkni vy, ve, ..., v, sauksim par koka T dilstosu
apaksvirkni, ja visiem 1 < ¢ < k virsotne v;,; atrodas stingri ieksa virsotnes v; apakskoka.

Dotiem diviem saknotiem kokiem 77 un 75 ar kopigu virsotnu kopu (bet, iespejams, ar
dazadam sakném) katrai virsotnei v ir jaatrod garakas kopigas dilstosas apaksvirknes ar
v; = v garumu. Apzimesim §1s vertibas ar f(v).

Talak paradisim vienu pieméru un tad aprakstisim algoritmu Sim uzdevumam. 4.2. nodala

aprakstisim nepiecieSsamo palig datu struktiiru, un 4.3. nodala aprakstisim pasu algoritmu.

4.1. Piemers

3. zim.: Divu saknotu koku kopigas dilstosas apaksvirknes piemers

3. zimejuma ir atteloti divi koki ar 12 virsotném un saknem attiecigi virsotnes 7 un 8.
Ar sarkano krasu ir iezimeta So divu koku kopiga dilstosa apaksvirkne 7,5,2. Starp visam
kopigajam dilstosam apaksvirknem ar v; = 7, §1 ir visgaraka, tapec f(7) = 3.

Piemera, virsotnem 3 un 5, f(3) = f(5) = 2 un attiecigas kopigas dilstosas apaksvirknes
ir 3,4 (vai 3,12) un 5,2 (vai 5,9). Visam parejam virsotnem v, f(v) = 1, jo virsotnes v
apakskokiem pirmaja un otraja koka nav kopigu virsotnu, iznemot pasu v.

Virkne 10,8 ir tikai pirma koka dilstosa apaksvirkne, savukart 8,10 ir tikai otra koka

dilstosa apaksvirkne.
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4.2. Datu struktura
Saja nodala tiks aprakstita datu struktiira, kas lauj izpildit sekojosas operacijas:

1. Pievienot pieprasjumu (I,r) ar 1 < [ < r < n strukturai. Sakotneji pievienotam

pieprasijumam ir piesaistita vertiba 0;

2. Dotiem z (1 < x < n) un v, visiem pieprasijumiem, kas paslaik ir pievienoti strukturai

un kuriem [ < x < r, aizvietot tam piesaistitu vertibu a ar max(a, v);

3. Iznemt pieprasijumu no strukturas. Tiek iznemts pieprasijums, kas bija pievienots
struktiirai pedejais no visiem paslaik pievienotiem pieprasijumiem. Iznemot pie-

prasijumu, tas tiek izdzests no struktiras un funkcija atgriez tam piesaistito vertibu;

Aprakstita datu struktura spej apstradat katru no sadam operacijam O(logn) laika.

4.2.1. Definicija un inicializacija

Datu struktiira sastaves no divam dalam — steka QueryStack, kas satur visus pievieno-
tus pieprasijumus, un nogrieznu koka ar n lapam. Katra nogrieznu koka virsotne satures
atsevisku steku ar visiem pieprasijumiem, kas parklaj sis virsotnes segmentu, bet neparklaj

virsotnes vecaka segmentu. Datu struktura tiek inicializeta laika O(n) sekojosa veida:

Algoritms 3 Pieprasijumu nogrieznu koks

1: function INITQUERYSEGMENTTREE(n)
2 QueryStack «— empty stack
3 QueryTreeRoot < CREATEQUERYTREE(1,n)
4: end function
o:
6: function CREATEQUERY TREE((, 1)
7 vertex < new vertex
8 vertex.L <[
9 vertex.R<r
10: vertex.queries < empty stack
11: vertex.queries.Push(0)
12:
13: if [ <r then
14 ¢ L]
15: vertex.LeftSon <— CREATEQUERYTREE(/, ¢)
16: vertex.RightSon <— CREATEQUERYTREE(c + 1,7)
17: end if
18:
19: return vertex

20: end function

12



4.2.2. Pirma operacija

Pievienojot pieprasijumu, ta segments tiek sadalits O(logn) nogrieznos un pieprasijums

tiek pievienots attiecigo nogrieznu koka virsotnu stekiem.

21: function PUSHQUERY((, )
22: QueryStack.Push(l,r)

23: TREEPUSHQUERY (QueryTreeRoot, [, 1)
24: end function
25:

26: function TREEPUSHQUERY (vertex, !, r)
27: if | <vertex.L and vertex.R < r then

28: vertex.queries.Push(0)

29: else

30: if vertex.LeftSon.R > [ then

31: TREEPUSHQUERY (vertex.LeftSon, [, )
32: end if

33: if vertex.RightSon.L < r then

34: TREEPUSHQUERY (vertex.RightSon, [, r)
35: end if

36: end if
37: end function

4.2.3. Otra operacija

Otras operacijas laika tiek apskatitas visas nogrieznu koka virsotnes, kuru atbilstosajiem
nogriezniem pieder x, un merkis ir atjaunot piesaistitas vertibas visiem pieprasijumiem, kas
atrodas apskatito virsotnu stekos. Pasas operacijas laika tiek atjaunotas tikai vertibas steku
augspuses (viena vertiba katra steka, jeb virsotne), kas velak tresas operacijas laika tiks slinki

izplatitas uz steku zemakiem elementiem (panémiens, ko angliski sauc par lazy propagation).

38: function UPDATEQUERIES(z, v)

39: TREEUPDATEQUERIES(QueryTreeRoot, x, v)

40: end function

41:

42: function TREEUPDATEQUERIES(vertex, z, v)

43: a  vertex.queries.Pop()

44: vertex.queries.Push(max(a,v))

45: if vertex.LeftSon exists and vertex.LeftSon.R > z then

46: TREEUPDATEQUERIES(vertex.LeftSon, z,v)

47: else if vertex.RightSon exists and vertex.RightSon.L < x then
48: TREEUPDATEQUERIES(vertex.RightSon, z,v)

49: end if
50: end function
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4.2.4. Tresa operacija

Pieprasijuma iznemsanas operacija notiek simetriski pieprasijuma pievienosanai. Tiek
apskatitas tas pasas O(logn) virsotnes ka pieprasijuma pievienoSanas laika. Katrai sadai
virsotnei tiek iznemts steka augsejais elements a. ST vertiba tiek slinki izplatita un steka
nakamo elementu, un ka pieprasijuma rezultats tiek atgriezta maksimala no iznemtajam a

vertibam.

51: function POPQUERY ()
52: (I,7) < QueryStack.Pop()

53: return TREEPOPQUERY (QueryTreeRoot, [, )
54: end function
55:

56: function TREEPOPQUERY (vertex, [, r)
57: if | <vertex.L and vertex.R < r then

58: a < vertex.queries.Pop()

59: b < vertex.queries.Pop()

60: vertex.queries.Push(max(a,b))

61: return a

62: else

63: a<+0

64: if vertex.LeftSon.R > [ then

65: a + max(a, TREEPOPQUERY(vertex.LeftSon,,r))
66: end if

67: if vertex.RightSon.L < r then

68: a < max(a, TREEPOPQUERY (vertex.RightSon, [, 1))
69: end if

70: return a

71: end if

72: end function

Algoritma 59. un 60. rindina notiek ieprieks mineta slinka izplatisana. Apskatot konkretu

virsotni, tas dzives ciklu var aprakstit sekojosa veida:

1. Pieprasijums b ir pievienots stekam (pirma operacija);
2. Pieprasijums a ir pievienots stekam (pirma operacija);
3. Vairakas otras operacijas;

4. Pieprasijums a ir iznemts no steka (tresa operacija).

Iznemot pieprasijumu a no steka 4. soli, ta vertiba ir vienada ar maksimumu pari visam
otrajam operacijam 3. soll. Sis otras operacija vel netika pielietotas pieprasijumam b, jo otras
operacijas laika ta tika pielietota tikai steka augsejam elementam, jeb a. No citas puses, pec
definicijas, visam otrajam operacijam 3. soll ir jaietekme ar1 pieprasijums b. Tatad algoritma

59. un 60. rindina visas 3. sola operacijas tiek pielietotas pieprasijumam b.
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4.3. Algoritms

Sekojoss algoritms atrisina vienkarsoto uzdevumu laika O(nlogn), kur n ir virsotpu
skaits.

Sakuma laika O(n) apstaiga koku 7; sakot no ta saknes un sagatavo masivus EulerIn;
un EulerOut;, kas apraksta koka 77 Eilera apstaigu. Tad inicialize nodala 4.2. aprakstitu
datu strukturu izmera n un izsauc zemak definetu CALCDOWNDEF'S funkciju uz koka 75,

sakot no ta saknes.

Algoritms 4 Vienkarsota uzdevuma risinajums
1: function CALCDOWNDFS(v)

2 PuUsHQUERY (EulerIn,[v], EulerQut,[v])
3 for u € childrensy(v) do

4: CALCDOWNDFS(u)

5: end for
6:
7
8:

dp[v] + POPQUERY() + 1
: UPDATEQUERIES(EulerIn[v],dp[v])
end function

Peéc funkcijas CALCDOWNDEF'S izpildes masivs dp bius aizpildits ar prasitam vertibam,
jeb dp[v] bus vienads ar f(v).

Inicializacijas soll algoritms patere O(n) laiku. Funkcijas CALCDOWNDF'S izpildes laika
uz katru koka virsotni v tiek pa vienai reizei izsauktas funkcijas PUSHQUERY, POPQUERY un
UPDATEQUERIES, katra no kuram izpildas laika O(logn). Tatad funkcijas CALCDOWNDF'S

un art visa algoritma kopejais izpildes laiks ir O(nlogn).

Lemma 4.1. f(v) = max,(f(u)) + 1, kur maksimums tiek nemts pari visam virsotnem u,

kas atrodas stingri ieksa virsotnes v apakskoka vienlaicigi gan koka T, gan koka Ts.
Pieradijums. Ar u tiek parlasita dilstosas apaksvirknes virsotne vs. O
Teorema 4.1. Aprakstitais algoritms ir korekts.

Pieradiyums. No 4.1. lemmas seko, ka pietiek paradit, ka POPQUERY izsaukums algoritma
6. rindina atgriez precizi max, (dp[u]) ka lemma 4.1. Starp algoritma 2. un 6. rindinam tiek ap-
mekletas visas tadas un tikai tadas virsotnes, kas atrodas virsotnes v apakskoka koka 75, tatad
UPDATEQUERIES funkcijas izsaukumi tiek veikti visam tadam un tikai tadam virsotnem. Pec
datu strukturas definicijas UPDATEQUERIES(EulerIn[ul, dp[u]) izsaukums ietekmes virsot-
nes v pieprasjumu tad un tikai tad, kad EulerIn,[v] < EulerIn;|[u] < EulerOut,[v], kas ir

¢

ekvivalents ar “virsotne u atrodas virsotnes v apakskoka koka T}”. O]
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5. Pilna uzdevuma risinajums

Pirms aprakstit pasu algoritmu, pieradisim paris apgalvojumus, uz kuriem tiks balstits
risinajums.

Apskatisim koku T un ta centroidu dekompoziciju CD(T"). Apzimesim ar SS(T") kopu ar
visam koka T" apaksvirknem un ar SS,(7") kopu ar visam koka 7" apaksvirknem, kas iet cauri
virsotnei v, jeb kuram izpildas papildus nosacijums d(vy, vg) = d(vy,v) + d(v, vg).

Teorema 5.1. |J SS,(CC(v)) = SS(T).
veT

Pieradijums. Apskatisim patvaligu © = (01,0q,...,0) € SS(T). Ieverosim, ka o €
SS(CC(v)) <= {uvy, v} C V(CC(v)), jo CC(v) ir saistits grafs un visas virsotnes v; atro-
das uz cela starp v; un v,. Tatad pietiek paradit, ka eksiste v, ka {v1,0,} € V(CC(v)) un
d(v1,0;) = d(v1,v) + d(v,vg). Apskatisim CD(7") sakni r un tas bernus cy,ca, ..., ¢p. Ja
U1 = r vai vy = r, tad v = r apmierina prasito. Citadi, eksiste tiesi viens i, ka v; € V(CC(¢;))
un tiesi viens j, ka v € V(CC(¢;)). Ja i # j, tad atkal v = r apmierina prasito, jo r atrodas
uz cela starp o; un o. Citadi var induktivi aizstat koku T ar CC(c;). Sis process ir galigs, jo
katru reizi tiek samazinats koka 7' izmers, tatad beigas tiks atrasta virsotne v, kas apmierina

prasito. O

No teoremas 5.1 seko, ka pielietojot centroidu dekompoziciju kokam 7', katrai komponentei
CC(v) pietiek apskatit tikai apaksvirknes, kas pieder SS,(CC(v)), un kopa tiks apskatitas visas
koka T apaksvirknes.

Apskatisim koku T un ta patvaligu virsotnu apakskopu U C V(T). Apzimésim ar SSY(T')
kopu ar visam koka T" apaksvirknem o = (01,0, ...,0p), ka v; € U V1 <1 < m. Apzimeésim

ar TV koka T virsotnu apakskopas U virtualo koku.
Teorema 5.2. SSY(T) = SsY(TY).

Pieradijums. Koks TV tiek iegiits no T' pielietojot operacijas (1) izdzest lapu un (2) izdzest
virsotni ar pakapi 2 un pievienot skautni starp tas kaiminiem. Paradisim, ka, ja izdzesta
virsotne nepieder U, tad §adas operacijas nemaina kopu SSY(T). Lapas izdzeéSana nemaina
attalumus starp parejam virsotnem, tapec art apaksvirknes definiciju neietekme. Pielietojot
otro operaciju attalums starp virsotnem u un v samazinas par 1 tad un tikai tad, kad izdzesta
virsotne w atradas uz cela starp v un v. Apskatot patvaligu apaksvirkni v = (01, U2, ..., Um),
ja w atrodas uz cela starp v; un v,,, tad w art atrodas uz tiesi viena cela starp v; un v;11, jo
visu So celu apvienojums ir precizi cel$ starp v, un v,,. Tatad, apzimejot ar T* koku pec otras
operacijas, SSY(T) C ssY(T*), apskatot izmainu no koka T uz T™* un SsY(T™*) C ssY(T),

apskatot izmainu preteja virziena. ]
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5.1. Algoritms

Balstoties uz teoremam 5.1 un 5.2, aprakstisim algoritma pirmo dalu. Ar SSZ(T) tiks
apziméta kopa SS,(T") N SS?(T).

Sakuma sagatavo abus kokus 77 un 75 inducetu apakskoku atrai konstruesanai, neatkarigi
veicot katram kokam nepieciesamo prieksapstradi laika O(n), kur n ir abu koku virsotnu
skaits. Tad pielieto centroidu dekompoziciju kokam 7. Dekompozicijas CD;(77) komponentes
CCy(v) tiks apskatitas neatkarigi un katrai tiks apskatitas tikai apaksvirknes, kas pieder kopai
S8, (CC1(v)).

Apstradajot vienu CC;(v) komponenti, tiek uzkonstruets koka Tb virsotnu apakskopas
V(CCy(v)) virtualais koks, jeb Ty (1) Tad tiek pielietota centroidu dekompozicija kokam
TQV ©€1(") 1n atkal tas komponentes CCy(u) tiek apstradatas neatkarigi, katrai apskatot tikai
apaksvirknes, kas pieder kopai SS,(CCy(u)).

Sada veida uzdevums tiek reducets uz O(nlogn) apaksuzdevumiem ar kopejo CCy(u)

izmeru O(nlog®n). Katra apaksuzdevuma merkis ir atrast
max(|o] : o € $8,(CCy(v)) N $8,(CCy(w))),
kur |v] ir apaksvirknes v garums. leverojot, ka
$8,(CC1(v)) N 884 (CC2(u))) C 88, =) (cC,(v)),
un pielietojot teoremas 5.2 rezultatu, iegistam, ka mekléetais maksimums sakrit ar

max <|17| .7 € S8, (Tlv (CCQ(“”U{”}> n ssu(ccg(u))> .

Piezime. Koka Tlv(CCQ(u))U{”} virsotnu kopai tiek pievienota virsotne v, lai varetu izmantot

iepriekseju kopas SS,(-) definiciju.

Apzimejot m = [V (CCs(w))|, abu koku T} €2V} i ¢Cy(u) izmeri ir O(m), tapec atri-
sinot katru apaksuzdevumu laika O(m logn), tiks ieguts algoritms ar kopejo laika sarezgitibu
O(nlog®n).

Apskatisim vienu §adu apaksuzdevumu. Ta divus kokus apzimesim ar Ry := T} (CC2(w)){v}
un Ry := CCy(u). Ka koka Ry sakni izvelesimies virsotni r := v, kokam Ry — virsotni ry := w.

Apaksuzdevuma merkis tatad ir atrast
max (|0] : v € SS,, (R1) N SS,,(R2))

Turpmak apaksuzdevuma risinajuma apraksta izmantosim tikai Ry, Ry, 71 un r; apziméjumus

un neatsauksimies uz originalajiem kokiem 77 un 75 vai to centroidu dekompozicijam. Vel
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joprojam ar m tiks apzimets abu koku izmers, jeb |V (R;)| € O(m) un |V (Ry)| € O(m).

Ar Py(u,v) apzimésim celu no virsotnes u lidz virsotnei v koka Ry, jeb Pp(u,v) =
(p1,D2,---,p0), kur p1 = u, p, = v, koka Ry, ir Skautne starp p; un p;4; visiem 1 <4 < £ un
pi # p; visiem i # j.

Tagad apskatisim patvaligu © = (01,09, ...,0%) € SS,,(R1) N SS,,(Ry). Ar v; apzimesim
pedejo no v virsotnem, kas pieder celam Pj(vq,71). Lidzigi ar v; apzimesim pedejo no
v virsotném, kas pieder celam P5(01,75). Nezaudgéjot visparigumu, piegemsim, ka j > i.

4. zimejuma ir grafiski attelota apaksvirkne v kokos R; un Rs.
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4. zim.: Koku R; un R, kopiga apaksvirkne

Apaksvirkni v var sadalit tris dalas, kas 4. zimejuma ir attelotas ar sarkanu, zalu un zilu
krasam. Sarkana dala atbilst kadai koku R; un Ry kopigajai dilstoSai apaksvirknei, kas sakas
virsotne v;. Lidzigi zila dala atbilst kadai koku R; un R, kopigajai dilstosai apaksvirknei,
kas sakas virsotne vj41. Savukart zala dala ir kada celu Pi(rq,7,41) un Pa(v;,72) kopiga
apaksvirkne.

Apskatot konkretas virsotnes v; un v;41, lai iegutu garako koku R; un Ry kopigo ap-
aksvirkni ar apskatitam v; un v, virsotnem, ir neatkarigi jamaksimizeé garumi visam trim
apaksvirknes dalam. Tatad, izmantojot dp[v] apziméjumu no 4.3. nodalas, un apzimejot ar
g(u,v) celu Py (ry,v) un Py(u,ry) garakas kopigas apaksvirknes garumu, iegustam, ka prasitais
maksimums ir vienads ar

X dp|u] + u,v + dpl|v R

{u7v}EV(R1)ﬁV(R2)( plu] + g(u, v) p[v])
r1€P; (u,v)
ro€ P (u,v)

parlasot virsotnes v; = u un vy, = v.
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Tagad aprakstisim algoritmu, kas izrekina pedejo maksimumu laika O(mlogm). Sakuma
laika O(mlogm), izmantojot 4.3. nodala aprakstito algoritmu, izrékina vertibas dp[v]. Ko-
kam Ry laika O(m) veic Eilera apstaigu un aizpilda masivus EulerIny[v], EulerOutsy[v] un
SubRoots[v], kur SubRoots[v] = py ir otra virsotne uz cela Py(r2,v) = (p1,p2, .- .,pe). Koka
R, saknei defingjam SubRoots[rs| := 75. Masiva SubRoot vertibas tiks izmantotas, lai ga-
rantetu, ka ro € Py(u,v), jo ro € Py(u,v) <= (SubRootq[u] # SubRoots[v] V u = v = ry).
Papildus sagatavo vel vienu paligmasivu — Eulery[EulerIny[v]] = v.

Algoritms apstaiga koku R; un pienem, ka virsotne, kura paslaik tiek apstradata, ir
v = Uj41. Algoritms uztur dp[u] + g(u,v) vertibas visam potencialam u virsotném nogrieznu
koka. Precizak, katrai virsotnei w = v; nogrieznu koka atbilstosaja elementa — ar indeksu
EulerIny|w| — tiek glabats maksimalais kopéjais apaksvirknes garums 4. zimejuma sarkanai
un zalajai dalam, jeb maksimala j vertiba. Pirms algoritms saks koka R; apstaigu no ta
saknes 7y, tiek uzskatits, ka cels Pj(rq,v) ir tukss un tatad arl 4. ziméjuma zala dala ir
tuksa, kas nozime, ka nogrieznu koks ir jainicialize, virsotnei w izmantojot dp[w] vertibu.
Inicializacijas bridi virsotne w atbilst apaksvirknes virsotnei ;.

Algoritma apraksta tiks izmantoti sekojosi apziméjumi: subtree;(v) ir virsotnes v ap-
akskoks koka Rj; children;(v) ir virsotnes v bernu kopa koka R;; funkcijas SETVALUE,
GETMAX un GETMAXPOSITION atbilst operacijam ar nogrieznu koku. SETVALUE(a, x)
pieskir elementam ar indeksu a vertibu x. GETMAX(l,r) atgriez maksimalu vertibu seg-
menta [[,r7]. GETMAXPOSITION(l,r) atgriez indeksu, kura atrodas kads no segmenta [, 7]

maksimumiem. Precizs algoritms ir definéts zemak.

Algoritms 5 Apaksuzdevuma risinajums

result « 0

FirstSubtree < 1y

FirstRootMax <~ —o0

SecondRootMax <— —o0

for w € V(Ry) NV(R;) do
SETVALUE(EulerIns|w],dp[w])

end for

for ¢ € children,(r;) do
for u € subtree;(c) NV (Ry) do
SETVALUE(EulerIny[ul,0)
end for
ADDVERTEX(r)
FINALDFS(c)
REMVERTEX(r)
for u € subtree;(c) NV (Ry) do
SETVALUE(EulerIny|ul, dp[u])
end for
: end for

e e e e T e T e T e S =S
N e B L A i A vl
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Algoritma cikls 5. — 7. rindina inicialize nogrieznu koku. Talak cikla 9. — 19. rindina
tiek neatkarigi apskatiti koka R; saknes r; berni un to apakskoki. Katram saknes bernam c,
pirmkart, 10. — 12. rindina no nogrieznu koka tiek izdzestas vertibas, kas atbilst virsotnem
u, kas koka R, atrodas virsotnes ¢ apakskoka. Sis virsotnes nav derigi kandidati virsotnei
U; = u, jo tas neapmierinas r € Pj(u,v) nosacijumu (v € subtree;(c)). Funkcijas ADDVER-
TEX un REMVERTEX attiecigi pievieno virsotni cela Pj(ry,v) beigas un izdzes §i pasa cela
pedgjo virsotni. Sis funkcijas tiks precizi definetas zemak, bet to merkis ir atbilstosi atjau-
not nogrieznu koka vertibas, jo izmainoties celam Pj(ry,v) izmainas arl g(u, v) vertibas, jeb
4. zimejuma zalas dalas izmers. Funkcijas FINALDFS izsaukums 14. rindina apstrada visas
virsotnes v € subtree;(c). Algoritma 15. — 18. rindina nogrieznu koks tiek atgriezts sakotneja
stavokli, atcelot 10. — 13. rindinas efektu, lai sagatavotos nakamas virsotnes ¢ apstradei.

Mainigais result izpildes beigas satures algoritma rezultatu. Mainigie FirstSubtree,
FirstRootMax un SecondRootMax aprakstis divas lielakas dp[u]+ g(u,v) vertibas pie v; = 79,
jo virsotnei ro ir nepiecieSama pasSa apstrade, ka tiks paskaidrots velak. Tagad definésim
funkciju FINALDF'S.

20: function FINALDFS(v)
21: if v € V(Ry) and v # ry then

22: p < SubRoots[v]

23: bestAny < max(GETMAX(1,EulerIny[p] — 1), GETMAX(EulerQutsy[p] 4 1,00))
24: bestRoot < FirstRootMax if FirstSubtree # p else SecondRootMax
25: best < max(bestAny, bestRoot)

26: result < max(best + dp[v], result)

27: end if

28:

29: ADDVERTEX(v)

30:

31: for u € children;(v) do

32: FINALDFS(u)

33: end for

34:

35: REMVERTEX(v)

36: end function

Algoritma 21. — 27. rindina tiek apskatitas visas kopigas apaksvirknes ar v;4; = v. Tas
tiek izdarits apskatot visus iespejamus kandidatus virsotnei v;. Algoritma 10. — 12. rindina
jau tika nodrosinats, ka visam nogrieznu koka vertibam izpildas r € P;(u,v) nosacijums.
Tatad tagad algoritmam ir tikai janodrosina, ka izpildas ro € Ps(u,v). Sakuma algoritms ap-
skata visus kandidatus v; # ro. leverojot, ka 7y € Py(u,v) <= SubRoots[u] # SubRoots[v]
un SubRoots[u] = SubRoot,[v;], secinam, ka sadiem kandidatiem algoritmam ir janodrosina,
ka SubRoots[v;] # SubRoots[v]. Izmantojot p definiciju algoritma 22. rindina, pedejais no-

sacijums ir ekvivalents ar EulerIny[v;] < EulerIny[p| V EulerIn,y[v;] > EulerQOuts|p], tatad
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algoritma 23. rindina izrekina precizi maksimalu dp[u| + g(u,v) vertibu pari visam o; # 5.
Gadijuma, ja v; = 7o, lidziga pieeja nestrada, jo vienadiba SubRoots[u] = SubRoots[v;]
vairs nav speka. Algoritma laika tie uzturetas tris vertibas — FirstRootMax ir maksimala
dplu] + g(u,v) vertiba pie U; = ry, kas tiek sasniegta pie SubRoots[u] = FirstSubtree;
un SecondRootMax ir maksimala dp[u] + ¢g(u,v) vertiba pie nosacijuma, ka SubRoots[u] #
FirstSubtree. Izmantojot Sis tris vertibas algoritma 24. rindina tiek apstradats gadijums
v; = ro. Algoritma 25. rindina tatad tiek ieglits maksimums pari visam v; kandidatu vir-
sotnem, un 26. rindina tiek atjaunots algoritma rezultats izmantojot visas apskatitas ap-

aksvirknes (ar vj41 = v).

Piezime. Pec definicijas U1 ir pirma virsotne uz cela P (01, Uy), kas atrodas stingri péc r,

tapec gadijums Vi1 = To NAv tespejams.

Tagad tiks definetas funkcijas ADDVERTEX un REMVERTEX, kas noslegs algoritma ap-

rakstu.

37: function ADDVERTEX(v)
38: if v € V(R;) then

39: if v = ry then

40: FirstRootMax <— GETMAX(1, 00) + 1

41: MaxEulerIn,; <~ GETMAXPOSITION(1, c0)

42: MaxVertex < Euler;MaxEulerIn,|

43: FirstSubtree <— SubRoots|[MaxVertex|

44: MaxBefore <~ GETMAX(1,EulerIny[FirstSubtree| — 1)
45: MaxAfter <~ GETMAX(EulerQut,|[FirstSubtree] + 1, 00)
46: SecondRootMax <— max(MaxBefore, MaxAfter) + 1

47: else

48: best - GETMAX(EulerIny[v], EulerQutsy[v])

49: SETVALUE(EulerIny[v],best + 1)

50: end if

51: end if

52: end function

93:

54: function REMVERTEX(v)
55: if v € V(R,) then

56: if v = ry then

57: FirstRootMax < —o0

58: SecondRootMax ¢— —o0

59: else

60: SETVALUE(EulerIny[v],0)
61: end if

62: end if

63: end function

Pievienojot virsotni v celam P;(ry,v), celiem Py(rq,v) un Py(u, ry) paradas jaunas kopigas
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apaksvirknes. Acimredzot, visam jaunam apaksvirkneém pedeéjais elements ir vienads ar v.
Apskatitas apaksvirknes 4. zimejuma atbilst apaksvirknes prefiksam lidz v;, jeb sarkanajai un
zalajai dalam kopa. Tatad algoritmam ir jaatrod garakais prefiks ar v; = v. Tas tiek panakts
apskatot potencialas v;_; virsotnes. Koka R, virsotnei v;_; ir jabut virsotnes v apakskoka.
Koka R; virsotnei v,_; ir vai nu jabut uz cela P;(ry, v) (kas atbilstu 4. zimejuma zalajai dalai),
vai nu celam P (v, vj_1) ir jasatur virsotni r; (kas atbilstu 4. zimejuma sarkanajai dalai un tad
j — 1 =1). Nosacijums par koku R; tiek automatiski apmierinats ar nogrieznu koka stavokli,
jo taja nenulles vertibas ir pieskirtas visam tadam un tikai tadam virsotnem, ka ir prasits.
Nosacijums par koku R, tiek apmierinats veicot pieprasijumu nogrieznu koka attiecigajam
nogrieznim. Ka bija pamatots ieprieks, funkcija ADDVERTEX atseviski apskata gadijumus
v =1y un v # ry. Funkcijas REMVERTEX definicija ir simetriska funkcijai ADDVERTEX —
ta pieskirt vertibam, kas tika nomainitas funkcija ADDVERTEX, to sakotngjas vertibas.
Apaksuzdevuma risinajuma sakuma tika pienemts, ka j > i, tapec aprakstitais algoritms

apskata tikai apaksvirknes, kas apmierina So nevienadibu.

Teoréema 5.3. Kopam SS,,(R1) un SS,,(Rs) eksiste kopiga apaksvirkne ar maksimalo garu-

mu, kas apmierina nevienadibu j > 1.

Pieradijums. Apskatisim patvaligu garako kopas SS,,(R;) N SS,,(R2) apaksvirkni v =
(01,09, ...,0;). Ja tai izpildas 7 > i, tad prasitais ir pieradits. Citadi, apskatisim vir-
kni © = (Uk,Ug-1,...,01). Acimredzot, v arl pieder abam kopam SS,,(R;) un SS,,(R2).
Atceroties, ka ¢ un j ir defineti konkretai apaksvirknei, ar i(z) un j(z) apzimesim atbil-
stosas vertibas virknei x. leverojot, ka i(0) = k — i(v) un j(0) = k — j(v), iegustam, ka

j(0) < i(v) = j(0) > i(0), tatad apaksvirkne 0 apmierina prasito. O

No 5.3. teoremas seko, ka, arm apskatot tikai apaksvirknes, kas apmierina nevienadibu

J > 1, algoritms iegtist pareizu rezultatu. Tas pierada, ka aprakstitais algoritms ir korekts.

Piezime. Ja 5.3. teorema nebutu patiesa, apaksuzdevuma risinajumam varetu atkartoti pie-

lietot aprakstito algoritmu divas reizes, otraja reize apmainot kokus Ry un Ry vietam.

Aprakstitajam algoritmam apaksuzdevuma risinajumam ir O(mlogm) laika sarezgitiba,
jo katrai no O(m) koka Ry virsotnem tiek veikts konstants operaciju skaits ar nogrieznu koku,
un katra nogrieznu koka operacija tiek izpildita laika O(logm).

Apvienojot aprakstito algoritmu apaksuzdevumu risinajumam kopa ar pilna uzdevumu
algoritma pirmo dalu (centroidu dekompozicijam un virtualo koku konstruesanu) tiek ieguts
algoritms pilna uzdevuma risinajumam ar laika sarezgitibu O(nlog®n).

Aprakstitais algoritms ka rezultatu atrod tikai garakas kopigas apaksvirknes garumu, bet
ar nebutiskam izmainam var iegit algoritmu ar tadu pasu sarezgitibu, kas rezultata atradis

vienu no garakajam kopigajam apaksvirknem.
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6. Rezultati un secinajumi

Darba rezultats ir 5.1. nodala aprakstitais algoritms, kas pierada, ka garakas kopigas
apaksvirknes uzdevuma visparinajums, kas ir definéts 1. nodala, ir risinams laika O(n log® n).
Darba rezultats apmierina darba merki, jo tika apskatits vienkarss un dabisks garakas
kopigas apaksvirknes uzdevuma visparinajums uz kokiem, kas tika atrisinats zemkvadratiska

laika.
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