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Н.А.Авдонин, Х.Э.Калис 
Латвийский университет 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ВИБРАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИИ 
В НЕДРОТЕРМИЧЕЕКОИ ЖИДКОСТИ 

Ь работе / I / была предложена осреднениеч модель гид­

родинамики, описывавшая вторичные течения в жидкости, возни­

кающие под влиянием вибрирующего тьердого тела. Численные 
расчеты по осреднениой модели были сопоставлены с результа­

тами эксперимента, проведенного на модельной жидкости водп-
глицерин. и дали хорошее совпадение / I / , см. рис.1. 

В настоящей работе проведен пналиэ гидродинамических 
потоков в неизотермической жидкости в сосуде с радиусом R 
при наличии в ней вибрирующего твердого тела о радиусом 
И С Высотой Н = 2 ­ г о , рис.2. Анализ будем проводить на 
конкретном случае высокотемпературного расплава и кристалла 
I ч • j Гс » погруженного в расплав. Кристалл вибрирует в 

вертикальном направлении с частотой 1л) и амплитудой CL . 
Вначале опишем метод расчета и примененные разностные схеь­ы, 
затем приведем анализ взаимодействия вибрационной и естест­

венной конвекции. 

I . Уравнения гидродинамики для вязкой несжимяемой жид­

кости в переменных скорости после осреднения остаются не­

изменными и для цилиндрической системы координат имеют вид 
(знак осреднения опущен): . 

+ aļb(T-T0)t 

. J, о 
г -уф- ' э г Ь> (3> 

( I ) 



где v / r ; V a - составляюаг е скорости, p,~Iļ71 - давле­

ние, температура среды и температура равновесия, ­

коэффициенты ускорения свободного падения, кинематической 
вязкости, объемного расширения. 

Однако на поверхности вибрирующего тела ^Hj ­ ) вместо 
условий п р и л и л . ­ . : д м * * 1 выполняться слодушчие условия 
третьего года /Г' 

\ l ? * ~ = - ) > c f " V , - J * ^ " " ^ > * « i V ; v ; = C fe&£^fcļj£j* r * j (4)' 

где < f = ( * P A > j ^ . 

Ha остальных границах области ^ ) выполняются 
обычные условия прилипания или условия на свободней поверх­

ности жидкости ( 1 j J . 
Уравнение теплопроводности 

справедливо как в расплаве, так и в кристалле (Уг~ * 4 ~ ° ) i 
где Л у С р / ° ­ соответствующие коэффициенты теплопроводнос­

ти , теплоемкости к плотности. Для Т ~ не границах } f 

ставится условие 3­лго рода 

- % Ф № Ш Ш ' Ц ) * (б) 

где И ­ внешняя нормаль к границе, оС ~ коэффициенты тепло­

отдачи, T ģ - внешняя темпера­ура. 
Урнвнение неразрывности ( 3 ) выполняется автомтгичпеки, 

если v r Г T ā 7 v £ г 2 к­ ; гле ­ функция то ­

ка жидкости. Если без функции тока ^ ввести еще нормиро­

вание!) функции вихря /Л ­ г ­Хо^у/Г " ( fbt^f ­ функция 

завихренности), то из (1­3) следует система уравнений­

Ж - - ^ - Я ­ Г г 3 ^ ­ ) ­ \ / ^ + | ) & ­1/ ^ - * 1 
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Уравнение ( I ) аппроксимируется на сдвинутой w- полшагг 
относительно основной сетки й){,_ сетке' ^i>fx 0 У г , , я м н 

причем для составляющих вектора скорости следуит выражения; 

Для разностной аппроксимации по пространству уравнения 
( I ) используется монотонная разностная схема вида /Л,4/ 

Уравнение (8 ) аппроксимируется на основной неравномерной 
сетке с узлами (rt-, ^^^^ЩГ^ситет-

рическими разностным уравнениям /2/ 
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&if О, Щ = « tt} ^ , *J+0/J- ), . . , 
Для уравнения теплопроводности ( 5 ) монотонная аппрок­

симация на сетки W Я Д , имеет вид; 

где 



15 

С учетом определения функции вихря Ц f граничное ус­

ловие ('1; имр'­т вид ( Г$) 

Так как 1раниЦЕ> р счетной области находится между узловыми 
линиями сотки vfbfz. . ' о или граничного условия ( б ) имеем, 
например, на следуодую аппроксимация: 

(14) 

где 

Для монотонной аппроксимации необходимо выпо.чноние ус­

ловия 

<7 
т . е . 

О < Г ^ 1 или • 

Аналогично аппроксимируется температура в приграничных 
узлах около границ Г3 , /Л • 
На Оси симметрии f ļ : "ЬЦ/ЪГ ­ ЪТ/Ьг = 0 или 

Функция тока * ^ на граница равна кулю. На свободной поверх­

ности |~з '• Ц = О . 
Дпя рппроксим>'ЦИ1' функции вихря , U. ня твердой грани­

це используется условия типа Вудса или Тома / 5 / . 
Но горизонтальных t­раница* fļ. ; Г у из урчвпения 

(и) с учеп условий пр-ллипмния "oVj О и нёпрпте*о-
ния >\f ~ j следует • > 
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а ИЙ разложения ряда Тейлора ; 

Здесь использована формула -j^ļ - Щ —*" |/д, ' *— 

индексом 5 обозначаются величины на твердой границе, а 
S1 ­ на ближайшей узловой лини­: к гьанице, :<нзк + относит­

ся НИЖНЯЯ стенке Г} , а ­ верхней ls~s i j ; /? ­ расстояние 
между узловыми линиями около границе на сетке щК • 

На вертикальных стенках j Гу из уравнения (8 ) 

с учетом ф ^ / = 1 р = 0 следует: 

4 Us4 
или 

n o 
где знак •> от»­ юктсл к лозой стензе , а к нревой­
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или 

Формально условие Тома (17) имеет первый порядок T V I O C W , 

но практически-второй /3/. 
Так как разностные уравнении ( I I ) НЛИОаны на сетке 

Uh/ļ i то около границы кспольс-уютсн сл^.чуюпие попрч-вкм в 
коэффициентах разностных уравнений: 
О н а fļ i'ļ±£ļ:č= i, At ) с учетом ' ! & ) , ( 17): 

т . е . в ( I I ) при j — 1 появля'­сн член с fic;t~ Л<л Cf^)) 

я в прг.воС части к прибавляется Kij Где kV 
ела roevoe, содержащее l f * i t в грани>.ных условиях ( Г 5 ) , 

( I V ) , а Уг~ О ­ дпя условий Томе ( 17 ) , J-~- L - для 
условий Будса ( 1 5 ) ; 

2) на Ct-(^lrJ = Af ) с учетом ( 16 ) , ( 17 ) : 

т . е . в ( I I ) при L —А/ появляется член 

а в правоП ч я с т и к ' 1 , 1 лриоавлчетсн « < О л у , где _ 
слагаемое, ссдещгнцее" ^/ в ( Ш ) , С Г < ­ ) ; 

При использовании условий типа Тома >л стенках имеем 
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т . е . в ( I I ) при С — Л/Л/ 

Q ^ . = Ь^((ЧМ)/(±+3*П + 1<) > « 
к I прибавляется Д A ^ f ; ; 

Ō — . . J L,J ' 

5) на I5­ ( j = HN-Lj t-ljtJH-ijc учетом ( 13 ) : 

т . е . в ( I I ) при J ~ Л/ЛУ­4. имеем 

6?t̂  = Z&i.J • а к прибавляется ^ у 

где ļs ļ -правая част* выражения ( 1 3 ) ; если граница не вибрирует, то с учетом ( 13 ) , ( 17 ) : 

3) нв fj [j= \* ,^NM;bJ) c учетом = 

т.е. в ( in Щ Щ ъ в р ; 

4 ) не Гч f-C^ķ flJMjJ-MA/j H ) с учетом i , ) , ' Л 7 ) : 
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U0lļ в та условия 

- f \ - ( a и \-Г> следует, что 

Аналогично ставятсп граничные условия для температуры. 
Например, на границе ия (12 ) . (14 ) следучт, чго при t ­Л/ 

т . е . в уравнениях (12) при f s v " появляется член 

. • ­ • . ' .в » правей части я прибпвллзтен 

слагаемое ( Ц - 1 6 

Me других границах: 

т . е . в уравнениях ( ( 2 ) , . . 

т . е . в ( I I ) при 1 = MM-Lļ 

6vi'- fi/|'(V^1"^-/ i а к /"Л прибавляется слягое-

- . -
б ) на учетом условий симметрии 
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т . е . в (12) имеем 

3) »̂» ((•"•i-) ) ^~0;J ~ > что вьтолняется авто­

матически, так как "7 ( 1 / _ 
"л, С ~ О, 

6 Для аппроксимации производной (̂ "̂ Т̂ ^̂ в правой час­

ти ( I I ) на сетке Utf/jĻ ислользуетгя разностнгя формула 

второго порядка точности 

Для вычисления функций использует­

ся степенная аппроксимация /3/ . . , , / , _ • i , 

t w a x ( Z i O > > 

Раеностные схемы имеют по крайней мере второй порядок arnport 
сим*цик и монотонны, т .к . 

Ш > о , Ф > о , Ж Н Щ Ъ о > Щ ~ Щ 

рснкио разности, т . е . &ti/dčj£f яв ( **£й)./ъ , 

где f.̂  . ­ значения и у Г н» гредынущеы слое *р»*^нн. 

•С ­ 8ЮГ ПО ТрьМ1:1Ш. 
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На текущем елее времени разностные уравнении t l f ) , ( 1 2 ) 

реализованы метопом релаксации, разностные урлгнения (Э) 
решались метепом Холецкого /2/. Начальные услопия:и = С, 
Т » 1500 С 0 . 

Параметры задачи:?: --к, = б см, 2 ­ 0 ­ 3,9 см, Y~0^ 3 си, 
ļ) * 14; 0,36. ^ С р = 1,2; (3 Ч = 0 ,1 , > = 0 , 4 . 

Параметры сетки: N = л • 22. 
Сетка почти равномерная, за исключением ' ­ : ,лое»!х линий в ок­

рестности j ­ ft Л/ и fi/tf , где ваги сетка для трех у з ­

ловых лиши в 2 раза меньше,чем остальные, "С - О.СЗ, 
на Гх: Ы. = I , Ц* I5C0 С 0 , . 

На |Jt5 t i ' i I . ­ 1500 ­ KZj, j =­ I , H+ļ . К ­ 20 0 ° , 

»* Гз : ot = I . T 8 ' = 5 0 0 c ° ­

Узлы paЗНОСТНОЙ сетки wVi распележень сличу­цом обрпэом­. 
Г С; 0,3; 0.6 ; 0.9; 1,2; 1.5; 1,8; 2 ,1 ; 2,­'.; 2,'?; 2,ОГч 

3,0; 3.15; 3.3; 3.6; 3,9; 4.2 ; ' . ,5; 4.8; 5 .1 ; 5,4; Б. г<; 6,0, 

Z­ г С; 0,3; C.Ō; 0,9; 1.2; i . 5 ; ī.fc); 2 .1 ; 2.4; 2.7; 3,0; 
3,3; 3,6; 3,75; 3.9; 4.05; 4.2 ; 4.5; 1,8: 5 . 1 ; 5,4; 5,V; 6.0. 

Сх .лимость кетсд.? установления для расчета гмдропннэум­

чоской а;.дачи быстрая (пр мерно 2С етерьционннх циклов), но 
для совместного расчетг с учетом темперлтуры­умчренная (pfQDtwb 

200 лторпциП), причем условия типа Вудса более точные. Для 
ускорения сходимости метода необходимо применять ь.­нагонные 
векторно­разностнне схемы /Л/. 

2. Приведем результаты рпечетор для различных темпера­

турных режимов ни стонкзх сосуда и рнзточных зннч­~ч«и:'­ тм>рп­

цио • •• • параметров Л и * * ) . и 

рис.З приведена картин* XUKUAI т о к „ рторичнего 
вио; ОШ'ОГО течения в иэотермячесно! W K C C T B . Как видим, 

картине течения хорошо согласуется с течением № РОК.­ЛЬПО* 
топкости ' рие .1 ) . 

Ня рис.­'. i,>;1юд«»гся расчрткпл r.ir­тнч­ термечр­рит.­­

пионного течения Се.­ вчСрмдо. 
На pnc.S г . г » в е . ; " ŗ . : w i «ОДмЦЯ 'ip1' ьглряциоч.ч;'/ 

Пирометра:? id. * SV ГА, 4 ftO НУ i :oo'.ep:.avi^.,en» ķu* 

КОСТИ Прч П1»ГгГ­1,­»,| 7­f.';i­ Г­ 'TVp : IP­ ' . Т К' 'i>' "!»H­J.il 5ч № : V 



Рибрационный поток вытеснет поток естественной конвекции 
из ..од кристалла, однако интенсивность потока естественной 
конвекции остается значительной. 

На рис.6 приведена картина течения при усиленны пара­

метрах вибрации &)= 150 Гц, а. = XX; fiK и при тех же 
тепловых параметрах. !Сак видно, вибрационный поток стано­

вятся преобладающим. Конвективный вихрь малой интенсивнос­

ти наблюдается на дно сосуда. При дальнейшем увеличении 
вибрационных ппр1метров конвективные потоки практически пол­

ностью подавляются. 

Полученные результаты могут иметь единственное значение 
для технологии выращивания монокристаллов из расплава., ког­

да ксобходиуо устранить отрицательное вли>шие естественной 
конвекции на качество монокристалла. 
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Рис. I . Возникновение вторичного Щ>$г V » * * » ^ 
ВИмВдЦИОЙИОГЛ ПП1ПК.1 В S'J,ii;'ir.T»1: • 

4 i 1К1.пчрии.нт.1льние (ДОН** ; 
rti рдечеТММ 'мювин линий T»1W. 




