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Rakstu krājuma aaiu. nātnie ко* rtketus, kuri veltīti 
pai&bto diferenciālvienādojumu teorijai. Pātlti jautājumi par 
diferenciālvienādojumu atrisina jumu eksistenci un Īpašībām. 
Daži raksti veltīti konkrēto problāmu izpātes metodēm. 

Uakstu krājuma paredzēta zinātniekiem, pasniedzējiem un 
student lai, kuri nodarbojas ar per jsto diferenciālvienādojumu 
un to atrisinājumu pātlāanu. 

MATHEMATICS • DIFFERENTIAL EQUATIONS 
The collection contains articlea on the qualitative theory 

of ordinary differential equations. The problēma of existsncs 
of solutions as well as their properties are inveetigatud. 
Several articles are devoted to deve

1 ping of wetnode• of 
investigation of applied problēma. 

The collection is destined for researchers and students in 
the field. 

МАТЕМАТИКА* ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Сборник содержит неумные статьи по нач* ;твенной теории 

обыкновенных днффере) цнальных уравнений. Исследуются вопросы 
сущее твованна решений, изучаете а их свойства. Ряд статей 
поев еще л разработка методов исследование конкретных 
практических задач. 

Сборник предназначен для научных сотру днннов, 
преподавателей и студентов, которые зан .маются исследования*» в 
области обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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SOLVABILITY OF THE INITIAL VALUE PROBLEM FOR 
DIFFERENTIAL EQUATION HITS SINGULARITIES 

J.Cepltie 

Summary.There ere formulated sufficient conditions which 
ensure solvability of certain initial value problem for the 
n­th order differential equation having unsummable 
singularities. 
1991 MSC 34A34 

Consider differential equation 
r"" ­ f(t,x,x- x'"­"), (1) 

where л * 2 , f or some <r с (О,**) and any S с (0,<r) , function 
f t (в,(Т| x F n " Й satisfies Caratheodcry 'e condition, but 
has,may be,unsumnable singularities if t • 0. 

Левите for >t «• i, ... ,л­1 existence of functions 
7кЦ0,(г) * (0,­ND) 

having for all 6 a <0,cr) on [&,<?] absolutely continuous 
derivatives of the order n-h such that 

lim у ft) - +« , (2) 

.B-k £T 
lim — e x p < ­ / у (T)dx) < +• . (3) 
t­*o* d t n t 

For fixed 1 * {0,1, ... #n­2) we introduce the initial 
conditions 

lim x ( i

*(t) - 0 ,i - 0 1, 

limexpf / r t ,(T)dT)x
f l )

(t) ­ c} , 
t ­ о * t 

vhera CJ «= R, and shall investigate the solvability of the 
initial value problem {1 >, (4j ), (bj, ) . 

As a solution of the initial v Лив ргоЫев ( 1),(4.),(5.) 
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we mean a function x which fo
r eon j z a ia defined and 

has absolutely continuous deri itive of tht (n­1) st ordsr on 
[0,'z

1

.,satisfies conditions (4j),(5j) and for every в ь (0 #т) 
almost everywhere in [6,т) diferentlal equation (1). Therefore 
these solutions belong to the claea of functions which usually 
designates with t([0,x]). 

Use designations 
­ x'­ v^Dx, i ­ 1, ,n­l, 

let ct{0,a) ­» 0,+«) is bounded function such that 
lim c(t) ­ 0 , 
t ­»(>• 

a <r a n-a £ \ 
In(t) « I I ... S c(4 n. ) П « Р ( Л П * „ i < T > d T * 

*/*. V ? V i 
t 

x ехр(/ r ^ r l d t j d ^ ... dC t . if n > 2, 
9 t 

I2(tJ ­ Sc(E )ехр(/ у (r)dc)df • 
8 t 1 c f

 1 

Definition.We »ay that the condition Bļ Is held it 

a d J 

lirf Jexpi/y, /T)dr-S- rl (t)l < , (в) • 
t­o* t **J d t

1 n 

for some H < (0,+«») ,any 5 « (0,<r),r < («,<r] and solution 
xi[h,T] ­ a of the differential quation (1) which satisfies 
estimate 

lr(t)| s * , t s | J . t ) , 
the inequality 

, Х >

г ы
Х ( а Н *

 C ( A > 

э т и м validity in [B,xj of the inequality 

Тпеэгот 1. Let the condition ia held.Then tfm initial 
value problem (1 ,(4j),(5 i) haa a solution r bhich In the 
domain of ite definition satisfies estimate {D. 

Pr .nf.Let с, e Л is f ixed. Intiodrce arxi'iary f 'met ions 



U o(t> - c oexp(.X r i(x)dr) <-l) n*\r n(t>, 

а Ё t лм 
M ( t ) - -c Xexp(/4.(T)dT:)exD(/ у (T)dr)dC + v-?.> I n ( t ) , 

1 t <r
 1 

for i * 2, ii,(tl - (-l)A

c.J J . . . S e x p U S , ,(T)dr * 

хУехрС/11 T i . ļ M ( x)dT ) e x p { J 7 1(T)dT)d? J...de j + (-l) n + 1I n(M. 
J*' *l-i.i 

According to (2),(3),(6 J ve have 
U m u ^ V ) - 0 , 1 * 0 , . . . ,1. 

It ia clear that for some s. e (0,cr] Inequalities 

-ff < Ux{t) < Щ t t a (0 
are true. 

Choose series of numbers к j , h ­ sucn that 

and solutions of the diferential equation (1) *л*{*ь*^д1 * R 

satisfying the initial conditions 

and inequalitiea 
­K < xh(t) < И ,t « t V t k ) ' ( 9 ) 

Notice that Uj ia the unique solution of the differential 
equation 

which aatisfies first (n­l) conditions of (8) vthus 

and according to condition 

, D

n ­ i
X

k
( t ) l s c ( t > '

 1 * {s
k

ft

k
]

'
 { l 0 ) 

If с are chosen max i sum right as possible , then on* 
of the 1ГХ+ three expressions 
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-м * xk(tk) , хк s п , tH с 

is true at leaat. 
T

jet 3 ­ inf}{tk).Since (9) and (10) a a <0,<r). 
Further,fro* (­2) , (3), (6) and (10) we say deduce that aequencea 
of functions 

are uniformly bounded and equicontinuoua .Thie allows select for 
any а с (0,в) in [6,s] uniformly convergent subsequence 
» жк limit of whi :h ia the solution of the differential 

equation (1). 
Function xs[0,s) ­ R which ia defined consequently 

x(t) ­ lim x. (t) , t a (0,s] f x(t) • 0 , t ­ 0 
a­* m 

is the solution of the differential equation (1) #aatiefies 
conditions

 a n d Also estimate (7). The theorem ia 
proved• 

Let by extension 

s € <0,<r] f c ļ n с A* , -ļ 2 1 « (cj 1 1,*-), 
and solutions of initial value problem (1) , (4j ) , (5j ) for every 
c i * Ц ?4 !

 a r e continuable on [0,5].We say that 
x « S. ifcl 1 J

,c
t 2 1

)) if x * лс n . ( l 0 , s l ) ia u aolution of the 
111 121 

difer ntial equation (1) and for some c^ a [c^ ,Cj ] 
eatisfies conditions (4.1,(5.); 

Connectedness of the set Sj ( [cļ 1 1,с\ я ]

)) in the space of 
functions AC^^( (0,5]) haa +ti ijaportant meaning in 
investigation of boundary value problems for the differential 
equation (1>,therefore we note the next result. 

Theorem 2, Lrt the condition с j is hel 1 Then the set 
5А[с[

и

,с[
21

)) is connected in AC .((0,*)). 
i i i л

- -

. 
Proof.Assume contrary,namely that ж ,X are arbitrary 

solutions of the differential equation (1) which belong to 
various connected komponenta of the" set Sji[b

l

j
l

,c
1

^ )).Ther. for 
all tk a (0,5) are found f^ a [0,1] auch that t h e n are uo 
solutions of the differential equation (1) which satisfy 
equal it" 
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for some « * 
Let к ­» ie the eequence of numbers such that 

е

к м * < ° - V •
 u

W k -
 0 

and x^ are solutions of the differential equation (1) which 
satisfy the initial conditions 

As th* condition Cj is held we can from the aequence к •* x^ 
select the subsequence m * к * г. which converges to the 

solution of the initial value problem (1), (4 ̂  ), (5^ ) for srtie 
сj a f cļ 1 1 ,cļ a l ]. не proof completes by standard opinions (. *e 
[2] ) now. 

Example. Consider together with conditions (4, ># (5j­) the 
differential equation 

where function g x (0,<rj ­ R auch that for all в < (0,a) g in 
ашптаЫе on [6,0*] and £or some с < (0,+m> negative part of the 
function t « (g(t)+c't) ib aummable on [0,<r)e 

*\ - <* excllij ^rJdTj^^-^exptT^^xJdTjx'
1

*
0

,..., 

function t * t~ c

/(t,x) eatiafies the Caratheodory•в condition 
on fO,<r) x R 1 1

. 
Notice that particular case of this problem,where 
n ­ 2 , 9t{i) - p/t , g(t) ­ (l+q)/t » р И , д > ­ 2 , 

has been examined in the paper [1]. 
If the point *j( n

) is determined by the initial conditions 
*

4

1 * ' ( ( )
 a n d P'f

0

**) *• R i" summable function which 
overwhelms function г ­ t~ c

f(t,r) in ­ some interior of th 
pointXj(O) i then choose 

t t 
L(t» ­ t c

Xp(C)sxp( ±Т(\д{ж)+ c/«l­<9<*>+c7ff))clff)d€ 
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and repeat opinions from the ^aper [3) we eaay convince of 
validity of the condition Cj,if only inequality (6 : is true. 

At the end notice that the differential operator 
„ .n-i n ct^d 

where € A,is often visible in applications.lt can be 
expressed in the form of the left side of the differential 
equat ion (11) by functions 

*j<t) • Pļ/t , g(t) - q/t ; q,px с R,i - l,...,n-l. 
The conditions of the theorem 1 in such case are expressed by 
inequalities tieing the valusa qtpļt • •• fPj]-i* 
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ЕДИНСТВЕННОСТЬ И ЛЕЕДИНСТВЕННОСТЪ РЕШЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Ф. Ж. :адырбаев, А.Б.Цнбулис 

Аннотация. Рассматриваются краевые задачи для 
эллиптических уравнений вида 

(A(u,x)u' >'-f(~), '1) 
а также для си* ем, состоящих из двух уравнений вида { /. 
Приведены условна, обеспечивающие единственность решения, и 
некоторые примеры неединственности. 
УДК 519.21 

1. Рассматриваются кр^епые задачи для эллиптических 
уравнений и систек с непрерывными нелинейное!нии при старших 
производных. Системы такого вида возникают, например, иэ 
термодиффузионной задачи в квазистацночарнон случае [1, 2 ] , 
когда разрывные нелинейности сглаживаются непрерывными 
функциями. Оказывается, что уже для простейших уравнений (и тем 
более длк систем) тского вида решение краевых задач, вообще 
ггворя, не единственно даже в классе гладких функций. Ниже 
приводятся примеры неединственности, а также некоторые условия, 
обеспечивающие единственность решения 

2. Пусть заданы числа A ļ,А 2>0, Л, В, функции ХсС(Я­>[Х ], 
А

а1)# fc£.2(a,b) и ищется решение задачи 

(A(u)u' )'­f, x«(a,b), <1) 

щ а ) ­ Д , и' (Ъ)­В. (2) 

П и мер 1. Покажем, что задача (1)­(2) может инеть 
бесконечно много решений. Для этого рассмотрим функцию 

u(x)­x+ln(l+rx<?
 ж

). (3) 

Чля ir о.о т*0 она удовлетворяет соотношениям 
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A(u(b) )­А(г(Ь) ) В­с, (9) 

u<0)«0, u'(l)­l, 

( e V )' ­ (e u

) ((l+TJfe"
r

) e*)<ex+xx Г­е*. 
Отсюда следует, что при f*е

х

, а­Д^О, £н*В­1 существуют А а> 1 и 
гладкая функция A :К~>[1,А^] такая, что задача (1), < 2) имеет 
бесконечно много решений вила ( 3 ) . 

3 случае условий 

и'(а)«Л, ы'(Ь)­В (4) 

решение уравнения (1) может быть не единственно даже при 
линейной коэффициенте А. Например, для А­1, г~«совх, а

ш

А
ш

В**0, 
Ь=П решениями задачи (1), (4) являются функции u­c­созх, где с 
­ произвольная постоянная. 

В случае же условий Лирихле справедливо • 
Предложение 1. Уравнение (1) при условиях 

и(а)­Д, )=В (5) 

может иметь не более одного решения в классе в** (3]. 
Доказательство проведем от противного, т.е. пусть u, v 

(иху) ­ два решения задачи {1), (5). 
Положим 

V 

к(ы)«| A(C)dt (6) 
О 

Тогда из (1) и того, что (к (V) )' «А (v\v* , получим к(и)~ 
-K{V J«cļx-»-c2. В силу условий (5) имеем: с^с^-О, и 
следовательно, х (и) ш

к (v). Отсюда, u*v, так как функция к 
монотонна. 

Предложение 2. Пусть 
A(t )-А(т)j(t-r)sO t,TC*. (7) 

Тогда задача (1)/ (2) может иметь не более одного решения 
в классе w\ 

2 
Доказательство. Пусть и, к - различные решения эагачн (1), 

(2). Тогда из (1), (2) и (6) получаем 
к(и)-к(к)-с(х-а) (8) 
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где с ­ некоторая постоянная. 
Рассмотрим случай с>0. Случай с<0 рассматривается вполне 

аналогично, а при с­0 так же, как и при доказательстве 
предложения 1, получаем u«v. 

Из (3) имеем к(и)>к{г), хс(а,Ь], и вследствие монотонности 
к: 1г(Ъ}>и(Ъ). Учитывая последнее неравенство, из (7) заключаем, 
что (A(u(b))­A(y(b)))*0, a ttTo противоречит соотношению f9). 

Замечание 1. В доказательствах единственности, приведенных 
выше, нигде не использовалась непрерывность функции А. Вопросы 
разрешимости в классе в** эллиптических уравнений и систем с 
разрывными непинейностяии рассмотрены в [2, 4 ] . 

Предложение 3. Пусть f*L2, А:Ях[а,Ь)­>[ А 4, А д ] , А ^ О , 
является липшицевой по первому аргументу, т.е. существует сек 
такая, что 

|A(t,x)­A(T,x)| * с|г­т|, t,T€fl, Х€[а,Ь]. 

Тогда уравнение 

ļ\(u,r)u' j'«f (10) 

при условиях (5) может иметь не более одного решения в классе 

4 
Доказательство. Пусть u, v (u*v) - решения вариационного 

неравенства (BP) 
Ь . 

ļ[\{u,x)u'C+fŗ)dx-0 *Z*vĻ . ( И ) 
а 

соответствующего задаче (li, (5). 
Положки 

к(х) 

А(ц,г)­А(к,х) 

0, u»v 

и относительно vel/ рассмотрим следующее ЗР: 
Ь 
ļļAfu^b-'+kT/ļfraVr-O v S f c ^ * r " < 1 2 ) 

а 
Решение v=*0 является его единственным чтением. Это вытекает. 
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например, из [4], поскольку а функции v на в<*(а,Ь; 
является гельдеровой [3], 

С другой стороны, из BP < 11) фолу чаем 

Ъ 
О ­ \(\(u,v)u'-X(r,x\r' )£'dx ­

J 
a 

- J(X(u,x) (ti­r)'+k(ir­ir) K'dx, 

т.е. что решением BP (12) является функция ь**Ч1­г. Итак, пришли 
к противоречию: u«v. 

Оказывается, что в задаче (10), (5) литанцевость 
коэффициента X существенна для единственности решения. 

Пример 2. Пусть а­Д­В­0, b­П, f«ainx­3ein
3

x. В качестве X 
возьмем непрерывную функцию такую, что 

X(t,r) ш 
1+t

2

, t*einx, 
1 . з 

1, ttsinx+­^3in х. 
Тогда уравнению (10) и условиям (5) удовлетворяют функции 

1 . 3 
u*sxnx и u«einjf+­jsin X. 

3. Перейдем к рассмотрению задачи Дирихле для системы 
эллиптических уравнений 

| <<X(U,F)U' )'­F, (, 3 > 

I (ci****)*' 
Приведем дьа примера неединственности решения системы (13) 

с условиями Дирихле, которые получаются из примера 2 
неединственности решения задачи (10), (5). 

Пример 3. Пусть а«0, Ь­П, и(а)­и(а)~и(п)»0, к(Ь)«П, д
ш

0, 
/1*1, а а ­ произвольная непрерывная функция такая, что 

( 1+t
2

, tseinr, 

1 э (
U ) 

1, t*einT+~ain т. 
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Тогда решениями системы (13) являются следующие пары функций! 

{uļtrt )-(ainx,x), (u 2 fv a>«(einx+^ein 3x,r). 

Пример 4. Пусть g"f­einx­3ein 3

x, а­0, Ъ­П, 

u(a)­u(b)­v(a)­v(b)­0, (15) 

а ­ произвольная непрерывная функция такая, что 

[ l+t
2

, tsr, 
«<t,r) - { (16) 

I 1, t*T-^x\ . 

a ${t,x)
K

4t(t,x). Тогда системе (13) удовлетворяют следующие 
пары функцмй: 

( V V " (
a i n J

° e i n X 4 ^ e i n
3

X ) ' ' < V V < W " 
Замечание 2. Липшицевы функции не могут удовлетворять 

соотношениям (14) или (16). Вопрос о единственности решения 
краевой задачи Дирихле для системы (13) в случае личшицевых 
коэфФициентои а, 0 остается открытый. 

В заключение приведен некоторые условия, обеспечивающие 
едннстьенносгь решения системы (13)', (15). 

Предложение 4. Пусть хотя бы одна иэ функций f, д есть 
тождественный нуль. 

Тогда задача (13), (15) имеет единственное решение в 
9 » 

классе (г XL , 
2 2 

Доказательство существования решения можно провести, 
например, по принципу Шаудера, а для доказательства 
единственности, без ограничения общности, предположим, что Z*0. 

Тогда из равенства 
Ь 
| aiu,v)WĶdx - 0 V£el/, 
а 

взяв в качестве £ функцию и и учитывая, что a(u,v)>0, полу iie.i 
u~conat. Отсюда, в силу краевых условий, и-0. Теперь из 
предложения 1 следуея , что решение v уравнения ({?(0,г )г' )' "о; 
определяется однозначно. 

Предложение 4 справедливо также при замене нулевых условий 
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\ 0(u i,r i)K;-^<U 2,K a)^-c a, 
(19) 

которые получаются из (13). 
Отметим, что 

При =0 из (20) получаем также С 2-0. Тогда uļ (а)«u a (а), 
vļ (е ļ^v^ ) и

* согласно условию (i), ui ­u„, K j * ^ . 
Пусть с^>0 (случай с^О рассматривается аналогично). Тогда 

из (17) и (19) получаем u'i{a)>u'ļ[a), uļ(b>>u 2(b). Это значит, 
что сущестсует to<=(a,b) такое, что uļ {tQ)*u2( tQ), причем 
uļ (i u) Ац*г (t o). Из (18) следует, что (t Q) ­«v'2( t Q ) . Тогда из 
(19) получаем, что с^О, но это противоречит предположению. 

доказательство завершено. 

(15) следующими: 
и(л)-и(Ь)-А, v(.j,»ir(by­F. (17) 

Если же одна из функций и, г у, концах интервала приникает 
различные значения, то предложение 4 , вообще говоря, неверно 
(см. призер 3 ) . 

Предложение 5. Пусть 
(i} система (13) удовлетворяет условию однозначной 

разрешимость задачи Коши; 
(ii) выражение a{u,v)du+&(utv)dv является полным 

дифференциалом. 
Тогда задача (13) , (17) может иметь не более одного 

решения {u,v) в классе С?х(?. 
Локазательстпо. Пусть (u yV j), j«l,2, ­ различные решения. 

По условию (ii) существует функция Q такая, что dQ^ctdu+fidv. 
Складывая уравнения системы (13), получаем Q"**f+g, поэтому 

0{и^,1г ^~®(Ц

'г
/1Г

-г)
жс

\
Х

*
С

2'
 В силу краевых условий (17) с^с^О, 

и следовательно, Q(u t ,v )*Q< U

2 *
V

2 ^ " Отсюда и из строгой 
монотонности 0(u,v) по каждой из переменных следует 

a(C)*ua(t) • ^ ( C ) ­ r 2 ( t ) , tc[a,b]. (18) 

Л<"*лее рассмотрим равенства 


