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УДК 513.83. 

ОБ ОДНОМ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ СВОЙСТВЕ 
^НАЦИОНАЛЬНО ОТДЕЛИМЫХ ПРОСТРАНСТВ 

М.А.Гольдман 

Пусть Т-топологическое пространство; К — вещест­
венная прямая, наделенная обычной топологией; Е — подпро­
странство в%(Е С(Т,Е) — еемейотво всея непрерыв­
ных функций,отображащих Тя В • Обсенатам черев 31л кяасо 
всевозможных функционально отделимых пространств ( т . е . то-
пологячеснкх пространств Т, обладающих тем свойством,что 
Для любых двух различных точек С р ? ^в7* (чествует функция 
У^ССТ, Ю > Д«я к о т о р о й и ( ± , ) , или, что эквива­

лентно, существует функция уеС{Т, 5 С ) , где Ев » [о ^ 1]^ 
ддя которая ЦС"Ьь)—о)>11(41)1е1) . Условимся говорить,что 
подаростреаство 7^ С 7* обладает свойством (11.) $ если 

Теорема 1. Пусть«У, — класс топологических прост­
ранств, удовлетворяющих первой аксиоме отделимости. Если 
Т е , то7*в в том и только в том случае, когда каж­
дое номпаитное множествоТв<^ Т обладает свойством (1С). 

Доказательство. Пусть Т*^3}5, Та - компактное мно­
жество в | и ССТ0?К) • В силу компактности Т0 мно­
жество %аСТ1)ограничено: и (Тс)с С0-? в!*- ^ - Рассмотрим 
тихоновский куб 3 = 5 С ( Х ^ > ,где Е &],и обозначив черев 

С отображение вычисления ( с м . [Л], стр. 158), т.е.ото­
бражение пространства Т. в куб В , определяемое равенством 
сешку) = %<*) (Уъ<*Т)(Уз&С(Т,Е)). • 

Отображение ^ непрерывно и инъентивно ( последнее - ввиду 
функциональной отделимости 7*-). Положим <?с=<2/^. Посколь­
ку '7Г — компактное множество, отображение С0 является го-, 
меомюрфизмом 7^ на ва ( X ) = 6 0

с б. Определим на во функцию 
равенством %0 С/в«В 0 . ) . Эта функ­

ция непрерывна на В0 . Так как по теореме Тихонова про--
странство В компактной отделимо,следовательно,нормально,а 



В0 замкнуто ( как образ компактного множеотва Та при не­
прерывном отображении & 0 в отделимое пространство В ) ,то по 
теореме Титце ( см.например, [23 ,стр.134) существует функ­
ция ^?«= С (В,Е) , такая, что <^ = <р]в . Положим у> = 
11 - Очевидно ^ « И уо }Та . Этим дока­
зано, что каждое компактное множество 71 пространства Те3($ 
обладает свойством СЫ)-

Обратно, если каждое компактное множество 11 про­
странства 7**̂  3^ обладает свойством (1С), то Т^3~^& . 
действительно, пусть Д,, 'и 7 ^ , # ^ . Положим Тв^{^>^г} 
и зададим функцию У на 7^' %0(±с,)-о9 ув С Так как 
Т ^ с ^ т о ^ 0 ^С( о Й . Л П о условию, существует функция 

у е С ( Т , Ю, т а к а я ' ч т о т ' в - Ч 1 ^ = ° и 

у , С следовательно., , ° 
Замечание. Первая часть теоремы 1 может быть дока-Г 

зана иным путем, не использующим отображение вычисления и 
теорему Тихонова о топологическом произведении компактных . 
пространств. Чтобы это сделать,установим сперва одну лемму, 
которая представляет собой некоторый аналог леммы Урысона. 

Лемма. Пусть Т «=^55 71, 7̂  —непустые компактные мно­
жества в Т и 11Л 1^-0. Тогда 

(5уеС(Т, Е0))[у<Т0)-Ш уСЦЫШ-
Доказательство. Пусть р - фиксированная точка мно­

жества Т0. Так к а к ' 7 * ^5 ,то для каждой точки ^ 6 7^ най­
дется такая функция %&С(Т, Е0)} что %(р)-0 тлуЛр=4. 
Полосы 1% = {1*Т:у.(Ъ)>{} ЦлТ^сЗШопб (Р^^еТ, 
образует открытое покрытие множества 7^ В силукскпакт-
нооти 7) существует №огестЕо^_, . . . ; ) ^ л ] с7^,такое, что 7̂  С 

С. и{Щ.:^-1}~;л}-Легко видеть, что функция 

обладает следующими свойствами: Ч„еС(Т,Е0), Уп(р)=0 

Считая, что построение функции ^„выполнено для каж­
дой точки Р^Т0> рассмотрим семейство (14р)ръТ>где ^/>= 



= {"^ в Т - Ур('Ь)<~ъ } • Оно образует открытое покры­
тие множества Т0 .Поскольку Т0 компактно.существует та­
кое множество {р^-^^сТ,,, что Тв <= I) {Пр. ' с-Ь-?т}-
Положим 

у « 2 т - а * Г У А , - • 

Очевидно, ССТ, Е Л У<-Т0)~{о} Ж 

С помощью этой леммы можно получить доказательство первой 
части теоремы 1, придерживаясь схемы доказательства тео­
ремы Титце и предшествующей ей вспомогательной теоремы 
(см. С23 ,стр.133-135). 

Приведем одно применение теоремы 1 к вопросу о нор­
мальной разрешимости уравнений в топологических пространст­
вах.Мы будем пользоваться обозначениями и некоторыми ре­
зультатами статьи I 3 3 .Там,в частности,установлено,что ес ­
ли ^ -непрерывное отображение компактного пространства «5* 
в функцион-льно отделимое пространство Т ,то уравнение 
•^(5) — т. нормально разрешимо ( СзЛ , отр.62,следствие 
5 ) . Оставался открытым вопрос о нормальной разрешимости 
при тех же условиях уравнения А^Су)^=х , сопряженного 
к уравнению Ь .Теорема 1 позволяет решить этот во­

прос. 
Теорема 2.Если ^ -непрерывное отображение компактно­

го пространства (3, в) в функционально отделимое прост­
ранство (Тр х) »то уравнение А^(у)= ж нормально раз­
решимо,т.е. справедливо равенство 2(^.(А^)~Х^. 

Доказательство.Согласно пункту а) теоремы 1 отатьи 
{33 (стр.54),имеет место импликация {&КйО($,<Г;Х'г) 
обладает свойством (У^^ЖСА^)-^. Она и послужит для 
доказательства нашей теоремы.Так как^ непрерывно, $ -
компактно и Т Отделимо,то ^ —замкнутое отображение и, 
тем более, /<з КС№ ( 5, . Рассмотрим множество 

^(•р) . Оно расположено в функционально отделимом 
пространстве Т и компактно, следовательно,' согласно тео­
реме 1, ^6/7 обладает свойотвом ( ^ . О с т а е т с я применить 
указанную выше импликацию. 
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УДК 513. 881 

ЗАМЕЧАНИЕ О ЗАМКНУТЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРАХ 
С БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫМ ЗДРОМ 

М.А.Гольдман 

Пусть Т — замкнутый линейный оператор с областью 
определения Л&СТ) в банаховом пространстве X и областью 
значений Л(Т) в банаховом пространстве У . Как известно, 
еслиЛ(Т)замкнуто и ядро^УС77оператора Т конечномерно, 
то каким бы ни был вполне непрерывный линейный оператор и 
о областью определения^ (1^), содержащей 2)(Т), У опера­
тора 7 ~ ^область значений ЖСТ~ ц)также замкнута, а яд­
ро ЛГСТ- "д"),как и яр$оЖ(Т), имеет конечную размерность 
(которая может оказаться меньшей, большей или равной рав-
мерности.Ж}7У).Отсюда следует, что в случае,когда Л~(Т) 
бесконечномерно и Я. (Т- 1У) замкнуто .пространство Л^(Т-1?) 
тоже бесконечномерно. Мы желаем уточнить этот результат в 
следующем смысле. Для нормированных векторных пространств 
принято рассматривать, кроме алгебраической размерности (т.е. 
мощности алгебраического базиса пространства), другую 
размерность - наименьшую из мощностей мгэжеств, линейная 
оболочка которых плотна в пространстве. Алгебраическая раз­
мерность пространства Е обозначается через с1оп. Е; для 
второй размерности пространства Е примем обозначение 31/пЕ. 
Интересующее нас уточнение того факта, что оба пространс­
т в а ^ ( 7 ^ и . Ж Г Т ~ 2 ^ 2 ^ о к о н в ч н о м е Р н ы » состоит в доказа­
тельстве равенства ЗХгпЛГСТ) = ЗхтЛГСТ-1?) (в предполо­
жении, ччоЯСМиЖТ-Щ оба замкнуты).Заметим,"что" этим 
не решается вопрос о равенстве с&т-Ж(Т) = с1йп. ЛГСТ—Т}") 

алгебраических раэмерностей ЖСТ) и -//(Т~1?") • 

В дальнейшем нам понадобится понятие Сх̂ — решет­
ки, введенное и примененное в работе И1 . Пусть оС — по­
ложительное число; множество Л •нормированного пространст­
ва Е- называется оС - решеткой, если Цх — х')1~&о{ для 



любых х, х' €. А. 
Лемма. 
Пусть X и У — банаховы пространства; 

Т-(Д?(Т)сX)-*У — замкнутый линейный оператор; ^Я(Т) = 
^=Л(Т)± ^СЗОЯсЮ-^У — вполне непрерывный линей-, 
ный оператор; «® СТ) А — ограниченное бесконеч­
ное множество в *№СТ— 2?), являющееся Ы— решеткой. 

Тогда, Существует ограниченная — решетка 
В С М~(Т) » равномошная с А (Ш-Л). 

Доказательство. Пусть «5* — каноническое отображение, 
пространства X на факторпространство Х~Х/-^(Т)к За — 
сужение ^ на ./У*(Т— 1)"). Покажем, что (линейный) опера--
тор ,5*0 вполне непрерывен. Пусть I — сужение на 2(Т)9 

7* - инъекция, ассоциированная о*7» (т.о.отображение & 

множества Л ( ^) на Л ( ^.^Удовлетворяющее равенствуТ-Т Т). 
Так как Т* — относительно открытое отображение (ибо Т — 
замкнутый линейный оператор с замкнутой областью значений), 
то оператор'7* - ЛСГ^Хнепрерывен. Рассмотрим оператор 
Т 1%> > гД е -сужение и на Ц)Г(Т-Ю.Поскольку 2^х=7х 
для любого х из ь/УСТ—Ц'), имеет место равенство 7 Тх= 

=Т17Х* (*ъЖТ-Ю) . Н о Т ~ ' 7 * , = 5 > для 
х <= Л/"СГ— 1?) , следовательно, 30

ШТ ?Л • Отсюда вы­
текает, что «5о — вполне непрерывный оператор. Так как А 

ограниченное множество, то множество А ~8а (А)вполне ог­
раничено^ Пусть $ - некоторая конечная 6- — сеть в мно­
жестве /\ при Е< ^ . Тогда найдется точка х* еМ (*~5х,)) 
такая, что множество Ав

жА О5~*({*еА : Их-х0Ц<е]) 
будет иметь ту же мощность, что и (бесконечное) множество 
А . Зафиксируем в классе смежности х 0 некоторый элемент 

^ х , после чего выберем в каждом классе смежности х $х 
из "множества {Я е д ; 0<Цх — хе\1<&} по элементу ^ х 

так, чтобы выполнялись неравенства // ^ — \\-<&. 
Для любых двух э л е м е н т о в " " ^ б у д е м иметь ' " " § Ж / —\^0<2е. 
Положим 6 = { ^ Х = Х - ^ : хе'А^к покажем, что В яв­
ляется уЗ -решеткой в ̂ VС7V при р ~ — 2&> О . 

Во - первых , 1Х ^СТ) , так как -X 
и >•„ принадлежат одному' и тому же классу смеж-



ности х пространства X по подпространству М'(Т)', во-
вторых, если ^ ж и 7х 2 ~ два. элемента ив В , отвечающие 
двум равным из Д , , т о «Я - ? // = // О -
- (** -|*р н ̂  гх, - ад чЦ^ & ц й >* - %е - р. 
Этим^ также показано, чтоВжА0 • Но Д = А > следователь­
но, В - А - . Для завершения доказательства леммы остается 
еще учесть, что В - ограниченное множество. 

Замечание. Из доказательства леммы видно, что она 
остается верной, если условия замкнутости оператора Т и 
замкнутости его области значений заменить условием отно­
сительной открытости 71. 

Теорема. 
Пуоть операторы Т и и - те же, что и в лемме: 

кроме того, ядро^н'Пбесконечномерно и •Я.СГ-'Н') З-СТ*!^). 
Тогда иик .Я(Т) ш Зик М"( Т- 1?). 

Доказательство. Как уже отмечалось, из условий до­
казываемой теоремы следует, что ядро ^/~(Т—и) бесконеч­
номерно. Возьмем в единичном шаре К(9> 1) пространства 
^(.Т-1^)некоторую максимазьяуй с* — решетку А (о«>«'1)) 

т . е . такую <Х"— решетку» К(&? 1 ) у которая не является 
правильной частью никакой другой оС— решетки в /^6#>"^А 
Согласно лемме, в ̂ V?7У существует ограниченная уЗ - .ре ­
шетка В .такая, ЧТОВ=У4 И р>< 4 . Можно считать, что 

В содержится з единичном шаре пространства Ж(Т) • Те­
перь воспользуемся следующим утверждением: если Е — бес­
конечномерное нормированное пространство, то мощность каж­
дой максимальной ОС— решетки единичного шара пространст­
ва Е при 0<ос<-^ оовиадает с <Еип Е (см. [ 1 ] , 
сто. 98) . В силу этого утверждения имеем Д^сШкЖ1Т-"0 
и § ^ си^-Л'СТ) -Н°А = В . следовательно,<С1лг Ж(Т)^ 
^ сС^гг ^ ( Т — 2^) • Ввиду симметричности условий от­

носительно операторов Т и Т- ^справедливо и противо­
положное неравенство 

Замечание. Если в доказанной теореме не требовать 
чтобы Я(Т-ТУ) было замкнуто ( а это вовможно при как . 
угодно малых ц"\ см. СъЗ , доказательотво теоремы 1, 
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УДК 517 43 
О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ОШйРАТОРОЗ В 

ь 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

«Г V 
Р.Е.Круг, Е.ОДарьков 

§ I . Линеаризация отображений 

В зтом параграфе мы получим условия, достаточные для 
локальной С ^-сопряженности ^диффеоморфизма дейст­
вующего в банаховом пространстве Е и оставляющего.непод­
вижной точку б (нуль пространства Е ) , своей производной 
Фреше в точке & - линейному, ограниченному оператору А . 

Напомним, что два диффеоморфизма А иЁ> , действую­
щие в окрестности 1̂  их общей неподвижной точки 6 бана­
хова пространства ^ называются С-сопряженными (сопря­
женными в классе С ) , если существует такой локальный 
диффеоморфизме с С", что ̂ Рб» 6 и для « - $ 1 / • 

Ф Ь * - . Л Ф х , (1.1) 
Везде далее Е будет обозначать некоторое бангхово про­
странство с нормой П •" , , Е ) . пространство ограни­
ченных 4 -линейных отображений Е < Е *•••>< Е = Е 1 - » Е 
с нормой ь(Ё.',е). С ТС/,)- пространство I-дифференци­
руемых на отображений \' V таких, что 

и все производные 4*"?С*?} ограничены 
аа\1 , 4ис-*9 непрерывна ва\7 , с нормой 

Пусть далее.& - некоторый нелинейный огератор, Ой-
ределенный в окрестности I/ нуля 9 банахова пространства 
Е ,В>е=-е , А €гЗ*«я>ЛЕ')-есть производная Фреше.оператора 
В>в точке © , причем спектр ^(Д" ) оператора А не охватыва­
ет точки О комплексной плоскости Л . Тогда справедлива 

Теорема 1.1. Пусть-а - натуральное число, Ё> ̂  СЛШ>Е) 



если чг?>1 и 6э «.С ( У Д ) , если 'п.а!, спектрССА")опе­

ратора А удовлетворяет условию 

Тогда операторы А и Ь сопряжены в классе С , т . е . суще­
ствует такая окрестность V точки 9 и такой С Л - диффео­
морфизм*? н а У , что 

Теорема 1.1 дает "грубые" условия С^опряжонности 
диффеоморфизмов А и В , т . е . такие условия на оператор, 
при которых любой, в некотором смысле близкий к А , диф­
феоморфизм & оказывается сопряженным с А в классе СЛ. 
Из самого доказательства теоремы можно получить "негрубые" 
условия, достаточные для С^-сопряженности А и В>. Так, 
например, для существования С -диффеоморфизма^ , удов­
летворяющего (1.1),достаточно вместо условия ( & ) предпо­
ложить равномерную на [7 сходимость ряда 

^ А ^ С Ч ь ^ А П и С Е ^ , 

где Оос = Р^х.- А " х . 
Доказательство теоремы приведем для случая п. =1. В 

пространстве СЧ̂ О рассмотрим линейный ограниченный опе­
ратор и: 1и^ = А"1.-^?Ь (без ограничения общности можно 
считать 11ЛЦщ Е ^г :1У ' ^ 

Докажем, что Ь имеет в неподвижную точку 
(1 С 5 > = С Р ) такую, что < : Р' (9)=^. Очевидно-тогда, ч т о Ф и 
будет являться искомым диффеоморфизмом, т . е . будет удо­
влетворять (1.1) на некоторой окрестности V . 

Рассмотрим последовательность приближений 
"Уох-*, - А - " - ^ * . (1.2) 

и покажем, что она сходится в пространстве С Ш ) . 
Методом математической индукции легко показать, что 
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где С есть нелинейная часть оператора ^ > : С = &> - А . 
Рассмотрим теперь 

нСА'^елУс^ - С А - Ь Л У С О \ \ 1 С Е Ю * 

* 8 ( > / Г с ^ ) 0 . . . СИ А Ч Ч ^ ) \ \ и Е > 0 . а л ) 

Из (3.4) следует равномерная на\3 сходимость последо­
вательности производных Ч ' ^СО = (А'Ч^С»-). е с л и только 
сходится ряд » о 

Действительно, 
1 К" Е л ) ^ П (1.6) 

где ^ 

• И . П 11. ^ " С Ч ^ Ю Г \ \ и Е Е у (1.7) 
Равномерная н а ! ) сходимость произведения (1.7) следует 
из сходимости ряда ( 1 .5 ) , так_как, в силу условия ( в ) , 
существует такая постоянная А/ , что иЬ^-эсЦ ^ л/ й ^ ^ и ^ Е Е") 
для -х.^Х7 , следовательно, 

\\ А " 1 с 'О&К ' I Iиид*^ 1 » 1 - ( 1 , 8 ) 

Кроме того, очевидно, что. если С-^о и ряд / и . с * схо­
дится, то для любого с.>о существует такой номер N , 
ЧТО ПРИ N <.т.л.~п- : 

Г\(.ис^^с^±_Т.^ ч - С ^ Г 1 " < ^ (1.9) 

Считая теперь = М\,\сЛ1\\&Г1\1\.̂ е.>Е') ' \.еь$ в с и л у 

( 1 . 8 ) , (1.9) и сходимости ряда (1.5) получим 
41+ А'^с/сеГ^ а*-')-0* А-^-'с'С^то АГ°) х.сг,ь) 

• о 



как только ^тч ' * * А/. 
Оценки (1.10) и (1.6) и доказывают требуемое утверж­

дение. 
' Сходимость последовательности 1 ^ в пространстве 

-С СУ)теперь следует из того, что %.© = АГ" "^© » ©. 
Кроме того, 4^(6 } * (А"1" еГУоЮ=3 и, следовательно, <3?' (17)=^ 

з й л п - ^ О , что и завершает доказательство теоремы. 
Как следствие из теоремы 1.1 получаем следующее ут­

верждение: 
Теорема 1.2. Пусть ЬОО (О^Ъ-^-)- полугруппа нели- • 

не иных операторов, принадлежащих классу С 417) и взаимно­
однозначно отображающих \7 на V*. соответсовенно, В>ШВ*6 

для каждого 1 , А Ш есть производная Фреше оператора & (.+/) 
в точке в , причем А (.О б^мгтЛЕ ) и удовлетворяет 
условиям теоремы 1.1. Тогда 
1) А (л) есть полугруппа изоморфизмов наЕ. , 
2) существуют такие окрестности У/^ , ^ точки 9 и такой 

диффеоморфизм 4? на V , что для всех-Ь: 

если с Ч/^ • 
Замечание. Если ^ЬЛ^Х^>(У} )сУдля некоторой ок­

рестности V " и всех , то существует окрестность V/0 то­
чки € такая, что . 

Ь и Ь = ЧГ* А^У**. (1.12) 
для 

Доказательство теоремы 1.2 приводить не будем, отме­
тим только, что искомый диффеоморфизм ^ представляется в 
виде #Л . 

где^-Р - диффеоморфизм, линеаризующий оператор оЛА' » 

§ 2. Дробные степени нелинейного оператора 

Сейчас мы покажем, как результаты § I позволяют вве­
сти понятие дробной степени • нелинейного оператора. 



- 15 ~ 

В этом параграфе для любого нелинейного оператора 
удовлетворяющего условиям теоремы 1.1, будет построена 
полутруппа нелинейных операторов на ^ такая, что 
на некоторой окрестности ^ точки в й>(уОэс» и 

Ь С « * * е ^ - Ьп. са- (2.1) 
где Н - производящий оператор полугруппы & . 

Итак, пусть диффеоморфизмы Ь , А удовлетворяют 
теореме 1.1 при 

Для \, б Со, е-») и •гс€\*/с:у определим операторознач-
нуто функцию & ОЬ) равенством: 

, е>со « . = < а Р " 1 А * с Р * , (2.2) 
где А * 5 к л ^ ^ ^ Л ^ - дробные степени линейного огра­
ниченного оператора А . (Так как при больших -V \\ Л*\\* 1, 
во существует окрестность М с У , ка которой равенство. 
(2.2) имеет смысл) 

Легко видеть', что & образуют сильнонепрерывную 
справа полугруппу операторов на**/ , причем-существует та­
кая постоянная М , не зависящая от-I , что 

\ \ Ь С « х . - Ь С О ^ \ &\Д\\"х-^\\. (2.3) 
Кроме того, из теоремы 1.1 следует, что для тс*\л/ 

т . е . 
что при целых значениях аргумента-п. значения функции 
В>(0 совпадают на окрестности V/ с обыкновенными.целыми 
степенями нелинейного оператора &>. 

Теорема 2.1. Производящий оператор « полугруппы бэ (У ) 
определен в каждой точке "X. окрестности V/ . 

Доказательство. Пусть . Тогда для достаточно 
малых ^ : . . _ 

= — " ' ' * • (2.4) 
где ^ « * О при^ -9-0 для каждого -зь ^ VI. 



- К - У 

Из соотношения (2.4) ' следует, что для 

^ ^ З Й Ц й Й Ь * С ^ ' У С ^ . (2.5) 

Таким образом, для полугруппы выполнены все 
условия (Ск.ГЗ],С4^), которые позволяют представить ее в 

ДЛЯ X 4У . 
По аналогии с линейным случаем предел (2.6) называют 

экспоненциальной функцией оператора N • 
При ^=4- из (2.6) получаем 

Поэтому вполне естественно назвать оператор N логарифмом 
Ь (йт\.Ь) , а вслед за этим оператор 6 дробной 
степенью "Ь оператора & '• в ? 

§ 3. Некоторые применения к исследованию 
разностных уравнений 

Рассмотрим в банаховом пространстве Н уравнение 
• Х П « (3 .1) 

с неподвижной точкой 9 , т . е . & > ^ = 9 . 
Пусть оператор ^> удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 

Тогда в некоторой окрестности ^ точки © определен фазо­
вый поток Е>* , ^причем 

Легко видеть, что кривые Ь * х 0 являются инва­
риантными кривыми уравнения ( 3 .1 ) , причем через каждую 
точку х-о окрестности ^ проходит одна и только одна та­
кая кривая. Изучение этих кривых и дает качественную кар­
тину поведения решений (3.1) в окрестности особой точки©. 

С другой стороны 

-—=Ъ>-т. 1 ~ * ~ 
сН V » о п-



= ^я?* к У ^ ^ х ^ а ^ ^ - х ^ с л - ь х ^ У 

т . е . инвариантная кривая зсС+.) уравнения (3.1) является в 
то же время фазовой кривой задачи Коли 

^ Г - ^ Ь х , тсс.о^=хо. (3.2) 
Таким образом, исследование разностного уравнения 

(3.1) свелось к"исследованию задачи Коши (3 .2 ) , которая 
уже относительно изучена. 

Кроме того, из теоремы (1.1) следует, что нелинейное 
уравнение (3.1) с точноотью до диффеоморфизма совпадает о 
линейным уравнением 

которое эквивалентно в указанном ранее смысле линейному 
дифференциальному уравнению 

§ 4. Функции нелинейных операторов 

В этом параграфе общие идеи § § 1 , 2 применяются для 
введения общего определения функции нелинейного,оператора, 
Как и в случае введения понятия дробной степени, это опре­
деление будет страдать некоторой многозначностью (функция 
оператора будет определена о точностью до диффеоморфизма 
специального вида), однако оно позволит установить ряд до­
вольно естественных для функции оператора свойств и не бу­
дет противоречить уже имеющимся в С31»С*1 результатам, 
(В теории нелинейных полугрупп для аккретивного нелинейно­
го оператора & введены понятия экспоненциальной функции! 

е ' ^х^Одлп- Сь+ и резольвенты ^О-^-х.* (З+хЪТ* 

Пусть, как и ранее, В>€С/Ф) / ^ > 6 г 9 > А» - производ­
ная Фреше оператора в точке 6 и Р Ф ) - класс гомо-

Цп1уег51Шез 

В 1 В Ы О Т Ё К А 



«орфизмов^ на Е, таких, что Я г Ч (10 . «Ре - в , 
ЯР(9)=3 • Пусть, далее -""ЗГ - множество функций, аналити­
ческих в некоторой окрестности С\ спектра ©•(А") операто-
р а А . 

Определение 4.Т. П у с т ь Т о г д а функцией ^ опе­
ратора назовем класс воех операторов вида ^(е^) . -

Установим связь определения 4.1 о уже имеющимися ре­
зультатами. 

1. Пусть ^ ( / ^ 1= ̂  , "X €Г\. . Пусть, далее, оператор 
ЕЬ удовлетворяет условиям теоремы 1.1 при -а =1, а окрест-
ностьУс\7 и Ф ^ ^ ^ ц Ш ) таковы, что^Р^АФ.-хвЕЬ* 
для "х « V . 

В смысле определения 4.1 это значит, что существует 
такой элемент ^ * СЬ") класса Я^.» , что для тс- « V 
^ Ч ^ - х =-&>х . Этот факт будем записывать в виде: 

2. Пусть . ^ С ^ = е Я & Е ^ * Л > " ° ' Т о г д а 

согласно определению 4.1, экспоненциальная функция опера­
тора Ъ - это класс операторов вида Я ? " 1 ^ . " ^ * ? . 

С другой стороны, если оператор &> является аккре-
тивным ( т . е . если \\т.,л^Ь^| --» . г-эЛЬх^Чг. \\х,-хг\1 
>ч> о , х,,**^ & 2}<Ю), то в \[ 4*) для него определена функ­
ция равенством _ . 

= ̂  О ^ Ъ У х , (4.1) 

где •х^ЗХЬ ) - замыканию области определения оператора . 
Для выяснения связи между этими двумя определениями 

допустим дополнительно, что оператор сильно аккретивен, 
т.е. для любого существует Л . * такое, что 

+ хЬац-а^->.Ьх г\\ ^ о ( ( ^ И з ^ - х . . ^ (4.2) 
для •эс1_,-хг ^ 2^СЬ) . Тогда А будет линейным аккретив-
ным оператором и его экспоненциальная функция е - * 1 * сможет 
бить представлена в виде 



Из (4.3) следует 

(е А У(е^^^ьГ ) ' ^=Ь^^^^"^ Щ (4 .4) 
Пусть теперь спектр оператора € удовлетворяет усло­

вию (2>) теоремы 1.1, т . е . ^ ^ ^ г . где = 

Тогда полугруппы с" и е удовлетворяют условию 
1.12 и, следовательно, существует такая окрестность 
точки © и такой э л е м е н т к л а с с а Р ( У " ) , что 

в -^^с ^ е " * * ! ^ (4.5) 
для зсех ^ и т с я ^ ' , т .е . 

В таком же смысле удовлетворяют определению (4.1) 
дробные степени и логарифм Ьп. ?Ь> оператора 6> , введен­
ные в § 2, и резольвента В \ ( . Ь ) , взеденная в14*1 

Перейдем теперь к изучению свойств функции операто­
ров. 

Теорема 4 . 1 . Пусть $ , $ , Тогда; 
1 ) ^ е 1 Г ; для каждого элемента л,**^) класса и для 

каждого элемента ^Сь") класса С»^. найдется такой эле­
мент ( . ^у с СЬ ) класса ( Р ( л ) ^ - > , ч т 0 

2 ) К-(.^) и, апалогично I ) , для каждого эле­
мента ! ^ - О » класса и для каждого элемента 
^ ( ^ ( ^ О класса Р^*"существует такой элемент К* С^>) 
класса , что Г_^?СЬХ\ * Н?Ч&У> 

3) если последовательность функций равномерно на О-
сходится к функции , то и для любых ( ^ 
последовательность >$ш*Ч&) •** сходится равномерно в 
некоторой^окрестности точки© ; 

4) классы и перзсекаются тогда и только тогда, 
когда ^Сл") «»~.10д в открытом множестве, содержащем 
весь спектр <гз"СЛ̂  , кроме конечного числа полюсов 
^1>>:>Ч.»-^*^^ и при всех V , 1 *. , функция . 
- ^ в точке имеет полюс порядка не ниже V С^О . 



Доказательство теооены 4.1 основывается на соответ­
ствующих свойствах функций линейных операторов и достаточ­
но элементарно. Отметим только, что из свойства ( 1 ) не 
следует перестановочность различных функций одного, и того 
же оператора (как это.имеет место в аналогичном случае 
для линейных операторов), что Еполне естественно, так как 
даже резольвента ^ С Ъ " ) оператора^ в самом Ъ не комму­
тирует. Более интересным представляется свойство об ото­
бражении точек бифуркации нелинейного оператора. 

Как известно, для функций линейных операторов спра­
ведливо тождество Данфорда 

<гЩ.*>> М^ск*}, с, ( 4 .6 ) . 
где - множество собственных чисел оператора Л . Тож­
дество (4.6) равносильно ' 1 

= и К ^ Т Ч У (4.7) 
где 1^СМ - множество характеристических чисел оператора 
А . (В 4.7 считаем О ё <5"(А"),} 

Для нелинейных операторов аналогичную характеристиче­
ским числам роль играют точки бифуркации. Оказывается,что 
для точек бифуркации широкого класса функций нелинейных 
операторов справедлив аналог ( 4 . 7 ) . Мы докажем его для 
функции ?(\" ) = ^ , С о $ ^ < *=-0 . 

Теорема 4 .2 , Пусть Е - вещественное, конечномерное 
пространство и все характеристические числа оператора А 
положительны. Пусть, далее, выполнено одно из следующих 
двух условий: 

1) «|-ь^в" 0 ^ и ^ - е , ^ ° ' * ' 0 > | различны для всех характеристи­
ческих чисел г » оператора А ; 

2 ) если ДеЯ* 0 ' 0^ = ^ С ? о + о"> для какого-либо |«о , то 
в является изолированной неподвижной точкой поля "5 -
-*)ч? для каждого"^ и хотя бы два из чисел ^е>^*"0^> 

^еЛ'К') ( ^ь с ^* + " а > различны. 
Тогда 



где *^ЛЕ$- множество точек .бифуркации оператора ^ ; 
^ ь(.5«.0-оУ общий индекс неподвижной точки © полей \ - г-^ 
для воех близких к $*« и ^<5"-» (по теореме П .4 .7 иэ 
С21 индекс точки 6 будет одинаковым для всех таких полей), 
аналогично, ^еЛ*4**^" общий индекс неподвижной точки 9 
полей3- у*Ъ для всех ^ близких к и •»$»<> ; 
Д ь Ау»0 - индекс неподвижной точки Ф поля^-у -а^ , . 
если © - изолированная неподвижная точка этого поля. 

Доказательство. Из теорем 17.5.1 и 17.5.2 в сле­
дует, что характеристические числа оператора А , удовлет­
воряющие (при V =1) условиям I ) или 2) теоремы 4.2, явля­
ются точками бифуркации оператора В . Поэтому, так как 

есть множество характеристических чисел оператора А , 
если - множество характеристических чисел А*, доста­
точно показать, что 

^ ь ( ^ - 0 ) = ( т ^ ° > > } ъ ^ + с И й ' ^ (4.9) 
И Ч 

а ь ^ ^ В ' ^ » ? (4 .Ю) 
если выполнено условие 2) теоремы. 

Для о * Л. рассмотрим Функцию 
К СЛ,*> = " $*• В -х. ( 4 ; 1 1 ) 

Очевидно, 

Х ; о ) х ) = ^ - Г ^ ^ , Х С ^ ^ а - Х - ^ й " * * . . " ( 4 Л 2 ) 

Легко видеть, что на множестве Со ,А* ^>х ( ^^.-шар 
достаточно малого радиуса) функция УЛ*,х> непрерывна по 
совокупности аргументов. Кроме того, для каждого фиксиро­
ванного $*• X (Л ,"»-"> в шаре $>п. достаточно малого радиуса X 
отлична от нуля при всех ^ ^ . Действительно, в 
противном случае, для какого-то х точка ^ т была бы точ­
кой бифуркации оператора й , что невозможно в силу, усло­
вия 2 ) теоремы. ^ ч 

Таким образом, поля Х ( о , х ) - ж> [ « Ь х и Л С Ч ^ = '= С -^В 
гомотопны, откуда и следуют равенства (4.9) и (4 .10 ) . 
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§ 5. Некоторые-применения к теории 
полугруш 

Один из нерешенных вопросов теории полутрупп нели­
нейных операторов состоит в определении "генератора" (-А) 
полугруппы 5>(Д"> таким образом, чтобы любая полугруппа мо­
гла бы быть восстановлена по своему генератору, в частно­
сти, чтобы полугруппа 2 СО представлялась в виде 

(5.1) 

Известно, что все обычные генераторы полугруппы 5 СО 
могут иметь пустую область определения, даже если 5 СО 
есть полугруппа сжатий. Однако, если Н - гильбертово про- ' 
странство и $(-0 - полугруппа сжатий на замкнутом выпуклом 
множестве в Е , то существует аккретивный оператор А та-

В этом.случае оператор (-А) является производящим 
оператором (генератором) полугруппы 3 ( 0 . В гильбертовых 
пространствах оператор А однозначно определяется полугруп­
пой 5 С*:} , но это не так даже в случае конечномерных бана­
ховых пространств. 

Сейчас мы при помощи методов § § 1 , 2 получим положи- -
тельные решения перечисленных проблем для специальных 
классов полугрупп. ^ 

Будем говорить, что полугруппа 5СО принадлежит 
классу Л . , если: 
1) для любого -^ 2>Ш отображает некоторую замкнутую ок­

рестность \) точки 6 в себя, причем 
2) для каждого Ъ-т. 2>Шх_ = $ЛсГ>х,= з:-

3) $анС СУ)и ( Х ю У и » « Л * " « « Л О для каждого х , 

4) оператор ^(О удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 
Пусть 3> СО €. & • Тогда по теореме 1.2: существу­

ет такая окрестность точки © и такой диффеоморфизм 



й п ^ Р ч Й ^ О Я Р С у У ) С Р \ Г 5 е с л и 2 > ( А > Е и 

УП С Р"Ч :МА- )Г1 < Р (УУ ) = и } если Ъ ( А > ~ Е . 
Теорема 5.2. Пусть ^ > ( • * • " ) и для любого-^ оператор 

рСт) является сжатием наХ/ . Пусть, далее, для достаточно 
малых положительных >. 

где к . и - ^ . г > ) - множество значений оператора л - а . о . Тог­
да для -х. ^*2^Ь"} ^_ . 

класса С)(уЛ , что для всех х и х . * V»1 0 •' 

^ Ь = 9 - 1 У ( 0 9 х , (5.2) 
Далее будем считать, что окресность V 0 совпадает с У . 

Предложение 5 .1 . Пусть 5(х")€|?1: . Тогда \Д^) - силь-
нонепрерызная полугруппа изоморфизмоз на Е . 

Доказательство предложения 5.1 элементарно, поэтому 
приводить его не будем. Перейдем сейчас к формулировкам и 
доказательствам основных результатов этого параграфа. 

Теорема 5.1. Пусть &(-^4-о\- Тогда область опреде­
ления'ЗХБ') производящего оператора & полугруппы ?Ь(Л^ 
всюду плотна в окрестности Т7 , а если УЧ"Ь") разномерно 
непрерывна, то совпадает с ( 7 . 

Доказательство. Пусть А - производящий оператор полу­
группы УЧО. Рассмотрим разность 

^ ^ Х ^ С . ( ф - 1 у ( _ < р ^ || » 

Из (5.3) видно, что производящий оператор полугруп­
пы РОО определен на множестве\7Г\Р (2*МП^?(Ш) и име­
ет вид . 

( Ф О ^ Х . (5.4) 
Кроме того, очевидно, что 



Доказательство. Так как полутруппа есть полу­
группа сжатий, ее "минус" производящий оператор, т . е . опе­
ратор ( - Ъ ) является аккретивннм. Тогда, в силу теоремы I 
из Г з1 для любого 'асгЭДъ') существует предел 

- 1 ^ О - (5.6) 

причем операторозначная функция 

является полугруппой сжатий на Л(.Ъ"5. 
С другой стороны, для любого хб&С.Ъ ' } функция 

•цДО- $ й ) х дифференцируема по , причем 

^ • « Ъ г * (5.8) 
- а * 

Действительно, «э-Ц//х\Ф 

Следовательно, в силу теоремы П из 0з}> для любого 
а ^ справедливо равенство 

Ь Ш ^ Ь ^ ^ - ^ Ъ Т ^ - (5,9) 

Таким образом, полугруппы р а й та) совпадают на 
, а значит-, и н а Ь ( & ) , поэтому равенство (5.9) 

справедливо для ь З^СЬ^ . Теорема доказана. 
Заметим, что в терминах § 4 теорема 5.2 может быть 

сформулирована следукщим образом; 
Теорема 5.2*. Пусть ^аСО^ &]У№|-есть полугруппа 

сжатий и К Д * а - > ^ ЛСЪ"} для достаточно малых поло­
жительных -X . Тогда существует такой элемент -^СЬ") клас­
са Г е А * , что для х. «5ЬСед , т . е . &(ДГ> € : ^ Ц ъ с ^ > . 

Теорема 5.2' еще раз подчеркивает целесообразность 
определений § 4, 


