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6 сборнике представлены работы по расчету тем­
пературного поля л нефтеотдачи многослойных нефтяных 
пластов при нагнетании в них горячей или холодной 
воды с поддержанием заданных расходов или забойных 
давлений. Подробно описана разработанная авторани 
методика расчета на ЗЬЦш, позволяющая прогнозировать 
нефтеотдачу в течение длительного периода эксплуата­
ции. Обнаружен ряд эффектов, свидетельствующих о зна­
чительно большем влиянии неизотермичности условий 
фильтрации на нефтеотдачу многослойных пластов при 
поддержании заданных забойных давлений, чем в об ­
следовавшемся ранее случае поддержания заданных с к о ­
ростей фильтрации в каждом из пропластков, слагаю­
щих пласт. Помимо того, в сборнике обоснован конечно-
разностный метод определения температурного поля 
однородного пласта и окружающих его пород по схеме 
сооредоточенной емкости в случае непостоянства ско ­
ростей фильтрации и дано доказательство существования 
решения задачи об определении нефтеотдачи нефтяного» 
пласта на баев теории двухфазного потока Ьаклея-ле-
в ретта в неиаотеумичеоком случае. 

Соорник предназначен для работников вычисли­
тельных центров, научных раоотников, изучающих про­
блемы теории фильтрации, студентов и аспирантов 
нефтяных вузов и инженеров, занимающихся вопросами 
разработки нефтяных месторождении. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Задача исследования температурных полей и нефтеотда­
чи ь неизотермических условиях фильтрации за последние г о ­
ды приобрела весьиа большое значение. Этому способствова­
ла как установленная рядом экспериментов перспективность 
термических методов воздействия на нефтяные пласты с целью 
повышения их нефтеотдачи, так и т о , что практика площад­
ного заводнения на крупных месторождениях, связанная с 
нагнетанием в пласты больших масс холодной воды, застав­
ляет считаться с возможностью существенного снижения 
нефтеотдачи многослойных пластов вследствие охлаждения 
малопроницаемых пронластков. 

Особенно остро проявилась необходимость анализа 
температурных полей и нефтеотдачи в неизотермических у с ­
ловиях фильтрации при составлении генеральной схемы раз­
работки месторождения Узень I полуостров Мангышлак), плас­
ты которого насыщены высокопарафинистой нефтью при тем­
пературе начала кристаллизации парафинов. Ь этих услови­
ях вероятность катастрофически вредных последствий наг­
нетания в пласт хблодной воды особенно велика и потому 
анализ температурного поля и его влияние на нефтеотдачу 
совершенно необходим. 

Указанные соображения привели к признанию необходи­
мости считать расчеты температурных полей к нефтеотдачи 
в условиях нагнетания воды с температурой, отличной от 
начальной пластовой температуры, столь же обязательным 
элементом составления проекта разработки месторождений 
( во всяком случае таких, которые обладают специфически­
ми особенностями, подобными особенностям месторождения 
Узень) как и обычные гидродинамические расчеты. 

Для того , чтобы расчеты температурных полей и неф­
теотдачи ь неизотермических условиях фильтрации могли 
проводиться при проектировании систем разработки нефтя­
ных месторождений, необходимо располагать методикой, д о ­
пускающей многовариантный счет на 9ВЦМ среднего класса, 



которыми оснащены вычислительные центры научно-исследо­
вательских и проектных институтов Министерства нефтедо-
быьающей промышленности. Уто значит, прежде всего , что 
счет должен Оыть достаточно быстрым, в то же время иметь 
достаточно высокую точность. 

Ь точной постановке задача расчета температурного 
поля при нагнетании в пласт теплоносителя неотделима от 
задачи определения поля нефтенасыщенности. Совместное 
определение этих двух нолей с помощью наиболее простых 
вычислительных алгоритмов, каковыми являются конечно-
разностные алгоритмы, предъявляет столь высокие требования 
к объему оперативной памяти ЭЬЦМ и связаны со столь 
большими затратами машинного времени, что многовариант­
ный счет делается практически нереализуемым. Однако 
проведение расчетов температурного поля и поля нефтена­
сыщенности в точной постановке задачи заведомо нецеле­
сообразно. Дело ь том, что к определению поля температур 
и поля насыщенности должны предъявляться существенно раз ­
личные требования. Расчет температуры может проводиться 
весьма грубо, поскольку влияние погрешности определения 
температуры на погрешность расчета нефтеотдачи невелико. 
Определение величины нефтеотдачи , наоборот, должно про­
водиться с высокой точностью для того , чтобы сделать в о з ­
можным выявление малых влияний неизотермичности условий 
фильтрации на нефтеотдачу. 

При использовании конечно-разностных алгоритмов 
счета требование высокой точности определения иоля насы­
щенности приводит к необходимости работать с малыми шагами 
по времени и пространству. Поскольку при этом прогнозиро­
вание динамики изменения нефтеотдачи должно проводиться 
на промежутки времени, близкие к длительности разработки 
•'ефтяных месторождений, применение стандартных расчетных 
•:сем сопряжено со столь большими натратими машинного ьре-
«ени, что «йогов.*)риаитн'л1 пчет оказывается тактически не­
реализуемым лаже тогда, когда поло тиминрат.у! «ожят счи­
таться 'фвляадавнш. 



Сказанное объясняет необходимость тщательной отра­
ботки всех методических вопросов, возникающих при расче­
тах на ЭЬЦМ" полей температуры и нефтенасыщенности в много­
слойных пластах. Предлагаемый вниманию читателя сборник, 
посвященный решению именно этой задачи, включает две ста ­
тьи А.А. Ьуйкиса, содержащие разработку методики и резуль­
таты расчетов неиэотерлической нефтеотдачи многослойных 
пластов как при задании постоянных расходов нагнетатель­
ной галереи (скважины), так и при задании перепада давле­
ний между нагнетательной и эксплуатационной галереями 
(скважинами), и статью Н.А. Авдонина и К.С. ьелоглазова, 
в которой содержится обоснование приближенного приема 
расчета температурного поля однородного пласта при задании 
забойных давлений, входящего в качестве существенного эле­
мента в методику расчета нефтеотдачи, разработанную А.А. 
Ьуйкисом. Это статья имеет, впрочем, и самостоятельный 
интерес, поскольку содержит обоснование и отработку ко­
нечно-разностного метода расчета температурного ноля 
пласта по так называемой неполной схеме сосредоточенной 
емкости в случае переменной скорости фильтрации, т . е . 
тогда, когда отсутствует аналитически замкнутое решение. 

Расчеты А.А. Буйкиса проведены по широкой программе 
на модели двуслойного или трехслойного пластов, сложен­
ных термически контактируощими, но гидравлически разоб­
щенными нропластками, проницаемости которых относятся 
как I :10 или I : 10 : 2 соответственно. Рассмотрены слу­
чаи нагнетания холодной воды с температурой, близкой к 
температуре полного застывания нефти, или температурой, 
существенно более низкой, чем температура полного застыва­
ния, случай нагнетания в пласт горячей воды в течение 
всего времени эксплуатации или одного лишь начального 
периода с последующим переходом на нагнетание холодной 
воды и случай раздельной эксплуатации пропластков. Вы­
явлены значительные эффекты перераспределения скорости 
Фильтрации между пропластками при поддержании заданных 



забойных давлений и, как следствие их, существенное влия­
ние неизотермичности на нефтеотдачу малопроницаемых про-
пластков. показано, что возможны случаи полного выклю­
чения малопроницаеных пропластков из эксплуатации. Пока­
зано, наконец, что создание горячего температурного ва ­
ла не компенсирует вредного влияния 'охлаждения на неф­
теотдачу малопроницаемого пропластка. ^се эти результаты 
являются существенно новыми. До сего времени проводились 
расчеты нефтеотдачи многослойных пластов лишь при задании 
постоянных скоростей воды в каждый из пропластков, когда 
все эти эффекты практически отсутствуют. Таким образом, 
результаты, полученные А.А. Буйкисом, далеко выходят за 
рамки одной лишь методической работы, и проливают совер­
шенно новый свет на влияние неизотермичности условий филь­
трации на нефтеотдачу многослойных пластов. 

Статьям А.А. Ьуйкиса и П.А. Авдонина и К.С. Ьелогла 
зова предпослана в сборнике имеющая чисто математическое 
значение статьяЛ.Й.Рубинштейна, в которой устанавливается 
теорема существования решения задачи об определении 
нефтеотдачи в неизотермических условиях фильтрации на ба ­
зе теории двухфазного потока Баклея-Леверетта в случае 
предзадания температурного поля. Целесообразность вклю­
чения этой работы в сборник обусловлена как тем, что 
все расчеты А.А. Ьуйкиса, как и более ранние расчеты 
Н.А. Авдонина и Л. И. Руоинютейна^, базируются на теории 
Баклея-Леверетта, так и тем, что в литературе по в о ­
просу укоренилась ошибка, состоящая в перенесении 
способа определения величины и положения скачка насыщен­
ности в изотермическом случае на случай неиаотермический. 

^Н.А. А в д о н и н , Л . I.. Р у б и н ш т е й н . 
НТС по добыче нефти, <28, М., "Недра", 1965; 
Теория и практика добычи нефти. "Недра", М., 1966. 



Эта ошибка имеется как в известной работе Фейерсач, так 
и в названных работах И.Л. Авдонина и л.И. Рубинштейна^). 

Публикация настоящего сборника является итогом мно­
голетних работ по расчету температурных полей в нефтяных 
пластах и нефтеотдачи при неизотермических условиях филь­
трации, проводимых отделом инженерно-физических проблем 
вычислительного центра Латвийского государственного уни­
верситета им. П. Стучки по договорам с объединением 
"ьашнефть" (1961-1963 г г . ) и Всесоюзным научно-иссле­
довательским нефте-газовым институтом министерства неф­
тедобывающей промышленности СССР ( ВНИИ-Нефть) (196*-
19о9 г г . ) . Пользуемся случаем отметить, что постоянный 
контакт с заведующим отделом гидродинамики ВНИИ-Нефть 
профессором И .Д. Розенбергом, сотрудниками этого отдела 
профессором Ю.И. Борисовым и кандидатами техн. наук А.К. 
Курбановыы и В.С. Орловым, проявляющими неизменный инте­
рес к этим работам и в значительной мере повлиявшими на 
их направление, был чрезвычайно полезен. Составители 
сборника обязаны им, в частности, постановкой задачи о 
вытеснении нефти из многослойного пласта водой, имеющей 
на забое нагнетательной скважины температуру, меньшую 
чем температура полного застывания пластовой нефти. Ли 
рады принести нашу благодарность всем названным лицам. 

Л.И. Рубинштейн 

^ а у в г з Г.З. -Т. *1и1<1 МесЬ., 13 ,1962 , N 0 . 1 , р . 6 5 - 7 6 , 
2) Ошибка в определении положения и величины скачка на­

сыщенности в названных работах Н.А. Авдонина и Л.И. 
Рубинштейна не сказалась на результатах проведенных 
числовых расчетов. 



К ВОПРОСУ ОБ ОПЕРВДЕЛЕНИИ ВЕЛИЧИНЫ И ПОЛОЖЕНИЯ СКАЧКА 
НАСЫЩЕННОСТИ В ЗАДАЧЕ О РАСПАДЕ РАЗРЫВА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

БАКЛЕЯ-ЛЕВЕРЕТТА В НЕИ30ТЕРМИЧЕСК0М СЛЧАВ 

Л.И. Рубинштейн 

Цель настоящей заметки состоит в доказательстве 
существования решения задами об определении распределе­
ния водоннсыщенности в однородном пласте в случае нагне­
тания в него несжимаемой жидкости через прямолинейную 
галерею с заданным расходом. Предполагается, что темпера­
турное поле пласта предзадано • что распределение на­
сыщенности следует теории двухфазного потока Баклея-Ле­
веретта. 

В такой постановке задача определения нефтеотдачи 
сводится к решению задачи Ноши 

и ( х , о ) = и 0 ( х ) ; - » о < : х < о о , 

для уравнения Баклея-Леверетта 

ди_ . 12_ _ _ 
" а Г + э7~ = 0 ' 

( I ) 

(2 ) 

где 

$ > 5 с р ( и , ^ ) = ( 1 + _ [ ( и ) } » ) , (з) 

и - водонаоыиенимть ; -[(ц) - относительная проницаемость 
для нефти и воды и |А - относительная вязкость воды и неф­
ти. Поскольку температурное поле принимается предзадан-



ным можно считать, что у. является заданной гладкой функ­
цией от х и 1 .Ниже считаем, что е?(и,ц)в(р(и ,к ,Ь) опре­
делена при 0 < х < о « ; о ^ Н Т и 0 6 1 1 4 1 , причем при 
всех х и 1: 

<Р=0 при 0 $ и $ и „ ; - ^ > 0 при и 0<и <и, ;<р=1 при и,^и41 (4) 
Примем далее 

Г 1 ; х < 0 ; 
и о ? х > 0 . ( 5 ) 

Заметим, что из (4) следует, что постоянные и = и - . (1 = 
являются решениями уравнения ( 2 ) . 

Будем предполагать, что < р ( и , х , т ) дважды непре­
рывно дифференцируемая по совокупности своих аргументов 
функция при 0 4 х < о о , 0 * Т 4 Т , 0 $ и ^ 1 , причем 

| ^ - < 0 при и 2 (х ,т )<и<1 ; - 0 > О при и г ( х , г ) > и > ц 0 (6) 

Так поставленная задача является частным случаем за ­
дачи о распаде произвольного разрыва, рассматривавшейся 
И.М. Гельфандом [г] в предположении, что <р зависит явно 
только от и и не зависит явно от х и 1 . Б этом предполо­
жении И.«|. Гельфанд выделил класс разрывных решений зада­
чи о распаде, удовлетворяющих интегральному закону сохра­
нения, и нашел условия, при выполнении которых разрывное 
решение этой задачи определяется однозначно. Именно, до ­
пустимые разрывными решениями являются решения с не б о ­
лее чем конечным числом кусочно-гладких линий разрыва, 
которые могут быть получены как предел при е-»-0 решений 
задачи Ковш 

(?) 

для уравнения с исчезавши малой псевдовязкосгьв 5 > 0 



И.М. Гельфанд показал, что это требование равносильно вы­
полнению двух условии: 

условие А. Пусть индексы + и - означает право - и 
левосторонние ( по отношению изиенения х ) пределы на лиг 
нии разрыва. Тогда вдоль линии разрыва 

(И и + - и _ * (8) 

условие Е. Пусть Ь - пряная на плоскости ( и , 
<Р) соединяющая точки ( и + , < Р + ) и ( и _ , < Р - ) . Тогда 
вдоль допустимого разрыва кривая ( и , ср(и )) располага­
ется на интервале ( и . , и + ) над прямой Ь , если и . < 
и + м под Ь , если и _ > и + • 

Независимо показывается, что условие А выражает 
локально закон сохранения. 

Ь работе 'А.л. Гельфаида допускалось, что кривая 
(и,(р(и)) , имеет любое конечное число точек переги­
ба. И.М. Гельфанд не доказывал единственности допустимого 
решения задачи о распаде разрыва. Он описал просто алго­
ритм его построения, из которого единственность решения 
следовала с полной очевидностью. В случае же задачи Ко­
ни с произвольной начальной функцией и 0 ( х ) , имеющей 
произвольное конечное число точек разрыва, единственность 
решения в классе функций, удовлетворяющих на линиях раз­
рыва условию А всюду и условию Е всюду, за исключением 
конечного числа точек, была доказана О.А. Олейник [2] 
для <р , зависящей явно не только от и , но и от х и 
1; . ^ходимость решений задачи Коши с исчезающей вязко­

стью к решению задачи Коши (1)в рассматриваемом классе 
•взрывных реаений была установлена О.А. Олейник [3]для 
^ ( и . х , * ) выпуклой по и и А.С. Калашниковым [4] 
для (р , имеющей произвольное конечное число точек пере­
гиба, но не зависящей явно от х и 1" . Общая задача Ко­
ни для квазилинейного уравнения типа (1)с < р ( и , х 
обладающей произвольным конечным .числом точек перегиба, 



и даже ее частный случай - задача о распаде разрыва 
для функции Баклея-Леверетта, обладающей только одной 
точкой перегиба, остались, по-видимому, не проанализи­
рованными. 

Предлагаемый ниже анализ восполняет указанный про­
бел теории именно в этом частном случае, мы доказываем 
теорему существования разрывного решения задачи ( 2 ) , 
( 1 ) , ( 5 ) , при выполнении условий (ч - )дь) в малом, сущест- . 
венно используя предположение о единственности точки пе­
региба функции <р . При этом алгоритм построения решения 
является точным аналогом алгоритма, развитого в цитиро­
ванной работе И.М. Гельфанда для (р = <р ( и ) , и не 
предполагает введения исчезающей вязкости. Сходимость 
метода исчезающей вязкости, подтверждаемая счетом, в за ­
даче об определении неизотермиаеской нефтеотдачи по Бак-
лею-Леверетту остается недоказанной. Вопрос о существова­
нии решения в большом на произвольном интервале времени 
также остается открытым. 

Перейдем к доказательству существовании решения 
рассматриваемой задачи. Не ограничивая общности, можно 
считать, что на интервале 0 < х : < Т проекции на плос­
кость ( х , 1: ) характеристик уравнения ( 2 ) , прохо­
дящих через интервал 1 = 0 , х = 0 , и 0 < и < и 1 , , не 
пересекаются. Существование такого Т > 0 следует на 
единственности локального решения задачи Коши для всяко­
го квазилинейного уравнения первого порядка с достаточ­
но гладкими коэффициентами. 

В предположении (ч ) характеристики уравнения ( 2 ) , 
определяемые условием ( 5 ) , совпадают с прямыми 



Разрывная функция 

1 при х < 0 ; 

и 0 при х > 0 (Ю) 

не является допустимый решением уравнения (2 ) в силу у с ­
ловия Е . Действительно, прямая, соединяющая точки (1 ,1 ) 
и ( и „ , 0 ) плоскости ( и , (р ) при любых фиксированных 
х • и { пересекает кривую / и » У ( и . * . * ) / , между 
тем как для допустимости решения она должна была бы ле­
жать над этой кривой, поскольку и, > и 0 . 

Очевидно, что при х = 0 осуществляется допустимый 
скачок от и = щ : ц, . При таком скачке прямая, с о ­
единяющая точки (1 ,1 ) и ( и, ,1) плоскости ( и , ) , 
совпадает на интервале и / и < 1 с кривой / и , <р ( и , 
х , ! ) / , что согласуется как с условием А_, так и с 

условием Ё . 
Невозможность перехода от и = и, к и = и 0 с п о ­

мощью скачка указывает на т о , что такой переход должен 
осуществляться не только с помощью "ударных скачков", 
но и непрерывно, по "волнам разрежения" ( мы пользуемся 
здесь принятой в литературе по теории квазилинейных 
уравнений первого порядка газодинамической терминологи-

Переход по волне разрежения из области выпуклости <р 
в область ее вогнутости при X > 0 достаточно малых не­
возможен. Действительно, волна разрежения определяется 
как область, занятая интегральными кривыми системы ха­
рактеристических уравнений 

е й ) . 

проходящих через отрезок 



где V1 и \ / " - некоторые константы. Таким образом, вдоль 
волны разрежения 

о 
Г 

о 

Отсюда 

ах п-_э2у_ аи . а г у 
о 

г г У У аи , а*у дх 1 Н . . 

1 ^ 1дхди ду + а х г а* - 1 а л -

( 1 6 ) 

о 
При заданных непрерывных и ( * , V ) И Х ( Г , 

V ) система (I*) может трактоваться как система интег­
ральных уравнений для определения дх / дч и ди/дч . 
В силу ограниченности Э г < р / д и 2 , д2<р/дид* идг<р/д*2 

из ( 1 4 ) следует, что 

1 ^ - й г * ( * > ) = 0 ; ^ - ^ ( Г ^ Ы . { 1 5 ) 

Г—О " т—О 
Таким образом, по непрерывности заключаем, что при Г > 0 
достаточно малом и ( Т , V ) является монотонной функ­
цией от V . Из ( 1 5 ) следует далее, что 

и, следовательно, при Г > 0 достаточно малом 



если только у (м,о,0)фЦ . 
Итак, иы заключаем, что если в области, занятой 

волной разрежения,иеняется направление выпуклости <р , 
то х как функция от V иеняется немонотонно, а и мо­
нотонно. Но это означало бы, что для каждого достаточно 
малого Т > 0 нашлись бы у,>и 2 (о, 0 ) и чг < и 2 ( 0 , О ) » 
которым соотвествовали бы характеристики с пересекающи­
мися проекциями на плоскость I х , Т ) , причем в точках 
их пересечения значения и ( Т ( V, ) и и ( Г , у г ) 
были бы заведомо различными. Но это противоречило бы 
теореме единственности решения задачи Коши для квазилиней 
ного уравнения первого порядка, доказанной О.А. Олейник 
[2]. Это показывает что, рассматриваемый переход действи­
тельно невозможен. 

Таким образом, при Т> О достаточно малом, переход 
на области выпуклости 'У в область ее вогнутости возмо­
жен только с помощью ударного скачка. 

Покажем, наконец, невозможность достижения насы­
щенности и 0 по волне разрежения. Действительно, такая 
возможность означала бы, что для каждого • > 0 сущест­
вует такое У0 ( { ) , что 

У о ( г ) < и 2 ( О , 0 ) ; 

*[т,У в(*)]>х[«г,у] при у > и 2 ( о , 0 ) ; о<%<1; ив) 

Здесь х / Т , \/„ ( * у и / Г . V , ( г ) / - характе­
ристики, определенные начальными условиями 

= 0 ; и 
Г=0 Т=0 V » ) 

По предположению, при 0 4 Т 4 Т решение системы 
характеристических уравнений однозначно. Следовательно, 



если взять фиксированное г „ < Т и рассмотреть интеграль­
ную кривую, определяемую условиями 

(20) 

И " - • 
то эта интегральная кривая должна совпасть с кривой 

х = х[г, ^ ( * , ) ] ; и = и [ Г , У , (О] . ( Л ) 

Но 

х = Х [ { 0 , У 0 ( 1 - О ) ] $ " = и 0 ( 2 2 ) 

является интегральной кривой, ибо У ( и „ , х , 1 : ) - 0 . 
Таким образом, мы пришли к противоречию, которое и дока­
зывает невозможность достижения величины и в вдоль волны 
разрежения. 

Итак, характер решения определяется следующим обра­
зом. При х = 0 имеет место скачок от и= I к и= и , . 
Далее идет область 0<х<х, , (т") ; и, > и > и . Ц х ) > и г ( х 4 ( * ) , * ) , 
занятая волной разрежения. При х = Х 4 ( X ) происходит 
скачок до величины и = и ^ ( | ) < и г ( х 4 ( г ) , { " ) . Далее 
априори возможен переход в область и < и* ( I " ) с помо­
щью чередования волн разрежения и ударных скачков, но 
такой, что достижения насыщенности и = и 0 осуществляет­
ся с помощью ударного скачка, правее которого лежит об* 
ласть и н и о 

Б частном случае ср ( и ) , не зависящей явно от х 
и 1' , возможен только один скачок, ибо он располагается 
вдоль характеристики и = иА = сопзг ; х Д ср ( 1 1 ^ ) , 

Покажем, что и в рассматриваемом случае в окрестности 
X = О существует один и только один скачок и одновре-



менно , построим алгоритм, позволяющий определять как в е ­
личину ударного скачка, так и его положение. 

Пусть х = х 4 ( X ) - положение скачка и и = и 4(1" )-
величина насыщенности перед скачком. За скачком насыщенность 
равна и„ . Зафиксируем момент X = X и рассмотрим харак­
теристику, выходящую из точки Т = 0 , х = 0 , и >» V ( * ,) 
н приходящую в точку г = 1 , х = х 4 ( г ) , и = и 4 ( г ) . 
Эта характеристика определяется равенствами 

X 
х ( Г , у ( т ) ) - С ^ г у [ и ^ , у Ш ; , х ( л , у ( т ) ) , л ] аА 

I т 

о 

Отсюда х 4 ( т ) = | ^ ^ [ и ( л , у ( т ) ) , х ( ь , х ] а л 
1 

о 

Согласно условию А, скорость распространения ударного 
скачка задается равенством ( 3 ) , сводящимся, в силу ( 4 ) , к 

<Р к 1 (25) 
сИ " и _ , ( т ) - и 0 

Отсюда 

ж _ Г У [ и 4 ( П х а ( Г ) , Г й 

Значения *1 Ц ) , определенные равенствами (2ч) 



и (26) должны совпадать тождественно. Вместе с теы должны 
совпадать и их производные. Дифференцируя х 4 ( {- ) , из 
(24) получим 

(27) 

Поооким 

( } и 4 (А)-и в ^ Г ^ ^ Н . * ] ; 

(28) 

Ф М ^ с р [ и , х , г ] | ^ ^ Т [ и , х , г ] ^ , 
диг ду 

Г Д Е У « У ( х ) Г и * И ( т # У ( л ) ) ; х=х ( Г , * (а*); 

М * ) = и(А,*(л)) ; х / 1 (л) = х ( л , у ( л ) ) . ( 2 9 ) 

Приравнивая правые части (27) и (28) и учитывая ( 2 5 ) , 
получии 

(30) 

откуда 

(-а1у'1яз 

В » В 1 _ 1 0 Т Е < А ! 



Заметим, что в предположении ограниченности 
из (28) следует 

?(о)=0. (32) 

Отсюда и из равенства 

Мо) = 0 ; М о ) ^ ( 0 ) (зз) 

найдем, что V( О ) является корнем трансцендентного 
уравнения 

^ ( о ) , о , о ] х У Г 0 ^ 
у(о ) -и 0 8 Ц т 1 {и>' V -> ' ,34) 

Поскольку, по условию, <р( и , 0,0 ) имеет единственную 
точку перегиба и = и 2 ( 0 ,0 ) , выпукла при и 2 ( 0,0 ) < 
и < 1 и, кроме т о г о , и „ < ц 2 ( 0,0 ) , то очевидно, 

что 

\/(о) > и 2 ( о , 0 ) . (35) 

Очевидно также, что лри Ь У и достаточно малом V ( 1" ) 
возрастает. Действительно, в области выпуклости у Р < 0 , 
ибо ^ ( и , , х , 1" ) * 0 . Б то же время, как показано 
выие, знак ф совпадает со знаком Э г у / д и 2 , т . е . 

Ф < 0 . 
Б выражение ф входят производные по V от и(т,\/(Т)) 

и х(Туч(Т)) при 0 < Г 4 1 " • Они подлежат определению 
И8 равенства ( 1 4 ) , в которых надо заменить V на ч (X) и 
считать 0 < Г ^ " Г 4 Т 

Итак, если существует решение задачи ( 2 ) , (5) о 
распаде разрыва с неподвижным разрывом при х = 0, одной 
волной разрежения и одним ударным скачком, отделяющим 
ату волну от области и = и 0 постоянных значений и , то 
это решение описывается как решение системы уравненил 



О 

и ( х , т ) = 1 при х < 0 5 и ( х , г ) = и 0 при х > х 4 ( т ) ; (зб) 

(37) 

хЛт) = х ( М ( г ) ) ; и Д т ) * и # , У Г * ) > , (39) 

где V,,- корень уравнения 

Уко.оЗ = ^ _ у { ; у > 0 > о ] (чо) 
V»- и „ д и ~ и -1 

н в (37) 

У = с о п б г 5 У . ^ Ы и * } 0 4 Г 4 т ; . ( « ) 

Далее 

( « ) 



о 1 

Очевидно и обратно, что всякое решение системы ( 3 6 ) -
(39) является решением исходной задачи описанного типа. 

Докажем теперь существование и однозначную опреде-
ленноств решения этой системы вблизи г = 0 . С этой целью 
заметим, что при сделанных относительно < р [ и , х , г ] 
предположениях решение х , и системы (37) однозначно 
определено при всех V , удовлетворяющих ( 4 1 ) , • при 
06 т 6 Т достаточно малых. Функции эти можно счи­
тать известными, поскольку они определяются из системы 
(37) независимо от (38).Следовательно,для доказательства 
существования решения нашей задачи достаточно докааать 
существование решения уравнения ( 3 8 ) , проходящего через 
точку т = 0 ; V = V,,. 

Точка { = 0; V = х/0 является особой точкой уравне­
ния ( 3 8 ) , ибо, в силу ( 4 0 ) , ( 4 2 ) и ( 4 3 ) , 

линейными членами разложения Р и ф ( в ряд по степеням г 
и V - у 0 I если характеристическое уравнение 

( 4 4 ) 

Д = 

имеет отличные от нуля действительные корни, причем 



(46) 

Особая точка будет седло» 
деке Пуанкаре 

узлом, если при этом ин-

равен - I или I , соответственна. 
Из (14) и (37) следует, что 

дТ (48) 

I 

Отсюда и из определен»! (*с))-(*5) следует 

Бнося эти выражения в ( 4 5 ) - * 7 ) , найдем, что корни харак­
теристического уравнения раита - <^( \]0% 0 , 0 ) и ин­
декс Пуанкаре п = - 1 . Такяж образом, г в рассматриваемом 
случае особая точкч является седлом. 

Обычно, з качествекиой теории дифференциальных 
уравнений, при исследовании еитсемы автономных уравнений 

(49) 



уравнения 

Р 
и 

Ф (51) 

считаются эквивалентными. Тогда седдовая точка характери­
зуется тем, что в нее входят две интегральные кривые, . 
служащие асимптотами интегральных кривых в ее окрестно­
сти. В нашем случае одной из таких кривых является, оче ­
видно, ось ± = 0. Однако, с точки зрения Исходной зада­
чи, ось I = 0 не является решением, так что уравнения 
(51) следует считать неэквивалентными. Для Нас прбдстав.-
ляет интерес лишь та интегральная кривая, вдоль которой 
время т, монотонно возрастает. Таким обравом, существует 
одна и только одна допустимая интегральная кривая, про­
ходящая через точву - 1 = 0 , V = V ( 0 ) , а вместе с ней и 
единственное решение системы ( 3 6 ) - ( 3 9 ) . 

Для эффект вного построения этой кривой поступим 
следующим образом. Определим С*в И 7 „ равенства/и 

( 5 2 ) : 

и V* ( X ) условиями 

(53) 

Тогда искомое V ( * ) определится как предел 

г—о (У») 



Ив творены о непрерывной зависиыости интегральной кри­
вой от начальных данных следует, очевидно, что предел 
(54) является искомым решением. 
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ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНОГО НОЛЯ 
ПЛАСТА ПРИ ПЕРЕМЕННОЙ СКОРОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ 

Н.А. Авдонин, К.С. Ьелоглазов 

Расчеты нефтеотдачи при задании забойных давлений 
требуют'совместного решения уравнений для насыщенностей 
и температуры. При этом суммарная скорость фильтрации V 
является искомой функцией от времени X . В случае опре­
деления поля температуры это приводит к уравнению тепло­
проводности с переменными коэффициентами, что не позво­
ляет для расчета температур использовать известные при­
ближенные формулы ( такие, как формула Ловерье, формула 
Авдонина и д р . ) , выведенные в предположении V = сопзг. 
Решение же уравнений с переменными коэффициентами в о з ­
можно лишь конечно-раэностными методами, что наряду с 
чисто техническими трудностями требует больших затрат 
машинного времени, ограничивая тем самым возможность 
серийных расчетов. 

Ь настоящей заметке обосновывается разностный метод 
расчета температурного поля пласта в постановке неполной 
схемы сосредоточенной емкости. Используя предложенную 
схему, путем расчетов и сравнений показывается возможность 
приближенных расчетов теипературного голя пласта при пере­
менной скорости фильтрации по формулам Ловерье, Авдонина 
и д р . , если в них подставить определенным образом осред-
ненную переменную скорость фильтрации. 

Выпишем уравнения для тепловой задачи, полагая, что 
скорость фильтрации у(*)предзадана. Задичу ставим в пред­
положениях неполной схемы сосредоточенной емкости, приня-



тых в работе [1] : 

* * * * * * ( 2 ) 

т 1 м о = Т о ; т ^ г , . (з) 

Здесь 

с ( * ) = ( 1 - т ) С п + т б С 1 ) с в + т ( 1 - а ( 0 ) С н ) ( 4 ) 

где с „ , с в , с н - соответственно теплоеикости пласта, воды 
и нефти; VI и V,, - скорости фильтрации воды и не^ти, 

у н ( { ) = у ( { ) ! *ш - пористость пласта; 0 - водонасы-
щенн-х-ть; Н0 - мощность пласта; а 0 и л - теплопровод­
ности пласта и окружающих пласт пород. Для численного р е ­
шения этой задачи была принята следующая разностная схема: 

а * 2Т» * т у , Тц -Тц 

о к 

*П) = т„ , т 0 0 =т, . 
Присоединим дополнительно условия на границах: 



Здесь _ М_9= _ Н 0 ; М(ГК) = М(*„-,) + сопбГ, 
где М определяется из усло>ия Т^ ( < ) о = О 

Счет по этой схеме производится следующим образом: 
вначале осуществляется горизонтальная прогонка уравнения 
( 5 ) , затем производим М вертикальных прогонок уравнения 
( 6 ) , причем в качестве граничных значений при 2 = и б е ­
рутся значения функции Т * * / г , полученные после горизон­
тальной прогонки. Такую схему решения задачи можно рас ­
сматривать как некоторую модификацию схемы переменных 
направлений. Покажем условную устойчивость этой схемы. 
Полагая ' 

и подставляя это значение в уравнение ( 5 ) , найдем, пос ­
ле некоторых преобразований, значение оператора шага 

см. [2] ) : 

(II)) 

Вычислим квадрат модуля числителя выражения 

= 1 - 4 1 И + * ( Щ - 1 ) • 

Это выражение меньше единицы или равно единице, если 

Так как абсолютная величина знаменателя выражения (К) ) 



всегда оольше единицы, то для |о, при условии выполнения 
ограничения ( I I ) справедлива оценка 1Р||И «Для операто­
ра шага уравнения (6) имеем 

Р * 1 _ _ _ _ _ 
?*ШТ^*ШЩШ*Ф~. (12) 

так что Рг < 1 - Отсюда следует, что для р= р, рг =^ < /^ >" 
справедлива общая оценка |р|41 , если выполнено условие 
( I I ) , и тем саиыы доказана условная устойчивость схемы 
( 5 ) - ( 6 ) . 

Рассмотрим теперь вопрос об аппроксимации дифферен­
циальных уравнений ( 1 ) , ( 2 ) конечно-разностной схемой ( 5 ) , 
( б ) . Аппроксимация уравнения (2) разностным уравнением (6) 
очевидна.Чтобы показать аппроксимацию уравнения ( I ) заме-
тим, что Т|] = для ьсех \ / О , ибо линии 2,3... в 
горизонтальном направлении не прогоняются. Для линииро 
справедливо равенство Т*в =Т^'Л . Тогда, добавляя и 
вычитая в уравнении (5) выражение дТ' ; „ , уравнение 
( 5 ) можно записать в виде 

Т^т\ПИВ *Ты + 11 -ю/ -—— I " 1 • - « > / -

--—1т„ -т„ (т(1 -т ,о / - | -(т 1 в - т ( 0 

Последнее слагаемое в уравнении V15) имеет вид 

(13) 

9 ( т " ; т ) 
следовательно, если Т , например, порядка у2 , то урав­
нение ( I ) аппроксимируется конечно-разностным уравнением 
(5 ) с порядком ОС* ) + ы(д ) + ОСТ ) . Ксли же ^ ^ с о л в г . 
то аппроксимируется не (!э), а другое уравнение, отличаю-
щееся от (5 ) дополнительным членом | Ь • П Р И принятых 



в наших расчетах значениях коэффициентов аппроксимиру­
ется уравнение 

где с = с - 0 , 0 1 С . А так как решение задачи ( 1 ) - ( 3 ) 
при постоянных коэффициентах очевидно непрерывным о б ­
разом зависит от коэффициентов, то при такой аппрокси­
мации следует ожидать малой погрешности для Т . 

Перейдем теперь к изложении некоторых результатов, 
полученных при использовании данной схемы. Сначала 
сравним результаты расчетов, проведенных по описанной 
выше методике при У = СОП5Г с решениями, получаемыми 
по формуле, выведенной в работе [1 ] . 

Рис.1. Сравнение расчетов разностным методом 
(кривые 1,3) с точным решением по неполной 
схеме сосредоточенной емкости (кривые 2,ч) 

Итоги этих сравнении видны на рис .1 , где приведены ре-



зультаты расчетов дли двух значении времени. Как видно 
из этого рисунка, конечно-разностный метод дает вполне 
удовлетворительный результат. Средноинтегральная (.по х ) 
погрешность, полученная при сетке Ь = 2н, д = и,5 и, 
Т = 5 сут . не превышает З/о.Отметим, что все эти рас ­

четы, проведенные по схеме ( 3 ) - ( 5 ) оыли сделаны при уп­
рощающем предположении равенства теплоемкости воды и 
не^ти. Как ьидно из формул ( 4 ) , это предположение поз ­
воляет ликвидировать зависимость коэффициентов уравнения 
( I ) от насыщенности 6 , а следовательно и от х и г . 
Однако предложенная схема диет возможность расчетов 
. .р . ' . переменных коэффициентах, в частности при с „ ? с , 
пользуясь этим определим погрешность, даваемую пред­
положением с в = с м . На рисунке 2 щ>иведины результаты 

Рис.2. Влияние учота различия теплоемкостей 
води и нефти на расчет температуры пласта. 
1 - расчет прь различии теплоемкостей(с 6 / с н ) ; 
2 - расчет при осреднепной теплоемкости с с р 

( с с р - с , = с„ ) ; 1: = 565 сут . 
двух просчетов при V* у 8 + у н = согЫ ; одного, когда с в = с н 



и другого - когда с 6 ^ с Ы | причем в этом случав значе­
ние водонаоыщеннооги рассчитывалось по формулам I отно­
сящимся к изотермическому случаю) работы [з].Э*и результа­
ты показывают, что подоснов упрощение приводит к искаже­
нию результатов не Солее, чем на 6#. Наконец, отметим, 
что указанная методика дает, в сравнении с разностным 
счетом "точной" I [*]) двумерной задачи приолизительно 
трехкратную экономию машинного времени. 

лак уже указывалось выше, не существует достаточ­
но простых и Эффективных методов расчета температурного 
поля в случае, когда скорость фильтрации зависит от вре­
мени. Изложенная выше методика является некоторым шагом 
на.пути создания подооных методов или схем. Однако к с у ­
щественному упрощению расчетов поля температур пласта 
привело бы использование формул, подобных формуле Ловерье, 
формуле работы [1]и д р . , в которых на месте постоянной 
скорости V стоят некоторые, соответствующие каждому мо­
менту времени 1: , значения скорости V* , подооранные 
так, чтобы ведичииа|Т(х,+,у(())-Т(х1*,\'1]| была наименьшей. 
Оказалось, что если в качестве выбирать мгновенное 
значение скорости ^ =ч(Ъ) , то мы получим завышение 
температур. 

Физически более оправдана средноинтегральная ско ­
рость . 

V. = - Я X 
(15) 

однако и она для оольших времен не дает достаточно хоро­
шего приолижения. Среднеарифметическое же этих двух зна­
чений скорости 

V, = а 
2 * (1Ь) 


