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В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ С ОДНОЙ 
СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ ПРИ НАЛИЧИИ СИЛЫ ТРЕНИЯ 

С К О Л Ь Ж Е Н И Я , З А В И С Я Щ Е Й ОТ СКОРОСТИ 

§ 1. Введение 

В работах [2], [3], [4], [5] в других, посвященных изучению 
колебаний при наличии силы сухого трения, обычно прини­

мается, что эта сила постоянна, т. е. не зависит от величины 
скорости (фиг. 1). Более точные исследования показали, что 

А 
R0=konst 
• V 

О 

1 
Фиг. 1. 

сила трения скольжения не является постоянной величиной, а 
зависит от скорости, давления , температуры и других факто­

ров ([7]). На фиг. 2 показана зависимость силы трения от ско­

рости скольжения при различных удельных давлениях. 
П р и данном давлении сила трения зависит только от ско­

рости, т. е. 
R=f[v). 



Если скорость меняет знак , т о сила трения скольжения ме­

няется скачкообразно и при отрицательной скорости имеет зна­

чение 
R=-f( + v). 

Существует ряд эмпирических формул д л я определения 
силы трения [7]; наиболее подходящей д л я дальнейших выкла­

док является следующая ф о р м у л а 

где Ū \ , а.2, b\, b2, Ro — постоянные величины, 
v — значение скорости (0^.v<^vmaļ). 

(о 

Фиг. 2. 

При соответствующих частных значениях коэффициентов 
эта формула достаточно хорошо о т р а ж а е т кривые 1 , 2 , 3 , 4, по­

казанные на фиг. 2. 
Ц е л ь ю настоящей работы является исследование установив­

шихся вынужденных колебании в случае синусоидальной воз­

мущающей силы при наличии трения скольжения , которое ме­

няется по закону ( 1 ) . 

§ 2. Постановка вопроса 

Н и ж е используется следующий приближенный способ. Кри­

вая , которая описывается уравнением (1 ) , линеаризуется в виде 
горизонтальной (фиг. 3 ) , либо наклонной прямой (фиг. 4 ) . В 



первом случае (фиг. 3) расстояния R, R\ горизонтальных пря­

мых АВ, AiBļ, а во втором случае (фиг. 4) наклон прямых АВ, 
АВ\ зависит от максимальных скоростей vjnax v l m a x Третий ва­

риант линеаризации (фиг. 5) для данной силы трения ( I ) не­

применим, ибо при такой линеаризации теряется главная осо­

бенность силы трения скольжения а именно, скачкообразное 
изменение в местах, где скоросг зижения меняет знак, в связи 
с чем в случае колебаний не образуются зоны застоя . 

«1 
Й К8 

Ч 
R 1 

о R 

\ i V 

о 
Vfmax 

Фиг 3. 

Д л я первого случая линеаризации (фиг. 3) дифференциаль­

ное уравнение вынужденных колебаний можно написать в сле­

дующем виде: 

y+&y=F(t)±r, (2) 

где k — частота свободных колебаний, 

F{t) — приведенная в о з м у щ а ю щ а я сила. т. е. возму­

щ а ю щ а я сила, разделенная на массу М колеб­

лющегося тела, 
r=R : М — приведенная линеаризованная сила трения, ко­

торая при стационарном колебательном процес­

се зависит только от максимальной скорости ко­

лебаний и не зависит от времени. 



Знаком «­+­» надо пользоваться в случае отрицательной ско­

рости колебаний (у<С.О), а знаком « —» в случае положитель­

ной скорости ( i / > 0 ) . 
Д л я второго случая линеаризации (фиг. 4) линеаризован­

ная сила трения скольжения в ы р а ж а е т с я в следующем виде: 

R=Ro+co=Ro+cy. (3) 

Величина с характеризует наклон прямых АВ, АВ\ (фиг. 4) 
и при стационарных колебаниях зависит только от максималь­

Фиг. 4. 

поп скорости, а не зависит от времени. Д л я частных случаев 
величина может быть положительна , отрицательна или равна 
нулю. 

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний для 
линеаризованной силы трения (3) имеет следующий вид: 

y + 2hy+k2y = F(t)±r0, (4) 
где 2h = c:M, ro = RQ:M. 

Д л я линеаризации, т. е. д л я определения величин 

(5) 
принимаются следующие условия: 

1) Работы действительной и линеаризованной силы трения 
за один период одинаковы. 



2) При синусоидальной возмущающей силе вынужденные 
колебания происходят по закону синусоиды. Это приближенное 
условие. 

Более точные результаты получаем при уравнении движе­

ния, которое соответствует дифференцальному уравнению ( 4 ) . 
Но в таком случае при выполнении первого условия линеари­

зации при данной силе трения математические выкладки значи­

тельно усложняются . 

У*тах 
Фиг. 5. 

З н а я величины R, h (5 ) , можно найти интегралы диффе­

ренциальных уравнений ( 2 ) . (4) и из этих интегралов в свою 
очередь получаем максимальную скорость как функцию от тех 
же самых величин R, Ķ т. е. 

Кривые (5) и (6) изображаем графически. Точки пересече­

ния кривых (5) с кривыми (6) д а ю т значения величин R, h, 
которые соответствуют действительному процессу колебаний. 
Подставляя эти величины в интегралы дифференциальных 
уравнений (2) и ( 4 ) , находим все зависимости, характеризую­

щие колебательный процесс. 

и 



§ 3. Основные уравнения 

а) Решение дифференциального уравнения ( 2 ) . 

В настоящей работе рассмотрим только первый вариант ли­

неаризации (фиг. 3 ) . В этом случае вынужденные колебания 
описываются дифференциальным уравнением ( 2 ) . Д л я стацио­

нарных колебаний решение этого уравнения при синусоидаль­

ной возмущающей силе впервые д а н о Ден­Гартогом [2]. Это 
решение можно рассматривать как частный случай общего ре­

шения для произвольной возмущающей силы, которое дано ав­

тором этой статьи [6]. 
Итоги этого решения следующие. 

Возмущающая сила 

F(t) = -jŗsln*t, (7) 
где 

0 < * < 7 " . 

Уравнение движения (фиг. 6) 

№= k*—to
z — P 

cos— (firf— o)-. — 0,5*) 

IZ 
COS у 

(8) 

где 
х 1 < / < т 1 + 0,57­. 

Во второй половине периода перемещения повторяются с 
обратным знаком. 

На фиг. 6 показаны графики синусоидальной возмущающей 
силы F(t) и колебательного п р о ц е с с а ^ (t) при предельной ли­

неаризованной силе трения R : Р = 0,784 и при ю : £ = 0,75. 

Фаза колебаний 

cos 0)1, = + — — г t g — • (9^ 

Амплитуда колебаний 

. Р sin ют. 
Л ^ Т И П ^ (Ю) 



Максимальная скорость колебаний 

Р 
v = — 

max kM 

kf) R 
-г. ā COS О)/, H- тг 
k* — ш

2 1 — Р 

ļļ 
sin — (totļ — — 0,5*') to * 

я k 
COS •=­ — 

2 «u 

Здесь o)/i определяется из уравнения 

c o s i ( 4 ­ - 0 , 5 * ) = ± £ cos f A s i n 

К — 0) 
которое получено из условия y{t)=0. 

(12) 

i(t) Fftl 

Фиг. 6. 

Предельная (максимальная) линеаризованная сила трения, 
при которой у ж е образуется зона застоя 

< * : ^ = ± . Т ^ 1 > + (т*К)
2

­ ( 1 3 ) 
В формулах (8 ) , ( 9 ) , (10 ) , (11) , (12) и (13) знаком « + » 

надо пользоваться при k><a, а знаком « ­ » при Аг< <о. В упо­

мянутых уравнениях пока неизвестна величина R : Р, которая 
зависит от максимальной скорости. 

Учитывая уравнения (9) и (12) , из уравнения (11) полу­

чаем следующую зависимость 



Графическое отображение уравнения (14) при некоторых зна­

чениях величины о) : к и при Р : kM = 1 д а н о на фиг. 7 и 8. 
Умножая максимальные скорости, д а н н ы е в упомянутых 

фигурах на величину п = Р : kM, можно получить соответствую­

щие графики R : P=f\(vmax) д л я любого значения этой вели­

чины п. Кривые АВ (фиг. 7) и BCD (фиг. 8) определяют мак­

Фиг. 7. 

И 



симальные скорости колебаний при предельной линеаризован­
ной силе трения (13) в случаях 1<Гсо :&<!°о и 0 < ! u ) : f c < ^ l . 

б) Определение линеаризованной силы трения. 
И з условия линеаризации (§ 2) можно определить линеари­

зованную силу трения. 

i 

О D Г,0 2,0 J,0 4,0 0,0 "/сек 

Фиг. 8. 



1. Работа линеаризованной силы трения. 
Линеаризованная сила трения 

W=R = const. (не зависит от времени) 

Уравнение колебаний и скорость колебаний 

y = As\nuit, у = Аш cos ш = f m a x cos ш/. 

Работа силы трения в пределах четверти периода 

А 4 

£ / = ļ Wdy = ļwydt. 

о 6 

После интеграции получаем 

2. Работа действительной силы трения 
Если сила трения меняется по закону (1) и колебания про­

исходят по синусоиде, то работа трения имеет следующее зна­

чение 

Ux = I Wydt = = I Wydt = 

2 
ю J 1 ­ f n , v m a x cos cof + b2v-max COS

2 CD* 
0 

После интеграции получаем 

(При C > 0 ; C , > 0 ; / Г > 0 ; £ , > 0 ) ; 

1 n \ ļ/ _ c 1 

-f- И г / А Г ^ Н - Г ) 

(При С < 0 ; С, < 0 ; £ < 0 ; £ , < 0 ) ; 



где: 

Л = ­ 1 4 ­ & + ( « А ­ * А ) 
2ьт biv 

В = 1 — г 1

— ( а ^ о — flo^i) —ц 

С = (MLx ­ « Л * +
 1

) (" MLx + V«S ­ ^ 2 vma% + 1 ), 

• A i ­
 fl

2*max +
 1 

c 1 = = 

1 1 ­ Ъл\ i
2 

2 2 V ^ ­ 4 M m a x 

^ = ( « а х ­ * A a x + О ( ~ M L x ­ • Z , m a x + 1 ) , 

p _ *АйЖ ­
 e

2»max + 1 

а 2 — 4A 2 > 0 . 

Из условия U = U\, получаем относительную линеаризован­

ную силу трения. 

+ ™±=J°arctg]fĶ + / j (15) 

(При С > 0 ; С > 0 ; £ > 0 ; £ , > 0 ) ; 

+ ^ Z ^ А ^ У ^ Ч - /
7

) (16 ) 

(При С < 0 ; С , < 0 ; £ < 0 ; £ ! < 0 ) . 

2 — 4058 17 



Если коэффициенты b\, Ьг равняются нулю, закон трения (1) 
принимает следующий вид (фиг. 2, кривая 4) 

<
1 7

> 

Д л я этой силы трения получаем следующую относительную ли­

неаризованную силу трения 

Т = Щ г ^ ^ ( т - л 1 \ г ^ g ļ / b ^ w \ ļ (18) 

Р — Р /i 
'2 "mai 

(При в а г > ш „ < 1 ) ; 

7t 2 

1 y « i » i . . 
(При д 2 г / > 1 ) . 

,Аг1клГ^^}_\\ (19) 

На фиг. 7 и 8 показаны : P = fv(v

max) уравнений (18) и 
(19) при я , = 2 ; а 2 = 6 ; # 0 : Р = 0,7; Р „ : Р = 0,35. Точка пересече­

ния кривых R : P = f\ U ' m a x ) и R : Р = /_• ( : ' т а х ) дает соответствую­

щую относительную силу трения R : Р , при которой происходят 
колебания. Подставляя значение этой силы в уравнения (8 ) , 
(9) и (10) , получаем уравнение колебаний, ф а з у и амплитуду 
колебаний д т я данной силы трения (1) или ( 1 7 ) . 

На фиг. 8 показаны т а к ж е кривые R : P = f(v) уравнения 
(17) при а = 2 ; Я2 = 6 ; Р 0 : Р = 0,35; 0,7. Эти кривые мало отли­

чаются от кривых R • P = f2{vmax) и поэтому д л я упрощения рас­

четов вместо кривых линеаризованной относительной силы тре­

ния для первого приближения м о ж н о взять кривые R : P=f(v) 
данной силы трения (1 ) , (17) . 

Точка пересечения кривых R : P = fi{vmax) и R : P = f(v) дает 
максимальную скорость : ' т а х П о д с т а в л я я эту скорость в соот­

ветствующие уравнения (15) . ( 1 6 ) , ( 1 8 ) , ( 1 9 ) , получаем второе 
приближение для линеаризованной силы трения R : Р . Эта сила 

' мало отличается от силы, которую д а е т точка пересечения кри­

вых R:P=fi[v „T) и R: P=h(vMJ и ей можно пользоваться 
1 х та*' '

 Л тал 
д л я определения колебаний. 

в) Предельная сила трения д л я данного закона изменения 
трения (1 ) , (17 ) . 

Зона застоя образуется в мгновения, когда скорость рав­

няется нулю ( г = t i ) . В эти мгновения R = Ro, у { ъ ) = А, возму­

щ а ю щ а я сила 

= м sin (от1 



и восстанавливающая сила 
Q(i1) = b

2A. 

Предельная сила трения определяется из условия 

Ь*А = ± £ sin 0 ^ + ^ . (20) 

Подставляя сюда амплитуду А из формулы (10 ) , получаем 

( # о : Р ) п р = ± ­ ^ ^ 2 sin mv (21) 

При условии 
(Rc-P)np<Ro:P (22) 

образуются зоны застоя; д л я таких случаев формулы, данные 
в этой статье, нельзя применять. Проверку по формуле (22) 
надо сделать только в таком случае, когда 

(R:P)np<Ro:P. (23) 

Применяя полученные формулы и графики (фиг. 7 и 8 ) , 
можно определить все величины, характеризующие вынужден­

ные колебания при силе трения (1 ) , (17 ) , зависящей от ско­

рости. 
Д л я сравнения результатов определены отношения ампли­

туд Ао: А\ в случаях силы трения (17) и силы сухого трения 
(RQ: P = const) при следующих данных: Р : kM = \; а\=2\ Я9 = 6; 
RQ : Р = 0,35; 0,70. 

Т а б л и ц а 1. 

со
 ; * 0,60 0,70 0.80 0.85 0.9О 1.00 1.10 1.15 1.20 2.00 ОТ 

0,35 А2 '• 1,02 1,04 1,07 1,08 1,09 1,10 1.11 1,12 1.12 1.13 1,00 

0,70 Ао: Ai — 1,25 1,47 1,60 1,70 2,11 2,55 2.82 3,23 — — 

Результаты (таблица 1) показывают, что на отношение 
амплитуд A2:Ai сильно влияет максимальное значение силы 
трения Ro'.P. При малых значениях Rq\P амплитуды А2, А\ 
мало отличаются, а при больших — отличие значительно уве­

личивается. 
Д л я рассмотренных случаев Ro: Р меньше предельной 

силы (13) и проверка по формуле (22) не нужна. 
При Р:кМ>\ отношение амплитуд Л я : Л1 будет больше, 

а при Р : кМ<^\ — меньше, чем показано в таблице 1. 
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Е. Б. ВАСЕРМАН, кандидат технических наук 

О Б З О Р СПОСОБОВ, Д А Ю Щ И Х Д В У С Т О Р О Н Н И Е 
ОЦЕНК И СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ КОЛЕБАНИЙ 

УПРУГИХ СИСТЕМ 

Введение 

Как известно, методы, дающие двусторонние оценки собст­

венных частот, выгодно отличаются тем, что позволяют с любой 
точностью установить как верхнюю так и нижнюю границу 
для частоты основного тона свободных колебаний. 

С. А. Берншейн, опубликовавший в 1939 г. метод спектраль­

ной функции, писал ([11 стр. 47) : «Насколько нам известно, ни 
один из современных приближенных способов исчисления ча­

стот не обладает свойством двусторонней аппроксимации». 
Н и ж е приводятся три других метода, обладающих тем ж е 

свпй(­гвом (дна метода были опубликованы ранее работы 
С. А. Вершгсйиа и один одновременно с ней) и дается сопо­

ставление всех четырех методов. Д л я удобства сравнения мы 
стремились все формулы излагаемых методов привести к по­

добному виду и к одним и тем ж е обозначениям. 

§ 1. Метод ван ден Дунгена 

В 1928 г. нап ден Дунген опубликовал работу [2], в которой 
paecMoi i>rHi.i свободные изгибные колебания вала и дан метод 
определения частот, как основного, так и высших тонов. Д\ы 
остановимся .тишь на определении низшей частоты, как наибо­

лее важной для практических расчетов. 

1. I. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НИЖНЕЙ OHFHKI1. 
Д л я нижней оценки основной частоты свободных колебаний 

Уин ден Дунген использовал неравенство: 



(1.01) 

где 

_ 00 1 
" k=l zn

b 

0 0 

dx . (1.02) 

Здесь обозначено: 
xx x n — координаты соответствующих сечений; 

z x — квадрат низшей частоты свободных колебаний; 
т(хг).... 
....т{хп) — интенсивности массы стержня в соответствую­

щих сечениях; 
Ь№ — перемещение точки с координатой xt при при­

ложении единичной силы в точке с координа­

той хл; 
п— номер приближения . 

Ясно, что чем выше будет взят номер п, тем точнее будет 
полученный результат квадрата частоты. 

При /2 = 1 имеем: 

где 

^ = 2 1 = / m{x)bxxdx. 
Ar = l S-k 

(1.03) 

(1.04) 

Выражение (1.03) представляет собой экспериментально 
найденную в 1895 году формулу Д о н к е р л и . 

Полагая в (1.02) последовательно п = 2 и п = 3 получим: 
/ i 

В., =^2ļ = I J т (л-,) т (х.2) lļ dxxdx.2; 

о о 

i .' i 

В,= S ~= I I i m(x1)m(x.ļ)m{x.^.^,/^1dx1dx.>dx1i 

* = ' 4 J J J 
О О О 

(1.05) 

.y « ( * , ) . . . . / и ( * ^ 5 1 2 8 2 8 . . . . 5 л 1 



Формула (1.01) не является новой и была д а н а в работе 
Греффе [31; Греффе применил эту формулу д л я определения 
первого корня алгебраических уравнений высших степеней. 

1. 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРХНЕЙ ОЦЕНКИ. 
Д л я верхней оценки основной частоты ван ден Дунген пред­

л о ж и л неравенства: 

где 

ļ т

(
Х

)УПХУп-\х
ах 

Яп=°-—i ; (1.06) 

J / я ( х ) ^ д : 
6 

i 

I m(x)yļ_ļxdx 

Рп=А • (1-07) 

[
т

(*)Упх Уп-\х*
х 

о 

Здесь 
уох — произвольно выбранный прогиб, а yļx, y2xt 

уп_ lx, упх — последовательность прогибов, вычисляемых 
по реккурентной формуле 

yns = j КМх

)Уп-1х*х (1.08) 
о 

где 
п — число вычисляемых приближений (итераций) ; 
х и s — координаты соответствующих сечений. 

Хотя неравенство (1.06) и дает более точное значение верхнего 
предела для Zi, однако в некоторых случаях удобнее вести вы­

числения по неравенству (1 .07) , по которому можно иногда и 
не образовывать предварительно итерированные значения yns 

(см. [4] стр. 297) . 
Неравенства (1.06) и (1.07) при удачном выборе 'первого 

приближения для прогиба уох д а ю т достаточную точность у ж е 
при п = 2 и очень часто д а ж е при п=\. 



§ 2. Метод П. Ф. Папковича 

В 1933 г. П. Ф. Папкович опубликовал статью [5], в которой 
указан метод определения отдельных корней характеристиче­

ского определителя и соответствующие им собственные реше­

ния системы линейных уравнений. Полученные им соотношения 
позволяют установить д л я наибольшего характеристического 
числа, и следовательно для наименьшей частоты свободных ко­

лебаний определенные пределы. 
Пусть точное уравнение частот упругой многомассовой си­

стемы с k степенями свободы имеет вид: 

А — \Е = 

mxb.nz, m2%2z — 1, m

h \ k
z 

=0 (2.01) 

Тогда матрицей А этого векового уравнения является 

тхЬхх, т.р12,
 mk^\k 

тхЬ.1Х1 т 2 5 . 2 2 , « ь 5 

А = 
'k Ik 

/И, С 1**1' 

(2.U2) 

Последовательным перемножением матрицы самой на себя 
составим четные степени этой матрицы т. е. 

А2, А\ А\А" 
Обозначим след матрицы А через Ви след матрицы А2=А • А 

через Во, след матрицы А4 = А2-А2 через ВА и т. д. 
Сопоставляя получаемые в ы р а ж е н и я следов матриц Вп со 

значениями коэффициентов Вп, входящих в формулу ван ден 
Дунгена (1.01) и вычисляемых из (1.02) при переходе на ко­

нечное число степеней свободы, з а м е ч а е м их полное совпадение. 
Таким образом соотношения полученные П . Ф. Папковичем 

могут быть написаны в следующем виде : 

1 <ZX (2.03) 
я . 

1 <Г 7 
\

г

в 2 

(2.04) 



r L < 2 1 < ļ / | ? (2.05) 

я/2 

_ L _ < Z i < ļ / ^1 { 2 щ 
Получаемые границы при увеличении номера п все более и 

более сближаются и позволяют вычислить квадрат нижней 
частоты — Z\ с любой желаемой степенью точности. 

§ 3. Метод Е. М. Майзеля 

В 1939 г. Е. М. Майзель опубликовал работу [61, в которой 
также д а н метод двусторонней оценки квадрата нижней часто­

ты свободных колебаний многомассовой системы с k степенями 
свободы. 

3. I. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРХНЕГО ПРЕДЕЛА. 

Д л я определения верхнего предела Е. М. Майзель предла­

гает решать вместо векового уравнения (2.01) квадратное 
уравнение, получаемое из векового путем вычеркивания из 
(2.01) к—2 нижних строк и А'—2 правых столбцов. Если учесть, 
что сумма обратных величин корней квадратного уравнения 
равна следу квадратной матрицы, а их произведение — опре­

делителю матрицы, нетрудно получить верхний предел нижней 
частоты 2*\ч. е. меньший корень квадратного уравнения в сле­

дующем виде: 

z l = — ļ A

 2 (3-01) 
(*i*u + «s 8 i») + v \тхьхх — m 2 8 2 2 )

 2 ­f­ mxm% »f2 

Обозначая след матрицы квадратного уравнения через Aif 

а следы матриц получаемых из этой исходной возведением ее 
в степень л через Л 1 л окончательно получим для первого при­

ближения сверху 

Z{ = — - ~ = (3­02) 
А,-\ У2Аи—А1 

Д л я получения последующих приближений необходимо 
образовывать вековые уравнения, все корни которых равны 



корням исходного векового уравнения (2.01) в степени п 
(Е . М. Майзель рекомендует брать п = 2т, г д е т = 0, 1, 2, 3. . . ) . 
Т а к для второго приближения п = 2 возводим в квадрат мат­

рицу (2 .02) , зачеркиваем как и ранее к—2 строк и k—2 столб­

цов и обозначая след полученной квадратной матрицы через А2, 
а след матрицы полученной из этой квадратной матрицы воз­

ведением ее в квадрат через А22 аналогично получим, р е ш а я 
квадратное уравнение: 

В общем виде, когда корни нового векового уравнения равны 
корням исходного уравнения (2.01) в степени п, имеем: 

Е. М . Майзель отмечает, что не обязательно зачеркивать 
к—2 нижних строк и к—2 правых столбцов, а желательно про­

изводить зачеркивание таким образом , чтобы для z\ т ­ е ­ мень­

шего корня квадратного уравнения получилось б ы наимень­

шее значение. 

Ван ден Дунген , П. Ф. Папкович , а затем и С. А. Бернштейн 
находят нижний предел основной частоты исходя из того, что 
обратная величина квадрата низшей частоты взятая в степе­

ни п всегда меньше следа соответствующей матрицы, получен­

ной из основной т а к ж е возведением в степень п. 
Е. М. Майзель уточняет эти выражения т е м , что он от следа 

соответствующих матриц вычитает о б р а т н у ю величину второго 
(большего) корня квадратного уравнения возведенную в сте­

пень п т. е. величину / — \ " ; т а к к а к этот корень получается с 

избытком, то неравенство не нарушается . 
В результате можно получить с л е д у ю щ и е выражения для 

нижнего предела z" 
При п— 1 

(3.03) 

я 

(3.04) 

3. 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НИЖНЕГО ПРЕДЕЛА. 

JL\ — Z.\ • 
1 

(3.05) 



При п = 2 

или в общем виде 

(3.06) 

Z" = Z\ • \Г — ­ . (3.07) 

У 1 + l Z j ) " • (Вп~Ап) 

§ 4. Метод С. А. Бернштейна 

Суть метода С. А. Бернштейна основан на следующих 
свойствах развернутого полинома векового уравнения: 

а) все коэффициенты полинома являются положительными 
и быстро убывающими. 

б) полином, в случае системы с бесконечным числом сте­

пеней свободы, является абсолютно сходящимся рядом. Это 
дает возможность д л я приближенного вычисления корней ха­

рактеристического полинома ограничиться л и ш ь несколькими 
членами полинома. 

Чтобы уменьшить ошибку от отбрасывания членов, харак­

теристический полином заменяется новым, трансформирован­

ным полиномом, корни которого равняются корням характери­

стического полинома в степени а (где л > 1 ) . 
Д л я определения частоты основного тона С. А. Бернштейн 

ограничивается для заниженного значения двумя членами, а 
д л я завышенного значения тремя членами трансформирован­

ного полинома. 
В результате он получает следующие неравенства: 

С. А. Бернштейн рекомендует ограничиться для заниженного 
значения основного тона числом я = 2 , а для завышенного зна­

чения числом / ?= 1. 

Таким образом им получено: 

_ 1 _ < ­ 7 <
 2 (4.02) 

Числа В„ для систем с конечным числом степеней свободы 
имеют вид: 



Эти формулы С. А. Бернштейн дает еще в следующем раз ­

вернутом виде: 

/ = 1 izfzļ 

+ 6
tJ?<p

m<mfmpW# (4 04> 

/ = 1 /=ty 

te/*,*,- ' ' P " » T 

С. А. Бернштейн отметил, что полученные выражения для 
низшего предела квадрата основной частоты справедливы л и ш ь 
в том случае, если низшая частота не является кратной. 



Как показано С. А. Бернштейном это имеет место лишь тог­

да , когда 
2 # 3 > f i J 

Если ж е 2В2<В\ возможна кратность частот и необходимо 
сделать поверку при помощи специально разработанной д л я 
этой цели последовательности чисел (см. [1] стр. 6 6 ) . 

В случае кратной первой частоты се нижний предел вычис­

ляется по формуле 

< Z j (п = 1 , 2 , 3 . . . ) 

где г показатель кратности первой частоты. 
Что касается верхнего предела квадрата основной частоты, 

то он в случае кратных корней вычисляется по тем ж е форму­

л а м , как и в случае отсутствия кратных корней. 

§ 5. Численные примеры 

Д л я сопоставления объема вычислений по приведенным 
четырем двусторонним методам и сравнения точности получае­

мых результатов ниже приводятся д в а численных примера. 

5. 1. ПРИМЕР .49 1 ([7] стр. 225). 

Определить основную частоту колебаний балки постоянного 
сечения, л е ж а щ е й на двух опорах (фиг . 1) с тремя закреплен­

ными на ней грузами (ш\ = т3 = т т2 = 2т). 

mŗm гп2=2т т3=т 

Фиг. 1. 

Собственной массой балки можно пренебречь. 
Определяем коэффициенты влияния: 

s n = 5 3 3 = 6 4 а 
= 81 а 

5

i 2 =
 5

2 з — 69 а 



Вычисляем значения чисел В\, В2, В3, B.ļ. 
Это можно сделать двумя способами: 

1) по формулам ван ден Д у н г е н а или развернутым форму­

л а м С. А. Бернштейна. 
2) по общему правилу умножения числовых матриц, как это 

делает П. Ф. Папкович. 
1) Вычисление чисел Вп первым способом: 

Вх = т1 З и ­f­ т2 3 2 2 ­f­ тъ 3 3 3 = 290 /па 

В.2 = т\ 8* + т\ 8* + т | 5 | , + 2 (щ т0_ 5* + 

­f­ ' " о "*8 52

2з + m i т з 5

1
2з) = 78796 т

2 а 2 

a a = т\ 53 + « f 5 з + т з 5 з + g r«2 ^ 5 j ļ В 2 + 

+ т\ тъ 5 п 8* - f /п 2 m 3 8 M 8* - f mļ тх 5.^ З,2 + 

+ mļ тх 5 3 3 Цх + mļ т2 5 3 3 8 | ] ­ f 

+ 6 / п : /п 2 m 3 5 i a 3 2 3 o 3 1 = 22091264 m
9 а 3 

£ 4 = m« 8£ + /n« 8* + m< 3< ­ f 4 [i»f / n 2 5 2 8* + 

+ « f mz о* 32 + mļ m3 S|, 3, 2

3 - f w§ /п х S 2

2 о 2 - ļ -

+ mļ ™i 5 | 3 2 + m 2 3 £ 8*] + 

- f 4 [/Wļ m\ on 3 2 2 3,-, + mļ mļ l.n 5 3 3 ojj - f 

+ m\mļЗзэhi & 2 ] + 2 [ m 2 m ļ l}2 + 

+ 8 \ m \ Щ Щ
 5

t 2 4>3 ?

"M " f
 m

2 ^ 3
 W

l
 5

2 2 *23
 5

31
 5

1 2 4 " 

+ w | mj m , S M 3 : n 8 1 9 3 2 3 ] + 4 [/n
2 / я 2 w 8 3, 2,8* + 

+
 OT

2 Щ
 m

i
 5

2 3
 S

2"l +
 m

l
 f T l

i
 П 1

1
 S 3 ļ S 3 2 I = 

= 6198418288 /»•» а* 

2) Вычисление чисел Bn вторым способом. 

Значения чисел Вп в особенности при больших значениях 
номера /i оказывается проще вычислять вторым способом. 



В нашем случае имеем: 

m 1 S l l > / я 2 5 1 2 , 64 138 56 

А — тх о 2 1 , Щ 5

22» Щ 5

2 3 = т а 69 162 69 

т

1 5

31» Щ 5 3 2 , т з 5 з з 56 138 64 

(5.01) 

откуда Bi = ( 6 4 + l 6 2 + 6 4 ) m a = 2 9 0 m a . 

Возводим исходную матрицу в квадрат : 

16754 38916 16690 

Л 2 = т 2 а 2 19458 45288 19458 

16690 38916 16754 

откуда В 2 = 78796 т 2 а 2 . 

(5.02) 

А9 = т% а 3 

4692100 

12707064 

4692100 

(5.03) 

Здесь вычислены л и ш ь необходимые нам элементы диаго­

нальной строки матрицы, из которой получаем: 
Б 3 = 22091264 m ­ V . 

Д а л е е аналогично вычисляем: 

1 3 1 6 4 8 0 1 4 4 

3 5 6 5 4 5 8 0 0 0 Д 4 = Л 2 Л 2 = т< а 4 

1316480144 

(5.04) 

Откуда имеем: 

jB.i = 6 1 9 8 4 1 8 2 8 8 т 1 а 4 

5. 1. 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НИЗШЕГО ПРЕДЕЛА КВАДРАТА 
ОСНОВНОЙ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИИ 

Как видно нижний предел основной частоты определяется 
ван ден Дунгеном, П. Ф. Папковичем и С. А. Бернштейном по 
одной и той ж е формуле (1 .01) . При этом ван ден Дунген и 



С. А. Бернштейн вычисляют числа В п при помощи формул, а 
П. Ф. Папкович пользуется правилом возведения в квадрат 
матриц. Кроме того ван ден Д у н г е н и С. А. Бернштейн для п 
берут последовательность чисел 1, 2, 3 . . . , а П . Ф. Папкович — 
/i = 2 m где т = 0,1, 2, 3 . . . 

Очевидно, что эти различия несущественны и следует при­

знать, что формула для определения нижнего предела основ 
ной частоты у трех упомянутых авторов полностью совпадает . 
Подставляя в (1.01) значения а и Вп вычисляем при /2= 1 , 2, 
3 и 4 нижний предел квадрата основной частоты и результаты 
вычислений помещаем ниже в таблицу 1. 

Определение, нижнего предела основной частоты методом 
Е. М. Майзеля возможно только после предварительного вы­

числения верхнего предела той ж е частоты. 
Зачеркивая в матрице (5.01) нижнюю строку и правый стол­

бец получаем квадратную матрицу. Вычисляя затем по фор­

муле (3.01) или (3.02) и подставляя сюда значение а имеем 
первое приближение для верхнего предела: 

Z; = 17,4985 

Подставляя значение zB в формулу (3.05) имеем первое при­

ближение для нижнего предела. 

Z?= 1 3 , 5 8 5 4 ^ , 
i ml

3 

Д л я получения второго приближения вычеркиваем в мат­

рице (5.02) нижнюю строку и правый столбец и поступая ана­

логично предыдущему имеем: 

второе приближение верхнего предела Z* = 1 5 , 6 1 2 6 ^ 

EJ 
и второе приближение нижнего предела Z'ļ = 13,8528 — / 3 

5. 1. 3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРХНЕГО ПРЕДЕЛА 

Следуя ван ден Дунгену примем 

yox=S ( £ = 9 , 8 1 * , ™ . ) , 

что можно делать лишь в том случае , если все массы одновре­

менно колеблются в одну сторону. Вычислим ряд прогибов по 
формуле (1.08) видоизмененной д л я системы с тремя степе­

нями свободы. Тогда д л я первого приближения л = 1 вместо 
(1.08) имеем: 



•sIs x sxJ с 
x= 1 =g2m3 

X = 1 

(5.05) 

Это равносильно предположению, что уи представляет со­

бой статический прогиб в сечении s под действием всех нагру­

зок tnxg. Такое обычное предположение оказывается достаточ­

но точным. 
Обозначая сумму элементов первой строки матрицы (5.01) 

через # i , второй строки — Я 2 , третьей строки — Щ и полагая 
в выражении (5.05) последовательно s = l , 2, 3 получаем: 

Ун = # # i = 2 5 8 

yi,=gH2 = 300 mga 

Ui3=gH3 = 25$ mgv. 

Теперь формула (1 .0 / ) принимает вид: 
3 о

 3 1) 
1 ,

т

хУах - л

т

х 
= ^ J H — ( 5 0 6 ) 

2 МхУгхУох -/"хУп-

Х= 1 X = 1 
Подставляя сюда данные значения тх и вычисленные вели­

чины уц и а , получаем: 

р, = 13,9355 Ц 
r i ' ml

3 

Формула (1.06) принимает аналогичный вид: 
з з 2) 
- *хУ\хУох ~лтхуХх 

Ч = ^ ^ 1 — (5.07) 
£х

т

хУи х = \ •х-' \х 

Подставляя сюда значения тх, i / u и а имеем: 

</, = 13,8570 | £ 

Ч Такую же формулу другим путем получил в 1922 году Р. Граммель 
([8] стр. 98) для определения критических угловых скоростей вала с не­
сколькими дисками. 

2

) Эта же формула получена в 1918 году Г. Куллем ([9] стр. 249) для 
определения критических угловых скоростей вала И в 1922 году Р. Грам­
мелем ([5] стр. 99), дополнившим ее учетом гироскопического эффекта. 

3 — 4058 33 



Второе приближение получим из (1.08) п р и н и м а я п = 2 

Уь= (5.08) 
X = 1 

Обозначая сумму элементов первой строки матрицы (5.02) че­

рез Н\, второй строки — Н\, третьей строки — и полагая 
в (5.08) последовательно s = l , 2, 3 получаем: 

У2i = 72360 m 2 g a 2 

Уп=ёЩ = 84204 m 2 g a 2 

У2г=ёН\ = 72360 m 2 g a a 

Подставляя эти значения в (1.06) имеем: 

^
 = ^ 2 г

= 1 3

'
8 5 6 6

^ 
Пользуясь методом П. Ф. Папковича получаем для верхнего 

предела основной частоты: 
EJ 

в первом приближении по формуле (2.04) Z i < 14,3084^ģ-

и во втором приближении по формуле (2.05) Z i < 13,8624 J j ļ 
Пользуясь методом С. А. Бернштейна и подставляя значе­

ния чисел Вп в правую часть неравенства (4.01) получаем: 

при л = 1 Z , < 1 3 , 8 5 8 6 J £ 

при п = 2 Z , < 1 3 , 8 5 6 6 ^ 

5. 2. ПРИМЕР № 2. КОНСОЛЬНАЯ БАЛКА ([1] стр. 84) . 

Определить частоту основного тона свободных колебаний 
одноконсольной балки (фиг. 2 ) , загруженной согласно чертежу 
тремя масами: т\ = т; т2 = 2 т; m 3 = m. 

тут т2=2т /77^­/7? 

Фиг. 2. 



5. 2. 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 

Определяем коэффициенты влияния: 

5

П — 8

2Э = 8а 

5 1 2 = 7а 

3

3 3 = 24а 

— 8а 

5

2 3 = — 10а 

где 

486 EJ 

Вычисляем значения чисел Вп\ составляем матрицу: 

8 14 —8 

А — т<х 7 16 — 10 (5.09) 

—8 — 2 0 24 

Откуда £ | = 48 та. 

Возводя матрицу (5.09) в квадрат имеем: 

226 496 —396 

248 554 —456 (5.10) 

­ 3 9 6 —912 840 

о т к у д а £ о = 1620 т 2 « а 

Аналогично, вычисляя лишь элементы диагональных строк мат­

риц Л 3 и АА имеем: 

Я 3 = (8448 + 21456 + 32448) m­V = 62352 m 3 a 3 

В i = (330900 + 845796 + 1278288) m«a 4 = 2454984 т ' а 4 

5. 2. 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НИЗШЕГО ПРЕДЕЛА КВАДРАТА 
ОСНОВНОЙ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИИ. 

П о д с т а в л я я в (1.01) значения Вп и а н принимая последо­

вательно п=\, 2, 3, 4 получаем значения нижнего предела 
квадрата основной частоты методом ван ден Дунгена , П. Ф. 
Папковича и С. А. Бернштейна. Результаты вычислений све­

дены в таблицу 1. 



Д л я определения того же предела методом Е. М. Майзеля 
зачеркиваем в матрице (5.09) н и ж н ю ю строку и правый стол­

бец. Вычисляя по формуле (3.01) или (3.02) получаем: 

Z? = 21,4313 Щ~ 1 ' ml
3 

Это значение <\ можно значительно снизить, если меняем 
местами первую и третью строку, а т а к ж е первый и третий 
столбцы матриц (5 .09) . Тогда получаем 

Z J = 14,0070 J £ 

Подставляя последнее значение z"x в (3.05) получаем первое 
приближение нижнего предела 

Z " = 1 1 , 3 8 2 5 ­ ^ 

Д л я получения второго приближения меняем местами пер­

вую и третью строки, а т а к ж е первый и третий столбцы мат­

рицы (5.10), решая аналогично предыдущему получаем: 

Z\= 1 3 , 1 9 0 4 . | £ 

Z« = 1 2 , 2 1 2 9 ^ 

5. 2. 3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРХНЕГО ПРЕДЕЛА 

Пользуясь методом ван ден Д у н г е н а и учитывая , что в этом 
случае массы колеблются в противоположные стороны, прини­

маем 

yox = ±g, 

причем верхний знак возьмем для масс, находящихся между 
опорами, и нижний знак — д л я массы на консоли. Тогда вместо 
(1.08) для п=\ имеем: 

у и = g(mļ Ьл + Я! а о 5 2 — тг os3) 

Здесь у и представляет собой не статический прогиб, а раз­

ницу прогибов от положительных нагрузок в пролете и отри­

цательной нагрузки на консоли. 



Принимая последовательно s=\, 2, 3 имеем: 

# i i = 3 0 m g a ; # i 2 = 33 mga; 1.1= — 52 mga. 

Формула (1.07) принимает вид: 

т{ ­f­ Щ ­4­ m 
p,=g t ­ ^ — ­ ­ (5.11) 

П о д с т а в л я я сюда значения тх, yis и х получаем: 

/7, = 13,1351 

Аналогично формула (1.06) принимает вид: 

д1=е!Щ±ШШ^Щ (5.12) 

Подставляя , как и раньше, получаем: 

т /
3 <7» = 1 2 . 4 4 0 0 ^ 

Второе приближение получим из (1.08) принимая п = 2 

y.,s = тх osXyn -ļ- щЬ&у1й ­ f / и 3 5 5 3 > у 1 3 ; 

при s = 1,2,3 имеем соответственно: 

у п = 1118 m 2 g a 2 ; = 1258 m 2 g a 2 ; у , 3 = ­ 2148 m 2 £ a 2 . 

Подставляя эти значения в (1.06) имеем: 

= + + = 1 2 j 2 8 6 7 

Д л я определения верхнего предела основной частоты мето­

дом П. Ф. Папковича используем (2.04) и (2.05) подставляя 
туда значения чисел В\, В2 и ВА. Д л я определения того ж е пре­

дела методом С. А. Бернштейна используем правую часть не­

равенства (4.01) принимая последовательно л = 1 , 2. 
Полученные результаты приведены в таблице 2. 



5. 3. СОПОСТАВЛЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ВЫЧИСЛЕНИИ. 

Результаты предыдущих вычислений приведены в двух 
таблицах . 

Т а б л и ц а 1. 

Нижний предел квадрата основной частоты (в -—-) 
V тР' 

Метод Приближение 
п 

Первый 
пример 

Второй 
пример 

Вал ден Дунгена. П. Ф. Пап­
ковича и С. А. Бернштейна 

1 (Донкерли) 

2 

13,4069 

13,8507 

10,1250 

12,0748 

3 13,8565 12,2561 

4 13.8566 12,2780 

Е. М. Майзеля 1 13.5854 11,3825 

• 2 13,8528 12.2129 

Т а б л и ц а 2. 

Верхний предел квадрата основной частоты (в -Щ^ 

Первый пример Второй пример 

п/п Метод Первое 
прибли­
жение 

Второе 
прибли­
жение 

Первое 
прибли­
жение 

Второе 
прибли­
жение 

1 Ван ден Дунген 
[формулы (1.06) и 11.07)] 

13.9355 
13.8570 13.8566 13,1351 

12.4400 12,2867 

2 П. Ф. Папкович 14.3094 13,8624 14.4000 12,4845 

3 Е. М. Майзель 17,4985 15,6126 21,4313 
14,0070 13,1904 

4 С. А. Бернштейн 13.8586 13.8566 12.3673 12,2815 

§ 6. Выводы 

1) Низшие пределы основной частоты колебаний по мето­

дам ван ден Дунгена , П. Ф. Папковича и С. А. Бернштейна 
полностью совпадают. Соответствующая ф о р м у л а является 
обобщением известной формулы Д о н к е р л и . Д1етод Е. М. Май­

зеля д л я данной ступени приближения дает л у ч ш у ю нижнюю 
оценку основной частоты. 



2) Верхний предел основной частоты получается более точ­

ным при вычислении методом ван ден Дунгена и С. А. Берн­

штейна (при той ж е з а т р а т е времени) по сравнению с мето­

дами П. Ф. Папковича и Е. М. Майзеля . 
3) Формулы С. А. Бернштейна и Е. М. Майзеля для опре­

деления верхнего предела могут быть получены совпадающими 
по форме [ср. (4.01) и (3.04)]'. 

Однако в то время как С. А. Бернштейн свои коэффициенты 
Вп вычисляет с учетом полного числа степеней свободы (беря 
их как след полной м а т р и ц ы ) , Е. М. М а й з е л ь числа А вычис­

ляет, к а к след квадратной матрицы, полученной путем вычер­

кивания k—2 строк и к— 2столбцов, т. е. по сути дела за­

меняет систему с k степенями свободы на систему с двумя 
степенями свободы. Ясно, что верхний предел получаемый по 
формулам С. А. Бернштейна значительно лучше того же пре­

дела, полученного по формулам Е. М. Майзеля . 
4) Числа Вп входящие в формулы при больших значениях 

целесообразнее вычислять методом умножения матриц, беря 
соответствующие следы, чем непосредственно по формулам ван 
ден Дунгена и С. А. Бернштейна. 

5) К а ж д ы м из упомянутых четырех методов можно полу­

чить л ю б у ю точность значения частоты. Однако д л я практики 
достаточно ограничиться первым или вторым приближением. 

6) Методы П. Ф. Папковича, Е. М. Майзеля и С. А. Берн­

штейна обладают, к а ж д ы й в отдельности, определенной внут­

ренней замкнутостью в том смысле, что для определения как 
верхней, так и нижней оценки, использована единая система 
рассуждений и выкладок, а вычисления этих оценок основаны 
на одних и тех ж е коэффициентах Вп или А п 

Этой замкнутостью не обладает метод ван ден Дунгена , со­

д е р ж а щ и й , по существу, два несвязанных между собой спо­

соба д л я определения верхней и нижней оценки. 
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