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Е.Д.ТРУПИН 
Простейшие свойства безразмерного 
проективно-аффинного пространства 

Безразмерное линейное векторное пространство введено 
А . М . Лопншцем в работе / I / . Ему же принадлежат идеи 

построения безразмерного проективного и аффинного пространств 
/ 2 , 3 , 4 / , Некоторые простейшие свойства безразмерного проектив­
ного пространства "Р рассмотрены в работе / 5 / . 3 настоящей 
статье автор поставил себе целы) рассмотреть простейшие с в о й ­
ства безразмерного аффинного пространства, полученного из 
пространства путем выделения некоторой гиперплоскости со 
и выяснить, что эти свойства вполне аналогичны тем, которые 
хорошо известны дли аффинного пространства конечной размер­
н о с т и . Вполне понятно, что эти езойстьа ДОЛИНЫ быть получе­
ны средствами безразмерной линейной алгебры. 

Пользуюсь случаем, чтобы выразить А.й.Лопшпгс/ СБОЮ и с ­
креннюю благодарность за помощь и ценные указания. 

Выделим Б безразмерной проективном пространстве * н е к о ­
торую гиперплоскость о) , которую будем называть н е ­
с о б с т в е н н о й . 3?у гиперплоскость мы оставим в п р о ­
странстве ? , но её точки не будем с ^ т а т ь точками. С о в о ­
купность точек пространства Ф , из которого удалены точки 
несобственной гиперплоскости , мы назовем б е з р а з ­

м е р н ы м п р о е к т и Б . ч о - а ф ф и н н к м п р о ­
с т р а н с т в о м , которое обозначим черезV* .* 

Если А 4С*0. и А г [^) - две различные точки п р о ­
странства , то упорядоченную пару_ [ А , , А л ) назовем 
в е к т о р о м и обозначим через А 4 А а . Если векторы 

<Л; [ и 1 , г ) исходного линейного безразмерного пространства 

* Для краткости, в дальнейшем, мы будем пространство ^ н а ­
зывать б е з р а з м е р н ы м а ф ф и н н ы м п р о ­

с т р а н е н . > 1 : 



V принадлежат одному и тому же классу [ о . ] . т . е . колли-
неарны, то точки А 1 и А 2 совпадают. Зекто > АТА, МЫ б у ­
дем называть нулевом и обозначать через О . 

I . Коллинеарность векторов» Умножение вектора на число 

Два вектора А4 \ г и 3 4 \ пространства , не располо-
денные на однсй прямой, мы -назовем к о л л и н е а р и ы -
>1Й , если точки А; и принадлежат одной двумер­
ной плоскости и точка пересечения прямых А^А г и 3 4 3 2 при­
надлежит несобственной гиперплоскости и) . Мы будем называть 
эти векторы коллкнеарными также и в случае, когда все эти 4 
точки принадлежат едкой прямой. 3 обоих случаях будем писать: 
А А 

Выведем необходимые и достаточные условия коллинеарности 
дзух векторов. Допустим сначала, что векторы А4 А2 и ЛмЪг 

не принадлежат ОДНОЙ прямой и что в пространстве Т точки 
Д; >: 1} : определены классами [ а ; ] и С ^ ] , а точка ^ ^ ^ ) } 

в которой пересекаются прямые А 4 А 2 и ^ З - классом 
Тогда мы можем писать 

где ^ 4 * й " некоторые отличные ст нуля скаляры. Так как 
, то о а ^ - о и из ( 1 Л ) следует, что 

т . е . что 

где V. - произвольный отличный от нуля скаляр. 
Подставив найденные значения о1-ь в равенство ( 1 . 1 ) , п о ­

лучим: 



где \ 4 а \ . с о а . 1 . Ю 4 г Ф о . . 

Так как точка ^ \ \ ) принадлежит также и прямой 
то аналогично получим 

Из ( 1 . 4 ) и ( 1 . 5 ) найдем искомо^ у с л_о в и е к о л л и 
н е а р н о с т к векторов А ч А г и ~ЪЛЪ2* 

Х
 1 _ Ь - ^ ч ^ ( 1 . 6 ) 

А.М.Л о п ш и ц предложил называть вектор 

^ - — !̂ ифо) ( 1 . 7 ) 
р а д и у с - в е к т о р о м точки М . Радиус-вектор 

Щ точки М с̂ >) будет одним и тем же для всех векторов 
к л а с с а С*4*) исходного безразмерного линейного пространства V. 
Очевидно, что 

«4*4. ( 1- 8> 
Теперь условие ( 1 . 6 ) принимает вид: 

т . е . разности радиус-векторов точек и ^«» ^* долж­
ны быть пропорциональными. 

Если не все Ч точки' и принадлежат одной прямой, 
то равенства ( 1 . 0 и ( 1 . 5 ) ' т а к ж е выполняются. Так как точка 
( 3 ^ ) - единственная несобственная точка этой прямой, то 

такле будет иметь место условие ( 1 . 6 ) или ( 1 . 9 ) . 



Теперь докажем, что условие ( Ь б ) или ( 1 . 9 ) достаточно 
для того , чтобы векторы А 4 А 2 и Т>Г%* ^ыли коллинеарны. 3 
самом деле, допустим, что выполняется условие ( 1 . 6 ) и что 
прямые А ч А 2 и \ Ъ г не совпадают*, причем прямая А , А г п е р е ­
секает несобственную гиперплоскость в точке С} , а 
прямая ' - в некоторой другой точке . Тогда для 
точки ф имеет место Ч . н ; , а для точки 9 равенство 

* ! ^ | ' « У 1 С 1 Л 0 ) 

Из равенств ( 1 . 4 ) , ( 1 . 6 ) и ( 1 . 1 0 ) находим, что 
с - С 

т . е . что векторы ь и С принадлежат одному классу . С л е ­
довательно точки Ь и (у совпадают, а потому А , А а || В / В 2 . 

С помощью условия ( 1 . 9 ) нетрудно проверить, что коллине­
арность векторов является о т н о ш е н и е м э к в и ­
в а л е н т н о с т и ._Иэ этого условия также вытекает, что 
векторы АА и 'Х.' А 4 А 2 [ Х ^ о ) коллинеарны. Таким о б ­
разом, умножая вектор на отличный от нуля скаляр, мы полу­
чим коллинеарный с ним вектор. 

2ш Равенство векторов 

Густь в пространстве два вектора А , Д г и Кщ$ 
коллинеарны, но не принадлежат одной прямой.^Тогда т их 
будем называть р а в н ы м и к . щ щ т А 4 А 2 щ 3., В2 э 

если также коллинеарны векторы А Д » и Ь г \ . Б случае, к о г ­
да векторы А 4 А 2 и Ъ А \ принадлежат одной прямой, мы бу^ 
дем называть их равными, если существует третий вектор С4С^Л 

нерасположенный . с ними на одной прямой такой, что А 4 ^ 1 = . с 4 С 2 . 

Выведем теперь условие равенства векторов, заданных 
радиус-векторами "концов" этих векторов. 
* Если эти прямые совпадают, то А , А 2 в силу нашего 

определения. 



.Если имеет место первый скучай, то, используя условия 
М * 11 % % и * Д И А>А ,. мы , в силу ( 1 . 9 ) , п о ­

лучим: 

( ^ ( 2 Л ) 

Введя обозначения ^> 1 * Г4"» можем выразить 
из этой системы векторы ^ й в , как линейные комбинации 
векторов а 4 и ъг в следующем виде: 

Так как, согласно условию, точки"В„ и не коллинеарны с 
точками А А и А* , то оба эти равенства могут выполняться 
только при X ^ ^- - 1- Поэтому оба равенства ( 2 . 1 ) факти­
чески сводятся к одному: 

Это и есть иусомое ^ у с л о в и е р а в е н с т в а 
векторов А, А» и % -

Легко проверить, что это условие также и достаточно для 
т о г о , чтобы А , А а * %\ • действительно, ( 2 . 2 ) есть 
частный случай_равенстза ( 1 . 9 ) (йря ^ 4 - 1 ) . Следо­
вательно, II А4 . С другой стороны, переписав 
( 2 . 2 ) в виде 

мы можем утверждать, что ^а^а. ч ^ а потому А ^ * ^ ^ , 

Отметим еще, что из ( 2 . 2 ) следует, что А г ^ - А / 3 4 . 
Четырехугольник А , А ^ г ^ ( ° упорядоченной 



заключаем, что выполняется условие ( 2 . 2 ) , которое Еерно и в 
этом случае . 

Используя условие ( 2 . 2 ) , нетрудно убедиться в том, что 
равенство векторов является отношением эквивалентности. 

3 . Сложение векторов 

Пусть заданы два кеколлинеарных вектора О К и 0\-
с общей начальной точкой 0 . В двумерной плоскости, опре­
деляемой этими вектора:;:;:, построим такую четвертую точку М, 
чтобы четырехугольник О К И и был параллелограммом^ Тогда 
вектор О Н будем называть с у м м о й векторов О К и О Ь 
и писать: 

ОМ я О К + 0 1 . ( 3 . 1 ) 

Прежде в с е г о , выясним, что такая точка И суцествует и 
прито-м только одна. В самом деле, если прямые О К и О и 
пересекают несобственную гиперплоскость & , соответственно, 
в точках ф к Ъ , то точки К } ^ I- и ф лежат в о д ­
ной двумерной плоскости. Поэтому прямые К & и п е р е с е ­
каются в определенной точке _ М . .В силу определения колли -
неаркости векторов, имеем: О К \\ 1_ м и 0 1 II К И , 
а потому О К И и - параллелограмм. 

четверкой вершин: А м ^ Л » , ^ )« Д л л которого 
\ \ \ \ И 11 > б у д е м н а з ы в а т ь 

п а р а л л е л о г р а м м о м . Очевидно, что векторы, 
принадлежащие противоположным сторонам параллелограмма, п о ­
парно равны. _ 

Пусть теперь векторы А, Д а и принадлежат одной 
прямой и существует третий_вектор_С^ сг , не^принадлежащий 
этой прямой, такой, что С 4 С ^ - А4 \ и ^ - А ^ г -
Если точки определены своими радиус-векторами о > 

то из равенств 



- О -

используя,условие равенства векторов ( < : . 2 ) , модем п и ­
с а т ь : *П — 2. а ^ - О ИЛИ 

^ - и; С - о . Ч#*'*У 

Следовательно, если задана радиус-вектора точек 0 | К к 
то радиус-вектор точки М определяется однозначно. 

Предположим теперь, что АЧ А 1 и 3 4 \ - дза произволь­
ных вектора пространства "Р^ . Выйерём в это?,! пространстве 
произвольную точку О и построим векторы О К -

6 1 . - Т ^ Ъ г - Для векторов О К и 0\- с общей точкой__р 
построим вектор О М * О К -+-01. . Тогда вектор О М с у ­

ем называть с у и и о й векторов К Ъл Ц в о т к о -
с и т е л ь н о т о ч к и О ц писать: 

• А 7 \ ^ Л ) 0 = О М - : з . з ) 

Легко убедиться в том, что при заданном выборе точки О Л 

точка М существует и только сдна. Действительно, пусть п р я ­
мые А 4 А , , 0 \ , Ъ4 Ъг и ОЪА пересекает несобственную 
гиперплоскость ^ , соответственно, з течках 1?.̂  & И Т, 
Тогда в силу нашего построения, прямые О К и прохо­
д я т , соответственно, через точки ф и 9» . Поэтому точки 
О . К ^ . З Щ Ь расположены в одной двумерной плоскости ;•; 

точка И г К $ 'Г\ "существует и притом единственная. 
Докажем теперь, что сумма Йц Д2 -ь %%ш

 н е зависит 
от выбора точки О . другими словами, если О - произволь­
ная другая точка пространства ^ и 

_ 'лч + зГх]©' • о 'м; 
то О ' м 1 действительно, в силу нашего построения, 
имеем: О К % \ & 2 , С И . = , а П 0 Т 0 М У 

Используя условие ( 3 . 2 ) , мы найдем, что 
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Аналогично выводим, что 

Из последних двух равенств следует, что 

а это означает, что О ' м ' ^ О М . 

4 . Безразмерное аффинное векторное 
пространство 

Операция сложения векторов коммутативна. В этом можно 
убедиться используя ^правило параллелограмма". Из основного 
построения ( 3 . 1 ) можно вывести также и "правило треугольни­
к а " : 

О К К М - О К б И - о М . -1) 

Используя транзитивное свойство равенства векторов и п р а ­
вило треугольника, легко доказать ассоциативное свойство с л о ­
жения векторов. Теперь убеждаемся в том, что для каждого в е к ­
тора А Л А г вектор А*. А4 является противположным, так как 

Таким образом, множество векторов безразмерного аффинного про 
странства Т * представляет собой абелеву группу относительно 
операции сложения векторов. 

Нетрудно убедиться также и в том, что введенная нами о п е ­
рация умножения вектора на скаляр обладает свойствами ассоциа 
тивности и дистрибутивности. Все это позволяет нам утверждать 
что множество векторов аффинного пространства представляет со 
боо безразмерное линейное пространство. 'Будем называть его 
безразмерным аффинным в е к т о р н ы м пространством и 
обозначать через , в отличие от пространства , к о ­
торое назовем безразмерным т о ч е ч н о - в е к т о р н ы 
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аффинным пространством. 

5 . Простое отношение трех коллинеарных точек 

Допустим, что точки *Ч [*Ц ) I - 2 ; Ъ) принадлежат 
некоторой прямой, пересекающей несобственную гиперплоскость 
и* в точке ^и )̂. Назовем п р о с т ы м о т н о ш е н и е м 
этих трех точек число 9 , которое определим так: 

С* .М , ф ) . С 5.1) 

Здесь символ ( . ^ ч А ^ А ^ ф ] означает двойное отноше­
ние точек \ ( 1\г > & а и ф в'пространстве 

Выясним геометрический смысл числа V в нашем аффинном 
пространстве Т 1 ^ ,_Для этой цели допустим, что колликеарные 
векторы АДА^ и А 4 А 2 связаны между собой зависимостью 

А ^ ^ - ^ - ^ А * ( 5 . 2 ) 
Тогда, в силу соотношений ( 5 . 2 ) и ( 1 . 9 ) , можем писать: 

т . е . 

V " С'.-^К * ъ З ^ ( 5 . 3 ) 
Кроме того , используя ( 1 . 4 ) , имеем: 

Из ( 5 . 3 ) и ( 5 . 4 ) следует, что 

ь..^чМ* ( 5 . 5 ) 
~ 4 Д А г 1 Д А 

В частном с л у ч а е , когда ^ * ^ ^ т . е . ^ 4 * * а * * > 
мы будем называть точку "серединой1* отрезка А 4 А 2 л в 
этом случае Таким образом^если в пространстве 
точка является "серединой" отрезка А Л А ^ > т 0 в П р 0 _ 
странстве т точка А г - гармонически сопряжена с точкой 


