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T H E U S C O F P E R T U R B E D E C C E N T R I C A N O M A L Y A S A N I N D E P E H D E N T 

V A R I A H I E F O R C A N O N I C A L E Q U A T I O N S O F P E R T U R B E D M O T I O N 

1. I n t r o d u c t i o n 

In t h i s p a p e r I s h a l l i n v e s t i g a t e t h e p e r t u r b e d e l ­

I* i• t m o t i o n f o r a r b i t r a r y v a l u e s o f e c c e n t r i c i t y e . 

T h e p e r t u r b a t i o n s a r e s u p p o s e d t o h a v e a p o t e n t i a l R. L e t 

u s r e m e m b e r h o w t h * p r o b l e m I s s o l v e d b y t h e c l a s s i c a l 

method*? o f p l a n e t a r y p e r t u r b a t i o n s . 

1 F i r s t w e t a l e t h e p e r t u r b i n g f u n c t i o n R a n d d e ­

v e l o p I t a s a F o u r i e r s e r i e s d e p e n d i n g o n 4 t r i g o n o m e t r i c 

a r g u m e n t s : 

К • У P , ( o . e . O c o s ( J I • kg * mh • n f ) ( A ) 

H e r e l.g.h a r e t h e c o r r e s p o n d i n g Del л t ine у e l e m e n t s ; t i s 

t h " t i m e ; c o e f f i c i e n t s R d e p e n d o n t h e e c c e n t r i c i t y 
jkmn 

a n d t h e I n c l i n a t i o n o f o r b i t . W h e n t h e e c c e n t r i c i t y i s 

' • nu l l t h e c o e f f i c i e n t s * j j . m r , d i m i n i s h r a p i d l y a l l o w i n g 

f o r a g o o d c o n v e r g e n c e o f s e r i e s . H o w e v e r , f o r t h e m o d e r ­

a t e ar id g r e a t e c c e n t r i c i t i e s t h e c o n v e r g e n c e o f t h i s 

s e r i e s I s e x t r e m e l y b a d , r e i » d e r l r i g i t u s e l e s s . T h e p r o ­

b l e m I s h o w t o т.чке I t c o n v e r g e ? 

II. ­ A f t e r t h a t w e t a k e t h i s e x p a n s i o n o f t h e p e r ­

t u r b i n g f u n c t i o n an­ i s u b s t i t u t e i t In t h e c a n o n i c a l d l f ­



f e r e n t l a l e q u a t i o n s : 
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dt 
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OR 
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dh OR d H . - *
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Mow w e С А П I n t e g r a t e t h e s e e q u a t i o n s u s i n g t h e a p p r o p r i ­

a t e a n a l y t i c a l a l g o r i t h m Ce.g . t h e s m a l l p a r a m e t e r m e t h o d 

of P o i n c a r e o r t h e m e t h o d o f L i e t r a n s f o r m s ) . T h e I n t e ­

g r a t i o n i s p o s s i b l e , b e c a u s e t h e r i g h t s i d e s o f t h e e q u a ­

t i o n s < B > a r e d e v e l o p e d In s e r i e s o f t y p e CA> c o n t a i n i n g 

a s t r i g o n o m e t r i c a l v a r i a b l e s t h e Э a n g u l a r e l e m e n t s o f 

t h e s y s t e m : \tg a n d h, a n d t h e I n d e p e n d e n t v a r i a b l e f. 

B u t l e t u s s u p p o s e t h a t t h e e c c e n t r l c l L y o f t h e p e r ­

t u r b e d o r b i t I s s u b s t a n t i a l , s a y 0 5 o r g r e a t e r . I n t h i s 

c a s e t h e a b o v e s c h e m e d o e s n o t w o r k . H o w t o c h a n g e i t ? 

U s u a l l y t h e p e r t u r b i n g f u n c t i o n c a n b e e x p r e s s e d In 

c l o s e d f o r m a s a f u n c t i o n o f t r u e o r e c c e n t r i c a n o m a l y : с 

o r u. T h e c o r r e s p o n d i n g e x p a n s i o n о Г R i n a F o u r i e r 

s e r i e s , d e p e n d i n g o n e c c e n t r i c a n o m a l y u I n s t e a d o f I . 

c a n b e o b t a i n e d T o r a l l e c c e n t r i c i t i e s : 0 < с < i < t h e 

r e p o r t o n s u b j e c t i s i n p r e p a r a t i o n b y a u t h o r ) . T h e d i f ­

f i c u l t i e s a r i s e w h e n w e a r e s o l v i n g t h e K e p l e r ' s e q u a ­

t i o n : 

С • u ­ e s i n u . 

The s o l u t i o n o f t h i s e q u a t i o n i s : 

u ­ I + 2 > JL J О с е ) s i n kl C O 

T h i s s e r i e s i s s a t i s f a c t o r i l y c o n v e r g e n t o n l y f o r s m a l l 

v a l u e s o f в : О £ & < 0.1­O.2. S o t h e m a i n p r o b l e m l i e s 

f w r e I f w e c o u l d p o s t p o n e t h e s o l v i n g o f t h * K e p l e r ' s 

e q u a t i o n a f t e r t h e i n t e g r a t i o n o f s y s t e m < B ) I s c o m p l e t ­

e d . * » • w o u l d h a v e t h e p e r t u r b i n g f u n c t i o n P In * we l l 

c o n v e r g e n t f o r m f o r a l l v a l u e s o f e . Bu i I n t h i s GtoS* R 



w o u l d now d e p e n d o n и i n s t e a d o f I: 

R ­ £ R jkmr i c o s C J " + kg­ + mh + n O . « D > 

a n d t h i s f a c t c h a n g e s t h e w h o l e p i c t u r e . F o r a s c a n b e 

s h o w n t h e e l e m e n t s u,g.h d o n o t m a k e a p a r t o f a s y s t e m 

o f t h e a c t i o n ­ a n g l e t y p e < f o r a r e f e r e n c e s e e (11,(217. 

A n d t .h is T a c t d o e s n o t a l l o w u s t.o u s e t h e a b o v e m e n t i o n — 

e d m e t h o d s o f I n t e g r a t i o n . W h a t n o w ? I p r o p o s e t o c h o o s e 

t h e е / e m o n f u a s a n I n d e p e n d e n t v a r i a b l e I n t h e c a n o n i c a l 

e q u a t i o n s С Ю a n d t o i n t r o d u c e a n e w s e t o f a c t i o n ­ a n g l e 

t y p e e l e m e n t s s o t h a t t h e c a n o n i c a l f o r m o f t h e e q u a t i o n s 

w o u l d be p r e s e r v e d I s h a l l r e m a r k t h a t t h e n e w I n d e p e n d ­

e n t v a r i a b l e s o I n t r o d u c e d d i f f e r s b o t h f r o m t h e o n e u s e d 

i n t h e H a n s e n ' s t h e o r y 131 a n d f r o m t h e o . i e u s e d In t h e 

t h e o r y o f r e g u l a r l x a t l o n 141. In t S e s e t h e o r i e s t h e I n d e ­

p e n d e n t v a r i a b l e s I s e q u a l t o t h e e c c e n t r i c a n o m a l y u 

o n l y a t o n e f i x e d m o m e n t o f t i m e . B e f o r e a n d a f t e r I t t h e 

d i f f e r e n c e | s ­ u | I s o f t h e o r d e r o f t h e p e r t u r b i n g m a s s 

a. I n my t h e o r y t h e n e w I n d e p e n d e n t v a r i a b l e u i s t h e 

p e r t u r b e d o s c u l a t i n g e c c e n t r i c a n o m a l y a l l t h e t i m e . 

2. T h e g e n e r a l t h e o r y o f t r a n s f o r m a l l oris 

M o s t o f t i r e a u t h o r s o f t h e h o o k s o n a n a l y t i c a l d y ­

n a m i c s d e a l i n g w i t h t h e p h a s e s p a c e t r a n s f o r m a t i o n s l i m i t 

t h e m s e l v e s t o t h e c o n t a c t t r a n s f o r m a t i o n s a n d r e g a r d t h e 

c h a n g e o f t h e I n d e p e n d e n t v a r i a b l e a s a s e p a r a t e i t e m . 

B u i . l e t и л v i e w thorn b o t h t o g e t h e r . 

S u p p o s e w e h a v e d e f i n e d In a 2 n + l d i m e n s i o n a l s p a c e 

a s y s t e m o f c o o r d i n a t e s : ; < q e . . . . , q f t , p e , ­ . , p ^ . t > o r 

s h o r t l y ' • ( . ! > . ' > a n d a f u n c t i o n o f t h e s e c o o r d i n a t e s : 

H t q . p . O T a k i n g t h i s f u n c t i o n a s a h a m l l t o n l a n we c a n 

s o l v e t h e c o r r e s p o n d i n g c a n o n i c a l e q u a t i o n s : 

q • , p • ­ -~~ ­ < E > 
1 dp ™ d q 

W e c a n r e g a r d th»? I n t e g r a l c u r v e s o f t r i e e q u a t i o n s <E> a s 

a I low i n t h e s p a c e < q , p , t ) . L e t u s c a l l t h i s f l o w ff. 



T h e r e I s a v e r y I m p o r t a n t , p r o p e r t y o f t h i s H o w w h i c h I s 

k n o w n a s t h e t h e o r e m o f e q u i v a l e n c e . I s h a l l q u o t e I t 

f r o m Г31 

T h e f h e o r e m of e q i r t t o l e n c e . 

If ( .he g e n e r a l s o l u t i o n o f t h e c a n o n i c a l e q u a t i o n s 

<E> I s w r i t t e n i n s u c h a f o r m : 

q • q < t , ? > , p ­ p C t . £ > , <F> 

w h e ­ e p I s a 2 n ­ d l m e n s I o r i a l v e c t o r o f a r b i t r a r y c o n ­

s t a n t s : у •<>/ , . . . , > • > , ( h e n t h e p f a f f l a n f o r m p d q ­ Hdt 

In t h e n e w v a r i a b l e s t . ? w o u l d b e : 

p d q ­ H d t • d»w + Y К dy . <G> 
i f t 1 1 

w h e r e f u n c t i o n s k ^ d e p e n d o n l y o n y, a n d n o t o n t : 

K l " W *1г,У < H > 

And i > f c e v e r s a : I f t l » e f l o w g In t h e s p a c e C q . p . t ) 

I s s u c h t h a t w i t h a h e l p o f a n a p p r o p r i a t e t r a n s f o r m a t i o n 

CF> i t c a n b e w r i t t e n I n a f o r m : у —const. a n d t h e t r a n s ­

f o r m a t i o n О П s a t i s f i e s t h e r e l a t i o n CO> w i t h t h e c o n d i ­

t i o n <H> , t h e n t h i s f l o w I s c r e a t e d b y t h e c a n o n i c a l 

e q u a t i o n s CEX 

W e c a n u s e t h i s t h e o r e m w h e n w e a r e b u i l d i n g t h e 

c a n o n i c a l t r a n s f o r m a t i o n s . S u p p o s e t h a t w e a r e m a k i n g a 

c o m p l e t e s u b s t i t u t i o n o f a l l t h e 2 n + t c o o r d i n a t e s ­

q • q C O . r \ T > . p ­ p C Q . P . T > . t • t < O . P . T > . СП 

T h i s t r a n s f o r m a t i o n m u s t n o t b e s i n g u l a r , s o w e c a n w r i t e 

t h e r e v e r s e t r a n s f o r m a t i o n : 0 ­ Q * . q . p . i , >, P « P C q , p , t > . 

T « T C q . p , t > . W i t h t h e h e l p o f <F> a n d t h i s r e v e r s e t r a n s ­

f o r m a t i o n w e c a n e x p r e s s t h e f l o w g I n t h e n e w c o o r ­

d i n a t e s : 

0 ­ Q C T . ? > , P • P C T ^ J . <J> 

S u p p o s e t h a t i n t h e n e w c o o r d i n a t e s t h i s f l o w I s 

a l s o h a n d 1 t o n ! a n . I .e . t h a t t h e r e e x i s t s s u c h a h a m t l t o n ­

l a n f u n c t i o n H*<Q.P.T> t h a t t h e f l o w <J> I s t h e s o l u t i o n 



оГ t h e c a n o n i c a l e q u a t i o n s : 

d O e W * d P OH* 

d T d p d T "3<Г ' 
T h e n f r o m t h e t h e o r e m o f e q u i v a l e n c e w e c a n c o n c l u d e 

t h a t t h e r e e x i s t s f u n c t i o n s р < Т , р > a n d K * < ? > w h i c h s a t i s ­

f y t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n : 

P d O ­ H * d T ­ d*> • ) K * d » < t > 
1*4 k 1 

C o m p e r i n g t h e r e l a t i o n s C0> a n d CL> w e c a n w r i t e 

d o w n t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n : 

p d q ­ H d t ­ P d O + H # d T ­ d<*> ­ e> + £ C K . ­ K * > d > ­ , * 
l » t 

o r , d e n o t i n g V~f> • S , K^­K » 01 : 

p d q ­ Hdt ­ P d O ­ H * d T + d S • Tj с d j ^ <M> 

a a n d К a r e I n t e g r a l s o f th « ­ e q u a t i o n s CE> f o r С Ю , 

w h i c h i s t h e s a m e ) . 

T h u s t h e t r a n s f o r m a t i o n C D I s a c a n o n i c a l t r a n s f o r ­

m a t i o n o n l v i f i t s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n CM). I f w e d o 

n o t k n o w a n y i n t e g r a l s o f t h e m o t i o n b e f o r e h a n d w e c a n 

p u t a ~- О a n d w r i t e t h e c o n d i t i o n CM) I n a s h o r t e n e d 

f o r m : 

p d q ­ H d t ­ P d O ~ H * d T + d S . . СТО 

T h i s s u f f i c i e n t C b u t ­ n o t n e c e s s a r y ) c o n d i t i o n o f c a n o n i ­

c a l ! t у c a n b e f o u n d I n 161. N o t e t h a t t h e t r a n s f o r m a t i o n 

t h u s o b t a i n e d d e p e n d s o n t h e h a m l l t o n l a n f u n c t i o n H. 

3. T h e u n p e r t u r b e d c a s e 

l . o t u s now c o n s i d e r t h e u n p e r t u r b e d k e p l e r i a n m o ­

t i o n . I n t h i s c a s e t h e a r g u m e n t u i s t h e s a m e In my t h e ­

o r y a n d In t h e t h e o r y o f r e g u l a r l z a t l o n , s o w e c a n u s e 

t h e r e s u l t s o f 171. W e s h a l l u s e t h e d e n o m i n a t i o n s f r o m 

t h i s p a p e r . /. , G ,H Л ,e­ Ji a r e a s e t o f o r d i n a r y D e ­

1 D D D D D D ' 

l a u n e v e l e m e n t s : 



1С 

У ( J O 

Я • У c o s < 

D Ч » 

i s t h e h n m l l t o n j a n e x p r e s s e d In t e r m s o f t h e D e t a u n e y 

e l e m e n t s : 

I ­ u ­ e s i n и 
D 

h ­ П . 

2 L * 

d l OF dL 
d u OL ' d u 
d * <ta 
d u d u 
d h OF dH 
d u " W • d u 

I n u n p e r t u r b e d c a s e R s 0. l.,(i.H,l,g,h I s a n e w s e t o r 

e l e m e n t s s a t i s ! y l n c t h e f o l l o w i n g d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s : 

OF 
01 ' 
OF 
«V ' 
OF 
Oh 

T h e t r a n s f o r m a t i o n b i n d i n g t h e t w o s e t s o f e l e m e n t s 

l o o k * U k e t h i s : 

л 
У2С 

<Q> 

°» • a 

H m « 
l B ­

«-„ " 

t ­ I ­ • e s i n u 

T h e r i g h t s i d e s o f t h e s e f o r m u l a e d e p e n d o n l y o n t h e n e w 

e l e m e n t s a n d t h e n e w I n d e p e n d e n t v a r i a b l e u . E c c e n t r i c i t y 

e m u s t h a v e I t s o s c u l a t i n g v a l u e : 

T h e n e w h a m l l t o n l a n F m - —Й— 

T o c h e c k t h a t t h i s t r a n s f o r m a t i o n l e a d s t o c a n o n i c a l 



U 

e q u a t i o n s w e m a y u s e t h e c r i t e r i o n <NV V e m u s t h a v e : 

I d / . + g d O * h dH * F d t ­

D D D O D D D 

­ I d L ­ gdQ - hdH ­ F d u ­ d S . 

4. T h e p e r t u r b e d c a s e 

Now s u p p o s e w e h a v e R Г 0 a n d w e h a v e e x p r e s s e d R 

О D 

a s a s e r i e s C D > . We c a n i n t r o d u c e t h e n e w i n d e p e n d e n t 

v a r i a b l e b y t h e s a m e f o r m u l a a s In t h e p r e v i o u s c h a p t e r : 

I d • u ­ e s i n u I f e I s t h e o s c u l a t i n g e c c e n t r i c i t y <R> 

t h e n u I s e x a c t l y t h e o s c u l a t i n g e c c e n t r i c a n o m a l y . T h e 

t r a n s f o r m a t i o n o f o t h e r e l e m e n t s a n d t i m e 1 s h a l l e x p r e s s 

a s p o w e r s e r i e s i n a, w h e r e a i s t h e s m a l l p a r a m e t e r p r o ­

p o r t i o n a l t o t h e p e r t u r b i n g m a s s e s . 
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Резюме 
Я.Бриталс 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВОЗМУЩЕННОЙ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОЙ АНОМАЛИИ 
КАК НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМШИОИ В КАНОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ 
ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 

В данной статье рассматривается обобщенные канони­

ческие преобразования, когда преобразуется также незави­

симая переменная. Это преобразование строится как степен­

ной ряд по гозмуиапцим массам. Сказывается, как, исполь­

зуя такой метод, можно построить полностью аналитическую 
теорию для тела , которое движется по орбите с очень бочь­

шим эксцентриситетом. 

LVU ZINATN^JfA 

в I в L I о д е к А 
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УДК 518.5 Павенис А.К. 
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О ВЫПОЛНЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ НАД 
ЭШЕЛОНИРОВАННЫМИ РЯДАМИ НА ЭВМ 

Многие задачи небесной механики решаются путем постро­

ения аналитических теорий движения небесных т е л . Такая т е о ­

рия представляет собой набор выражений, которые позволяют 
вычислять координаты и скорости как функции времени. Постро­

ение таких теорий с учетом сегодняшних требований к точности 
практически невозможно без использования ЭВМ для проведения 
необходимых ai шитических выкладок. 

Для выполнения аналитических операций над математичес­

кими выражениями на ЭВМ разработан целый ряд систем анали­

тических вычислений (CAB) , как универсальных, так и специали­

зированных, т . е . ориентированных на конкретный достаточно 
узкий класс функций и решение определенных задач. Применение 
универсальных CAB (например REDUCE [ 7 ] для построения 
аналитических теорий движения очень ограничено в основном и з ­

за малого быстродействия таких CAB. По этой причине в зада­

чах небесной механики используются главным образом специали­

зированные CAB, значительная часть которых, так называемые 
Пулеооновские процессоры, разработаны для выполнения опера­

ций над рядами Пуассона [ 2 , 5, 8 , 9 ] . 

В задачах небесной механики мы можем разложить возмуща­

ющую фунгаяю в ряд Пуассона, однако выполнение аналитических 
операций над рядами, необходимыми для вывода аналитической 
теории движения, приводит к выходу за рамки рядов Пуассона ­

появлению делителей при интегрировании рядов по времени, а 



с * , 
COS D, 'Дяро, + 

Sim 
sin. 

( I ) 

fymp d) ­ функция наклона, Gfpo. M ­ функция эксцентри­

ситета, Ctm и Sf„ ­ коэффициенты разложения потенциала. 
При этом верхнее значение в кзадратных скобках берется в 
случае четного значения 1—т , а нижнее ­ в случае нечет­

ного значения. 

Если мы в ( I ) вместо Ъв»Ш И ^1р^(е) подставим их 
выражения через с и С , т о получим возмущающую функцию в 
форме ряда Пуассона. Такое преобразование приводит к зна­

чительному увеличению числа членов в ряде. Если мы хотим 
в этой задаче при выводе аналитической теории движения с о ­

хранить также Ftmp(i), G(p9(e) , С/т и Son в буквенном 
виде, то используемая CAB должна обеспечить возможность р а ­

боты со следующими функциями, входящими в ряды: 

­ постоянные с ицпексами или без них (например Сет ); 
­ тригонометрические члены (sin^i. Kxm,cos^l Kx A ); 

при использований методов канонических преобразований ­ так­

же производных частот. В некоторых случаях разложением д е ­

лителей в ряд по отношениям частот удается получить резуль ­

тат в виде ряда Пуассона, однако это осуществимо далеко не 
всегда. Таким образом,ряды Пуассона оказываются слишком у з ­

ким классом функций для решения многих задач небесной ме­

х а н и ч и . Из других специализированных CAB следует отметить 
[ б ] , в которой используются также делители. В этой CAB 

чисчо как тригонометрических и полиномиальных индексов, 
так и число частот фиксировано, т . е . система была ориен­

тирована на очень узкий класс задач. 

Рассмотрим в качестве примера задачу о движении ма­

териальной точки в нецентральном поле тяготения. В этом 
случае возмущающая функция имеет следующи/. вид: 

1.2 mzO раС Г Os­OO ' 



­ делите.™ ( f £ 4 * k ) ? j U ' ' 

­ производные частот (например д coj/dade); 
­ производные функций наклона d fympCQ/ill* 
­ производные функций эксцентриситета d*Ge (e)/de*\ 

mm лт 
­ степенные члены Пук ; 
­ численные коэффициенты. 
Очевидно, что для решения других задач необходимый 

набор функций, входящих в ряды, может быть другим. 
В общем случае такие ряды могут быть представлены в 

виде эшелонированных рядов: 

. ft) 
где Yif ­ некоторые функции, зависящие от мультиндекса 

I, . Коэффициента первого уровня (мультиндекс i, 
опущен) выражаются рядами по функциям второго уровня >f& 
с коэффициентами 2 уровня, те в свою очередь ­ через фун­

кции и коэффициенты 3 уровня и т . д . до N­1 уровня. Будем 
считать, что коэффициенты N ­ o r o уровня cj"' ­ численные 
постоянные. 

С1н^ ­ численные коэффициенты. 
В ( 3 ) часть мультииндексов опущена. 

Ряд ( 2 ) мы можем простой подстановкой привести к с л е ­

дующей форме: 

Аналсгичным образои для коэффициентов С ' при 1 ^ k < N 

полу­аем: 

9=' I 
Целью рассматриваемой работы было разработать а л г о ­

ритмы для выполнения на ЭВМ аналитических сперапиЯ над 



эшелонированными рядами в форме ( 4 , 5 ) . Подходящей струк­

турой данных для представления таких рядов являются д е ­

ревья. Один из предлагаемых видов представления рядов свя­

зан с использованием бинарных деревьев. 

Рассмотрим случай рядов Пуассона с одной тригономет­

рической и одной полиномиальной переизнной. 

S = T (Au^coskx +в^у'аижх) ( 6 ) 

Пус­ь 

у / 1 [ ш к * при К>0 
* \ iin(­kx) при к<0 

Таким образом ряд ( 6 ) приводится к виду ( 3 ) . Рассмот­

рим в качестве примера следующее простое выражение: 

5 = i f у*+(4у­4y~)cosx + 2ylcos2x ( 8 ) 

Выражению ( 8 ) мы можем сопоставить следующее бинарное д е ­

рево: 

/ — ­ y v — • c o s * ­ c o s <?х 

I У — У 5 ' i * (9) 

! ­4 z , 

где ссылка вниз указывает на коэффициент, а ссылка напра­

во ­ на следующий узел данного уровня вложенности. 
Мы можем также использовать другое представление д е ­

ревьеь ­ перечислим все узлы в порядке прямого прохожде­

ния дерева с одновременным указанием степени узла. В дан­

ном случае вместо степени узла можно использовать также 
уровень узла в соответствии с ( 2 , 3 ) : 

3 2 3 ' 1 3 t 3 ' 2 3 ( Ю ) 
/ у"* I cosx у 4 у 3 ­4 C0S2X у 1 г 



Выполнение таких операций как умножение на численную 
постоянную, вычисление производной, интегрирование по вре­

мени и аналогичных им сводится к вычислению локально опре­

деленной на дереве функции [ i ] . 

Алгоритмы бинарных операций (сложение, вычитание и 
умножение рядов) являются более сложными. Разработанные 
алгоритмы выполнения аналитических операций над эшелони­

рованными рядами не зависят от функций, входящих в ряды. 
Это дает возможность при создании специализированной CAB 
выделить ядро CAB, которое организует выполнение аналити­

ческих операций, и которое остается неизменным при решении 
разных задач. Настройка CAB на решение конкретной задачи 
осуществляется путей включения дополнительных програмных 
модулей, которые выполняют операции над представлениями 
конкретных функций входящих в ряда. 

Упомянутые выше алгоритмы реализованы на ЕС ЭВМ ( 2 
ряд) в системе ПДО. При этом в процессе выполнения некото­

рой операции результирующий ряд строится в форме бинарного 
дерева ( 9 ) в рабочей области. В то же время ядро CAB органи­

зует собственную виртуальную память, в которой в представ­

лении ( 1 0 ) хранятся все остальные ряды. 

На данный момент в CAB реализованы следующие типы 
функций; постоянные в буквенном виде с или б е з индексов, 
тригонометрические функции, делители, производные частот, 
коэффициенты Ганзена и их производные, функции наклона и 
их производные, степенные члены. Сравнение с УПП показывало, 
что в случае работы с рядами Пуассона данная система 2­4 
раза по быстродействию превосходит УПП. 
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LATVIJAS UlUVERSITATES ZUlAlHISKIE RAKSTI Nr 

ASTROKOMIJA r.KRIJA 18 . RlQA . 1990 25. ­29 . lpP­

УДК b'21.73 Салитис А.Л. 
(Даугавпилский педагогический 

институт) 

ОБ ЭВОЛЮЦИИ ДОЛГО11ЕИ10ДИЧЕСКИХ КОМЕТ 

Долгопериодические кометы обладают принципиальными о с о ­

бенностями, которые накладывают определенные ограничения на 
выбор методов исследований. 

Во­первых, они удаляются на большие.расстояния от Солн­

ца, где сутаественное влияние на движение, а следовательно и 
эволюцию орбит, оказывает гравитационное*действие мимо про­

ходящих звёзд. 

Во­вторых, они, как правило, имеют по одному наблюдён­

ному сближению с Солнцем. 

Первый фактор не позволяет осуществить непосредствен­

ное интегрирование уравнений движения кометы, так как обычно 
неизвестны расстояния до ближайших звёзд и траектории их дви­

жения. Второй фактор лишает нас возможности объединения пов­

торных появлений, на основании которого можно делать выводы 
о ходе эволюции. 

По этим причинам в качестве основных методов приходите'­

использовать статистический метод и методы численного модели­

рования. Критерием достоверности результатов, полученных на 
основе того или другого модельного исследования, является 
совпадение полученных результатов с результатами эмпиричес­

ких данных. 

Таким критерием в кометной космогонии является совпа­

дение распределения комет по величинам элементов орбит, с л е ­

дующее из численного эксперимента, с распределением, получен­



ним на основе анализа результатов наблюдений. 
В последнее время, благодаря широкому внедрению ЭВМ в 

решение проблем космогонии, на основе большого набора гипо­

тетических комет достигнуты значительные успехи в численном 
исследовании эволюции орбит долгопериодических комет. В част­

ности Дж.Фернандесом [ i ] было получено распределение дол го ­

периодическмх комет по значения! элементов орбит, учитывая 
при этом гравитационное действие как планет гигантов, так 
и соседних звё зд . 

Позднее нами [ 2 ] было найдено распределение долгоперио­

дических комет по обратным значениям больших полуосей орбит 
( 7£ ­ ) г. рамках обобщённой теории диффузии комет. Полученные 
таким путём результаты могут представлять интерес для комет­

ной космогонии лишь в том случае , если они сравниваются с 
эмпирической статистикой, которая свободна от эффектов с е ­

лекции открытия. Для исследования динамической ЭРОЛЮЦИИ ко­

мет наиболее важной является статистика по . Целью на­

стоящей работа является выяснение зависимости статистики по 
от эффектов селекции. 

В первую очередь следует отметить, что статистика по 
— в меньшей мере искажена эффектами селекции, чем статис­

тики по другим элементам. Так, например, на эту статистику 
че влияет распределение наблюдателей по земному шару. Мало­

вероятно также влияние момента времени суток (утренняя или 
вечерняя видимость) на вероятность открытия. Единственным 
серьёзным фактором, который может искать статистику по , 
является возможный различный абсолютный блеск комет с раз­

личными значениями ­— . Согласно современным представлениям 
об облаке комет, кометы с меньшими , это более молодые 
и поэтому "рче по блеску. Исходя из этого Уиппл [з] , на­

пример, считает, что эти так называемые новые кометы из о б ­

лака Сорта открываются чаще, поскольку они имеют больший аб­

солютш1Й блеск Hjq. В то же время Кресак [4] считает, что 
различия блеска старых и НОРЫЧ комет небольшие и поятому на 
статистику оказывают малое влияние. 

В настоящей работе мы делали попытку выяснить этот во­

прос, пользуясь данными каталогов комет. Нами исполь­



эовачы 203 почти параболические кометы, точные значения 
которые были получены Б.Марсденом, З.Секаниной и Э.Эвер­

хартом [ б , 7J. Применяя статистический критерий, вытека­

вший из правила Стерджеса, мы разбили интервал изменения­^ 
от Ю ­ 6 а . е . до 24 5 6 2 ­ Ю ­ 6 а . е . на девять интервалов. Для 
каждого из этих интервалов нашли чисто комет и их среднюю 
абсозптную звёздную величину H j q , используя даьные ста ­

тистического каталога параметров орбит долгопериодичееких 
когэт В.В.Радзиевского и В.П.Томвнова [ б ] . 

Кроме этого мы также нашли средний период обращения и 
число оборотов кометы вокруг Солнца по каждому из упомяну­

тых иотервалов. Результаты посчётов приведены в таблице. 

Таблица. 

Средние значения параметров долгопериодичееких 
комет по интервалам изменения ­ L . 

Ин­
тервал 

К/<Х ( о , * . ) 4 

( х К Г 6 ) 
Число 
комет 

Н 1 0 .Период 
( в годах) 

Число 
оборотов 

I . 1365,5 143 6,13 I 98 I8 50459 
2 . 4094,5 17 6,25 3817 266986 

3 . 6823,5 14 6,52 1774 563698 
4. 9552,5 6 7,65 1071 933707 

5. 12281,5 6 5,90 735 1360544 
б . 15010,5 2 7,40 544 1838235 
7. 17739,5 7 8,10 423 2364066 
8. 20468,5 3 5,20 341 2932551 
9 . 23197,5 5 8,02 283 3533569 

Из данных таблицы, а также из анализа значений Н Тд д л ° 
каждой индивидуальной кометы, можно сделать вывод, что ста­

тистика по мало искажена эффектами селекции открытия к о ­

мет. При переходе из интервала со значениями ­^­от ДО­6 а . е . 
до 2 , 7 . Ю ­ 3 а . е . к интервалу с ­JJ­OT 2,7.J.0~ 3 а . е . до 
5 , 5 ­ Ю ­ 3 а . е . , средняя звёздная величина меняется ли­пь на 
0Tl2. В то же время число объектов в первом интервале в 
8,4 раз больше чем во втором, что подтверкдает слабую эави­



СИМОСТЬ H jq от ­ J p . 

Таким образом, анализ H jq лишний раз подтверждает р е ­

альность максимума в распределении комет по около значения 

= 0. Это обстоятельство указывает на т о , что долгоперио­

дические кометн в зону видимости вводятся возмущениями со 
стороны соседних звёзд и постепенно переходят на короткопе­

риодические орбиты. По мере перехода на менее вытянутые ор­

биты, происходит медленное падение блеска, что также под­

тверждается данными, приведёнными в таблице. 
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Исследована зависимость статистики по о т . ^ ю * Установле­

но , что максимум в распределении ~ около — = 0 реален. 
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tletxkaa pa atkarlba no H ) 4 • I r konstatets, ka aaks l ­

nums •— aadalljuma pis ­ i • О l r rea ls . 
Summary 

A .Sa l l t l s 

OR THB 870L0TI0R OP Ш1С­PBRIOD С0ИВТЗ 

The distr ibut ion of long­period comets has been given 
by ­i­ . The dependence of s t a t i s t i c s on ­i­ has been i n ­

vestigated according to H w . It has been'establ lshsd the 
maximum of distr ibut ion according — near ­ i ­ О i a r ea l . 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ОБ 
УЛУЧШЕНИИ ОРБИТ МАЛЫХ ПЛАНЕТ 

Введение 

Настоящая работа возникла в связи с проводящимися в 
Астрономической обсерватории при ЛУ расчетами по определе­

нию орбит малых планет. В § I приведена постановка задачи 
об улучшении орбиты малой планеты ­ она сводится к б е з у с ­

ловной минимизации функции шести переменных. При решении 
этой задачи численными методами нередко сходимость к реше­

нию была медленной или вообще не имела места. В связи с 
этим требовалось установить причины медленной сходимости, 
и если возможно, дать рекомендации по ускорению работы 
численных методов. 

Ниже проведено численное исследование и даны рекомен­

дации на основе одной конкретной задачи ­ задачи об улучше­

нии орбиты малой планеты § 3155. Выбор этой задачи обуслов­

лен тем, ч т о , с одной стороны, при ее решении нвЛлвдаяась 
плохая сходимость численных методов и, следовательно, aire, 
задача представляет интерес для исследования. С яругой стороны, 
ее решение найдено и, следовательно, есть возможность отрабо­

тать методику численного исследования и проверить ее вывода. 

Предлагаемая методика численного исследования подобных ­

задач и используемый пакет программ описан в [ 2 ] . От ос­

нована на сравнении в окрестности исследуемой точки х+ ц е ­

левой ­функции минимизации О. и квадратичной функции f , 
определенной л 



Ffxj'ulxp) +(vQ.(x.\x­xt.)+i(x­xPjG(xf)(z­xJ m 

Здесь и в дальнейшем будем придерживаться следующих обозна­

чений. Вектор­аргумент функций F и 0. обозначим буквой х . 
Нижние индексы будут обозначать различные вектора, верхние 
­ различные компоненты. Например, х{. ­ это j ­ая компонен­

та вектора j c a . Градиент функции О. в точке у: обозначим 
\7fl (х) . Линиями уровня функции, число переменных которой 
не сгнее дпух , будем называть линии уровня этой функции, в 
какой­либо плоскости, проведенной через фиксированную точ ­

ку х , т . е . линии уровня функции f(nji)= fi(х+<хр +J&fy), 
где р и Л везде в настоящей работе будет предполагаться 
ортонормированиями векторами. Поверхностью уровня будем на­

зывать множество точек пространства, в которых функция fi. 
имеет одно и т о же значение. Таюы образом, линия уровня 
функции ­ это сечение ее поверхности уровня плоскостью. Мат­

рица G(x)= ((дгО.(х)/дхсдх))) ­ матрица Гессе функции 
» в точке ­х , через (х,у] обозначим скалярное произведение 

векторов х и у . 

Рассмотрим сужение функции ( I ) на плоскость, проходя­

щую через точку Хщ. параллельно ортонормированным векторам р 
и ц . . Квадратичная функция, определенная на этом сечении, 
имеет вид: f U,fi)= F(x,+ «p 2b<*Jb + 

+cj?+iiU + 2hj* + t , где a » f (pAfoH *• 
Чтобы не усложнять дальнейшее изложение, предасдеаш, 

что G (xj положительно определена. Тогда нетрудно ДОсамт»; 

где 

г ~ г > 


